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Resumen

El anilisis de sensibilidad es un campo de investigacién de la ingenieria estructural muy interesante debido
a la variedad de sus usos. En estructuras de nudos rigidos, el esfuerzo computacional necesario para obtener
los valores analiticos de las sensibilidades es tan arduo que generalmente ha sido evitado; utilizandose en su
lugar sus aproximaciones mediante diferencias finitas. Sin embargo, obtener los anélisis de sensibilidad por
este método puede conducir a errores considerables y a un mayor tiempo de célculo, especialmente cuando se
consideran variables geométricas, como muchos autores han sefialado. En el presente trabajo se desarrollan
las expresiones analiticas de las sensibilidades respecto a variables geométricas para estructuras de nudos
rigidos en teoria de segundo orden.

En nuestro desarrollo comenzamos evaluando los andlisis de sensibilidad de los movimientos nodales, para lo
cual es necesario efectuar previamente, entre otras cosas, los andlisis de sensibilidad del vector de cargas y
de las matrices de rigidez eldstica y geométrica asociadas a la estructura de nudos rigidos. A continuacién,
se evalian los andlisis de sensibilidad de las maximas tensiones normales.

Después, se calculan dichas sensibilidades analiticas para algunos ejemplos estructurales comparando los
resultados con los correspondientes valores obtenidos mediante diferencias finitas y seguidamente se utilizan
las sensibilidades, obtenidas mediante nuestro desarrollo, en la optimizacién de un pértico de dos vanos.
Para terminar, se extraen algunas conclusiones del trabajo presentado.

ANALYTICAL EXPRESSIONS OF SENSITIVITIES FOR SHAPE VARIABLES IN SECOND
ORDER BENDING SYSTEMS

Summary

Sensitivity analysis is a very interesting field in structural engineering because of its variety of uses. But
the computational effort to obtain the analytical values of such sensitivities is a formidable task that has
been generally avoided, when considering flexural systems, and finite difference approaches have been used,
instead. However carrying out the sensitivity analysis by this method leads to considerable errors, especially
with shape variables as many authors have pointed out. In this paper analytical expressions of sensitivities
analysis with respect to shape variables are carried out for bending systems in second order theory. In our
development we start evaluating the sensitivity analysis of the nodal movements performing the loading
vector and stiffness and geometric matrix sensitivity analysis. Then we evaluate the sensitivity analysis of
the maximum normal stresses.

Then, some structural examples where the previous analytical sensitivities are evaluated are exposed relating
the results versus the corresponding results obtained by finite difference methods and we use it to carry out
the optimization of a frame structure.

Finally, some conclusions are drawn from the work presented.
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INTRODUCCION

El anélisis de sensibilidad en la ingenieria estructural es un campo de investigacién muy
interesante debido a la variedad de aplicaciones que se le puede dar, como conocer el efecto
de modificar los valores de las variables en un diseno estructural o la determinacion de la
direccion de busqueda hacia la solucién 6ptima en problemas de optimizacion estructural
mediante métodos de programacién matematica basados en el gradiente’?3. En estructuras
de nudos rigidos, debido a que el esfuerzo computacional necesario para el calculo de los
valores analiticos de las sensibilidades es enorme®®®, generalmente se ha recurrido a la
aproximacién de los andlisis de sensibilidad mediante diferencias finitas”. Esto ha sido
asi a pesar de que, ademés del mayor tiempo de computacién necesario, muchos autores,
como Adelman y Haftka®, han senialado que efectuar los analisis de sensibilidad mediante
esta aproximacion puede conducir a errores considerables, especialmente para el caso de
variables geométricas.

ANALISIS DE SENSIBILIDAD DE PRIMER ORDEN RESPECTO A
VARIABLES GEOMETRICAS

En la investigaciéon que se presenta en este articulo se han desarrollado los andlisis de
sensibilidad respecto a variables geométricas de estructuras de nudos rigidos bidimensionales,
de los movimientos en los nudos de la estructura y de las maximas tensiones normales que
se producen en cada una de las barras que componen la estructura, debido a que éstas
son las repuestas estructurales que generalmente interesan més al ingeniero que disena una
estructura.

El analisis estructural se ha realizado en teoria de segundo orden para tener en cuenta
las no linealidades geométricas, cuyo efecto puede ser tan importante en los elementos
comprimidos.

Las variables de diseno que caracterizan la optimizacion de geometria de sistemas es-
tructurales a flexién hacen referencia a las coordenadas de los nudos en los extremos de las
barras que componen la estructura. El desarrollo que se realiza a continuacién es plenamente
valido para cualquier coordenada nodal.

En todo lo que sigue se considera que x; representa la variable geométrica respecto a la
que se calculan las sensibilidades y es por tanto una coordenada segun una direccién global
de un nudo de la estructura.

Se designa con Ly a la longitud de la barra b segtn la direccién global que representa k
¥y, por tanto, se representa con Ly, o L;, segin cual sea el valor de k. Con Ly, se designa la
longitud de la barra b segtn la direccién de la variable geométrica x; y con L,z su longitud
en direccién perpendicular a la de la variable z;.

y y
i Lip Lba
Lo pr
X X
Figura la. z; es una coordenada x Figura 1b. z; es una coordenada y

En la Figura la se han representado los significados de Ly, y Lyg para el caso en que la
coordenada nodal respecto a la que se deriva es una coordenada x y en la Figura 1b se ha
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representado lo anterior, pero para el caso en que la coordenada nodal respecto a la que se
deriva es una coordenada y.

Ademéds se emplea la variable d,; cuyos valores, también para la barra b que se esta
considerando, seran

d; = 0 si sus extremos no contienen a z;,
0p; = —1 si el extremo 1 contiene a z;,
0p; = 1 si el extremo 2 contiene a ;.

Asimismo se tendrd en cuenta que c¢ y s son, respectivamente, el coseno y el seno del
angulo a que forma la barra que se esté con el eje global z, en consecuencia

Ly, L
c:cosa:L—bb y s:senoz:L—b: (1)

Sensibilidades de primer orden de los movimientos

El desarrollo que conduce a la obtencién de los valores analiticos de las sensibilidades de
primer orden de los movimientos que se producen en los nudos de una estructura de nudos
rigidos, parte de la expresién del método del equilibrio que, cuando el andlisis estructural se
realiza en teorfa de segundo orden y las funciones de estabilidad se linealizan®!°, se expresa
como

f=(Kp+Kg)u (2)

donde f representa el vector de cargas en nudos, u el vector de movimientos en nudos, Kg la
matriz de rigidez eldstica de la misma y Kg la matriz de rigidez geométrica de la estructura.
Si el simbolo IE se emplea para representar la operacién de ensamblaje de los vectores y las
matrices elementales, el vector f y la matriz Kg son funcién de los esfuerzos axiles en las
barras en la forma

£ = B(E) + £) = () + N, W) K = (N, K2,) (3)

donde N, es el esfuerzo axil en la barra b, KY, la matriz de rigidez geométrica en ejes
globales de la barra, f;,’ el vector de cargas para la barra asociado a la teorfa lineal, f% el
vector de cargas para la barra asociado a la teoria no lineal y Wz el vector asociado a las
cargas no lineales para la barra b.

Por su parte, el esfuerzo axil en cada barra depende de los movimientos en los nudos
segin la expresion

Ny = (W) u (4)

donde W! es un vector que relaciona los movimientos y el esfuerzo axil para la barra. La
derivacién de (2) respecto a una variable de disefio geométrica z; sera

o 9Ks+Ke)ul
ij N 8$j

(5)

Teniendo en cuenta (3) y (4), el primer miembro de la expresién anterior resulta

of ofr oW D(Wt)T du
_ _P N p b\ " u) b b\T ¥
5 = < g N L Wy Wi(WY) (%j) (6)
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Por otra parte
I(Kau) _ JE(N, K%,)u] _ J[E(KE, uly) -
8:(}j 8$j 8301

y, por tanto realizando las derivadas correspondientes

d(Kgu) 0KZ, du O(Wh)T ou
———==FE|N NyK%, — + K%, u——— KY? whHT —— 8
oz, b oz, u+ N, K, oz, +Keu oz, u+ Kg, u(W,) oz, (8)
Finalmente resta por derivar el producto Kz u, que resulta ser
= Kg— 9
5:1:j 8:6.7- u B a.'Ej ( )
Reorganizando los términos de las expresiones (6) a (9)
Ju of’ OW?
Kr + Ko + E(KZ, u(W)T - W (WH)T) — =E | =2 + N,——2
10
O(W)T 0KY? 0K O(Wh)T
Wb U o IE N Gb —IE Kg U
+ P 837]' u b 6.’133' + 81’j u ot al'j u

El sistema de ecuaciones definido por (10) es lineal y permite la obtencién directa
de Oudz;.
En el sistema anterior los términos 0K pg/dx; y 0f)/0x; estan asociados a la teoria lineal

y sus desarrollos se describieron en las referencias 11 y 12. En consecuencia, quedan por
conocer los términos OW}/dxz;, I(W?)" /0x; y 0K, /0x;.

Sensibilidades del vector Wg

Para el caso en que la carga actuante sobre la barra sea una carga uniformemente
distribuida a lo largo de la barra y teniendo en cuenta el origen de la carga, cabe distinguir
entre dos posibilidades para el calculo de las sensibilidades del vector Wf):

a) La carga distribuida no proviene de un peso propio.
En este caso el valor de la carga distribuida es constante y no depende por tanto de la
geometria. En esta situacién el tinico factor geométrico que hay que derivar es L}
o(L¢
éxj) = 0p; 4 L} Lys, (11)
b) La carga distribuida proviene de un peso propio.
Para este otro caso, puesto que la componente de la carga distribuida ortogonal a la
barra tiene un factor geométrico que depende de la direccién en la que actia la gravedad
y de la orientacién de la barra respecto de los ejes globales, se ha de derivar el factor
L} L, si la direccién en que actia la gravedad es la del eje global z o el factor L} Ly, si
la direccion resulta ser la del eje global y. En cualquiera de las dos situaciones anteriores
la derivada del factor sera

(L} Lya)
2 — 8, (3L, L3 L} — > =y, 3Ly Lpo L 12
0z, by( b Lo + L) Y z; bj b Lba Lobg (12)

dependiendo de que el factor contenga o no, en orden lineal, la direcciéon que representa
x;.
J

O(L} Lyg)
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Sensibilidades del vector W?

Para este vector los factores que hay que derivar son Ly, /L} y Ly,/L;. Sus derivadas
seran

Lba Lb
o(%) | n-om, o(%) _ 5 —2Lus Lia
(6] = Opj

_ 5 13
8$j b Lg afl‘j Lg ( )

de nuevo dependiendo de que el factor contenga o no, en orden lineal, la direccién que
representa x;.

Sensibilidades de la matriz K7,

Todos los elementos de la matriz K7, contienen un factor que depende de la geometria
v que se encuadra en uno de los grupos siguientes:

e El denominador del factor es L}

En este grupo el elemento puede ser L3, /Ly, Lj,/Li o Ly, Ly, /L}. Sus derivadas son

Loy Lua Lus
6<L§> _ 2Ly Lj —3L;, o 8( Ly ) —5 Ly L — 3L, Lug
8xj b Lg a.ij g

L2
9 (L—"> 3L Ly,
o —_— = bjT

a.’L’j

en funcién de que el factor contenga o no, en orden cuadratico o lineal, la direccién que
representa x;.

e El denominador del factor es L,

Para este otro grupo el elemento puede ser Ly,/Ly o Ly,/L,. Por tanto, sus derivadas
seran
0 ( Lea 2 2 oLz
Lb . _Lb - Lba Lb o ) —Lba Lbﬁ

= = 15
ox j b Lg axj bj L% ( )

dependiendo de que el factor contenga o no, en orden lineal, la direccién que representa ;.
e El factor es L,

Para este tltimo grupo, que sélo contiene al elemento indicado, al derivarlo se obtiene

aLb o Lba
a—fljj = (51,j Lb (16)

Sensibilidades de primer orden de las maximas tensiones normales

Para el desarrollo del calculo de las sensibilidades de las maximas tensiones normales en
cada barra se diferenciard segin que dichas tensiones normales maximas se localicen en los
extremos de las barras o en el interior de las mismas.
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Sensibilidades de las tensiones normales en extremos de barra

Las tensiones normales en extremos de barra, cuando el andlisis matricial se realiza en
teoria no lineal, se obtienen mediante

Ny,
c=S8u+> o (17)
b=1

donde la matriz S, conocida en la literatura anglosajona como system stress transformation
matriz'?, se detalla més adelante y donde el sumatorio del segundo miembro corresponde a
las tensiones normales en las fibras superior e inferior de las secciones en los extremos de las
barras, provocadas por las fuerzas nodales de equilibrio debidas a la presencia en las barras
de cargas no aplicadas directamente sobre los nudos extremos. Ademds, en dicho sumatorio,
oy representa la aportacion de la barra b. Si las tnicas cargas existentes en la barra estuvieran
aplicadas directamente sobre los nudos extremos, esta aportacién seria, obviamente, nula, y
si existieran cargas no directamente aplicadas sobre dichos nudos extremos, o}, tendria todas
sus componentes nulas a excepcion de las correspondientes a las fibras superior e inferior
de las secciones en los extremos de la barra. Estas tltimas componentes dependeran del
tipo de carga aplicada y, en general, seran funciéon de la geometria. Derivando la expresion
anterior respecto de la variable geométrica x;, se tendra

En la expresién anterior se conocen ya S, u y du/0dz;; lo tinico que resta por conocer
son los términos 9S/0x; y 0oy, /0x;.
Para calcular el primero, 0S/0z;, se expresara la matriz S como

s=>'s, (19)

b=1

donde S, es la aportacion de cada una de las barras de la estructura. Derivando

98 08,
856j a b1 8.73‘]'

(20)

Dada cada una de las matrices S;, ésta se puede obtener de sumar la aportacién de la
barra en teorfa lineal, SP, y el correspondiente incremento por ser el analisis estructural en
teorfa de segundo orden'?, S¢

S, = E,SE + N, S¢ (21)

donde E; representa el médulo de Young para el material de la barra y IV, es el axil en la
misma. En la expresién anterior, la matriz S{ es una matriz de cajas con submatrices nulas
y no nulas. La submatriz no nula estandar es del tipo

—s c 4L s —c —L
WOWS"P 10WS™P 30W2P 10WS"P 10WSYP 30w

s —c —4L —5 c L
ow/ " tow!™r  zow{™f 1ow™T 1ow/™P zownf

s —c L —s c —4L
WP 10W2 P 30W.S P 10WR"P  10WS P 30WS P

—s c —L s —c 4L
ow™f  ow™f zow{™F 1ow™T 1wow/™F zow S
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Por tanto, al derivar (21)

s, OSf | I, SF)
aasj - a.fL'j 8$j

(23)

donde el primer sumando, Ej (9S{/0x;), estd asociado a la teorfa lineal y su desarro-
llo se puede encontrar en las referencias 11 y 12. Desarrollando el segundo sumando,
(N, S§')/0x;, teniendo en cuenta (4), resulta

I(N, S¢)  o(Wh)T ou

— SG Wb T_SG Wb T
axj axj us, +( u) amj b +( u) u

0S¢
amj

(24)

donde todos los factores son ya conocidos salvo 9S§’ /0z;.
Los tnicos factores geométricos existentes en S§ se pueden encuadrar en uno de los
grupos siguientes:

e El denominador del factor es L,

Para este grupo el factor puede ser Ly, /L, o Ly,/L,. Por lo tanto, sus derivadas ya
fueron obtenidas mediante (15).

e El factor es L,

En este otro grupo unicamente esta el factor L;, cuya derivada respecto de la geometria
también fue calculada anteriormente mediante (16).

Para finalizar con el calculo de las sensibilidades de las tensiones normales en extremos
de barra, queda por evaluar do,/0z;. Para ello se tendra en cuenta que dada una barra
b genérica sobre la que actia una carga uniformemente distribuida p, perpendicular a la
direccion de la barra y que ocupa todo el vano, la tnica fuerza nodal de equilibrio que
participa en las tensiones normales que se producen en las secciones de los extremos de las
barras es el momento flector. Este momento flector se obtiene como suma de una componente
asociada a la teoria lineal y de otra a la no lineal.

Las sensibilidades, respecto de la geometria, de la componente asociada a la teoria lineal
se encuentran desarrolladas en las referencias 11 y 12.

En cuanto a la parte asociada a la teoria no lineal, las componentes no nulas del vector oy,
que hacen referencia a las tensiones normales en las fibras superior e inferior de las secciones
1y 2, respectivamente, inicial y final de la barra, vienen dadas por®!!:12

oSup — gSup _ LM bW, . oIt — gInf _ Lblfl —bw,, ;s
1 - Y2 - b 1 - Y2 - b
720ElbaaWSup 720EIbaaWSup
(25)
Al derivar las expresiones anteriores respecto de la variable geométrica xz; se obtiene

dof  9os 0N, pL'A, " N,A, 0 9(p,LY)

- - - 2
O0x; Ox; Ox; 720ELaw,,, T720ELaw,,, Ox; (26)
oo™ 9ol AN, p LA, N AT A(pLY) @
dx;  Odx;  Ox; T20ELaw,,, T20ELaw,,, Ox;
En (26) y (27) el factor ON,/Ox; se obtiene teniendo en cuenta (4). Por lo tanto
IN, O(W?i)T por Ou
= u W)t — 28
8%— ({_)ij u ( U) 81’j < )
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donde ya se conocen todos los factores que intervienen.
Para calcular la otra derivada que interviene en (26) y (27), d(p,L*)/0x;, hay que
considerar dos situaciones, segun el origen de la carga distribuida.

a) No es un peso propio.

Para este caso, puesto que p, es una constante, lo tinico que depende de la geometria es
el factor L* cuya derivada ya fue obtenida en (11)

b) Es un peso propio.

Para este otro caso, puesto que la componente de la carga distribuida ortogonal a la
barra tiene un factor geométrico que depende de la direccién en la que actiia la gravedad y
de la orientacién de la barra respecto de los ejes globales, se ha de derivar el factor Lj Ly, si
la direccién en que actiia la gravedad es la del eje global z o el factor L} Ly, si la direccién
resulta ser la del eje global y, cuyas sensibilidades ya fueron obtenidas en (12).

Sensibilidades de las tensiones normales maximas en el interior de la barra

Para el cdlculo de los esfuerzos internos se ha de tener en cuenta la geometria deformada.
Por consiguiente, si se considera una seccién genérica en el interior del vano de la barra
a una distancia x del extremo inicial de la misma y siendo los movimientos locales en los
extremos de la barra los que se indican en la Figura 2

Figura 2. Movimientos locales en extremos de barra

la flecha que se produce en la secciéon genérica considerada puede aproximarse, con
suficiente precisién, mediante’

2¢%  3x? x> 2z 32 223 x> 2?
w= (F‘F“) “(ﬁ‘f”) W(ﬁ‘ﬁ) “(ﬁ‘f) #i (29)

Si se reagrupan los términos de la expresién anterior en potencias de z, queda

w:x3<L3+ﬁ—L—;+L—;>+x2< Iz T +L—;—f’ +xoi+ A (30)

por lo que el momento flector en la seccién genérica resulta

2

Mj(2) = M; = Vi + py - — Nyw (31)
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donde M; y V; son, respectivamente, el momento flector y el esfuerzo cortante en el extremo
inicial de la barra. Puesto que el esfuerzo axil es constante en cada una de las barras,
los valores extremos de las tensiones normales se localizan en aquellas secciones donde se
producen los valores extremos del momento flector.

Si se deriva la expresién anterior y se iguala a cero para obtener las posiciones de los
momentos flectores de valor extremo, resulta una ecuacion de segundo grado en xz. Haciendo
los cambios,

b:pb—2Nb<_jj\i—2fi+3L—)\2j—%> (33)
c=—Nyp; =V, (34)
las soluciones de la ecuacién de segundo grado anterior resultan ser
—b+ Vb2 — 4dac
Ty = (35)

2a

donde la solucién z; corresponde a la determinacién positiva y la x5 a la determinacién
negativa. Las tensiones normales en las fibras superior e inferior de las secciones interiores
indicadas, seran

D) Va4 (—1)py 2 4+ (1) Nyw,
ot — by T Warm + (CD) T 4 (1) Now
Cm A Wk

b

(36)

donde ¢ indica que la seccién que se considera estd en el interior del vano de la barra, k
toma el valor 1 para la fibra superior y el 2 para la inferior, m toma el valor 1 para x; y el
2 para x5 y W representa el médulo resistente de la barra, para la fibra superior o inferior
en funcién del valor de k.

Si se deriva (36) respecto de la variable geométrica, se obtiene

80’k 80"“ 8 (#) . .’E2
Cm, = 3 b _ : _ (kJrl) Tm B &
Ox; z; + Ox; {( D)*Vizy +(=1) Po +(-1) wam] +

1 [0z, oV, Tm Opy
-1 kyr -1 (k+1) -1 k -1 (k+1)
+ Wr { oz, (=) Vi 4+ (=1)" "V pptn] 4 1, [( ) o, +(-1) - —8%] } +

1 6Nb ow
— (=1 (w, 22 4, L
" wy [( ) <wm O T O >] (37)

En (37) el primer sumando representa las sensibilidades respecto de la geometria de las
tensiones normales en el extremo inicial de la barra que han sido calculadas anteriormente,
el término ON,/dz; ha sido ya definido mediante (27) y el factor 9 (1/W}) /dx; es siempre
nulo debido a que los médulos resistentes de las secciones transversales no dependen de la
geometria. Por consiguiente, hay que determinar todavia los factores dV;/0x;, Op,/0x;,
0z, /0x; y Ow,,/0x;. Para calcular el primero de ellos, OV;/0z;, se tendrd en cuenta que el
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cortante en el extremo inicial de la barra se puede obtener sumando al de las fuerzas nodales
de equilibrio en el nudo ¢ el que proporciona la expresién

Vi=CEu+ N,C¢ u 38
Vi Vi

111

donde la matriz CE estd asociada a la teorfa linea la matriz C%, que estd asociada a
Vi ) \%%)

la teoria no lineal, viene dada por

Co=[Q = & L g & & L (39)

5L 5L 10 5L 5L 10

representando {2 matrices fila, de la dimensién adecuada, con todos sus elementos nulos.
Los tres primeros elementos no nulos de la matriz C\C}; corresponden al nudo ¢ y los otros
tres corresponden al nudo j. Derivando (38) respecto de la geometria

o Ou 0CY )

Vi al‘j al‘j

aVi E@+8Cﬁu+8Nb
or;  Viox; Oz, Oz,

CS u+ N, (c (40)

En la expresién anterior, el factor du/dz; ya ha sido calculado y el factor 8C5i /0z;,
asociado a la teorfa lineal, ha sido desarrollado en las referencias 11 y 12.

El factor ON,/0z; de nuevo viene dado por (28).

Para obtener dC§ /0x; hay que derivar los factores Ly, /Ly y Ly,/L;. Sus derivadas
resultan ser

a(Lg>_ CLi-orp, 8<Lg>:6bv—2Lb5Lba
8.’13]' & Lg a.’lfj J Lé

(41)

dependiendo de que el factor contenga o no, en orden lineal, la direccién que representa ;.

Para terminar con el factor 0V;/0x;, al valor resultante de (40) le hemos de sumar la
sensibilidad del esfuerzo cortante correspondiente a las fuerzas nodales de equilibrio en el
nudo ¢ de la barra, pero este esfuerzo cortante sélo tiene componente asociada a la teoria
lineal, por lo que su sensibilidad se desarrollé en las referencias 11 y 12.

Para el célculo de dp,/0x; hay que sefialar que sera nulo para el caso en que el origen de
la carga uniformemente distribuida no sea un peso propio, pero cuando el origen de la carga
sea el peso propio, el valor de p, incluye un factor geométrico que depende de la direccién
en que actua la gravedad y de la orientacion de la barra respecto a los ejes globales. Dicho
factor geométrico se expresa como Ly, /L, cuando la direccién de la gravedad coincide con
la del eje global z o se expresa como Ly, /L, cuando coincide con la del eje global y. En
cualquiera de los dos casos, sus derivadas fueron expresadas mediante (15).

En el célculo de Oz,,/0x; intervienen los factores ON,/0x;, 0OV;/0x;, Opy,/0x;,
0(1/Ly) /Ox;, 0 (1/L}) /Ox; y las sensibilidades respecto de la geometria de los movimientos.

Las tres primeras acaban de ser determinadas y también las sensibilidades de los
movimientos.

La derivada del factor 1/L; resulta ser

(&), (42)

y la del factor 1/L7 es
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Finalmente, para terminar con el célculo de (37) resta por evaluar dw,,/0x; y en ello
intervienen los factores 0x,,/0z; y las sensibilidades de los movimientos respecto de la
geometria que ya han sido calculados.

Con esto finaliza todo el desarrollo necesario para efectuar el andlisis de sensibilidad de
primer orden para estructuras de barras de nudos rigidos cuando el calculo estructural se
realiza en teoria de segundo orden.

EJEMPLOS DE APLICACION

A continuacion se presentan dos ejemplos para los que se obtienen los valores analiticos de
los analisis de sensibilidad mediante las expresiones desarrolladas anteriormente. También
se obtienen los correspondientes valores aproximados mediante diferencias finitas, aplicando
diferentes valores de las perturbaciones para poder apreciar las variaciones que se producen
en la precisién de las aproximaciones en funcion de la variable respecto a la que se calcula
la sensibilidad y la magnitud de la perturbacién aplicada.

También se incluye un tercer ejemplo en el que se utilizan las expresiones analiticas
anteriores para la optimizacién de un pértico de dos vanos mediante el método de las
direcciones eficientes.

En todos los casos, para resolver la no linealidad del analisis estructural que implica la
teoria de segundo orden, se ha seguido un proceso iterativo en el que el esfuerzo axil de
cada una de las barras de la estructura es nulo en la primera iteracién. Dichos axiles se van
actualizando en las sucesivas iteraciones, una vez que se han calculado los movimientos de
los nudos correspondientes a la iteracién anterior. La convergencia del proceso iterativo se
ha determinado con la convergencia de los esfuerzos axiles en cada una de las barras de la
estructura.

40

Figura 3. Geometria y carga de la estructura

EJEMPLO 1

Como primer ejemplo de aplicacién se incluye el pértico de dos vanos, que se representa
en la Figura 3, sometido al peso propio, a una carga uniformemente distribuida de 10 t/m a
lo largo de todo el dintel y a una carga puntual de 30 t en la cabeza del soporte. El médulo
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elastico del material empleado tiene un valor de 2,1 x 107 t/m? y el peso especifico es de
7,85 t/m?®. Las mdximas tensiones normales permitidas son de 26 000 t/m?. Los valores
numéricos de las propiedades de las secciones transversales se muestran en la Tabla I.

Localizacién | Area (m?) | Inercia (m*) | Mddulo resistente (m?)

A, 0,24 9,50 x 10~ 4,07 x 1073
A, 0,23 8,62 x 1074 3,80 x 1073
A, 0,04 1,1 x10°° 1,7 x 1074

Tabla I. Propiedades de las secciones transversales

Los analisis de sensibilidad de primer orden evaluados para este ejemplo lo fueron respecto
a la posicion del pilar y el niimero de respuestas estructurales consideradas para obtener sus
sensibilidades fue de 6. La nimero 1, el giro en el apoyo izquierdo del dintel corto; la 2, el
giro en la cabeza del soporte; la 3, el movimiento horizontal en la seccién del soporte situada
a 2/3 de la altura total del soporte; la 4, la maxima tensién normal en el dintel corto; la 5,
la maxima tension normal en el dintel largo y la 6, la maxima tension normal en el soporte.
Los resultados obtenidos para este ejemplo se muestran en la Tabla II.

Condicién | Sensibilidad analitica Error con Error con Error con
perturbacién | perturbacién | perturbacién

5% 1% 0,1 %
1 1,6440 x 1078 51,3 % 10,4 % 1,1 %
2 —9,4702 x 1078 52 % 1,1 % 0,1 %
3 4,8732 x 1076 7.5 % 1,5 % 0,2 %
4 —7,9518 x 1074 2,1 % 0,4 % 0,0 %
5 —8,3815 x 1074 2,1 % 0,4 % 0,0 %
6 —3,6838 x 1074 1,0 % 0,2 % 0,0 %

Tabla II. Resultados para el primer ejemplo

Estos resultados muestran, en primer lugar y como era de esperar, que fijado un grado
de perturbacién concreto, la precisién de las sensibilidades obtenidas mediante diferencias
finitas para las distintas respuestas estructurales no es la misma. También muestran que,
para este ejemplo, con una perturbacién del 5 % o del 1 % se producen errores de cierta
consideracion en la aproximacién mediante diferencias finitas a las sensibilidades de algunas
respuestas estructurales y que con una perturbacién del 0,1 %, éstas se obtienen con
suficiente precisién para todas las respuestas estructurales, si bien esto se ha podido concluir
una vez conocidas las sensibilidades correctas a través de sus valores analiticos.
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EJEMPLO 2

En este segundo ejemplo se considera una estructura porticada de gran longitud com-
puesta de 24 y 43 vanos de 93,75 m y 250 m de longitud, respectivamente. Debido a la
simetria, inicamente se ha representado en la Figura 4 la mitad de la estructura.

LI [ |

93.75 . 9375 ) 250.00 P 250.00 . 12500 )
#1 TV #1 ‘ #21 #1
N 1125.00 N 5375.00 ,

Figura 4. Geometria y carga de la estructura

La geometria es muy similar a la del Puente de la Confederacién construido recientemente
en Canad4!*1®. Si bien para dicho puente la seccién transversal fue construida en hormigén,
en el ejemplo aqui presentado se han considerado secciones de acero o secciones compuestas
de hormigoén y acero del tipo de las que aparecen en la Figura 5, donde todas ellas son de
paredes de pequeno espesor, con relaciones longitud/espesor que cumplen los requerimientos
para evitar el pandeo local. Los valores numéricos de las propiedades de las secciones
transversales se muestran en la Tabla III.

12.00

)
-~

+ + \
by
— L -+
—t
a) Pilas bl) Seccién Compuesta b2) Seccion homogeneizada
b) Tablero

Figura 5. Secciones transversales consideradas

Localizacién | Area (m?2) | Inercia (m*) | Médulo resistente Médulo resistente
profundidad h; (m?) | profundidad h, (m?)

Vanos cortos 1,6 23,94 5,20 4,05

Extremos de

vanos largos 2,5 40,05 9,86 9,44

Centro de

vanos largos 1,6 23,94 5,20 4,05

Pilares 0,4 0,15 0,19 0,19

Tabla III. Propiedades de las secciones transversales
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Las cargas consideradas fueron el peso propio de la estructura y una sobrecarga dis-
tribuida de valor p = 9,36 t/m, equivalente a una sobrecarga de uso de 0,4 t/m? sobre el
tablero del puente. Para este ejemplo, los maximos movimientos verticales se limitaron a
L /400, siendo L la longitud del vano correspondiente y también se limitaron las maximas
tensiones normales permitidas al valor de 26000 t/m?.

Los analisis de sensibilidad de primer orden evaluados para este ejemplo lo fueron en
primer lugar respecto a la posicion del pilar ntimero 11, es decir, el previo al de transicion
entre los vanos cortos y los largos, y en segundo, respecto de la posicién del ultimo pilar
(pilares centrales en el modelo completo).

El ntimero de respuestas estructurales consideradas para obtener sus sensibilidades fue
de 6. La ntimero 1, el movimiento horizontal en la cabeza del primer pilar; la 2, el giro en la
cabeza del soporte de transicién entre vanos cortos y largos; la 3, el movimiento horizontal
en cabeza del dltimo pilar (central en el modelo completo); la 4, la maxima tensiéon normal
en el dintel del ultimo vano corto; la 5, la maxima tension normal en el pilar de transicién
y la 6, la maxima tensién normal en el tltimo soporte. Los resultados obtenidos para este
ejemplo se muestran en la Tabla IV respecto de la primera variable y en la Tabla V respecto
de la segunda.

Error con perturbacién del:
Condicién Sensibilidad
analitica 5% 1% 0,1 % | 0,01 % | 0,001 % | 0,0001 %
1 —1,0096 x 107% | 2,1 % | 04 % | 0,0% | 0,0% 0,0 % 0,0 %
2 1,3391 x 107 1 60,0 % | 119% | 1,2% | 0,1 % 0,0 % 0,0 %
3 —1,6504 x 1072 | 0,0% | 01 % | 0,0% | 0,0% 0,0 % 0,0 %
4 1,2171x 107 | 56,7 % | 112% | 1,1 % | 0,1 % 0,0 % 0,0 %
5 1,4892 x 107% | 53,7 % | 10,6 % | 1,1 % | 0,1 % 0,0 % 0,0 %
6 5,5819 x 10~ 00% | 09% [0,0% | 0,0% 0,0 % 0,0 %
Tabla IV. Ejemplo 2. Resultados respecto de la primera variable
Error con perturbacion del:
Cond. Sensibilidad
analitica 1% 0,1 % | 0,01 % | 0,001 % | 0,0001 % | 0,00001 %
1 2,9821 x 10712 | 1486, % | 1486 % | 149 % | 1,5 % 0,2 % 0,2 %
2 —2,0736 x 10716 | 1486, % | 148,4 % | 28,5 % | 100,0 % | 100,0 % 100,0 %
3 —2,3886 x 1077 2,6 % 0,3 % 0,0 % 0,0 % 0,0 % 0,0 %
4 4,2161 x 107 | 1485, % | 1485 % | 148 % | 1,4 % 0,0 % 0,4 %
5 —1,3994 x 10710 | 1486, % | 1486 % | 149 % | 15 % 0,2 % 0,0 %
6 —1,2635 x 10—* | 0,5 % 0,1 % 0,0 % 0,0 % 0,0 % 0,0 %

Tabla V. Ejemplo 2. Resultados respecto de la segunda variable
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En cuanto a las sensibilidades respecto a la primera variable (Tabla IV) cabe senalar que
los valores de las sensibilidades obtenidos mediante su aproximacién por diferencias finitas
con perturbaciones del 0,01 %, 0,001 % y 0,0001 % son practicamente exactos para todas las
respuestas estructurales, si bien con perturbaciones del 5 % y del 1 % se producen errores
de cierta importancia para alguna de las respuestas. Para una perturbacién del 0,1 % los
valores aproximados son lo suficientemente precisos, aunque no sean practicamente exactos.

En lo que respecta a las sensibilidades respecto a la segunda variable (Tabla V) destaca
el error tan importante que se produce en la aproximacion de los valores de las sensibili-
dades mediante diferencias finitas para la mayoria de las respuestas estructurales para una
perturbacién relativamente baja, como la del 1 %. Incluso con una perturbacién del 0,1 %,
que en los anteriores casos producia valores aceptables, en esta situacién sigue proporcio-
nando errores muy importantes. Los valores aceptables sélo se obtienen, en este caso, para
perturbaciones del 0,001 % e inferiores, salvo para la segunda respuesta estructural cuya
mejor aproximacién implica un error del 28 %.

EJEMPLO 3

Como ejemplo de aplicacién de las sensibilidades anteriores a la optimizacién de estruc-
turas de nudos rigidos en teoria de segundo orden, se ha incluido la optimizaciéon de tamano
y geometria del portico de la Figura 3 solicitado por una carga concentrada, el peso propio
y una carga distribuida.

Las variables de tamafio estdn representadas por las areas A;, A, Az de las piezas y
la variable de diseno asociada a la geometria por la longitud x de uno de los vanos. Las
relaciones mecénicas y los valores de las cargas consideradas son

I=0,0833 A, cm*

W =0,166 A;,5 cm3

p=1t/ml

P=30t

peso propio = 0,25 A (cm?) kg/ml

La funcién objetivo elegida fue la de minimizar el peso del material y se limitaron las
mdaximas tensiones normales a 500 kg/cm?. Las variables de diseno son las indicadas en
la Figura 3. El método de optimizacién empleado fue el de las direcciones eficientes. En
la Tabla VI se muestran los resultados obtenidos y se comparan los que corresponden a la
optimizacion de la misma estructura en teoria lineal.

Variable
Tipo de Peso | Incremento
andlisis | A; (em?) | Ay (em?) | Az (em?) | z (m) | (kg) (%)
Lineal 1901 1901 135 19,99 | 20426
No lineal 2013 1969 870 19,99 | 29047 42
No lineal 1901 1901 136 19,99 | 20437 0,054

Tabla VI. Optimizacién de tamaho y geometria del pértico de dos vanos

De los resultados obtenidos para este ejemplo cabe destacar en primer lugar la obtencién
de varios minimos locales en el proceso de optimizacién de la estructura, lo que coincide
con situaciones similares descritas en la literatura existente!¢. Esta circunstancia dificulté



478 J.C. Perezzan y S. Hernandez

especialmente el proceso de optimizacién de la estructura debido a que desde diferentes
disenos iniciales se llegaba al minimo local que implicaba un 42 % de incremento en el peso
estructural con relacién al 6ptimo obtenido al realizar el andlisis estructural en teoria lineal.
Sélo tras bastantes optimizaciones desde diferentes disenios iniciales se consiguié obtener un
minimo local diferente y correspondiente a un peso estructural menor.

También cabe senalar el hecho, esperado, de que el 6ptimo en teoria de segundo orden
proporciona un peso estructural mayor que el correspondiente al 6ptimo obtenido cuando el
andlisis estructural se realiza en teoria lineal. Esto es debido a que al realizarse el anélisis
estructural en teoria de segundo orden, los elementos comprimidos ven aumentado el valor
del momento flector que ha de soportar cada una de sus secciones transversales con relacién
al que se obtendria cuando el andlisis estructural se realiza en teoria lineal. Esto implica la
necesidad de aumentar la seccién transversal de los elementos comprimidos, como es el caso
del soporte en el ejemplo analizado, y a que el peso estructural éptimo sea mayor cuando
el analisis estructural se realiza en teoria de segundo orden que cuando se realiza en teoria
lineal.

Por el contrario, cuando un elemento se encuentre traccionado, el valor del momento
flector disminuye frente al valor que se obtendria en teoria lineal, lo cual implicaria la
necesidad de menores secciones transversales para esos elementos. Por tanto, si en el
ejemplo propuesto las distintas barras de la estructura hubieran estado traccionadas, el
peso estructural 6ptimo obtenido en teoria de segundo orden hubiera sido menor que el
obtenido en teoria lineal.

CONCLUSIONES

De los resultados presentados se pueden extraer algunas conclusiones:

e En primer lugar cabe senalar las ventajas que implica la determinacién analitica de las
sensibilidades de las respuestas estructurales para un diseno estructural concreto y que
son, a juicio de los autores, fundamentalmente dos:

1. Proporcionan el valor exacto de las mismas.

2. Su determinacion supone un esfuerzo notable para su desarrollo, pero una vez reali-
zado éste, su implementacion en las rutinas de calculo es relativamente sencilla.
Las mismas rutinas empleadas para el ensamblaje de las matrices de rigidez de la
estructura sirven, con ligeras modificaciones, para el ensamblaje de sus respectivas
matrices de sensibilidades.

e Las sensibilidades analiticas proporcionan los valores exactos de las mismas sin la necesi-
dad de aplicar perturbacién alguna en las coordenadas que definen la geometria del
modelo y sin el andlisis estructural correspondiente. Esto implica un menor tiempo de
calculo.

e Evaluar las sensibilidades de primer orden de respuestas estructurales mediante su aproxi-
macion por diferencias finitas puede producir errores de consideracién en alguno de los
casos donde las perturbaciones no sean lo suficientemente pequenas o sean demasiado
pequenas o, incluso, puede resultar imposible obtener una aceptable aproximacién como
sucedié para una de las condiciones, en este caso debido a que la sensibilidad era muy
pequena, para la que su mejor aproximacién suponia un error del 28 %. Ademds, si no
se conoce la magnitud exacta de su valor, resulta imposible cuantificar con toda certeza
el error que se comete al aceptar el valor aproximado.

e Puesto que no es conocida de antemano la magnitud de la perturbacién necesaria para
obtener valores aproximados de las sensibilidades suficientemente cercanos a los exac-
tos, podemos necesitar de nuevo més esfuerzo computacional que el requerido para su
evaluacion analitica.
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En el proceso de optimizacién de tamano y geometria para estructuras de nudos rigidos
se obtuvieron varios minimos locales, lo que da idea de la dificultad que supone la
optimizacion de este tipo de estructuras cuando el andlisis estructural se realiza en teoria
de segundo orden.

Resulta interesante destacar el hecho de que si bien el andlisis estructural, al realizarse en
teoria de segundo orden, implica la no linealidad de las ecuaciones a resolver, el analisis
de las sensibilidades de primer orden de las correspondientes respuestas estructurales
implica la resolucién de un sistema lineal de ecuaciones que se resuelve de forma directa
sin necesidad de procesos iterativos con todos los problemas asociados a ellos y por todos
conocidos.

De todo lo anterior cabe concluir, en opinién de los autores, que merece la pena el
esfuerzo que hay que dedicar al desarrollo y obtencién de expresiones analiticas para la
obtencion de las sensibilidades de respuestas estructurales frente a cambios en el diseno
de la misma.

En esta linea cabe sefialar como futuras investigaciones interesantes el generalizar los
resultados obtenidos a otros tipos de carga y a considerar las propias funciones de
estabilidad en vez de sus aproximaciones lineales.
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