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Resumen

Un modelo numérico para el cálculo del oleaje en zonas costeras ha sido diseñado. La solución por elementos
finitos en un dominio no acotado de una ecuación-modelo tipo convección-difusión y reacción es presentada.
Condiciones de frontera absorbentes de diversos órdenes han sido incorporadas en el esquema numérico. El
efecto combinado del diseño y localización de la frontera abierta, con los parámetros f́isicos entrantes en
el modelo, es también examinado. Los experimentos numéricos muestran la efectividad del modelo para
describir la refracción y difracción del oleaje aśı como la agitación del oleaje en puertos. El modelo es
también aplicado al puerto de Arenys de Mar, Barcelona, y la agitación en el interior del puerto obtenida
confirma los parámetros de diseño.

Palabras clave: elementos finitos, ecuación de Berkhoff, condición absorbente, refracción,
difracción

NUMERICAL SIMULATION OF WATER WAVE REFRACTION-DIFFRACTION

Summary

A numerical model has been designed to calculate water waves in coastal zones. Numerical solution of
the convection-diffusion-reaction equation by finite elements is presented. Absorbent boundary conditions
of several orders have been incorporated to the numerical scheme. Also, the combined effect from the
design and location of artificial boundary and the input parameters in the model is examined. Numerical
experiments show the performance of the model to simulate water wave refraction, diffraction and resonance
in harbors. The model is also applied to Arenys Harbor, Barcelona, and the numerical wave resonance into
harbor confirms the design parameters.

Keywords: finite elements, mild-slope equation, absorbing boundary condition, refraction,
diffraction
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INTRODUCCIÓN

Una tendencia de la modelación matemática de la hidrodinámica costera en el transcurso
de estos últimos 20 años se puede caracterizar por la búsqueda y desarrollo de ecuaciones-
modelo en una formulación potencial del modelo matemático de propagación del oleaje en el
plano horizontal con dos dimensiones espaciales, capaces de describir los efectos combinados
de refracción-difracción del oleaje (en su versión lineal o no lineal). Un modelo pionero fue
la ecuación de pendiente suave (Berkhoff3) que permite describir ondas lineales regulares
armónicas en el tiempo en un amplio rango de profundidades.

Un gran número de modelos de propagación de ondas monocromáticas basados en
la ecuación de pendiente suave han mostrado ser extremadamente útiles en una amplia
variedad de situaciones. Éstas incluyen el estudio de propagación de ondas en puertos
(Berkhoff3, y Panchang32,33), la estimación de ondas por rompeolas no alineados (South-
gate 35) aśı como el estudio de la difracción de ondas basado en el espectro angular (Dal-
rymple y Kirby16,17), estudios de propagación de ondas en áreas de gran disipación de
enerǵıa (Booij10 y Kostense16,17), y estudios de propagación de ondas generadas por el
viento (Pearce y Panchang34 y Bondzic y Panchang5).

Comparados con otros modelos numéricos, los modelos basados en la ecuación de pen-
diente suave son relativamente rápidos y directos aunque menos ilustrativos. Ellos pueden
ser muy útiles en proyectos de ingenieŕıa, en particular para estimar el comportamiento
del oleaje en el interior de puertos. T́ıpicamente la ecuación aplicada a puertos es re-
suelta sobre una malla de elementos finitos y la solución es presentada en forma de un
factor de amplificación y la fase en cada nodo de la malla (Skovgaard et al.39 y Chen12).
Otros modelos dependientes del tiempo, tales como las ecuaciones tipo Boussinesq y Navier-
Stokes29, incluyen algunos procesos importantes que están fuera del rango de aplicabilidad
de la ecuación de pendiente suave, pero los requerimientos de cómputo han limitado su uso
en aplicaciones ingenieriles.

El modelo LIMCOAST ha sido desarrollado por Bonet6 para el Laboratorio de Hidráu-
lica y Maŕıtima (LIM) de la UPC. El modelo está basado sobre la ecuación de pendiente
suave linealizada y sus sucesivas extensiones. El modelo ha sido desarrollado para apli-
caciones de ondas largas y cortas, tomando en cuenta la fricción con el fondo y fronteras
parcialmente reflejantes. La potencia y flexibilidad del presente modelo para aplicaciones
ingenieriles se hace patente en este trabajo. El modelo ha sido validado por aplicaciones
de ondas regulares largas y cortas sobre diversas configuraciones geométricas y formas de
fondo, incluyendo algunos datos de laboratorio. Una interpolación bivariada es realizada
para el tratamiento de batimetŕıas reales y la influencia de la batimetŕıa resultante en los
resultados del modelo es discutida.

El modelo contiene un número de parámetros relativos a las caracteŕısticas f́ısicas del
área costera de interés. Algunos parámetros (tales como los coeficientes de reflexión en
las estructuras) son algunas veces dif́ıciles de especificar confidencialmente, en particular en
aplicaciones reales. Sin embargo, un rango de valores admisibles puede ser estimado. En tal
sentido, en el presente trabajo son discutidas la influencia de las condiciones parcialmente
reflejantes en la difracción de ondas regulares por un rompeola semi-infinito o a través de
un “gap” y en las oscilaciones de ondas largas para un puerto rectangular.

Los objetivos del presente trabajo van dirigidos a 1) mostrar la aplicación del método
de los elementos finitos en la resolución de diversas problemáticas de la ingenieŕıa oceánica
y de costas mediante la descripción del modelo LIMCOAST; 2) evaluar la sensibilidad
del modelo a determinados parámetros de entrada y 3) la validación del modelo en aplica-
ciones costeras. El presente trabajo se inicia con la presentación de la ecuación de Berkhoff
generalizada y la formulación matemática de un problema interior asociado. La próxima
sección trata de la formulación discreta del problema mediante el método de los elemen-
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tos finitos tipo Galerkin. En las próximas secciones es mostrada la habilidad del modelo
LIMCOAST para describir diferentes fenómenos f́ısicos asociados al problema de refrac-
ción y difracción del oleaje, seguido por discusiones de la influencia de los parámetros en los
resultados numéricos obtenidos. Los resultados del modelo y los datos del puerto de Arenys
de Mar son posteriormente presentados junto a una discusión de la sensibilidad del modelo
respecto a la interpolación bivariada de la batimetŕıa en la región de interés, seguido por
las conclusiones.

ECUACIÓN DE PENDIENTE SUAVE GENERALIZADA

La ecuación de pendiente suave ha sido extendida a incluir efectos de interacción olas-
corriente (Liu40 y Rivero et al.37,38) y efectos de interacción olas-olas debido a la presencia de
fondos con ondulaciones rápidamente oscilantes (Kirby23,27). Estos modelos posibilitaron
el estudio de la reflexión de ondas superficiales por ondulaciones del fondo marino24,25.
Una ecuación extendida de la ecuación de pendiente suave, que incluye efectos de rotación,
apareció en los trabajos de Kirby y Lee26. Notables avances en la obtención de ecuaciones
extendidas que incluyan los efectos de pendientes y curvaturas arbitrarias del fondo han
sido reportados en años recientes1,2,11,30,31,36 . La ecuación pendiente suave generalizada
puede aparecer en la forma

∇(a ∇u) +
[
(
→
P −∇a) + i

→
Q

]
∇̇u + b(k2 + r + id)u = 0 (1)

sobre una cierta región Ω del plano R2. Aqúı los coeficientes a, b, k, r son campos escalares
reales (a puede ser complejo) dependientes de las coordenadas espaciales y la profundidad
local del fondo marino. El coeficiente d expresa la disipación del movimiento ondulatorio
debido a la fricción del fondo o por efecto de rompiente. En este último caso, d = d(u), lo

cual transforma la ecuación en una ecuación no lineal. Las magnitudes vectoriales
→
P y

→
Q

expresan los términos que dependen de la interacción del oleaje con una corriente o el efecto
de rotación de la tierra, fundamentalmente.

La ecuación-modelo (1) resume las extensiones de la ecuación de Berkhoff3 hasta años
muy recientes, lo cual se refleja en la Tabla I. Denotemos por n = 1

2(1 + 2kh
sinh(2kh)) el

coeficiente de “shoaling” y k0 número de onda en aguas profundas k0 = w2/g. W ; γ
denotan las tasas de amortiguamiento en el proceso de disipación de enerǵıa por oleaje.
→
U denota la velocidad de una corriente y ωr representa la frecuencia relativa en el modelo
de interacción oleaje-corriente. J̃ = J(x,y

u,v ) es el jacobiano de la transformación de un
sistema de coordenadas rectangulares x, y a un sistema de cordenadas curviĺıneos u, v.

Deseamos estudiar los efectos de la batimetŕıa en la propagación del oleaje, tomando
como ecuación-modelo la ecuación de pendiente suave generalizada definida sobre una región
arbitraria del plano. Debido a que el área de estudio f́ısicamente es una región semi-acotada,
para fines computacionales se requiere truncar el dominio computacional introduciendo una
frontera artificial y un operador de frontera M que describa el flujo de enerǵıa de las ondas
radiadas por el dominio computacional. La selección de la frontera artificial y el operador
correspondiente M definido sobre la misma determina el buen planteamiento matemático
del problema derivado y caracteriza el comportamiento f́ısico de la solución del problema
en cuestión.

Formulación matemática del problema
Sea Ω ⊂ R2 una región acotada y Γ una curva suave a trozos, tales que Γ = ∂Ω es la

frontera externa de Ω, que admite la partición siguiente
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Ĥ

R
-D

in
te

ra
cc

ió
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Tabla I. Ecuación “mild-slope” generalizada.
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Γ = Γg ∪ Γh

∅ = Γg ∩ Γh (2)

Si denotamos por L el operador asociado a la ecuación-modelo (1)

Lφ : = ∇(a∇φ) +
[
(�P −∇a) + i�Q

]
∇φ + b(k2 + r + id)φ = 0 (3)

un problema de valores-frontera para la ecuación de pendiente suave generalizada sobre el
dominio truncado Ω se puede definir como sigue:

Encontrar φ : Ω̄ → C, potencial de velocidades sobre el plano horizontal tales que

Lφ = 0 en Ω (4)
φ = φI sobre Γg (5)

∂φ

∂n
= ikh̃ sobre Γh1 (6)

∂φ

∂n
= Mφ + N sobre Γh2 (7)

donde n = (n1, n2) denota el vector normal unitario exterior asociado a Γ, ∇ es el operador
gradiente y k = w/C ≥ 0 el número de onda, ∂φ

∂n : = ∇φ.n la derivada normal y φI el
potencial incidente. Las funciones escalares a, b, r, d y los campos vectoriales de variable
real �P , �Q están definidos sobre Ω̄ y son dependientes de la profundidad local. La función
escalar h̃ con valores complejos está definida sobre Γg . Estas funciones son datos prescritos
en el problema. En la ecuación-modelo (3), φ = φ(x, y) representa el potencial
ondulatorio sobre el plano horizontal y la variable dependiente. La condición de
frontera de Dirichlet (5) expresa los valores del potencial correspondiente a una
onda monocromática plana incidente φI

φI = A0 exp [ik0(x cos θ0 + y sin θ0)]

al dominio de cálculo en un ángulo θ0 a la frontera Γg . Las condiciones de frontera ((6)
y (7)) expresan relaciones de transferencia de enerǵıa a través de los contornos correspon-
dientes. La relación (6) expresa una relación de flujo impuesto sobre el contorno Γh1. Si
la función h̃ ≡ 0 sobre Γh1 la condición (6) es una condición de frontera de Neumann, que
expresa la no transferencia de enerǵıa a través del contorno Γh1 o, lo que es lo mismo,
una velocidad normal al contorno igual a cero. La relación (7) expresa una condición
parcialmente reflejante sobre la frontera abierta, determinada por la forma de la frontera
abierta y el orden del operador local M. Junto a ello, las caracteŕısticas f́ısicas de las ondas
entrantes determinan la expresión N .

Formulación discreta
Representemos el potencial ondulatorio φ como la suma de su partes real φ1 e imaginaria

φ2 y denotemos el vector φ̃ como vector solución. Empleando el método de los residuos
ponderados deseamos encontrar un potencial φ̃ con valores complejos que sea solución del
sistema de ecuaciones siguiente
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< E,W > =
∫
Ω

(L̂φ̃)W dΩ = 0 (8)

donde W es una función de peso real. Usando el teorema de Green en el plano la forma
débil correspondiente a la ecuación (4)-(7) adopta la forma

∫
Γ

aW ∂φ̃
∂n ds +

∫
Ω

W (
→
P −∇a + i

→
Q)∇φ̃ dΩ

− ∫
Ω

a∇W∇φ̃ dΩ +
∫
Ω

[b(k2 + r) + ibd]Wφ̃ dΩ = 0 (9)

Discretizando el dominio Ω por elementos finitos bidimensionales, en cada elemento Ωe

la solución aproximada se expresa por una combinación lineal de las funciones prescritas

φ̃(x, y) 

∑

e

∑
i

W e
i (x, y)φ̃e

i (10)

donde las funciones de peso W e
i forman una base de un espacio de funciones y φe

i son los
valores nodales de la solución. Sustituyendo en la ecuación (9), se obtiene el sistema de
ecuaciones con coeficientes complejos Aφ̃ = F , siendo la matriz A la suma de las matrices
que aparecen a continuación

A = A1
ij + A2

ij + A3
ij + A4

ij

donde

A1
ij =

∫
Ωe

W e
i (

→
P −∇a + i

→
Q)∇We

j dΩe

A2
ij = −

∫
Ωe

a∇W e
i ∇W e

j dΩe

A3
ij =

∫
Ωe

[b(k2 + r) + ibd]We
i W

e
j dΩe

y A4
ij y F representan las contribuciones de los elementos frontera. La integral A1

ij corres-
ponde a la discretización del término advectivo cuando el número de Peclet de la malla
es relativamente bajo. Un estudio relacionado con la inclusión del término de “upwind”
en el modelo LIMCOAST para la estabilización del esquema numérico será formulado en
trabajos futuros.

Una contribución importante en el modelo es el tratamiento de fronteras abiertas en re-
giones semi-infinitas o semi-acotadas mediante la incorporación de condiciones de frontera
absorbentes locales y no-locales. En el presente trabajo es obtenido el tratamiento de fron-
teras abiertas mediante la incorporación de condiciones de frontera parabólicas de primero
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y segundo orden a las ecuaciones de elementos finitos en el modelo LIMCOAST. Tales
condiciones expresan condiciones parcialmente reflejantes o condiciones parcialmente refle-
jantes con incidencia. Empleando la condición (7), la formulación débil para la condición
contorno adopta la forma

∫
Γe

h2

aW ∗ef
i [Mφ̃] ds +

∫
Γe

h2

aW ∗ef
i N ds +

∫
Γe

h1

aW ∗ef
i (ikh̃) ds (11)

en la cual la primera integral es la contribución a la matriz de los coeficientes (A4
ij), y la

segunda y tercera integral expresan el flujo de la enerǵıa entrante al dominio computacional
mediante la frontera Γe y representan la contribución al término fuente (F ). En particular,
hemos examinado la condición absorbente de segundo orden de Bingyi Xu4. Para dominios
circumferenciales esta condición puede ser escrita

Mφ̃ = pφ̃ +
∂

∂θ
q
∂φ̃

∂θ
(12)

cuya forma débil para contornos cerrados toma la forma

∫
Γe

h2

aW ∗ef
i [Mφ̃] ds =

∫
Γe

h2

(ap)φ̃W ∗ef
i ds −

∫
Γe

h2

(aq)
∂φ̃

∂θ

∂W ∗ef
i

∂θ
ds (13)

Validación del modelo con dominios simples

Los ejemplos numéricos propuestos van dirigidos a la validación del código LIMCOAST
en la resolución numérica de problemas de propagación de ondas en el mar usando el método
de Galerkin. Tales ejemplos describen la influencia de la batimetŕıa en la propagación de
un oleaje regular para geometŕıas simplificadas siguiendo la ecuación-modelo de Berkhoff3.
Las soluciones numéricas resultantes son comparadas con soluciones anaĺıticas conocidas o
datos de laboratorio, las cuales nos permiten verificar el ajuste de la solución numérica a
la f́ısica del problema en cuestión.

Propagación de ondas sobre un fondo inclinado
Cuando los contornos de la batimetŕıa son paralelos a la dirección a lo largo de la costa

y no existen obstáculos en el interior del dominio, los efectos de difracción se anulan. Aún
más, si la reflexión es ignorada, los resultados de la teoŕıa de rayos deben ser recuperados
mediante la ecuación de pendiente suave.

Para verificar este punto con el presente modelo hemos seleccionado un perfil de playa
usado por Grassa18. El perfil de la playa usado en los experimentos numéricos es dado
como

h(x) = max(10,min(11 − 0, 001x, 2))m

en el cual la coordenada x y la profundidad h tienen unidades en metros. El periodo de
la onda incidente es de 10,726 s y la amplitud de la onda, φ0 = 1 m. A una profundidad
h = 10 m la onda incidente tiene una longitud de onda de 100 m. La batimetŕıa ha sido
discretizada entre (0, 0) − (1200, 800) con una resolución de 20 elementos por longitud de
onda en la dirección del eje x. La Figura 1 muestra el comportamiento del coeficiente de
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“shoaling” (θ0 = 0 grado). Estos resultados numéricos se corresponden con los resultados
alcanzados por otros autores empleando la teoŕıa lineal del oleaje18.

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

1.35

1.4

1.45

-200 0 200 400 600 800 1000 1200

fem

x

A
m

pl
itu

de
s 

no
rm

al
iz

ad
as

 d
e 

la
s 

on
da

s

Error Absoluto : 0.9 %
Error   Relativo : 0.0064638%

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

0 200 400 600 800 1000 1200

Parte real
Parte imaginaria

x

Distancia a lo largo del canal

Figura 1. Propagación de ondas sobre un plano inclinado con contornos rectos y
paralelos. Incidencia normal.

Foco ondulatorio detrás de una elevación circular sumergida que descansa sobre
un fondo plano

Con el propósito de demostrar la importancia de la condición de radiación empleada
investigamos el foco de un tren de ondas monocromáticas detrás de una elevación circular
sumergida, que descansa sobre un fondo plano18. La geometŕıa del experimento de Ito y
Tanimoto es mostrada en la Figura 2. La profundidad del agua sobre el fondo plano es
h1 = 0, 15 m y la profundidad del agua en la región de la elevación es descrita por

h = h2 + 0.15625
[
(x − 1, 2)2 + (y − 1.2)2

]
donde h2 = 0, 05 m es la profundidad en la cresta de la elevación.
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Figura 2. Geometŕıa del dominio computacional. Experimento de laboratorio de
Ito & Tanimoto (1972).
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Figura 3. Teoŕıa de rayos. Foco ondulatorio detrás del shoal.

Un tren de ondas monocromático con una altura de 1,04 cm y un periodo de 0,511 s
entra en el dominio con un ángulo de incidencia de θ0 = 0 grado. En este experimento se
estudiaba la transformación de un tren de ondas periódico al pasar sobre una elevación del
fondo y en el que se reprodućıa el efecto combinado de refracción y difracción. Según la
teoŕıa de rayos se produce un cáustico tras sobrepasar la elevación del fondo (Figura 3),
prediciendo, por lo tanto, alturas de olas indefinidas.



152 R. P. Bonet

A diferencia de los trabajos de Rivero37 y Duck, Dalrymple y Kirby27 hemos reducido
el dominio computacional (Figura 2) hasta la ĺınea marcada en negrita (correspondiente a
la sección x/Li = 6), es decir, los resultados numéricos presentados aqúı son obtenidos con
la condición de radiación de primer orden colocada a una 1.0 longitud de onda de la base
de la elevación del fondo. Los experimentos numéricos realizados demuestran que a una
distancia menor la influencia de la componente φ− es muy importante y debe tenerse en
cuenta debido a la influencia de la difracción del oleaje en esa zona.

Debido a la simetŕıa axial de la elevación del fondo, los patrones del foco ondulatorio
detrás de la elevación son independientes del ángulo de incidencia, si el modelo es capaz de
predecirlo correctamente. Empleando el método de Galerkin con una condición de radiación
local de primer orden, mostramos en las Figuras 4 y 5 los resultados numéricos obtenidos.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

0 0.5 1 1.5 2 2.5

line 18

line 82

y(m)

A
m

pl
itu

de
s 

N
or

m
al

iz
ad

as
 d

e 
la

s 
on

da
s

2.117
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Figura 5. Resultados numéricos de la distribución de amplitudes normalizadas.
Vista 3-D. Experimento de Ito & Tanimoto (1972).

En la Figura 4 mostramos las amplitudes normalizadas de las ondas en diferentes sec-
ciones transversales del dominio. El eje vertical muestra la relación de la amplitud del oleaje
en un punto del dominio respecto al oleaje incidente. Como se aprecia en la Figura 4, el
campo ondulatorio es simétrico respecto al eje central del tanque en concordancia con lo
esperado.
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La Figura 5 muestra que el modelo reproduce bien el aumento de amplitud en la forma-
ción del cáustico principal, aunque es significativo el efecto de las reflexiones originadas por
la frontera (al fondo del tanque) del dominio computacional respecto a la solución numérica
obtenida. Los resultados numéricos presentados aqúı empleando la condición de radiación
local de primer orden muestran una buena correspondencia con los resultados experimen-
tales de Ito y Tanimoto para el caso Hi/Li = 0, 0026, siendo Hi y Li la altura y longitud
de la onda incidente, los cuales pueden ser encontrados en la literatura referenciada21,25.
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Figura 6. Difracción por un rompeolas semi-infinito. Solución numérica usando
una condición de frontera de radiación de primer orden.
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Figura 7. Difracción de ondas por un rompeolas semi-inifinito. Solución anaĺıtica
en un dominio de 3λ alrededor del rompeolas.

Difracción de ondas por un rompeolas semi-infinito
Examinamos la difracción producida por un rompeolas semi-infinito y perfectamente

reflejante localizado sobre un fondo horizontal, en un dominio rectangular con una extensión
de 10 longitudes de onda, para una onda incidente de amplitud uno, cuya longitud de onda
alcanza los 186, 5 m. Sea una onda monocromática de periodo T = 16 s que incide con un
ángulo de 90 grados al rompeolas situado en un dominio rectangular con una profundidad
de 15 m. La Figura 7 muestra el patrón de difracción originada por la solución anaĺıtica en
un dominio rectangular de más de 3 longitudes de onda alrededor del rompeolas.

Fueron realizados varios ensayos numéricos para determinar las condicones de borde
más adecuadas, decidiéndose colocar condiciones de frontera parcialmente absorbentes en-
trantes o salientes en toda la frontera del dominio computacional, para una malla con una
resolución de 20 elementos por longitud de onda. Como se aprecia en la Figura 7, la solu-
ción anaĺıtica aproximada presenta un “ruido” detrás del rompeola en la zona de sombra,
lo cual imprime una diferencia cualitativa con la solución numérica obtenida para un flujo
nulo sobre el rompeolas (Figura 6). A pesar de la influencia de las reflexiones laterales en
los resultados numéricos el comportamiento de la solución numérica a pocas longitudes de
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ondas del rompeolas se corresponde adecuadamente con los resultados anaĺıticos. Debido
a la incidencia normal del oleaje al rompeolas se origina una zona de fuertes reflexiones
delante de la estructura, alcanzándose duplicar la amplitud de la onda incidente. La Figu-
ra 8 describe adecuadamente el comportamiento f́ısico de las ondas incidente, reflejada y
difractada, en un dominio de 5 longitudes de ondas alrededor del rompeolas.
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Figura 8. Difracción por un rompeolas semi-infinito. Perspectiva 3-D de las am-
plitudes de las olas alrededor del rompeolas para incidencia normal.

Figura 9. Gap con (B/λ = 0.5). Amplitudes de olas difractadas originadas por
una onda monocromática con incidencia normal. Solución numérica
empleando el método de Galerkin con una condición de radiación de
primer orden.

Difracción de ondas por dos rompeolas semi-infinitos

El paso de un oleaje de longitud de onda λ entre dos diques semi-infinitos produce una
doble difracción que tiende a trasmitir la agitación que entra por dicha apertura (denotada
por B) hacia las zonas situadas detrás de los dos diques. El frente de ola que ha atravesado
la apertura se encuentra, de repente, con fuertes gradientes laterales de la altura de ola, que
tiende a suavizar mediante un giro de la dirección de propagación del oleaje. Como conse-
cuencia de ello la altura de ola en el eje de penetración se va reduciendo progresivamente,
debido a esta transferencia lateral de enerǵıa42.
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Los ensayos numéricos con un gap de apertura 0, 5, 1 y 2 longitudes de ondas (o sea B =
0, 5λ, 1λ y 2λ respectivamente) fueron realizados en un dominio rectangular, empleando los
parámetros f́ısicos descritos en el caso anterior. Las Figuras 9, 10 y 11 muestran los mapas
de alturas de olas correspondientes. En ellas se aprecia un aumento del flujo de enerǵıa a
medida que la apertura es mayor, lo cual se corresponde obviamente con lo esperado.

Figura 10. Gap con (B/λ = 1). Amplitudes de olas difractadas originadas por
una onda monocromática con incidencia normal. Solución numérica
empleando el método de Galerkin con una condición de radiación de
primer orden.

Figura 11. Gap con (B/λ = 2). Amplitudes de olas difractadas originadas por
una onda monocromática con incidencia normal. Solución numérica
empleando el método de Galerkin con una condición de radiación de
primer orden.

La Figura 11 muestra un mapa de alturas para una apertura de 2 longitudes de ondas.
Como se aprecia en la figura, el comportamiento cualitativo es excelente en el dominio
computacional seleccionado, generándose una onda estacionaria enfrente de los rompeolas
y la zona de calma, detrás de los rompeolas. En todos los casos examinados se observó
un comportamiento adecuado de la condición de radiación incidente al describir la onda
reflejada por los dos rompeolas. Una apreciación de los resultados numéricos se tiene al
obtenerse en la máxima amplitud de la onda estacionaria un error relativo por debajo del
15 % con respecto a la solución anaĺıtica.
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Dispersión de ondas por una isla circular localizada sobre un fondo parabólico

Éste es el bien conocido problema de propagación de ondas largas alrededor de una
isla circular sobre un fondo parabólico (Homma19 y Jonsson et al.22). En este ejem-
plo presentamos una isla idealizada de forma ciĺındrica circular situada sobre un fondo
parabólico (Figura 12) en un oceáno infinito de profundidad constante, afectada por una
onda plana incidente, monocromática y de pequeña amplitud. La profundidad es h = αr2

para ra ≤ r ≤ rb y h = hb, para rb ≤ r ≤ +∞, para 0o ≤ θ ≤ 360o. El sub́ındice a denota
el valor en la ĺınea de costa y b el valor en la frontera exterior de la elevación (Figura 12).
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Figura 12. Diagrama de una isla idealizada sobre un fondo parabólico de la forma
h= αr2. a) vista vertical, b) vista horizontal.

El campo de ondas alrededor de la isla es calculado de acuerdo con la teoŕıa de difrac-
ción7,8,9. Este tipo de isla es considerada como representativo de casos reales (Homma19,
Vastano y Reid43,44 y Jonsson22.

En aguas poco profundas el problema de difracción tiene solución anaĺıtica. Para este
caso Homma19 resolvió un conjunto infinito de problemas de frontera lineales unidimensio-
nales y basado en el principio de superposición representó la solución mediante una serie.

Sobre un fondo variable el cálculo de la difracción de ondas en el mar basadas en el
método de los elementos finitos fue efectuado inicialmente por Berkhoff3 y Chen y Mei14,15.
Chen y Mei usaron una expansión de Fourier-Bessel como una solución exterior en un pro-
blema de difracción de ondas y una formulación variacional especialmente desarrollada para
compatibilizar la solución exterior con las soluciones por elementos finitos en el interior del
dominio. Zienkiewicz et al.45−49 realizaron una importante constribución en este campo
mediante la proposición de una metodoloǵıa general para la solución de este tipo de pro-
blemas. En esta dirección diversas estrategias desarrolladas permitieron compatibilizar las
soluciones por elementos finitos con algún tipo de solución del problema exterior asociado
a la ecuación de Helmholtz (anaĺıtica, series o integrales de frontera). Este problema ha
sido resuelto también por Bettes, Tsay y Liu40, Houston20 Xu Bing Yi4 y Bonet7 quien
incorporó la condición de radiación exacta en el infinito en un esquema numérico por medio
de un filtro de esponjas.



Simulación numérica de la refracción-difracción del oleaje 157

Figura 13. Malla de elementos finitos para el cálculo.

La solución numérica por elementos finitos con una malla de 792 elementos cuadran-
gulares (Figura 13) se presenta en la Figura 14 mostrando la influencia de la elevación
del fondo en las ondas dispersadas. En ella podemos notar que la elevación del fondo ha
retardado el campo de ondas “no perturbado”, originando una nueva área de “sombra ge-
ométrica”. En la aproximación de aguas someras la elevación del fondo actúa como una
“gúıa de onda”, dado que la velocidad de fase es proporcional a la distancia desde el centro
de la elevación.

Figura 14. Dispersión de una onda plana por uns isla circular sobre un fondo
parabólico.

Una comparación entre las soluciones numéricas empleando una condición de radiación
de primer (o segundo orden)4 y la solución anaĺıtica es mostrada en la Figura 15. Son
representadas las curvas de amplitudes relativas A/Ai en diferentes secciones radiales (r =
10 km, r = 20 km y r = 30 km) respecto al azimut θ. Las amplitudes relativas en la ĺınea
de costa (con un radio de ra = 10 km) corresponden a los resultados reproducidos en otros
trabajos19,20 para un periodo de T = 240 s. Esta curva tiene la misma forma de las curvas
obtenidas por Zienkiewicz et al., pero existe una discrepancia con las amplitudes relativas
conseguidas por ellos, debido a la diferencia en los parámetros geométricos relativos al fondo
parabólico. Notamos que para el mismo peŕıodo un aumento del parámetro α origina un
crecimiento de la amplitud relativa en la isla. También es de esperar que la discrepancia
disminuya a medida que la condición de frontera de radiación es colocada lejos del dispersor.
En la Figura 15 no se aprecian significativas mejoras con el empleo de una condición de
radiación de segundo orden en la frontera exterior del dominio computacional.
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Figura 15. Comparación entre la solución anaĺıtica y soluciones numéricas para
r = 10, 20, y 30 km empleando condiciones de radiación de primer y
segundo orden.
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Propagación de ondas en un puerto rectangular

El problema de resonancia de puertos ha constituido un problema de gran interés para
los ingenieros portuarios, debido a que un puerto rectangular con una entrada pequeña en
comparación con la longitud de onda, tiene un nuevo modo de oscilación cuando la superficie
libre dentro del puerto se eleva y cae simultáneamente.

La presente prueba comprende el problema de agitación en el interior de un puer-
to rectangular, problema que representa una prueba casi estándar para muchos modelos
ondulatorios (Unluata y Mei41, Chen y Houston13, Madsen y Larsen28, Panchang34, Xu y
Panchang4,33 y Bonet7). El dominio lo constitutye de un puerto rectangular de profundidad
constante circundado por el oceáno abierto y con paredes totalmente reflejantes (Figura 16).
La radiación y reflexión del oleaje incidente en la zona exterior del puerto tiene un papel
esencial en la solución numérica. Se han empleado diversas estrategias para caracterizar
la agitación en el interior del puerto y se discute la influencia de la posición y forma de la
frontera radiante en los resultados obtenidos.

Una frecuencia resonante (kL = 4, 2895) obtenida por Unluata y Mei41 ha sido selec-
cionada para el ensayo numérico, siendo L la longitud del puerto.

Figura 16. Dominio computacional para un modelo de puerto rectangular.

Figura 17. Altura de olas. Solución numérica obtenida(T = 5.4s, θ = 270o, Kref =
1). La condición de frontera radiante es localizada a 0.2 longitudes de
ondas de la entrada del puerto.
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La Figura 17 muestra la solución numérica obtenida con una condición de radiación
localizada a 0,2 longitudes de onda de la entrada del puerto. Una comparación de la
solución numérica con la solución anaĺıtica propuesta por Unluata y Mei41 muestra que el
acuerdo es excelente.

Para determinar la influencia en la precisión de los resultados numéricos debido a la
posición de la frontera radiante fueron diseñadas diez mallas de elementos cuadrangulares
con las medidas clásicas del puerto para un dominio con una frontera radiante rectiĺınea
colocadas a diferentes distancias (medidas en longitudes de ondas) de la entrada del puer-
to. La Figura 18a) y b) muestra que las soluciones numéricas convergen a una solución
numérica, empleando una frontera artificial a 1,5 longitudes de ondas de la entrada del
puerto. La Figura 18a) muestra que la solución convergida tiene una altura de 5.56 en la
pared interior del puerto, lo cual representa respecto a la la Figura 18b) un error relativo
de algo menos de un 6 % respecto a la solución anaĺıtica, indicador este muy importante
para las aplicaciones reales.
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Figura 18. a) Convergencia de la solución numérica versus Distancia a la entrada
del puerto. b) Error relativo en el factor de amplificación a lo largo de
la sección longitudinal del puerto. (T = 5.4s, θ = 270o, Kref = 1).

Aplicaciones a casos reales
Una región de la zona Mediterránea ha sido seleccionada como objeto de estudio. Arenys

de Mar es uno de los principales municipios de la comarca del Maresme, situado a 40 km
de la ciudad de Barcelona. El puerto de Arenys de Mar está ubicado a los 41◦34′ N y
2◦33′ E con un calado de bocana actual de 6 m. La batimetŕıa y la geometŕıa del puerto
son mostradas en la Figura 19.

La propagación del oleaje en el Puerto de Arenys de Mar también fue simulada. Aunque
no se dispone del conocimiento histórico del oleaje en la zona, es una prueba importante
para la validación del código desde el punto de vista f́ısico tener en cuenta las obras de
ingenieŕıa costera que se han diseñado como abrigo en la zona para el oleaje incidente
predominante en dirección de norte a este. Más de 70 000 elementos fueron usados con
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Figura 19. Mapa del puerto de Arenys de Mar y su batimetŕıa.

una resolución de aproximadamente 20 elementos por longitud de ondas para un periodo
de 8,6 s y una longitud de la onda incidente en la zona más profunda de 70,635 m.

Un procedimiento para el tratamiento de la batimetŕıa es implementada en el programa
LIMCOAST en la etapa de preprocesamiento de los datos empleando la expresión

zinterpolada(i, j) =

∑n
k=1

1
dw

k
zk∑n

k=1
1

dw
k

(14)

donde i, j son los ı́ndices de un nodo en una malla estructurada, dk la distancia entre los
puntos P (i, j) y Pk, w el factor de peso seleccionado y n el número de puntos seleccionados
en la vecindad del punto P (i, j), tales que los puntos Pk no son coincidentes con el punto
P (i, j), o sea dw

k > 0 para todo los valores de k = 1, 2, . . . , n.
Los valores de n y w determinan el número de los puntos vecinos elegidos y el peso del

dato profundidad de tales puntos respectivamente. Dado que, en general la batimetŕıa de
una zona de estudio está definida por una distribución arbitraria de puntos en el plano, si
la cantidad de datos es escasa respecto a la malla empleada para el cálculo, el problema de
la elección de los parámetros adecuados se convierte en un problema d́ıficil.

La Figura 20 muestra cuatro selecciones de los parámetros en la que se aprecian la apari-
ción de fuertes gradientes de la profundidad, cuando se seleccionan pocos puntos (Figura 20
(izquierda)), situación que mejora aumentando el número de puntos (Figura 20 (derecha)).
Sobre la base de la experimentación numérica, el código sugiere el empleo de una métrica
contractante ( w < 1 y próximo a 1 ). La Figura 20 (inferior, derecha) corrobora que la
elección de los parámetros n = 5 , w = 1 origina una superficie muy suave en los bordes y
gradientes menos abruptos que con las selecciones anteriores. Esta superficie representa la
superficie base para la determinación de la batimetŕıa en los nodos de la malla de cálculo.
Otro porcedimiento alternativo que usa una interpolación bivariada y la triangulación de
Delaunay está en desarrollo y sus resultados serán mostrados en próximos trabajos.
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Figura 20. Batimetŕıa interpolada a una malla estructurada.

Para la simulación del oleaje dentro del puerto se ha seleccionado un dominio computa-
cional que circunda el puerto, el cual queda definido mediante la elección de la forma y
posición de la frontera artificial. En la experimentación numérica se emplearon dos mallas
de cálculo, en las que la frontera artificial está colocada a 1, 5λ longitudes de ondas de la
bocana del puerto en dirección y sentido del eje de ordenadas. Para un oleaje incidente en
ángulo de 285 grados se obtienen los resultados numéricos mostrados en las Figuras 21 y 22,
donde se puede apreciar la distribución de alturas de olas en cada dominio computacional
seleccionado.
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Figura 21. Puerto de Arenys de Mar. Alturas de olas obtenidas por el programa
LIMCOAST en el dominio computacional empleado con una frontera
artificial colocada a 1.5λ de la entrada del puerto. Alturas de olas en
la región del puerto con una frontera abierta plana.

Figura 22. Puerto de Arenys de mar. Alturas de olas obtenidas por el programa
LIMCOAST en el dominio computacional empleado con una frontera
artificial colocada a 1.5λ de la entrada del puerto. Alturas de olas en
la región del puerto con una frontera abierta circular.

En estas figuras se puede observar que el comportamiento del oleaje dentro del puerto
corresponde a lo esperado f́ısicamente y permite verificar que los rompeolas diseñados en
la zona de levante y de poniente del puerto cumplen realmente con la función de abrigo
para los cuales fueron diseñados. Aunque los dos modelos empleados muestran resultados
numéricos del mismo orden en el interior del puerto, existen algunas discrepancias entre
ambos modelos, las cuales se atribuyen a la interacción entre la condición de radiación
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de bajo orden empleada y la forma de la frontera artificial en el dominio computacional
diseñado.

La Figura 23 muestra los frentes de olas alrededor del puerto. Algunas zonas de pequeñas
reflexiones son observadas debido al bajo orden de la condición de radiación empleada. El
uso de condiciones de radiación parabólicas de segundo orden y condiciones de radiación no
locales para la simulación del oleaje en puertos será objeto de estudio en próximos trabajos.

Figura 23. Puerto de Arenys de Mar. Elevación de la superficie libre de las olas
alrededor del puerto.

CONCLUSIONES

LIMCOAST es una herramienta computacional para el cálculo ingenieril que presenta
su versión preliminar. Los resultados numéricos mostrados validan que la metodoloǵıa
empleada satisface los requerimientos f́ısicos y computacionales. El empleo de una condición
de radiación de primero y segundo orden han sido discutidas en el caso plano y circunferen-
cial. La experimentación realizada permitió localizar la frontera radiante a una distancia
1, 5 longitudes de ondas del dispersor más próximo (en el caso de propagación de olas
a lo largo de un canal rectangular o de un canal con geometŕıa circunferencial). En el
caso del problema de agitación del oleaje en puertos rectangulares se obtuvieron buenos
resultados numéricos ubicando a la forntera radiante a 0, 2 longitudes de ondas distantes
de la entrada del puerto. Este resultado se corresponde con los obtenidos en la literatura
cient́ıfica4. Los experimentos realizados en el caso del Puerto de Arenys de Mar para oleaje
de levante revelan la calidad del diseño del rompeolas principal para generar una zona de
abrigo. Para el problema de agitación del oleaje en puertos reales se hace necesario reducir
el coste computacional por almacenamiento, lo que requiere un estudio más profundo en la
derivación de condiciones de radiación sobre curvas de formas arbitrarias y con la presen-
cia de reflectores exteriores adaptables a la región diseñada a tales efectos. Aspectos que
constituyen objetos de futuros trabajos.
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NOMENCLATURA

k número de onda
ω frecuencia angular del movimiento ondulatorio
λ longitud de onda
H altura de la onda
(x,y,z) coordenadas rectangulares del espacio R3

∇ operador gradiente horizontal
∂ śımbolo de derivada parcial
g aceleración gravitatoria
h profundidad local de la capa de ĺıquido
∆ laplaciano
C celeridad de fase
Cg celeridad de grupo
∂Ω frontera de Ω
Γg frontera tipo Dirichlet
∂φ
∂n derivada de φ en la dirección normal
r distancia al origen en coordenadas polares
Reφ parte real de φ
Imφ parte imaginaria de φ
A matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones lineal
J̃ jacobiano de la transformación
→
U campo de corriente
M,N operadores que determinan la condición radiante
φ̃ vector de valores nodales
i =

√−1 unidad imaginaria
i, j sub́ındices
Ω dominio computacional
Ω′ dominio semi-infinito
φ Potencial de velocidades
L operador de Berkhoff
O() orden de magnitud
∞ infinito
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