Vol. 16, 2, 151-164 (2000) Revista Internacional de

Métodos Numéricos para |
Calculo y Diseno en Ingenieria

Aproximacoes estabilizadas de elementos finitos
para escoamentos viscosos nao isotérmicos

Sérgio Frey

Grupo de Estudos Térmicos e Energéticos (GESTE)
Departamento de Engenharia Mecanica
Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Rua Sarmento Leite 425

90050-170 Porto Alegre/RS, Brazil

Tel. 55-51-316 3228, Fax: 55-51-316 3355

e-mail: frey@mecanica.ufrgs.br
http://www.mecanica.ufrgs.br/prof/frey /frey.htm

Resumen

Neste artigo simulamos numericamente a transferéncia de calor nos escoamentos incompressiveis transientes
de Navier-Stokes via um método estabilizado de elementos finitos. Construido de maneira a herdar as carac-
teristicas de estabilidade dos métodos estabilizados ja introduzidos para os modelos de Stokes e advecgdo-
difusdo de calor, o método empregado nao necessita atender a condicao de Babuska-Brezzi e permanece
estavel e acurado mesmo em regimes de escoamentos fortemente advectivos. A caracteristica evolutiva e
nao-linear do modelo sdo tratadas pelo método via um algoritmo preditor/multi-corretor.

STABILAZED FINITE ELEMENT APPROXIMATIONS FOR THERMAL VISCOUS FLOWS

Summary

In this article, the heat transfer in no-steady incompressible Navier-Stokes flows were simulated by a stabilized
finite element method. The employed method is built in order to circumvent the Babuska-Brezzi condition
and to remain stable and accurate even for very high advective regimen. The method deal with the transient
and non-linear features of the model via a predictor/multi-corrector algorithm.

Like Latin in the humanities, elasticity theory has always been a classical education for
mechanicists
W. Jaunzemas
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INTRODUCAO

A modelagem da Dindmica dos Fluidos recal em problemas de razoavel complexidade
matematica. Os fenémenos considerados sdo governados por sistemas de equacOes par-
ciais ndo-lineares, evolutivas e, nos regimes de escoamento de interesse, com caracteristicas
hiperbdlicas'®!*. Enquanto a metodologia de diferecas finitas j& estd bem solidificada nesta
area (por exemplo, as simulagdes contidas em'®), o método de elementos finitos nela apre-
sentou um lento desenvolvimento se comparado as diferecas finitas ou ao seu préprio sucesso
na area de Mecdnica dos Solidos (veja, por exemplo, o trabalho pioneiro de Turner et al.*®).

A metodologia de elementos finitos mais usual é o conhecido método de Galerkin®, o
qual tem sido aplicado nas dltimas décadas a uma vasta classe de problemas de Engenharia.
Entretanto, nos problemas de fluidos, a aproximagao de Galerkin inspira cuidados especiais.
Nos escoamentos incompressiveis surge a necessidade de computar a pressao como multipli-
cador de Lagrange do campo de velocidade, gerando os chamados problemas mistos. Além
disso, mantendo o termo inercial da equagdo de movimento, esbarramos na assimetria de
seu operador advectivo. Estes fatores fazem com que Galerkin possa vir a ter um com-
portamento patoldgico, originando oscilacGes espurias no campo de pressao e o locking das
velocidades'®.

Nos anos 70, com os resultados de Babuska-Brezzi?, ficou provado que os subespagos
de velocidade e pressdao nao poderiam ser escolhidos arbitrariamente, sob pena de gerar-
mos aproximacoes instaveis; deveriamos, sim, empregar elementos finitos que satisfagam a
chamada condi¢cdo de BabuSka-Brezzi. Esta condicdo restringe nossa escolha de elementos
a um numero bastante limitado, criando dificuldades computacionais ja que combinagoes
computacionalmente desejaveis - como elementos de igual-ordem - ficam de antem&o descar-
tadas. A fim de contornar estas dificuldades foram propostas vérias estratégimas®!, dentre
as quais destacamos os chamados métodos estabilizados. Esta metodologia, introduzida por
Brooks e Hughes® para o modelo da advecgao-difusdo, baseia-se na adigao a formulagao de
Galerkin de termos malha-dependentes residuos das equagoes de Euler-Lagrange do proble-
ma, tendo ja sido aplicada a uma grande gama de problemas nos tltimos anos®?:12,

Este trabalho objetiva a simulagio da transferéncia calor nos escoamentos de Navier-
Stokes incompressiveis®® via metodos estabilizados. O método empregado, uma extensio do
método Galerkin/Least-Squares (GLS)*? para o caso ndo isotérmico, modifica a formulagio
classica de Galerkin de modo a nao necessitar satisfazer a condigiao de Babuska-Brezzi®. Além
disso, estabiliza o operador advectivo da equacdo de movimento adicionando efeito upwind
na direcio das linhas-de-corrente do escoamento®*. Algumas simulagdes bi-dimensionais de
interesse de escoamentos internos nao-isotérmicos corfirmam a consisténcia e precisdo do
esquema numeérico proposto.

Preliminares

Os problemas estudados neste trabalho sdo definidos em um dominio aberto limitado
Q C R? com fronteira I" poligonal

F:fgufh (1)
I,N0,=0,T,#0

onde I, é a parte da fronteira I" na qual sdo impostas condigbes de Dirichlet (essenciais)

e I, a regido na qual sdo prescritas as condi¢bes naturais (Neumann). Sobre o dominio Q
realizamos uma partigao C;, de elementos quadrangulares da maneira usual®

O = Ugee, O (2)
QKlmﬂKg: ) VKl,KQECh
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Ao longo do artigo, L?*(Q2) denota o espago das fungdes de quadrado integrével em €2,
L3 () o espago das fungdes de quadrado integravel com média nula em €, H' () o espago
de Sobolev das funcgoes e derivadas primeiras com quadrado integravel em Q e Hi(Q) o
espaco de Sobolev das funcoes e derivadas primeiras com quadrado integravel em € que se
anulam sobre o contorno I7,.

Por fim, (-,-) e || - ||o representam, respectivamente, o produto interno e a norma de L?
em Qe (-, )x e || |lo.x denotam o produto interno e a norma the L? no dominio de cada
elemento K, respectivamente.

MODELAGEM TERMOMECANICA

O escoamento dos fluidos é um fenémeno fisico que pode ser representado por uma
transformag¢ao continua no espago euclidiano, parametrizada pelo tempo ¢ € [0, 00)

x:BxR" = & (3)

onde B denota um fluido genérico, x uma transformacao de classe C* referida como seu
movimento e t = 0 um instante inicial arbitrario.

Durante o movimento do fluido, suas interagdes com o exterior sdao descritas pelas forcas
nele atuantes, as quais relacionam-se ao seu movimento através dos axiomas postulados por
Euler, o Principio de Conservacao do Momentum Linear e do Momentum Angular'”. A fim
de estabelecer a equagao que governa o movimento dos fluidos, enunciamos o teorema de
Cauchy, o qual tem como principal assergio a linearidade do vetor tensao'” t: Seja (t,f) um
sistema de forcas de uwm corpo em movimento. A condi¢do necessdria e suficiente para que
as leis de conservagdo de momentum sejam satisfeitas € a existéncia de um campo tensorial
simétrico o - chamado tensor de Cauchy - tal que: t(n) = on, satisfazendo a equagdo

pu=V-o+f (4)

As equacoes de Navier-Stokes

Os axiomas de Euler, mesmo validos para maioria dos corpos, sao insuficientes para
caracteriza-los integralmente, por serem incapazes de distinguir entre os diferentes compor-
tamentos materiais. No caso especifico dos fluidos, o fenémeno de atrito é neles manifesto
através de suas forcas cizalhantes, as quais retardam o movimento relativo de suas particulas.
Uma boa medida deste movimento ¢é fornecida pelo tensor gradiente de velocidades Vu, su-
gerindo equagoes constitutivas da forma

o = —pIl+ C(Vu) (5)

onde C(-) é denominada func¢do resposta do fluido. Para a classe dos fluidos newtonianos
compressiveis, a funcdo C(-) é dada pela expressao'*

C(Vu) = p(Vu + VuT) + (g - % (V-u)T (6)

onde p e { sdo, respectivamente, o primeiro e segundo coeficientes de viscosidade do fluido
e I o tensor identidade. Muitos escoamentos, entretanto, apresentam uma variagdo muito
pequena em sua massa especifica, os chamados fluidos incompressiveis. Para esses fluidos,
a funcdo C(-) pode ser caracterizada por uma tnica constante: sua viscosidade®

C(Vu) = 2pe(u) (7)



154 S. Frey

com £(u) denotando a parte simétrica do tensor Vu. Considere entdo a equagio de movi-
mento (4) sujeita as hipéteses constitutivas introduzidas em (5) e (7); supondo p e ¢ cons-
tantes e usando que V - Vu? = V(V - u), obtemos chamadas as equagoes de Navier-Stokes
incompressivel

p (88_1; + [Vu]u> +Vp—2uV-e(u) =1 (8)

12 Lei da Termodinamica

Da Teoria Termodinamica, sabemos que a energia ao longo de um escoamento pode
assumir diferentes formas, sendo, portanto, imperativo enuciar uma lei de conservacio de
energia - a 1> Lei da Termodindmica'”

d d

—K(Q)+ —U(Q) =H(Q Q 9
9 i)+ L) = (@) + P 0
onde K(2) é a energia cinética de um volume Q do fluido, U(Q) sua energia interna, H(Q)
a taxa do calor por ele trocado e

P(Q) :/Ft(n)-vdf—i-/pf-vdﬂ (10)

Q

a poténcia mecanica nele despendida. Do Principio das Poténcias Virtuais®, temos que a
energia cinética K(€2) pode ser expressa por
d

a;C(Q):7>(Q)_/Qa-s(v)dﬂ (11)

Substituindo a equagdo (11) na equagao (9), supondo a energia interna de um fluido uma
propriedade aditiva e aplicando o teorema de Reynolds!?, obteremos a chamada equagdo de
conservagdo da energia térmica

/p&dQ:/prdQ-l—/q-ndF-i—/a-E(u)dQ (12)
o Dt Q r Q

onde r denota uma fonte de calor por unidade de massa e q - n o fluxo de calor na fronteira
I'. Entao, aplicando os teoremas da divergéncia e da localizacao®, chegamos finalmente a
forma diferencial da equagdo de energia

p&:V-q—i-pr—Fa-s(u) (13)
Dt
A equacdo (13) pode ser ainda desenvolvida impondo consideragdes sobre o estado
termodinamico do fluido. Aplicando as defini¢Ges de calor especifico a volume e pressdo cons-
tantes aos escoamentos incompressiveis'?, desprezando os termos dissipativos da equacao
(13) e expressando q através da Lei de Fourier Generalizada®, chegamos & equacdo da
adveccdo-difusdo de calor

6
pc<%+u-v9)—v-nv9=r (14)

onde u é o campo de velocidade advectivo e k a condutividade térmica do fluido.
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APROXIMACAO DE ELEMENTOS FINITOS

A partir das equacoes de conservacdo de momentum e energia definidas nas equagoes
(8) e (14), respectivamente, empregando as adimensionalizacbes usuais em Mecanica do
Fluidos'*, obtemos o seguinte problema de contorno para os escoamentos incompressiveis

nao-isotérmicos de Navier-Stokes

(Z—l;—i-[Vu]u—QVV-e(u)-i-Vp:f em Q x (0,7)
00
g—FU've—/ﬁA@:T em € x (0,7)
V-u=0 em Q x (0,7)
u=u, sobre I, x (0,7) (15)
=20, sobre I, x (0,7)
on=oy sobre I} x (0,T)
q-n=gq, sobre I}, x (0,T)
u=u, em Qcomt=0
=29, em Qcomt=0

onde u é a velocidade do fluido, p sua pressao, v sua viscosidade dinamica, € sua temperatura,
o o tensor de Cauchy (equacdes (5) e (7)), €(u) a parte simétrica do tensor Vu, q o vetor
fluxo de calor (equagéo (14)), n a normal exterior, f a for¢a de corpo do escoamento, r sua
fonte térmica, v~ e k! representam seus ntimeros de Reynolds e Péclet!®.

Uma método estabilizado

Na aproximagio de elementos finitos das equagbes (15), empregaremos os subespagos
usuais da Dindamica dos Fluidos

Wi ={¢ € Hy ()| pixex € Pn(K), K € Cn} (16)
Vi, ={veHy ()" |vixex € P(K)", K €y} (17)
P, ={peC’()NL{Q)|px € P(K), K €Cy} (18)

W’? = {¢(7t) € Hl(Q)a te [0>T] | ¢|XEK € PW(K)v K €y, ¢('7t) = 99 sobre Fg} (19)

Vi ={v(-,t) € H'(Q)", t€[0,T] | Vixex € P.(K)N, K €Cy, v(-,t) = u, sobre I';} (20)

onde Py, P, e P,, denotam, respectivamente, espacos polinomiais de grau k, [ e m.

A partir das defini¢des (16)-(20), construimos a extensdo nao isotérmica do método
GLS?? para o sistema (15) da seguinte maneira: Achar a tripla (u,pn,6n) € Vi X P, x W}
tal que

B(u}mph;eh;V,% d)) = F(V7Q7 ¢)7 (quaqb) € Vh X Ph X Wh (21)



156 S. Frey

com

Bup.8;v,0,6) = (22 1 [Vulu,v) + (2ve(u),&(v)) — (V - v.p) — (V - m,0)

ot
0
—i—(Z——l—u-V@,gb) + (kVO,Vep) + (V-1u,6V - v)
+ Z + u-V0 — kA8, 7,(Peg)(u- Vo — kA@))k (22)
KeCp
+ Z ((’;_1; + [Vu]lu+ Vp — 20V - g(u), 7o (Reg ) ([Vv]v = Vg = 20V - &(v)))
KecCy,
e
F(v,q,¢) = (£,v) + (o0, v)r, + Y (F,v(Rex)([VV]v — Vg — 20V -(v)))
KeCp
(23)
+(r,0) + (an, ), + Y (r7s(Peg)(u- Vo — kAG))k
Kecy,
onde os parametros de estabilidade 7, 74 e 0 sdo definidos por
7:(X;) = 2}|1K| £(X;) , com X, =Reg, X, =Peg (24)
uf,
X, ,0<X;«1
ex)={1" xS (25)
B my|ul,hx B my|ul,hx
RGK = 74]/ ; PGK = 72/{ (26)
7 . 1 9 .
m;, = min {g, 2Ck} , com i=v,p (27)
(=Y, wbor) ™, 1<p<oo
i)l = VeI =R 29
i=1.N ? ’ p_
Cl Y hklAGIE « <IIVOl; & €W (29)
Kecy,
CY Y hxlV-eMix <lle@li  veV, (30)
KeCp

§ = AMu(x)|,hxé(Rex) ; A>1 (31)
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Comentarios

1. Fazendo os parametros de estabilidade 7, 7, e § iguais a zero nas equagdes (21)-(23),
obtemos a formulagdo de Galerkin classica para o problema definido nas equacgoes (15).
Sua estabilidade, no contexto linear do problema Stokes, é governada pelo Teorema de
Brezzi?, o qual impde, além da satisfacdo da condigcdo de Babuska-Brezzi envolvendo
os subespagos de pressao e velocidade, que o problema discreto seja eliptico para toda
velocidade pertencente ao subespago KY, com

K(,)l:{VGVh|/qV-v:0, q€ P}
Q

Visto que em geral K ¢ K, apenas um ntimero limitado de combinagdes de elementos
finitos ird satisfé-las, criando assim uma séria limitacdo ao método de Galerkin em
fluidos. Combinacoes de elementos computacionalmente desejiaveis como as de igual-
ordem, ficam por esta razao descartadas.

2. A instabilidade da aproximacao de Galerkin das equacgdes (15) em regimes de escoamento
advectivos-dominados decorre da falta de coercividade da forma trilinear definida na
equacdo (22). Tomando (v,q,¢) = (u,—p,0) e 7,74, = 0 em (22) e selecionando
v e HI Q)N e ¢ € Hi (), teremos

B(v,q,¢;v,—q,9) 2 2v|le(v)[l; + 6lIVElls  (v,q,9) € Vi x Py x Wy, (32)

Portanto, nas situagoes onde v,k — 0, teremos a aproximacgdo de Galerkin contaminada
por oscilagbes espurias, gerando solucdes numéricas fisicamente irreais.

3. As expressoes usuais dos nimeros de Reynolds e Péclet de malha!! foram modificdas
com a inclusdo do parametro mj, nas equagdes (26), de modo a também considerar o grau
de interpolacdo empregado. Com isto, as regides advectivas-dominadas do escoamento
ficam caracterizadas por Reg,Pex > 1 e as difusivas-dominadas por Reg,Per < 1,
independente do elemento considerado.

Algoritmo de Integracao

A discretizacdo das equagdes (21)-(23) é obtida pela expangdo das fungdes {uy,ps, 0}
e {v,q, ¢} em suas respectivas funcoes base, gerando o sistema de equagdes semi-discretas

M+ MY Ja+N(u)+NY (u)+ [K+ K, +K{ju+ [G+GY|]p=F+F,
[A+A2]0.+[C+C! +D+D!16=Q+ Q7 (33)
[M? Ja+ N (u) +[GT + K% Ju+[G! |p = E,

onde u, p, 8, a e 6 sdo os vetores dos graus-de-liberdade de uy, py, 65, Ou, /0t e 060,/0t,
respectivamente. As matrizes [M], [K] e [G] sdo originadas pelos termos transiente, viscoso
e bérico da equacdo de momentum de (21)-(23); j& [A], [C] e [D], sdo oriundas dos termos
transiente, advectivo e difusivo da equagdo de energia, respectivamente. O vetor nao linear
N(u) provém do termo advectivo da equagdo de movimento. As demais matrizes sido devidas
aos termos estabilizadores 7, 7, € 0.

Generalizando, para problemas mistos, o algoritmo proposto em [10] e introduzindo
Nmax (NUmMero méximo de passos de tempo), 7,.. (nimero méximo de correcdes) e w
(parametro de selecdo do método predetor empregado), podemos escrever o seguinte al-
goritmo preditor/multi-corretor trapezoidal generalizado para o sistema (33).
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Algoritmo 1

1. inicialize u),py, aj e 6
2. fagan:=0et:=0
3. fase preditora

(t) . i i (CY i
u,,, = ul’ ) At(1 — w)agl) Ppii = p;) (34)
alll, =0 Tole =0

4. forme e fatorize as matrizes incrementais [M‘],[N‘],[G*L[GXT],[G‘T’V],[A*]e[C*]
definidas por

[M™] := [M] + [M ]+ wAt[N7]

N = [ i)+ (72 (] 4 6] + K]+ K
G] = [G] + (G

. (35)
(G7] o= ML+ AT + [ (0] + (K2

(A7) := [A] +[A%)

Té

(€] == [C(u,L)] + [CZ, (uh,)] + [D] + [D]

5. forme os vetores residuais

( RSA)»l = Fn+1 + F‘rv n+l ([M + Mv ]an+1 + N( w(zZJ)rl) + NV ( n+1)
+K+KY, + Ky ull, +[G+GY ]pi),)
: SEZL =Er .0 — (M2 ]2}, + N2 (u)),) + [GT + K2 Ju}, + [G¢]p},)  (36)
Tn+1 =Qun + QT¢W+1 - ([A + Ad) ]OELZJ)rl + [C( n+1) + C( n+1)
+D +D?10.1,)

\
6. resolva o sistema incremental

[ ]Aanz—)o—l [ * ]A if-)i-l = REIZ—)i—l

[G*T]A o 41t [Gq]APnH = SEZJ)A (37)
[A ]A0n+1 + [C ]AOH-H TS—Q—I

7. fase corretiva

(i4+1) (i4+1) , (2)

un+1) = un+1 + WA(tAan+l P(n+1 = pn)—l—l + Apn)+1 (38)
(i+1 i) ’ i+1) | ( (
n+1 = n+1 + A n+1 0n—|‘—1 M 0n+1 + A07L+1

8. s€ 1 < tnax, €ntdo t ;== 1+ 1 e retorne ao passo 4; caso contrdrio, 1 :=0 e

() e 1. (fmax) (4) . . (imax)

Uppg o= Uy Pnt1 = Pri1 (39)
a(l) o a(l ) ’ 0(2) — e(iulux)

n+1l 7 “n4+1 n+1l =7 Yn+l

9. se n < Nyax, entdo n:=n—+ 1 e retorne ao passo 3; caso contrdrio, termine.



Aproximagoes estabilizadas de elementos finitos para escoamentos viscosos nao isotérmicos 159

Comentarios

1. Através do parametro w, podemos selecionar a estratégia de predigdo do algoritmo 1:
tomando w = 0 obtemos o método de FEuler progressivo, para w = 1/2 o método de
Crank-Nicolson e, finalmente, para w = 1 teremos o método de Fuler regressivo.

2. Baseado em Tezduyar et al.'’, implementamos as seguintes modificacoes nas matrizes
incrementais (35)

M]:=M] , [G7]:=[G] , [GT]:=wAtGT] (40)

Com estas definicoes, estas matrizes ndo mais dependem do passo de tempo - podendo
serem formadas e fatora-las de uma unica vez - e o sistema incremental definido pela equagéo
(37) fica simetrizado.

RESULTADOS NUMERICOS

Nesta secao serao apresentados algumas simulagbes computacionais dos escoamentos
nao-isotérmicos de Navier-Stokes definido pelas equagdes (15) via o método estabilizado
introduzido nas equagdes (21)-(23). Nas simulagdes realizadas empregamos interpolagdes
biquadraticas de Serendipity para aproximar os campos de velocidade, pressdao e tempera-
tura (Q25/Q2S/Q2S). Todas as computagoes foram realizadas no Laboratério de Mecanica
Teérica e Aplicada (LMTA) da Universidade Federal Fluminenese, utilizando o cédigo
de elementos finitos FEM e o pds-processador grafico VIEW, ambos os programas em
desenvolvimento neste laboratoério.

u,= 0 ¥ t,= ()
— 0 L =0

b

u,=
=

Figura 1. Escoamento nao-isotérmico numa cavidade: descricdo do problema

Escoamento nao-isotérmico numa cavidade

Este teste consiste no escoamento ndo-isotérmico numa cavidade bi-unitaria —0.5 <
z, y < 40.5 com a parede superirior mével e demais fixas (Para a descricio do problema,
ver Figura 1). As condigbes de contorno em velocidade e temperatura sdo descritas por

{ulzl,uzzo emy =+0,5 (=0,5 <z < 40,5) (41)
u=20 nas demais fronteiras
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=1 em y =+40,5 (—0,5 <z < +40,5)
=0 em z = —0,5 (=0,5 < y < 40,5) (42)
V8 -n=20 nas demais fronteiras

O problema foi discretizado por malha uniforme de 16 x 16 elementos de igual-ordem
Q25/Q2S/Q2S da famila de Serendipity”.

Na Figura 2 sdo apresentados os resultados da formulacoes (21)-(23) em regime perma-
nente para os valores de Re = 400 e Pe = 10% e 10*. Na Figura 2a sido mostrados os vetores
de velocidade do escoamento, na Figura 2b suas isobdricas, na Figura 2c as superficies de
temperatura para Pe = 107 e, finalmente, na Figura 2d sio apresentadas as isotérmicas
para Pe = 10*. Da Figura 2a e Figura 2b, pode ser observada a caracteristica nao-linear
do modelo, visto o centro de circulacdo do escoamento - bem como suas isobaricas - nao ser
simétrico em relacdo a 2 = 0. Os resultados obtidos foram comparados com as simulagGes
realizadas por Tezduyar et al.l'® e Gresho et al.”, havendo uma boa concordancia com os
resultados apresentados na Figura.

Quanto as aproximagoes do campo de temperatura, Figura 2c e Figura 2d, podemos
verificar que para Pe = 10% (Figura 2c), além da camada limite térmica junto & parede
na qual # =1 (y = 40,5 e —0,5 < z < 40,5) - hd também o surgimento de uma suave
camada limite junto & condi¢do de contorno § = 0 (z = —0,5 ¢ —0,5 < y < 40,5), o
que nao mais acontece para valores mais elevados de Péclet, como, por exemplo, Pe = 10*
(Figura 2d). Pare estes escoamentos fortemente advectivos, a condi¢cdo 8 = 0 é carreada
para praticamente todo o interior do dominio 2 - a excecao de uma fina camada limite junto
a condicao 6 = 1 - de modo a formar uma superficie virtualmente plana em todo Q de valor
6 =~ 0, conforme ilustrado pelas isotérmicas da Figura 2d.

."'."T'T'.'..'.'.."'.' &
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Figura 2. Regime permanente do problema da cavidade para Re = 400 (16 x 16 elementos
Q2S/Q25/Q28): a) vetores de velocidade; b) isobdricas; ¢) superficie de tempera-
tura (Pe = 10%); d) isotérmicas (Pe = 10*)
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Escoamento nao-isotérmico em um canal em degrau

Simularemos agora o escoamento nao-isotérmico interno a um canal plano, no qual
sua parede inferior abruptamente expande-se em degrau, conforme ilustra a Figura 3a. As
condi¢es de contorno em velocidade e temperatura no canal sdo dados por

uy=1,u,=0 ema=0,0(0,125 <y <0,25)
{anﬂ emz=1,0 (0,0 <y <0,25) (43)
u=20 nas demais fronteiras
=0 em z = 0,0 (0,125 < y <0,25)
{ve.nzo em z =1,0 (0,0 <y <0,25) (44)
=1 nas demais fronteiras

O numero de Reynolds do escoamento foi selecionado Re = 60 e o nimero de Péclet
igual a Pe = 10*, ambos tomados em relagio as condigdes de entrada do escoamento. O
dominio do problema foi discretizado por uma malha uniforme de 224 elementos de igual-

ordem biquadraticos de Serendipity (Q2S/Q2S/Q2S), conforme ilustrado na Figura 3b.
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Figura 3. Escoamento nao-isotérmico num canal em degrau: a) descricao do problema;

b) malha empregada (224 Q2S/Q2S/Q2S elementos de serendipity)

Os resultados para a formulagio definida nas equagdes (21)-(23) em regime permanente
sao mostrados na Figura 4. Nesta figura, a qual emprega condicio de tragdo livre (on = 0)
e fluxo de calor nulo (V8 -n = 0) na saida do canal, podem ser observadas recirculagdes
de fluido (Figura 4a) e regides de baixa pressio (Figura 4b) a jusante do degrau. Verifi-
camos, ainda, que o comprimento de canal apds a contragdao nao foi suficiente para voltar
a desenvolver o escoamento, conforme ilustra o comportamento das isobaricas da Figura
4b a jusante do degrau. Ja a Figura 4c mostra as superficies de temperatura ao longo do
canal. Conforme observado, as condigbes nas paredes do canal (f = 1), juntamente com sua
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condi¢do de entrada (# = 0), criam abruptas camadas limites térmicas em ambos os lados
do canal, a excessdao da regido imediatamente apds a expansao do canal. Nesta zona, forte-
mente influenciada pela recirculacao secundaria de fluido capturada na Figua 4a, a condicao
de contorno (6 = 1) é carreada para o interior do dominio, perturbando dessa maneira o
normal desenvolvimento de sua camada limite térmica.

T P

(&)

Figura 4. Regime permanente do escoamento em um canal em degrau com R = 60:
a) vetores de velocidade; b) isobdricas; ¢) superficie de temperatura para Pe = 10*
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CONCLUSOES

Este trabalho objetivou a simulagdo computacional de escoamentos nao-isotérmicos
incompressiveis de Navier-Stokes. Apds a apresentagdo dos Principios da Termomecanica
Fluidos, introduzimos uma extensao ndo isotérmica do método GLS para o problema, o
qual nao necessita satisfazer a condicao de Babuska-Brezzi, permitindo, assim, a utilizagao
de elementos finitos computacionalmente desejaveis como os elementos de igual-ordem.
Gragas as expressoes dos parametros de estabiliade 7, 74 e 6 e de um robusto algoritmo
preditor/multi-corretor, o método foi capaz de simular acuradamente situagoes fortemente
advectivas, conforme ilustram os testes numéricos realizados.

Comentarios finais

1. O método definido em (21)-(23) produz bons resultados nos escoamentos cujas
propriedades fisicas nao sejam fortemente dependentes do campo de temperatura.
Caso isto ndo se verifique, podemos ainda empregd-lo com esquemas de corregao de
propriedades!®, tais como os métodos de temperatura de referéncia e propriedades
relacionadas.

2. Da maneira como foi definido, o Algortmo 1 nao apenas integra problemas de convecgao
forcada como também de convecgdao mista de calor, ja que monta e soluciona simultane-
amente as equagoes (15). Bastaria, de modo a considerar o fenémeno de convecgdo
natural, adotarmos a hipétese de Boussinesq '*, a qual substitui o termo de pressao Vp
da equagao (15) por um termo de empuxo funcgéo de @, acoplando dessa maneira todo
o sistema.
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