Transferencia de calor por conduccion.
Verificacion del programa ED-Poiss

S.l. Robles

F. Zarate

Publicacién CIMNE N¢ 161, Febrero 1999

Centro Internacional de Métodos Numéricos en Ingenieria
Gran Capitan s/n, 08034 Barcelona, Espafa






ooq/boo 000
UPC
FUNDACIO POLITECNICA DE CATALUNYA UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA

MASTER EN METODOS NUMERICOS PARA EL
CALCULO Y DISENO EN INGENIERIA

“TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUCCION
VERIFICACION DEL PROGRAMA ED-POISS”

Tesis de Master
Presentada por:

Sandra I. Robles
Dirigida por:

Francisco Zdrate

Barcelona, 9/12/1998







TRANSFERENCIA DE CALOR POR CONDUCCIAN — VALIDACIAN DEL PROGRAMA EDPOISS

PRESENTACION

La resolucion de todo problema de ingenieria requiere un proceso de abstraccion en
sentido directo e inverso, consistente en la creacion de un modelo basado en las leyes de
la fisica y de la quimica adecuadas para el sistema y proceso considerados, la resolucién
de las ecuaciones que definan el mismo mediante herramientas matematicas, y la
interpretacion del resultado para adaptarlo a la realidad.

La creacién de modelos que describan con precisién un cierto fenémeno natural no
es en general dificil, lo dificil es resolver las ecuaciones planteadas y obtener resultados
cuantitativos.

En el estudio de la conduccion de calor en el interior de un sélido, si pretendemos
ajustarnos a la realidad considerando medios anisétropos, con propiedades en funcion
de la temperatura, condiciones de contorno con coeficientes variables con la
temperatura, radiacion y alteraciones de simetria, practicamente no podriamos resolver
ningln caso en forma analitica.

En definitiva, las soluciones posibles utilizando los métodos analiticos que se
podrian denominar exactos, son extraordinariamente escasas y se reducen a unos pocos
casos que ya han sido resuelto por los pioneros de la transmision del calor.

Actualmente con el desarrollo y creciente potencialidad de los ordenadores existen
una serie de técnicas numéricas que permiten resolver este tipo de problemas, y una de
ellas, que es en la que centraremos nuestro estudio, es el Método de los Elementos
Finitos. Merece destacarse que por ser un método aproximado con el pueden obtenerse
soluciones a problemas variados y complejos

La finalidad de este trabajo, es la validacién de un programa de calculo
numérico de la ecuacion de POISSON, usando para ello soluciones analiticas
conocidas.
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OBJETIVOS Y ALCANCE DE LA TESIS

El curso de Master del cual esta Tesina es consecuencia, es mi primer contacto
con los métodos numericos y programacién en ordenadores. Debido a esta situacion, he
abordado un tema que me permita incursionar en las distintas etapas del proceso de
aplicacién de este método, persiguiendo el aprendizaje de conceptos basicos de la
técnica de los Elementos Finitos.

El trabajo que se presenta tiene como objetivo fundamental, la validacién del
programa EDPOISS, el cual es un programa educativo de Elementos Finitos, que
resuelve la Ecuacién de Poisson, que rige entre otros fenémenos la transmisién de calor
por conduccién. La validacién del mismo se efectuard mediante la comparacién de
resultados obtenidos de la resolucién de problemas con solucién analitica conocida.

Ademés, se explicard de forma detallada como resolver un problema con esta
herramienta y por otra parte se analizara y valorara diversos aspectos referentes a este
programa.

Sandra Isabel Robles
Barcelona, Diciembre 1998
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Raly

Nomenclatura

Temperatura [°C]

Tiempo [minutos]

Densidad [Kg/m’]

Capacidad calorifica [Joule /m> °C]

Densidad de calor por generacion interna [Watt/m’]

Conductividad térmica [W/m°C]

Coeficiente de conveccion - radiacién [W/m*C]

Difusividad térmica [m*/s]

Matriz constitutiva formada por las conductividades térmicas

Flujo de calor externo

Contorno donde esta prescrita la temperatura

Contorno donde esta prescrito el flujo

Dominio total de la geometria considerada

Elaborada por: Sandra I. Robles  Dirigida por: Francisco Zarate Diciembre 1998
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Capitulo 1

Fundamentos Teoricos de la
transferencia de calor por conduccion

1-1 Introduccién

La transferencia de calor es la ciencia de los procesos espontdneos irreversibles
de propagacion de calor en el espacio. Por proceso de propagacion de calor se
entiende como el cambio en energfa interna entre elementos individuales, siendo
estos regiones del medio considerado.

El calor puede transmitirse en tres formas distintas, por conduccion, por
conveccion y por radiacion.

Conduccion de calor: Se la identifica como el proceso de transporte molecular de
calor en los cuerpos debido a variaciones de temperatura en el medio considerado.
La conduccién pura solo es posible en los s6lidos

Conveccion de calor: Este fenémeno solo es posible en medios fluidos. Este término
se aplica al transporte de calor que ocurre cuando volimenes de un medio fluido se
mueven desde regiones a una dada temperatura a otra de temperatura diferente. En
este caso el transporte de calor esta ligado con el movimiento del medio.

Radiacion térmica: es el proceso de propagacion de calor a través de ondas
electromagnéticas dependiendo este proceso solo de la temperatura y las
propiedades Opticas del emisor. El proceso involucra la conversién de la energia
interna en energia de radiacion.

Centraremos nuestro estudio en la conduccion del calor ya que los programas
de Elementos Finitos que se utilizaron para este trabajo (EDPOISS y CALTEP)
realizan el cdlculo de la transferencia de calor solo por este mecanismo y con
propiedades constantes.

Elaborado por: Sandra |. Robles  Dirigida por: Francisco Zarate  Diciembre 1998
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1-2 Conceptos generales

1-2.1 Campo de temperaturas

El fenémeno de conduccion del calor es un proceso de propagacion de energia
calorifica que resulta del movimiento de las microparticulas de la sustancia considerada.

En los gases este fendmeno se efectia en términos de difusion atémica o
molecular, en liquidos y sélidos dieléctricos en funcién de ondas eldsticas, en los
metales se produce principalmente debido a la difusion de electrones libres y
oscilaciones eldsticas de la estructura cristalina que son de menor relevancia.

Cualquier fenémeno fisico estd generalmente acompafiado de cambios en las
propiedades fisicas tanto en el espacio como en el tiempo. Los desarrollos analiticos de
la conduccién del calor apuntan a determinar las variaciones espacio - tiempo de la
temperatura, es decir a obtener:

o =1(x,y,z,t) (1-2.1)

La ecuacion 1-2.1, es la expresion matemdtica para el campo de temperaturas, el
mismo representa todo el conjunto de temperaturas en todos los puntos del espacio
considerado en cualquier instante de tiempo.

Los campos de temperaturas son de dos clases: estacionarios y transitorios. La
ecuacion 1-2.1, describe el campo de temperaturas en el cual la misma varia en el
tiempo y punto a punto en el espacio ( transitorio)

Si el campo de temperatura es estacionario, la temperatura es funcién solo de las
coordenadas espaciales y se representa:

d=1(x,y,2) (1-2.2)

[-2.2 Gradiente de temperatura

Si todos los puntos de un cuerpo que tienen igual temperatura se unen,
obtendremos una superficie de igual temperatura, conocida como superficie isotérmica,
la que podrfamos definir como el lugar de los puntos de igual temperatura en un campo
de temperaturas

Debido a que un mismo punto de un cuerpo, no puede tener simultdneamente
dos temperaturas diferentes las superficies isotérmicas no se interceptan. Las mismas
terminan en la superficie del cuerpo o en su defecto estdn contenidas dentro de él.

La temperatura en un cuerpo varfa tnicamente en direcciones que atraviesan las
superficies isotérmicas; la mayor diferencia de temperatura por unidad de longitud se
observa en la direccién normal a la superficie isotérmica. Un incremento de temperatura
en esta direccion se caracteriza por el gradiente de temperatura.

Elaborado por: Sandra |. Robles  Dirigida por: Francisco Zarate  Diciembre 1998
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El gradiente de temperatura es un vector normal a la superficie isotérmica y
positivo en la direccion de las temperaturas crecientes. Es numéricamente igual a la
derivada de la temperatura en esa direccién , es decir:

grad¢=1'1_;g—2 (1-2.3)

Donde:

-

n. * Vector unitario normal a la superficie isotérmica y positivo en la direccién de
temperaturas crecientes.

S_Q) : Derivada de la temperatura a lo largo de la normal
n

El valor del gradiente de temperatura, no es el mismo para diferentes puntos de
la superficie isotérmica, y es mayor cuanto menor es la distancia entre las superficies.
Aqui nos referiremos al valor del gradiente de la temperatura como la magnitud del
mismo, el cual se considera negativo en la direccién de temperaturas decrecientes.

1-2.3 Flujo de calor- Ley de Fourier

La propagacion del calor requiere que la distribucién de temperaturas en el
medio considerado sea no uniforme. Esto implica que la transferencia por conduccién
requiere que el gradiente de temperatura en varios puntos del cuerpo sea mayor que
cero. De acuerdo con la ley de Fourier, la cantidad de calor dQ, que pasa a través de un
elemento de una superficie isotérmica dF por intervalo de tiempo dt es proporcional al
gradiente de temperatura , esto es:

dQ. = —K 2 aray (1-2.4)
on

El factor de proporcionalidad K, en la ecuacion (1-2.4), define la habilidad de la
sustancia para conducir el calor, y se la denomina conductividad térmica.

La cantidad de calor transferida a través de la unidad de drea de superficie
isotérmica por unidad de tiempo se la denomina velocidad de flujo de calor y es un
vector determinado por la relacion:

q=-nk® (1-2.5)

El vector velocidad de flujo de calor es normal a la superficie isotérmica, y es
positivo en la direcciéon de temperaturas decrecientes, debido a que el calor siempre
fluye desde las secciones mds calientes del cuerpo a las més frfas. Consecuentemente,
los vectores q y grad t, estdn sobre la misma recta pero en direcciones opuestas , lo que
explica el signo menos en la ecuacién (1-2..4) y (1-2.5)

Elaborado por: Sandra |. Robles  Dirigida por: Francisco Zarate  Diciembre 1998
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o
Las lineas cuyas tangentes estdn en la direccién del vector g, seconocen como
lineas de flujo de calor, y son ortogonales a las superficies isotérmicas

La validez de la ley de Fourier ha sido demostrada por numerosas experiencias .
De aqui que las ecuaciones (1-2.4) y (1-2.5), se acepten como las expresiones
matemdticas de la Ley de Conduccién

1-2.4 Conductividad térmica

_La conductividad térmica es un pardmetro fisico de una sustancia. En el caso
general depende de la temperatura, presion y naturaleza de la sustancia, Generalmente
su determinacion se efectiia en forma experimental.

Para algunos materiales su dependencia con la temperatura puede asumirse de
tipo lineal es decir:

K = Kol +b(§— o) (1-2.6)

1-2.4.1 Conductividad térmica de sélidos

a- Metales y aleaciones. Los principales agentes en la transferencia de calor en metales
son los electrones libres. El movimiento de los electrones libres es el que produce
el intercambio de energfa entre las zonas calientes y frias . Debido a que en los
metales los electrones son los portadores de calor y electricidad, la conductividad
térmica de un metal es proporcional a su conductividad eléctrica.

b- Sdlidos dieléctricos (no metales). La conductividad térmica en materiales
dieléctricos usualmente aumenta con incrementos de la temperatura. Materiales con
alta densidad volumétrica, como regla, poseen una alta conductividad térmica, esto
ltimo depende también de la estructura del material es decir, de su porosidad y
contenido de humedad.

1-3  Ecuaciones que rigen este fenémeno

El objetivo del estudio de cualquier fenémeno fisico es establecer las relaciones
entre las propiedades o cantidades caracterfsticas del fenémeno considerado.

Para resolver el problema del campo de temperaturas necesitamos una ecuacién
diferencial de la conducci6n

Para simplificar su derivacién haremos las siguientes simplificaciones:

(a) Solido homogéneo e isétropo

Elaborado por: Sandra |. Robles  Dirigida por: Francisco Zarate  Diciembre 1998
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(b) Parametros fisicos constantes
(c) La deformacion del solido considerado, causada por variaciones de temperatura, es
muy pequeiia en relacion a su volumen total

(d) Las fuentes de calor internas [que en el caso general pueden ser del tipo
qv=1(x,y,z,1)] estan uniformemente distribuidas en el solido.

La derivacion de la ecuacién diferencial de conduccion estd basada sobre la Ley
de Conservacion de la Energfa, que para nuestro propdésito se puede formular de la
siguiente forma:

La cantidad de calor dQ, que ingresa a un elemento de volumen por conduccion desde
el exterior y de las fuentes de calor internas , durante el intervalo de tiempo dt es igual
al cambio en energia interna o entalpia de la sustancia contenida en ese yolumen

dQ:+dQ.=dQ Ec(1-3.1)
Donde:

dQ : Cantidad de calor que ingresa al volumen elemental en el intervalo de tiempo dt
dQ; : Cantidad de calor liberada dentro del elemento de volumen dv por las fuentes
internas de energia , en el intervalo de tiempo dt.
dQ : Cambio en la energfa interna o entalpfa de la sustancia contenida en dv en el
tiempo dt.

De forma de desarrollar cada uno de los términos de la ecuaci6on (1-3.1),
consideraremos un paralelepipedo elemental con lados dx, dy, dz, dibujado de forma tal
que sus lados sean paralelos a los planos coordenados, tal como se muestra en la Figura
1-1

A dQziz
Z A 1% dQy
de deﬂlx
et —
‘/
derdy |
— (=
Y‘ Ll
F'\
Figura 1-1
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La cantidad de calor que ingresa por los lados del volumen elemental en el intervalo de
tiempo dt, y en la direccion de los ejes ox, oy y oz , se denotan por dQyx, dQy, dQ,
respectivamente.

La cantidad de calor que sale a través de los lados opuestos del paralelepipedo, y
en la misma direccion se denotan por dQxiax, dQy.day Y dQzsdz

La cantidad de calor que ingresa por el lado dydz en la direccién del eje ox en el
tiempo dt se determina como:

de +de = q‘(deZdt
Donde qx, es la proyeccion de la velocidad de flujo de calor sobre la direccién

perpendicular a ese lado. La cantidad de calor que sale a través de el lado opuesto en la
direccion del eje ox se expresa como:

de +dx = (x + dxddedt

La diferencia entre las cantidades de calor que ingresa y egresa  al
paralelepipedo en el tiempo dt en la direccién del eje ox nos da una cantidad de calor:

del = de - dQ\l + dx

del = qxddedt —(x+ dxddedt (a)

La funcién q x.ax €8 continua en el intervalo considerado dx, y puede expandirse en
series de Taylor :

aQX a2C]x dX2
x+dx =Qx +—dx + —+
G a=4 0x dx*> 2

Para los dos primeros términos de la serie la ecuacién (a), pueden escribirse en la forma:

40 =—2% gy dydz it (b)
ox

De manera similar, se realiza el desarrollo para los otros lados. Luego la
cantidad de calor que ingresa por conduccién al volumen considerado es igual a:

aqx aqy an
+—+—")dxdydzdt
ox dy BZ) = EEE ©)

dQi=—(

Para determinar el segundo término de la ecuacion (1-3.1), consideramos a qy=pr
como el calor desarrollado por la fuente interna de calor por unidad de volumen del
medio, por unidad de tiempo, luego podemos escribir:

dQ2=qvdvdt (d)

Elaborado por: Sandra |. Robles  Dirigida por: Francisco Zarate  Diciembre 1998



Transferencia de calor por conduccién — Validacién del programa EDPOISS 7

El tercer término de la ecuacién(1-3.1), depende de la naturaleza termodindmica
del proceso.
En el caso de un proceso isocérico (volumen constante) todo el calor transferido al
elemento de volumen serd utilizado en cambiar la energfa interna de la sustancia
confinada en este volumen, esto es: dQ =dU

Considerando la energfa interna por unidad de volumen como u = u(t,()
podemos definir:

du= Cva—q)dt dv= Cvpa—q)dt dv (e)
dt dt
Donde:

C,: capacidad calorffica a volumen constante por unidad de volumen,J/m’K
cy: capacidad calorifica a volumen constante por unidad de masa, J/KgK
p : densidad de la sustancia, Kg/m’

Sustituyendo los resultados obtenidos en (c¢), (d) y (e) en la ecuacién (1-3.1), tenemos

a¢ aqx aQy aqz .
W S s WL ) P 1-3.2
cPat (dx+ay+az]+q ( )

90

(==Y
Cvpg =—divq+qv

la expresion de la ecuacion (1-3.2), es la Ecuacion Diferencial de Energia para
procesos de transferencia de calor a Volumen Constante

En los s6lidos la transferencia de calor obedece la ley de Fourier.:
q = -K(0¢/9x)
. Debemos recordar que las proyecciones del vector que representa la velocidad de flujo
de calor sobre los ejes coordenados 0x, 0y, 0z se determinan por las expresiones:
qx = —kxg%; Q= -kyg—i); qz = -kzg—i’
Sustituyendo en la ecuacion (1-3.2),. las expresiones obtenidas para las proyecciones del
vector flujo de calor, obtenemos:

9 _1190(, 90, 00, 901, 30f 9}, av .
o cp{ax (kx ox ]+ ay[ky dy )+ 8z[kz oz H-Fcp (1-3.3)
)

%_1 4 av i
Ao div (K grad ¢)+ - (1-3.4)

La expresion (1-3.3), como la ecuacién(1-3.4), se denominan ecuaciones diferenciales
de la conduccion. Establece la relacion entre las variaciones de temperatura en el
espacio y el tiempo.

La ecuacion(1-3.4),. tiene la misma forma que aquella que representa el caso
mds general con propiedades variables, es decir Mx,y,zt), c(X,y,z,t) y p(X,y,z,t), , para
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nuestro desarrollo nos interesa el caso de propiedades térmicas y fisicas constantes, en
este caso la ecuacion toma la forma:

W_K[P0 0 ) av :
a cp [aﬁ ! aoy” ! 0z° § cp (1-5:9)
En la ecuacién (1-3.5)podemos definir:
E_s
cp
y
I % % _ o
i S S A v
P oy’ i ¢
donde:
0 0 0

Vi=

+ +
ox> ady> oz’
es el operador laplaciano en coordenadas cartesianas
El factor de proporcionalidad A, m%/s, se denomina difusividad térmica , y representa
una propiedad fisica de las sustancias . Es escencial para procesos transitorios de flujo
de calor y define la velocidad de cambio en temperatura. En otras palabras la velocidad

de cambio de la temperatura en cualquier punto del s6lido es mas grande cuanto mayor
es su difusividad térmica.

1-3.1 Simplificaciones de la Ecuacion Diferencial de la conduccion

- Sien el sistema no hay presente fuente de calor interna, es decir si qy=0, la Ecuacion
(1-3.5), se reduce a:

9 K(% 9% 9%
ot cplax® oy* 0z’

0 bien:

ot a2

2 2 2
99=x[§—?+§,?+2?]
X y Z

Esta expresion se la conoce como Ecuacion de FOURIER

Elaborado por: Sandra |. Robles  Dirigida por: Francisco Zarate  Diciembre 1998



Transferencia de calor por conduccion — Validacion del programa EDPOISS 9

- Si consideramos la existencia de fuente de calor interna, pero el campo de
temperaturas corresponde a una conduccion estacionaria, esto es T = T(x,y,z) , la
ecuacion diferencial de conduccion se la conoce con el nombre de Ecuacion de
POISSON

K(d% 0% 9% qv
Bl B P PR O I S 1-3.
cp[ax2+8y2+822 +cp ( ©)

- Finalmente, para el caso de estado estacionario sin fuentes de energfa interna, la
ecuacion(1-3. ) toma la forma de la Ecuacion de LAPLACE:

ox>

a2 82 82
[ ¢+§+87?]=0 (1-3.7)

1-4 Dominio y condiciones de contorno

Debido a que la ecuacién diferencial de conduccién estd basada en leyes
generales de la fisica, describe el fenémeno de conduccién en el caso mds general. Por
lo tanto, se puede decir que esta ecuacion diferencial describe toda clase de fenémenos
de conduccion. Para particularizar un proceso de los muchos posibles y darle una
descripcién matemadtica completa, es necesario disponer de una descripciéon matemdtica
de todas las peculiaridades particulares del proceso considerado. Estas particularidades
o caracteristicas conjuntamente con la ecuacién diferencial dan una descripcién
matemdtica completa del proceso de conduccién de calor en consideracion.

(a) Caracteristicas geométricas

(b) Condiciones fisicas

(c) Condicion inicial de temperatura
(d) Condiciones de contorno

(a) Caracteristicas geométricas: estdn determinadas por la forma y tamafio del cuerpo

(b) Condiciones fisicas : estdn dadas por sus propiedades fisicas, tales como K, p, ¢y
etc.

(c) Condiciones iniciales, estas deben suministrarse en el caso del estudio de procesos
transitorios; Establecen la ley de distribucién de la temperatura en el cuerpo, en el
momento inicial. En el caso general, puede describirse analiticamente como:

Ent=0 0 =1(x,y, z) (1-4.1)

Si la distribucion de temperaturas es uniforme la condicion inicial se representa:
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Ent=0 ¢ = ¢, = Constante
(d) Condiciones de contorno: estas pueden presentarse de distintos tipos:
(d.1) - Condiciones de contorno de primera clase — Condicion de Dirichlet

En este caso se suministra la distribucién de temperaturas sobre la superficie del cuerpo
para cada instante de tiempo
Os=1(x,y,21) (1-4.2)

Donde:
T es la temperatura de la superficie
X, ¥, Z : son las coordenadas del punto sobre la superficie.
La ecuaci6n anterior se simplifica en el caso particular de que la temperatura en la
superficie permanece constante a lo largo de todo el proceso de transferencia de calor y
toma la siguiente forma:

0s = ¢p =constante

(d.2) - Condiciones de contorno de segunda clase — Condicién de Neumann

En este caso se da como dato el de flujo de calor, para cada punto de la superficie del
cuerpo y para cada instante de tiempo, su expresién analitica es:

Qu=1xyz1t)= Kg—i’ (1-4.3)

donde:

da : densidad de flujo de calor sobre la superficie del cuerpo
X, ¥, z : Coordenadas de la superficie del cuerpo

En el caso mds simple, en que el flujo de calor permanece constante en el tiempo y
sobre toda la superficie del cuerpo donde esta indicada esta condicién:

dd = go = constante (1-4.4)
Por 1ltimo, se puede considerar la situacién en que el flujo de calor a través de un
contorno sea nulo, superficie adiabdtica:

99 _ _
4a=K=>=0 (1-4.5)

Cabe acotar en este punto que en transmisién de calor una simetrfa y una superficie
aislada, (adiabdtica), son equivalentes desde el punto de vista matematico.

(d.3) - Condiciones de contorno de tercera clase

Aqui, se suministra como dato la temperatura del medio que rodea al cuerpo, Ty, y la ley
de gobierno de la transferencia de calor entre la superficie del cuerpo y sus alrededores.
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Este tipo de ley describe la transferencia de calor entre el cuerpo y sus alrededores
durante el enfriamiento o calentamiento del cuerpo. Este proceso se describe a través de
la ley de Newton.. De acuerdo con esta ley, la cantidad de calor que se extrae por unidad
de superficie del cuerpo, en la unidad de tiempo, es proporcional a la diferencia entre la
temperatura ¢ del s6lido y la temperatura del medio ¢ .

q =0 §s — o) (1-4.6)

Donde o es un factor de proporcionalidad, denominado coeficiente de transferencia de
calor. Sus unidades son por ejemplo: W/m?.K.

El coeficiente de transferencia de calor es la medida de la intensidad de calor transferido
entre la superficie del cuerpo y su entorno, y es numéricamente igual a la cantidad de
calor ganado o perdido por unidad de 4drea , unidad de tiempo con una diferencia de
temperatura de un grado entre la superficie y el entorno.

De acuerdo con la ley de conservaci6n de la energia, la cantidad de calor que se extrae
por unidad de drea en la unidad de tiempo, Ecuacién (1-3. 1), es igual a la cantidad de
calor que ingresa al cuerpo (Ecuacién (1-2.5))

olo,~a0)=-1(3¢ ) (1-4.7)

Donde n es la normal a la superficie del cuerpo, y el subindice s indica que la
temperatura y el gradiente de temperaturas pertenecen a la superficie.
las condiciones de contorno de tercera clase pueden finalmente escribirse como:

) __a, _
(a—nl- % 6, ~00) (1-4.8)

(d.4) - Condiciones de contorno de cuarta clase

Definen el proceso de conduccién de calor entre cuerpos simples o sistemas de cuerpos
y su entorno. Se asume que los cuerpos estdn en perfecto contacto (las superficies en
contacto estdn a la misma temperatura). Bajo estas condiciones los flujos de calor a
través de las superficies de contacto son iguales, esto es:

o0, 90,
¢ S RS Y . +*
(] o)
Dado un problema descrito por la ecuacién ( 1-3.5 ), el objetivo que se plantea es

conocer en cualquier punto del dominio el campo escalar de temperaturas y el campo de
flujos o gradientes.

Un andlisis riguroso precisa de la integracién de la ecuacién diferencial (1-3.5 ) que
expresa el fenémeno. El planteamiento matemdtico-analitico de dichas ecuaciones da
lugar a la formulaci6n continua del problema.

Otra forma de resolver el mismo problema es a través del MEF con el cual podemos
conocer los campos anteriores en cualquier punto del dominio a partir de los valores
hallados en ciertos puntos. Para ello es necesario dividir el dominio en subdominios
(elementos finitos) formando una malla. El planteamiento de las ecuaciones que se
obtienen y su resolucién dan lugar a la formulacién discreta del problema.
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Capitulo 2

Formulacion discreta
El método de los elementos finitos

2-1 Introduccidn

El planteamiento del problema continuo del fendmeno de conduccién del calor, conduce
a unas ecuaciones, que como ya se menciono en el capftulo anterior, no tienen solucién
analitica en la mayor parte de los casos. Asf, se considera la posibilidad de encontrar los
valores del campo de la temperatura, ¢, Ginicamente en ciertos puntos y obtener una
solucién discreta del problema.

Es decir, se calcula la solucién en temperaturas y flujos en ciertos puntos (nodos) y se

extrapolan estos valores a cualquier otro punto del dominio. De esta manera es posible
conocer el valor aproximado de los campos inc6gnita en todo el dominio.

b=1(x,Y¥) Aproximacitn

2-2 Ecuaciones basicas

La modelizacion del fendmeno de conduccion del calor, se describe utilizando la
formulacion diferencial conocida como la Ecuacion de Poisson. La misma, para un
dominio bidimensional puede expresarse en la forma:

pcg—TzDquHpr 2-2.1)

En donde ¢ representa la temperatura, t la variable tiempo,p la densidad del dominio, ¢
el calor especifico y pr la densidad por fuente de calor interno; mientras que D
corresponde a la matriz constitutiva, formada por las conductividades térmicas, K, para
las distintas dimensiones en que se describe el dominio €2; de esta manera para un
dominio bidimensional corresponde a:

Dz[& i}
0 Ky

Las condiciones de contorno a que esta sujeta esta formulacion, como se menciono en el
capitulo anterior, son conocidas en términos matemdticos como las condiciones de (a)
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Dirichlet, que fija la temperatura ¢, a un dado valor sobre un contorno particular y (b)
Cauchy que fija el gradiente de la temperatura normal a la superficie.
(a) ¢-¢=0 enT, (2-22)

(b) n"q+00— ¢ )+q=0 en T, (2-2.3)
En las ecuaciones anteriores ¢ es la temperatura con valor conocido en la
frontera, o representa al coeficiente de conveccion radiacion, qes el flujo o gradiente de

la temperatura, con valor conocido en la frontera, ¢ex €5 la temperatura en el exterior del
dominio, mientras que el resto de las variables quedan definidas con las siguientes
expresiones:

Vector de normales al contorno:

n= [n - y}r
Vector gradiente de temperatura:
a4, =lax.qyJ=-Dg=-DV¢

vf2 ol
ox’ dy

Dependiendo de los valores seleccionados para la ecuacion 2-2.3, es posible reproducir
los siguientes casos en el contorno:

En donde el gradiente corresponde a:

(a) Contorno aislante. Conocido matemdticamente como condicion de Neuman o
condicién de contorno natural que representa un flujo de calor cero en la interface
del dominio con el medio circundante, de manera que:

nTq=—q porloque q=0 y a=0
(b) Contorno con pérdida o aporte de flujo externo:
nTq=—q porloque 0.=0

(¢) Contorno con pérdida o aporte de calor por conveccion — radiacion. En este caso
existe una interaccion del calor existente en el exterior ¢ex y la temperatura del
dominio ¢ que de acuerdo con las leyes de la termodindmica se presentard un flujo
en la interfase, representado por:

n'q=-0(0-¢.) conloque o0

El factor o estrictamente representa el fenémeno de conveccién, mientras que el
fenémeno de radiacion sigue una ley mds compleja pero que a efectos de simplificacién
se puede expresar de igual manera , por lo que o representa la contribucién de ambos.

2-3 Formulacion basica

La aplicacion del método de los elementos finitos exige como punto de partida la
existencia de una forma integral expresando el equilibrio global del sistema. Dicha
forma integral puede obtenerse aplicando el método de los residuos ponderados a la
ecuacion diferencial (2-2.1) y las condiciones de contorno (2-2.3) quedando expresado
como:

Elaborado por: Sandra |. Robles  Dirigida por: Francisco Zarate  Diciembre 1998



Transferencia de calor por conduccién — Validacién del programa EDPOISS 14

‘[k/TDVmpr]dQ—Ipc%?am ﬂnTl)Vq>+m(<p—q>exl )+qlar, (2-3.1)

Q Q I,
La condicién de contorno (2-2.2) no necesita incluirse en la expresion anterior
puestoque se satisface imponiendo directamente el valor de ¢ al valor prescripto en los
contornos adecuados (condicién forzada).

Tras integrar por partes el término V'DV¢ y reagrupar la ecuacién (2-3.1), se
obtiene (después de hacer W = -W):

prc—aQ+ VTwTDV¢ag+ W7ol =
Q

Ty

_[WT 90— ijqarq+ J'w 0o OTq — fWTqu8F¢ (2-3.2)
Iy ¥ re
Obsérvese que la dltima integral incluye el flujo normal en los contornos I’y donde ¢

estd prescrita. En la practica este flujo se calcula “a posteriori” , una vez obtenidas las
temperaturas en los nodos.

Se desarrolla a continuaci6n, con mds detalle, los pasos a seguir para pasar de la
ecuacion 2-3.1 ala 2-3.2, en el caso bidimensional que es el de interes.

Aplicando el método de los residuos ponderados la ecuacién 2-3.1 para dos
dimensiones queda:

H w[ = [ ) %[ ) J+ Q}oxdy j j W[pc —}dxdy+

j:W{ —n_+k aj,)n +o (- q)m)+q}ar =0

(2-3.3)

La primera integral de la ecuacién 2-3.3 debe ser integrada por partes. Asf por ejemplo
se sabe que:

”Wax( g—"’ xdy = deW (k ” ) dxd+ jWk gfdy

I'=Iq+T6

Donde :

u:W=>du=aﬂdx
ox

d(, % 2
- =k, —
= ax( " ox sz  ox

Considerando esto, podemos reemplazar la primera integral de la ecuacién 2-3.3 por la
siguiente expresion :
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I St et S e

”Wdedy+ j W[k g‘% +k gq)dx}

(2.3.4)

I +l"¢

Adoptando W =-W , tras sustituir lo obtenido en la ecuaci6n 2-3.4, en la ecuacién 2-3.3,
ésta nos queda:

(5 P53 e ol frver-

2-3.5
HWdedy~§w q—aq)m]dr—Iqur 25
Q L, o

La ecuaci6n 2-3.5 es igual a la ecuaci6n 2-3.2, desarrollada para dos dimensiones y sin
estar expresada en forma compacta.

La resolucién analitica de esta ecuacién es imposible en la mayor parte de los casos, por
ello es necesario efectuar una aproximacion discreta del problema.

2-4 Discretizacién por elementos finitos

2-4.1 Aproximacion de la temperatura

Los elementos finitos permiten calcular la temperatura en cualquier punto interior de los
mismos, interpolando su valor a partir de los hallados en los nodos. Para ello se define
la matriz de funciones de interpolacién N (también llamadas funciones de forma) y se
expresa la temperatura ¢, de un punto cualquiera del interior del elemento en funcion de
las temperaturas de sus nodos a®

o(x,y)=N(x,y)a® (2-4.1)
En un problema de Poisson el valor del campo de un punto cualquiera estd definido por
una tnica componente escalar. Asimismo el vector de temperaturas o de valores del
campo en todos los nodos de la malla estd compuesto por una tnica componente en
cada uno de esos nodos, genéricamente en el nodo i del elemento (e):
Se define el vector de funciones de forma como:

(N N; =[N, (x,y)]

Con las propiedades siguientes de las funciones de forma :
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Y N y)=1

Adviértase que N y a® estdn compuestas por tantos coeficientes como nodos tiene el
elemento. Esta es una propiedad general que se cumple en todos los casos.

2-4.2 Aproximacion del vector de gradientes

La expresion discretizada del vector de gradientes se obtiene como aplicacién directa de
la interpolacién utilizada para el campo de temperaturas. En notacién compacta se
escribe:

g=V=VNa® =Ba® (2-4.2)

donde: B=VN

p-|& 9N N Ny
ox dy | N, N; N,

B es la matriz gradiente de deformacién del elemento y Bi es la submatriz asociada al
nodo i.

B:[Bl Bi Bn]

En general las funciones de forma vendrdn expresadas en coordenadas naturales y no
cartesianas utilizando elementos isoparamétricos. Aplicando la regla de la cadena.

06 ox 0§ dy 9§

ANi _ aNi ox  aNi 9y

on  ox dan dy on
De donde se deduce:

e N 4 3
oNi oNi
1
0x () o€
oNi ONi
L 9y J L on J

donde aparece la matriz inversa del Jacobiano que contiene informacién sobre la
transformacién de entre coordenadas naturales y cartesianas.

La expresién anterior permite calcular todos los coeficientes de las matrices Bi.
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2-4.3 Aproximacién del campo de flujos

A partir de la ecuacién siguiente

q=-DV¢
es fécil deducir la expresion discretizada del campo de flujos.
q=-DBa® (2-4.3)

Donde D es la matriz constitutiva que contiene los coeficientes de conductividad
térmica.

2-5 Ecuaciones de la discretizacion

Sustituyendo la discretizacion 2-4.1, 2-4.2 en 2-3.2 y haciendo W = N ( método de
Galerkin) se obtiene un sistema matricial de ecuaciones que puede escribirse en la
forma:

Cg—?+Ka=f (2-5.1)

En 2-5.1, a, es el vector de incognitas que contiene la temperatura de todos los nodos de
la malla, y C, K, f son la matriz de capacidad térmica o matriz de masa, matriz de
rigidez global del dominio, y el vector de flujos nodales equivalentes que pueden
obtenerse ensamblando las contribuciones elementales definidas por:

dd
(e) _ T (e)
C —JQpCN N——aa[ Q

K = [B"DBIQ® +a NN,
Q

Ty

o) ()
f(e) — ‘[NTpraQ— INTqarq+ JNTa¢extarq — J.IITNanaI—‘¢
Q T, ¥

q q 3]

El cdlculo de las integrales anteriores se suele realizar con técnicas numéricas de
integracion o bien explicitamente cuando sea factible.

Las matrices y vectores elementales se ensamblan en las correspondientes expresiones
globales en la forma usual.

2-5.1 Caso Estacionario

La solucion estacionaria implica inicamente resolver el sistema de ecuaciones:
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Ka=f 2-5.2)

Obtenidas las temperaturas nodales pueden obtenerse los gradientes térmicos y
los flujos de calor en cada punto mediante las ecuaciones 2-4.2 y 2-4.3,
respectivamente. Asimismo, pueden obtenerse los flujos de calor a través de los
contornos con temperaturas prescriptas.

2-5.2 Caso transitorio

La solucién del problema transitorio exige integrar en el tiempo la ecuacién de
Poisson 2-5.1. Utilizando un esquena de diferencias finitas trapezoidal
generalizado se obtiene:

M gt -1 [M -1
+oK|a =af +(—-o)f " + -l-o)K |a -
[At } (1-or) A (I1-a) (2-5.3)
donde o define el punto de colocaci6n de la ecuacién diferencial, es decir:

a®=oa'+(-a)a"’

La ecuacion anterior permite obtener el valor de las temperaturas en el tiempo t
en funcion de las temperaturas en el instante t-1y de los valores de las “fuerzas”
entyt-1.

. ;s 1
Puede demostrarse que el esquema es incondicionalmente estable para o > 5

En la préctica se recomienda tomar o= 2/3 (Galerkin) 6 o= 1 (integracién hacia
atrds). La integracién de o= 0 (método explicito de Euler) es ventajosa si la
matriz C es diagonal, puesto que en este caso la solucién es explicita y no
precisa la inversién de ninguna matriz. La tnica dificultad en este caso se debe a
que el sistema de integracién es condicionalmente estable y exige la utilizacién
de incrementos de tiempos pequeilos que vienen gobernados por la condicién :

M=t
®

siendo ® el mayor valor propio del sistema homogéneo.
IK+Cwla =0

Existen dos posibilidades para diagonalizar la matriz C:

Diagonalizacion por suma de filas

Se expresa por:
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Cpi; = 2 G (2-5.4)
CDij =0

en donde la diagonal de la matriz de capacidad calorifica es la suma de todos los
elementos contenidos en la fila i-ésima.

Diagonalizacion por conservacion de capacidad calorifica

Se expresa por:

Cpii = pj NTipeN;0Q
Q (2-5.5)
Cw=0

con:

Zcii = IpcaQ =p
Q

de manera que la nueva matriz C conserve la misma capacidad calorifica que la
matriz original.

NOTA: podemos decir que el planteamiento discreto comporta:

e Dividir el dominio en una malla de elementos finitos (se divide el dominio en
elementos hasta cubrir la totalidad de la superficie).

e Aplicar la ecuacion de Poisson sobre el dominio y aprovechar las propiedades
matemdticas que conllevan los elementos finitos para obtener finalmente un sistema
de ecuaciones algebraicas.

e Resolver el sistema y obtener el resultado del campo incégnita (temperatura ya que
todos los demds derivan de é1).

Este es el proceso estdndard de resolucion de un problema. El programa ED-Poiss
de resolucion de la ecuacion de Poisson, lo realiza segiin las etapas que se enumeran a
continuacién y que se presentardn en detalle en el capitulo 4.

1- Célculo de la rigidez del dominio

2- Calculo del vector de temperaturas nodales equivalentes
3- Imposicién de las condiciones de contorno

4- Resolucion del sistema lineal de ecuaciones

5- Célculo de flujos

6- Cdlculo de flujos reaccién

En la Figura 2-1, se muestra el esquema del Diagrama de flujo de Calculo
sobre el que estd basado EDPOISS.
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Lectura de Datos: Topologfa, materiales,

y condiciones de contorno

I

Ciélculo de la matriz de rigidez
de cada elemento
[

Célculo del vector de temperaturas
nodales de cada elemento

Ensamblaje de las matrices de rigidez
elementales

SI

Problema

Transitorio

ALFA =07 >—

Solucién del
sistema ensamblado

DIAGONALIZACION
DE LA MATRIZ DE
RIGIDEZ
[
Bucle sobre
incrementos

Célculo de la
Temperatura nodal y
Flujo en cada elemento

de tiempo

Cdlculo de la matriz de
masa afectadas por las
temperaturas nodales
del paso anterior

[

Solucion del sistema
ensamblado

Cdlculo de la temperatura nodal
y flujos en cada elemento

Figura 2-1 Esquema del diagrama de flujo de célculo
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Capitulo 3

Presentacion de los programas usados

3-1 Introduccion

Los programas usados para el desarrollo de este trabajo fueron:

e EDPOISS
e CALTEP

CALTEP es un programa para el cdlculo de la ecuacién de POISSON transitoria y
estacionaria . Este mddulo solo es el de proceso (cdlculo), razén por la cual para
efectuar el andlisis de un problema hay que utilizar un preprocesador (generacién y
dibujo de la malla) , en este caso CALGEN,y un post procesador grafico, GID, para la
visualizacion en forma grdfica de los resultados. El programa caliep esta escrito en
Fortran . La extencion del archivo de resultados es .RES, el archivo de entrada .DAT

No se dardn detalles de Calgen (generador de malla ) y de CALTEP solo los necesarios,
ya que en sus manuales correspondientes se puede encontrar toda la informacién
necesaria respecto del uso y definiciones de los mismos. En este trabajo simplemente se
ha utilizado Caltep en aquellos ejemplos que no se pudieron resolver con EDPOISS.

EDPOISS es un paquete de programas que contiene los tres médulos, el
preproceso, el proceso, y el post proceso. Sus archivos de resultados se pueden
visualizar también con GID, que es un poco mds potente ya que incluye algunas
herramientas de representacién de resultados adicionales. Los archivos que genera el
preprocesador son extensién .GEN, los del proceso son .DAT y los del post proceso

Se mencionan las extensiones de los archivos pues uno puede ingresar en ellos para
disponer de la informacién que contienen.

3-2 Tipo de problemas que se pueden resolver

Tanto mediante el uso de EDPOISS como de CALTEP se pueden resolver el
mismo tipo de problemas, los cuales se mencionan a continuacion:

(a) Estacionario
(b) Transitorio sin diagonalizacién
(c) Transitorio con diagonalizacién por suma de filas
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(d) Transitorio con diagonalizacion por masa equivalente

Con las distintas condiciones de contorno que fueron mencionadas en el capitulo 2,

ecuaciones 2-2.2 a 2-2.7

Con ambos programas, ademds de problemas bidimensionales, se pueden
resolver problemas unidimensionales, utilizando un valor pequefio(material aislante)

para el coeficiente de conductividad térmica, k, en una de las dimensiones.

3-

3 Tipo de materiales usados

Los materiales usados en estos programas son de conductividad térmica
constante e is6tropos, esto es, aquellos cuyas propiedades son las mismas en todas las

direcciones.

3-4 Elementos finitos utilizables

Para el andlisis de cada tipologfa de problema pueden utilizarse los elementos

isoparamétricos (permiten operar con formas de elementos irregulares, incluyendo la
posibilidad de lados curvos) siguientes:

3.

Elemento lineal de 2 nodos (CALTEP)

Elemento triangular de 3 nodos

Elemento triangular de 6 nodos

Elemento cuadrildtero lagrangiano de 4 y 9 nodos

Elemento cuadrildtero serendipito de 8 nodos

Elemento hexagonal serendipito de 20 nodos tridimensional (CALTEP)

5 Tipo de condiciones que admite

Para cada problema se admiten dnicamente los siguientes tipos de condiciones:

3

Temperaturas puntuales nodales

Generacion interna de calor

Flujo exterior repartido sobre los lados de los elementos
Condici6n de conveccion radiacion

Temperatura del medio externo constante

Temperatura puntual inicial (Transitorio)

-6 Limitaciones del programa EDPOISS

En el caso del programa EDPOISS cuando se intenta resolver un problema con
condiciones de contorno de Cauchy (ecuacién 2-2.3 y 2-2.7) en todo el contorno de
la geometrfa, el programa no lo calcula, Esto se debe a que la primera operacion
que realiza éste, es la verificacion de los datos de entrada ya que dispone de una
subrutina de control de datos, la cual una vez leidos los datos geométricos y del
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material de la malla realiza una serie de comprobaciones bdsicas que garanticen
minimamente la ausencia de errores antes de comenzar el cdlculo de las matrices y
vectores de cada elemento y, al no encontrar una temperatura prescrita en algin
punto del contorno, directamente no realiza el cdlculo. Esto es un FALLO o
limitacion de este programa, ya que cuando hay contornos con conveccién/radiacién
no es necesario prescribir una temperatura, debido a que la matriz de rigidez en este
caso no serd singular ya que esta condicién contribuye con un término adicional
sobre ella evitando la singularidad de la misma. Con CALTEP este fallo que
acabamos de mencionar no ocurre, es decir este tipo de problemas se pueden
resolver con este programa.

e Otra limitaci6n que presenta es cuando uno intenta ejecutar el post-proceso con
determinados ejemplos de conduccion de calor en Estado Transitorio, en este caso
no nos permite el acceso directo del post-procesador al archivo de resultados de ese
ejemplo. Este inconveniente se produce a consecuencia de que falla el mecanismo
de transpaso de informacién entre el buffer de almacenamiento de resultados,
generados en el proceso, y el archivo de escritura correspondiente (fendmeno
denominado flush), que es desde donde lee el post- procesador los datos, bajo estas
circunstancias, un debe salir del postproceso y volver a ingresar al archivo de
resultados para poder asf visualizarlo.

El programa Edpoiss permite trabajar con mayor nimero de nodos y elementos que
CALTEP. Como referencia, se citan a continuacién las limitaciones méds importantes de
CALTEP.

3-6.1 Limitaciones de CALTEP

Los valores limites que admite el programa CALTEP, para la resolucién de
problemas, son los siguientes:

- Mdéximo nimero de nodos : 200

- Miximo nimero de elementos :200

- Miximo niimero de dimensiones: 3

- Méximo nimero de materiales :10

- Méximo nimero de grados de libertad: 3

- Midximo niimero de nodos prescritos: 200

- Miximo numero de nodos por elemento: 27

- Miximo nimero de prescripciones nodales : 200

- Méximo nimero total de temperaturas nodales : 600
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Capitulo 4
Resolucion de problemas con EDPOISS

4-1 EDPOISS Preproceso
4-1.1 Creacion / Edicion de un Problema

Para analizar un problema de resolucién de la ecuacion de Poisson utilizando el método
de los elementos finitos se requiere una fase previa de generacién de datos. Este
programa se ocupa de dicha fase de preparacion de datos que se conoce con el nombre
de preproceso. Por preproceso se entiende la preparacién y definicién de la malla
(geometria), la imposicion de las temperaturas prescritas, y la aplicacién de los
diferentes flujos actuantes.

Esquema de creacién de un problema

Creacidén de la malla Flujos y temperaturas

en nodos v en lados

Datos generales ﬂ
del problema

Temperaturas prescritas

Veamos como se implementa este esquema.

Implementacion del esquema
La implementacion de dicho esquema en ED-Poiss-preproceso es la siguiente:

a- Seleccion del tipo de andlisis: En primer lugar se debe seleccionar el tipo
de problema que se desea resolver. Los tipos de andlisis presentes en
esta primera version son:

a.1 Estacionario

a.2 Transitorio sin diagonalizacién

a.3 Transitorio con diagonalizacién por suma de filas.

a.4 Transitorio con diagonalizacion por masa equivalente.

b - Seleccion del material y elemento: El usuario debe indicar el tipo de material y el
tipo de elemento con el que se realizard el cdlculo. El programa dispone de una libreria
de materiales en la que se pueden editar los valores de los pardmetros y seleccionar el
tipo de material deseado.
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c- Definicion de la geometria y de la malla Se deben crear uno a uno los elementos que
componen la malla. Para ello se selecciona el modo de edicién de creacién de elemento.
Para cambiar un nodo de su posicién original se utiliza el modo de edicién de nodo con
el que se puede editar la posicién del nodo dentro de la malla.

d- Imposicion de temperaturas en los nodos Simplemente seleccionando el tipo
de prescripcin que se desea imponer en los nodos. La prescripcién puede ser:

d.1 Temperatura prescrita: Prescribe la temperatura en un nodo.

d.2 Temperatura inicial: prescribe una temperatura inicial para el proceso
de andlisis transitorio.

d.3 Conveccién / Radiaci6n: Impone la existencia de conveccién /Radiacién
en un lado del elemento perteneciente al contorno.

e- Flujos puntuales y externos y generacion interna de calor:

e.1 Generacion interna de calor: Es una de las opciones globales del problema.

e.2 Flujos puntuales nodales: flujos aplicados en los nodos.

e.3 Cargas distribuidas en un lado : Flujo y temperatura externa actuantes sobre un lado

del elemento.

Y por dltimo, una vez generados todos estos datos, se salvan en un archivo en el
formato deseado y se procede a su anélisis mediante el programa ED-Poiss.

4-1.2 Generacion de un Problema — Entrada de Datos

a - Seleccion del tipo de analisis

nsitorio sin diagonali

Figura 4-1.1

La primera operaci6n que se realiza es la seleccion del tipo de andlisis que se efectuard,
para ello del meni EDICION, opcién PROBLEMA se desplega la caja de didlogo que
se muestra en la Figura 4-1.1, sobre la cual uno define lo siguiente:
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Titulo del problema

Cadena de caracteres identificativos del problema. A nivel informativo inicamente.
Tipo de problema

- Estacionario- Caso estacionario (Ecuacién 1-3.6 y 2-5.2)

- Transitorio sin diagonalizacién (Ecuacién 2-5.3) — Caso transitorio si oo = 0
(coeficiente de conveccion / radiacién) no diagonaliza

- Transitorio con diagonalizacién por suma de filas(Ecuacién 2-5.3 y 2-5.4) - Caso
transitorio si o = 0 diagonalizacién por suma de filas.

- Transitorio con diagonalizacién por masa equivalente (Ecuacién 2-5.3 y 2-5.5)- Caso
transitorio si o = 0 diagonalizaci6n por conservacion de masa.

Analisis transitorio

En el caso de que se seleccione alguno de los tipos de andlisis transitorios mencionados
anteriormente se deben introducir los siguientes pardmetros:

Numero de iteraciones en el tiempo: un nimero entero que indique el nimero de
iteraciones que se realizardn.

Incremento de tiempo: Incremento de tiempo en cada iteracién

Punto de colocacion de la ecuacion diferencial o, (Cap.2-5.2): Esquema de integracién
temporal.

Temperatura inicial: Temperatura inicial generalizada. Introduzca un valor cuando
desee que todos los nodos tengan la misma temperatura inicial. Esta opcién solo estard
activa si no se han definido diferentes temperaturas iniciales para cada nodo.
Generacion interna de calor

Seleccione si se considera o no la generacién interna de calor

b - Seleccion del material y elemento

La opcion Elemento del mend de Biblioteca oftrece la posibilidad de seleccionar el tipo
de elemento utilizado para realizar el andlisis.

ED-Poiss-preproceso muestra la caja de didlogo Seleccion del tipo de elemento donde
se puede realizar la eleccion. Los tipos de elementos que se pueden usar ya fueron
definidos en el Capitulo 3 seccién 3-3.

Material (ment Biblioteca)

Elaborado por: Sandra |. Robles  Dirigida por: Francisco Zarate Diciembre 1998



Transferencia de calor por conduccién — Validacion del programa EDPOISS 27

La opcién Material del mend de Biblioteca ofrece la posibilidad de seleccionar el tipo
de material utilizado para realizar el andlisis.

ED-Poiss-preproceso muestra la caja de didlogo Biblioteca de materiales donde se
puede realizar la seleccion, creacion, edicién o borrado de materiales.

tiblioteca de materiale

43000
[1000000

Figura 4-1.2

En la Figura 4-1.2 podemos observar la seleccion del tipo de elemento a utilizar y las
propiedades que debemos suministrar para que del material quede bien definido.(ver
ecuacion 1-3.3)

. Conductividad térmica en la direccién x, Ky

. Conductividad térmica en la direccion y, Ky

. Coeficiente de conveccion radiacion. o

. Valor del calor de generacion interna pr =qv

. Densidad. Aquf lo que se menciona como densidad en realidad es el producto
de la densidad por la capacidad calorifica (p*C)

Unidades: si bien el programa no trabaja en un sistema de unidades concreto, es
importante, por tanto introducir los datos en un sistema de unidades coherente. A
continuacién se muestra un ejemplo.

Propiedad Unidades
ki (ky, ky) W/m°C

o W/m™C
Qv W/m’

p*C Joule/m™C

Una vez definido el tipo de andlisis a realizar, propiedades de los materiales y el
elemento, se debe proceder a dibujar la geometrfa del problema y la malla deseada. Para
ello en primer lugar se debe definir la escala grdfica de representacion que aparecerd en
la pantalla activando la opcién Dibujo del mentd Opciones. En el cuadro de didlogo que
aparece, Figura 4-1.3, se fijan los valores minimos y mdximos de las coordenadas x € y,
asf como los aspectos activados/desactivados que se deseen obtener en la pantalla
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(Tamaifio de la red auxiliar, numeracién de nodos y elementos, representacion de los
flujos de calor, etc)

Opciones de dibujo

Figura 4-1.3

Fijados todos los pardmetros anteriores ya se puede comenzar a dibujar la malla
necesaria para el estudio que pretendemos realizar, en nuestro caso una pared con un
orificio ubicado en el centro de la misma, Figura 4-1.4. En este ejemplo se utiliza un
solo material, pero en caso de utilizar mds de uno, se dibuja primero aquella zona que
corresponde a un material y luego la que corresponde a otro y asf sucesivamente. Para
facilitar el trazado de la malla se puede activar la rejilla, el origen de los ejes
coordenados y/o utilizar las lineas auxiliares mediante los botones correspondientes.
Todas estas herramientas auxiliares son de mucha ayuda para dibujar la geometria del
problema de interés.

Rejilla y lineas auxiliares: Ingresando al ment ver, opcion rejilla se muestra u oculta
la rejilla que previamente se halla definido, respecto de las lineas auxiliares se debe
ingresar al meni ver, opcion barra de herramientas y de esta forma se muestra u
oculta la barra de herramientas . Por defecto en el programa tanto la rejilla como las
lfneas auxiliares estdn definidas en color blanco que es el mismo color de definicion del
fondo de la ventana , debido a esto si uno no lo cambia puede llegar a la conclusion
errénea de que no funcionan. Para cambiar los colores de las mismas basta con
desplegar del mend opciones la seleccién colores y modificar allf ya sea el color del
fondo de ventana o bien el color de las lineas auxiliares, rejilla etc.

Los elementos se definen mediante el ratén activando la opcion Elemento del mend de
Herramientas o bien directamente presionando sobre el botén correspondiente. Para
definir las coordenadas de cada nodo con el botén derecho del ratén aparece un cuadro
de didlogo que solicita el ingreso de las coordenadas de ese nodo, o bien si uno aprieta
el botén izquierdo, directamente selecciona las coordenadas del punto donde esta
ubicado en ese instante.

Si se desea corregir la posicién de alguno de los nodos dibujados se activa la opcion
Nodos del meni Herramientas o bien directamente presionando sobre el botén
correspondiente. En el cuadro de didlogo que aparece se pueden introducir los nuevos
valores de las coordenadas del nodo en cuestion.

Elaborado por: Sandra |. Robles  Dirigida por: Francisco Zarate Diciembre 1998



Transferencia de calor por conduccién — Validacién del programa EDPOISS 29

Importante: Cuando se borra algin elemento para reemplazarlo por otro, una vez
finalizadas todas las correcciones sobre la malla, se debe renumerar la estructura sino al
querer salir del preproceso nos indicara un error. Para renumerar se debe desplegar el
ment Herramientas opcién Renumerar

Finalizada la malla, con los elementos renumerados , el proceso de entrada de datos se
completa, introduciendo seguidamente las condiciones de contorno. En la Figura 4-1.4,
se muestra el ejemplo seleccionado con sus condiciones de contorno sobre el lateral
superior, temperatura prescrita, sobre el lateral derecho condicién de conveccién -
radiacion.

Figura 4-1.4
Las condiciones de contorno se pueden aplican usando los botones de la barra de
herramientas, a continuacién se presentan los mismos:

Figura 4-1.5

El primer botén a la izquierda de la Figura 4-1.5, se utiliza para definir la condici6n de
flujo puntual sobre los nodos.(Ecuacién 2-2.3)

El segundo bot6n se utiliza para introducir flujo de calor sobre los contornos, es decir
para imponer condiciones de contorno del tipo 2-2.3: Contorno aislante, Pérdida o
aporte de flujo externo, conveccién/radiacion (En este dltimo caso es para ingresar el
flujo y la temperatura del medio con el cual intercambia calor).

El tercero define la condicién de temperatura prescrita, al activarlo en la caja de dialogo
solicita el valor de temperatura.(Ecuacién 2-2.2)

El cuarto sirve para definir la temperatura inicial en un problema transitorio (Ecuacién
1-4.1), se utiliza cuando tengo distintas temperaturas iniciales en los nodos de la
geometria. Si la temperatura inicial es uniforme, directamente defino su valor en la caja
de didlogo del mend Edicion — Problema.

El quinto sirve para definir cuales son los contornos con condicién de conveccién
radiacion.

Los datos creados pueden guardarse presionando el botén correspondiente y dando un
nombre al archivo, en este caso TT.GEN.
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4-2 EDPOISS PROCESO

El programa EDPOISS proceso es la parte mds especifica del paquete de programas ya
que el contiene el médulo de resolucion segin las técnicas del método de los elementos
finitos. Este programa admite tres niveles de tutorfa por parte del ordenador y dos
modos de resolucién. Los diferentes niveles permiten ajustar la marcha del proceso al
grado de conocimiento del usuario, y los modos de resolucion, realizar el proceso
guiados por el ordenador(ejemplos) o sin gufa (ejercicios).

4-2.1 Esquema de Resoluciéon de un Problema
Antes de examinar el esquema de resolucién del problema conviene destacar que
aunque el esquema es siempre el mismo, la resolucién puede ser tutorizada o no, para

ello existen tres niveles diferentes y dos modos de resolucion del problema.

Esquema de resoluciéon: Tipicamente la resolucion de un problema por elementos
finitos sigue el siguiente esquema:

Lectura de datos
| I
: ) Para
Célculo de X ada
Célculo de X f‘i’ elemento
Ensamblaje de X en X
| i |
"] Para
Céleulo de /@ cada
. @ elemento
Ensamblaje de /' en £ v estado
| de carga
I [ | Paracada
I Condiciones de contorno I nodo
I ! prescrito
IResolucién del sistema Kea = f
| I
. P
| Caleulo de flujos ¢ | ot
| elemento
[ ] Paracada
| Célculo reacciones R | nodo
3 prescrito

Implementacion del esquema

La implementacion de dicho esquema en ED-Poiss es la siguiente:

|- Calculo de la rigidez del dominio El usuario selecciona un elemento y realiza el
cdlculo de su matriz de rigidez. A continuacién, y una vez calculada ésta, la ensambla

en la matriz global de rigidez del dominio. Para ello el usuario debe:

1.1 - Del mend Calculo seleccionar la opcion matriz de rigidez.
1.2- Seleccionar con el boton izquierdo del ratén un elemento no calculado.
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1.3 - Aparece la caja de didlogo de cédlculo. Se realiza el proceso mostrado, si el
elemento estd sometido a procesos de conveccidn/radiacion se calcula la matriz de
conveccion y a continuacién se ensambla la matriz del elemento en la matriz de rigidez
global, siguiendo las instrucciones que aparecen en la pantalla.
1.4 - Repetir el proceso para todos los elementos del dominio.

2- Calculo del vector de temperaturas nodales equivalentes El usuario selecciona un
elemento cargado y realiza el cdlculo del vector de temperaturas nodales equivalentes.
Si el elemento no estd cargado el vector equivalente es cero, por 1o que no es necesario
calcularlo. A continuacién, y una vez calculado éste, se ensambla en el vector del
dominio. Para ello el usuario debe:

2.1 - Del ment Calculo seleccionar la opcidon Vector temperaturas elemental.

2.2 - Seleccionar con el boton izquierdo del ratén un elemento cargado y no calculado.
2.3 - Aparece la caja de didlogo de cdlculo. En esta caja aparecen los diferentes estados
de carga a los que estd sometido el elemento. Los casos de carga en gris no afectan al
elemento.

2.4 - Se resuelven uno por uno todos los casos.

2.5 - Se ensambla el vector del elemento en el vector de temperaturas global, siguiendo
las instrucciones que aparecen en la pantalla.

2.6 - Repetir el proceso para todos los elementos del dominio.

3- Imposicion de las condiciones de contorno El usuario selecciona un nodo con
temperatura prescrita, es decir un nodo apoyado e impone las condiciones de contorno.
Para ello:

3.1 - Del mend Calculo seleccionar la opcion Condiciones de contorno.

3.2 - Seleccionar con el boton izquierdo del ratén un nodo con temperatura prescrita y
no calculado.

3.3 - Aparece la caja de didlogo de cdlculo.

3.4 - Se imponen las condiciones de contorno siguiendo las intrucciones de la pantalla.

3.5 - Repetir el proceso para todos los nodos coaccionados o prescritos.

4- Resolucion del sistema lineal de ecuaciones. Del ensamblaje de las matrices de
rigidez y los vectores de flujos de cada elemento se ha llegado a un sistema lineal de
ecuaciones del tipo:

Ku=f
Para resolver el sistema simplemente:

4.1 - Del ment Calculo seleccionar la opcién Resolucion sistema.

4.2 - Aparece la caja de didlogo de cdlculo.
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4.3 — El sistema lineal ya estd resuelto. El vector incégnita es el vector de temperaturas
del problema.

5- Céalculo de flujos El usuario selecciona un elemento y realiza el cdlculo del vector de
flujos para cada punto de integracion. Para ello el usuario debe:

5.1 - Del mend Calculo seleccionar la opcién Flujos
5.2- Seleccionar con el boton izquierdo del ratén un elemento no calculado.

5.3 - Aparece la caja de didlogo de cdlculo. Se realiza el proceso mostrado para cada
punto de integracion.
5.4 - Repetir el proceso para todos los elementos del dominio.

6- Calculo de flujos reaccion El usuario selecciona un nodo con temperatura prescrita
y calcula los flujos reaccion en dicho nodo. Para ello:

6.1 - Del menu Calculo seleccionar la opcién Flujos reaccion.
6.2 - Seleccionar con el boton izquierdo del ratén un nodo con temperatura prescrita y
no calculado.

6.3 - Aparece la caja de didlogo de cdlculo.
6.4 - Se calcula los flujos reaccién siguiendo las instrucciones de la pantalla.
6.5 - Repetir el proceso para todos los nodos prescritos.

Notas:

- Este es el proceso estdndard de resolucién de un problema de cdlculo de la ecuacién
de Poisson por elementos finitos con ED-Poiss. Si desea generar un archivo de
resultados para el postproceso gréfico seleccione la opcién Salvar Como del mend
Archivo. El archivo generado estd en formato ASCII (texto) y contiene la
informacién generadada a lo largo del proceso de cdlculo (flujos, flujos reaccién) y
algunas mds (flujos nodales alisados, etc.). Uno puede editar el archivo generado
para ver los valores niimericos en cada nodo de la malla.

- La resolucién presentada es la que realiza el programa para un problema
estacionario, para los problemas transitorios, el ordenador realiza el cdlculo
completo sin mostrarlo y una vez finalizado el mismo, abre el programa de post
proceso para la visualizacion de los resultados.

- Se puede utilizar el programa en modo ejercicio para el cdlculo de un problema, sin
pasar por todas las etapas intermedias, esto se hace desplegando el meni calculo y
luego postproceso, sale un cartel de aviso que el problema no ha sido resuelto ain y
si uno quiere resolverlo ahora. Ddndole el SI, el programa efectia el cdlculo sin
mostrarlo y pasa directamente al postproceso, para visualizar los resultados.
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4-2.2Ejemplo de aplicacién del esquema de resolucién de un problema

Se desarrollard a continuacion el cdlculo del problema presentado en la seccién 4-1.2,
se ha seleccionado el nivel avanzado para resolverlo pues el nivel principiante e
intermedio limitan la cantidad de elementos en que esta discretizada la geometrfa.

Al iniciar el programa POISSON proceso, se adopta primero el nivel de resolucién ,
avanzado, se abre el archivo correspondiente tt.GEN , el programa carga el archivo
verificando en primer lugar los datos de entrada y si esta todo correcto lo muestra en
pantalla.

4-2.2.1C4lculo de la matriz rigidez de la estructura

Se comienza seleccionando la opcién matriz de rigidez del mend Caleulo o el botén
correspondiente de la barrar de botones y se procede a evaluar la matriz de rigidez de
cada elemeto de la malla. En la pantalla aparece el elemento seleccionado con su
numeracién local y global, los puntos de Gauss(en este caso hay cuatro), y las
expresiones analiticas utilizadas. En este modo de resolucién el programa no muestra
cada una de las operaciones que realiza, pero es posible conocerlas con solo presionar
sobre los botones que corresponden a cada término auxiliar.

Figura 4-2.1
a - Matriz de rigidez elemental

En la Figura 4-2.1 (izquierda) podemos observar el cédlculo de la submatriz ky; del
elemento 2, ya calculada todas las anteriores, puede verse en esta figura que el primer
bot6n a la derecha no indica el ensamble de todas ellas sino K(conv), ello indica que
este elemento tiene sobre uno de sus lados la condicién de conveccién radiacién. La
etapa siguiente es calcular la contribucién de esta condicién sobre la matriz de rigidez
(Figura 4-2.1 derecha) aparecen los términos que contribuyen en este fenémeno.

b - Ensamblaje
Terminado el cdlculo de la matriz de rigidez del elemento considerado hay que

ensamblarla en la matriz de rigidez total, Figura 4-2.2 derecha. El procedimiento puede
ser manual, paso a paso o bien automdtico mediante la opcién Auto.
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¢ - Matriz de rigidez total

Los pasos descritos anteriormente se realizan para cada elemento de la malla,
obteniendo como resultado final la matriz de rigidez total, Figura 4-2.2 izquierda.

Figura 4-2.2

4-2.2.2- Calculo del vector de temperaturas nodales equivalentes

El célculo del vector de temperaturas nodales equivalentes se inicia activando la opcién
vector temperatura elemental del mend Cilculo o presionando el botén
correspondiente de la barra de botones, 1o que permite seleccionar un elemento de la
malla cargado.

a - Vector de temperaturas nodales elemental

Al activar el elemento cargado aparece un cuadro de didlogo que muestra activas las
barras correspondientes a los tipos de cargas que actdan sobre el elemento y que pueden
ser: Flujos puntuales nodales, generacién interna de calor y temperatura y flujos
repartidos sobre un lado. En nuestro ejemplo se nos presenta el tercer caso ya que
algunos de los elementos estdn sometidos a la condicién de conveccién radiacién, por lo
tanto al seleccionar por ejemplo el elemento 2, se presenta el cuadro de la Figura 4-2.3
(izquierda)

Temperatura ijo repartido sobre un lado - Elemento 2

Temperaluras nodales equivalentes

Figura 4—2.3
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b — Ensamblaje

Finalizado el cdlculo del vector de temperaturas nodales elementales del elemento 2,
seguidamente debe ensamblarse en el vector de fuerzas total. El ensamblaje puede
realizarse manualmente o bien en forma automdtica mediante el botén Auto. En la
Figura 4-2.4 (Izquierda), puede verse el vector de cargas del elemento 2 ensamblado en
el vector de flujos equivalentes global.

Figura 4-2.4

¢ — Vector de temperatura nodal total

El proceso descrito en los apartados anteriores se repite para cada elemento de la malla
y como resultado final se obtiene el vector de temperaturas nodales global del sistema.
Figura 4-2.4 (derecha).

4-2.2.3 Condiciones de contorno (Temperaturas prescritas)

Activando el botén correspondiente a la barra de botones o seleccionando la opcién
Condiciones de contorno del mend calculo pueden introducirse los nodos con
temperatura prescrita (En el ejemplo 31, 32, 33). As{ por ejemplo, en la Figura 4-2.5
puede verse la pantalla resultante al introducir las condiciones del nodo 33 de la malla,
que afectan el grado de libertad 33, después de haber incorporado las otras dos .

Condicio contomo - Nodc [ <}

Figura 4-2.5
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El proceso que se realiza es eliminar filas y columnas asociadas a el grado de libertad
restringido. Dado que el nivel de resolucién es avanzado, la operacién puede hacerse
manualmente, o bien optar por la forma automdtica, activando el botén Auto.
Introducidas las condiciones de contorno del ejemplo considerado se obtiene como
resultado el sistema de ecuaciones representado esquemdticamente en la Figura 4-2.5,
en la que pueden apreciarse las filas y columnas de la matriz de rigidez y del vector de
fuerzas eliminadas

4-2.2.4 Resolucién del sistema de Ecuaciones

Se resuelve a continuacién el sistema de ecuaciones, presionando el botén
correspondiente de la barra de botones o activando Resolucion del Sistema, del ment
Calculo. Al llegar a este punto, el programa permite ver, activando los botones situados
en la parte inferior derecha, los coeficientes de la matriz de rigidez, Figura 4-2.6.

e
§§
ahis
i

&

S
PEhs

Figura 4-2.6
4-2.2.5 Célculo del vector de flujo

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones se calcula el vector de flujos para cada
elemento, en cada uno de los puntos de Gauss. En la discretizacién del problema se ha
utilizado el elemento cuadrildtero de cuatro nodos con cuatro puntos de Gauss. Luego
marcando cada elemento con el rat6n el programa calcula el término de flujo de calor
asociado a cada nodo evaluado en dichos puntos de integracion, Figura 4-2.7.

Figura 4-2.7
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Cuando uno realiza el cdlculo del vector de flujos, como podemos observar en la figura
4-2.7, el programa no nos habilita a el ingreso de la opcion OK, es decir que la unica
posibilidad que hay es de que lo calcule en forma automatica en todos los puntos.

4-2.2.6 Célculo de los flujos de reaccion

El cdlculo de las reacciones en los nodos prescritos es el punto final del andlisis del
problema. Para ello, se activa el boton correspondiente de la barra de botones o la
opcién Reacciones del ment Calculo. En pantalla aparece una flecha acompafiada con
la letra R que permite elegir los nodos restringidos. Una vez seleccionado uno de estos
se presenta la matriz de rigidez indicando el grado de libertad afectado y presionando
Férmula puede verse la expresién analitica utilizada para el cdlculo de las reacciones de
dicho nodo. En este ejemplo se ha seleccionado el nodo 32, Figura 4-2.7 (izquierda). Si
se quiere tener acceso a los valores numéricos de los coeficientes del sistema de
ecuaciones se presiona sobre los botones situados en la parte inferior derecha de la
pantalla.
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Figura 4-2.7

Puede observarse en la figura 4-2.7 (izquierda), que la opcién OK, no esta activada, esto
es porque en realidad no es necesario que efectuemos el cédlculo nodo por nodo, sino que
el programa ya lo ha calculado de antemano, es decir que cuando ingresamos con el
primer nodo prescrito si recorremos la primera columna que aparece que es la que
corresponde a las reacciones de los nodos prescritos veremos que ya estdn calculados
sus valores.

En la Figura 4-2.7 (derecha), podemos observar que en nodos no prescritos nos arroja
un valor de flujo de reaccién, esto se debe a error de redondeo del ordenador, los valores
son del orden de 1.10™.
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4-3 Postproceso
Descripcion:

ED-Poiss-Postproceso es un visualizador de resultados de un problema de
andlisis por elementos finitos. ED-Poiss-Postproceso se limita a representar los
resultados obtenidos en la fase de cédlculo.

4-3.1 Como se visualizan los resultados en ED-Poiss Postproceso

Una vez analizado un problema utilizando el método de los elementos finitos se
requiere un fase de andlisis de los datos generados. ED-Poiss es un potente
postprocesador que permite una vision cualitativa del andlisis realizado. En ingenierfa es
importante no solo calcular, sino ademds visualizar los resultados calculados.

- Proceso a seguir:

1. Abra un archivo de resultados: En primer lugar debe abrir un archivo de
resultados calculado previamente con ED-Poiss proceso. Para abrir el archivo
seleccione la opcién del mend abrir .

Al programa puede accederse :

e De forma directa, abriendo el archivo de resultados de un problema previamente
resuelto.

e Desde el programa EDPOISS proceso, al concluir el proceso de andlisis del
problema en cuestién. Para ello basta con activar el boton correspondiente de la
barra de botones o bien la opcion postproceso del ment Calculo.

Al abrir el archivo de resultados de un problema determinado, se presenta una
pantalla en la que puede verse: el contorno de la estructura, la barra de herramientas mas
usuales en la parte superior y un grupo de botones a la derecha del cuadro. Los botones
de la parte derecha también permiten acceder a las opciones de la barra de herramientas.

2. Visualizacion de Resultados: se presenta a continuacion los tipos se
representacion de resultados que se pueden visualizar.

e Distribucion de temperaturas o flujos utilizando isolineas.
e Distribucion de temperaturas o flujos utilizando isodreas.

e La malla, y la numeracion nodal de una estructura o dominio.

Isolineas: Muestra los resultados dibujando lineas de igual valor numérico.

Isoareas: Muestra los resultados dibujando dreas de igual valor numérico.

Geometria: Muestra la caja de didlogo que permite modificar las opciones de

geometrfa: mostrar el contorno de la estructura o la malla, mostrar los puntos de Gauss,
los materiales, etc.
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Etiquetas: Muestra la caja de didlogo que permite modificar las etiquetas: mostrar u
ocultar la numeracién de los nodos, elementos, puntos de Gauss etc.

PostScript: Genera un archivo de impresién PostScript.

4-3.2 Ejemplo de visualizacién de resultados:

1. Se abre un archivo de resultados en nuestro caso t.res: Para abrir el archivo
seleccione la opcion del mend abrir. En la pantalla aparecerd el contorno de la
gemetria del problema seleccionado, como se muestra en la Figura 4-3.1 izquierda.

roysmmtmass coremmiraty

[T —

Figura 4-3.1
2. Se selecciona a continuacién la opcién postproceso de la barra de botones o del
Menu. Se desplegara sobre la barra de botones las diferentes opciones de andlisis,
Figura 4-3.1 derecha.

3. Se selecciona el estado de carga (Esta opcién es solo para los problemas transitorios,
es el instante de tiempo en el que se desea visualizar los resultados del cdlculo, en
un problema transitorio es la primera definicién que debemos dar): Seleccione la
opcion seleccion del estado de carga del ment opciones. Seleccione el an4lisis y el
paso que desee. En las Figuras 4-3.2 se muestran las pantallas que aparecen cuando
se selecciona esta opcion.

Figura 4-3.2
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4. Se selecciona la opci6n isolineas / isoareas : Del meni postprosceso.

También se puede visualizar las isolineas / isodreas pulsando el botén
correspondiente de la barra de herramientas.

5. En la caja de didlogo “Seleccién de resultados”: Seleccione entre los resultados la
opcién Temperatura / Flujo suavizado. Si se selecciona Flujo suavizado entonces
aparece una lista de las componentes disponibles para este tipo de resultado, en el
caso de temperatura por ser un escalar tiene una tinica componente.

6. Se elige una de las componentes (Para el caso de Flujo): Por ejemplo “|Flujo
suavizado|” (m6dulo del flujo), y se pulsa OK.

En la parte inferior derecha de la pantalla aparece una ventana con una leyenda de los
valores numéricos correspondientes a cada color. Si esta ventana no apareciese puede
activarla con la opcién Valores numéricos del ment Ver.

Nota: El resultado visualizado es de tipo “matricial”. Es decir se puede visualizar
cualquiera de las componentes obtenidas durante el proceso de calculo o calculadas por
el programa de postproceso. En este caso las componentes de flujo suavizado que
aparecen son:

X Flujo suavizado:  Flujo Fx
X Flujo suavizado:  Flujo Fy
[Flujo suavizadol: Moédulo del flujo F

Con el método de los elementos finitos obtenemos el valor del flujo en los
puntos de Gauss. Posteriormente, el programa, realiza una extrapolacion de los
resultados obtenidos a los nodos. Este proceso se conoce como suavizado (smoothing en
inglés). El resultado mostrado es un flujo extrapolado a los nodos.

Para nuestro ejemplo las representaciones obtenidas se muestran a continuacion:
En la Figura 4-3.3 izquierda, se muestra la representacién de isodreas de

temperatura con sus valores numéricos y sobre la derecha la representacion de isolineas
de temperatura.

Figura 4-3.3
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En la Figura 4-3.4 Izquierda, se presenta la gréfica de las isodreas del m6dulo
del flujo suavizado y en la figura derecha la representacion de las las isolineas.

Figura 4-3.4

Nota : Cuando uno intenta ejecutar el post-proceso con determinados ejemplos de
conduccién de calor en Estado transitorio, aparece un cuadro de didlogo como el que
se muestra en la Figura 4-3.5, no permitiendo el acceso directo del post-procesador al
archivo de resultados de ese ejemplo. Este inconveniente se produce a consecuencia de
que falla el mecanismo de transpaso de informacién entre el buffer de almacenamiento
de resultados, generados en el proceso, y el archivo de escritura correspondiente
(fenémeno denominado flush), que es desde donde lee el post- procesador los datos.

Figura 4-3.5

En este caso se debe salir del postproceso y volver a ingresar para poder
visualizar los resultados obtenidos.
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capitulo 5

Resolucion de Problemas

5.1 Problemas en estado estacionario

Se desarrollardn en esta seccién ejemplos de transferencia de calor por
conduccién en estado estacionario, en una y dos dimensiones. Al no depender la
variable considerada del factor tiempo, su resolucién es mds simples y el andlisis de las
soluciones obtenidas mediante ambos métodos, analitico y numérico, es mds fdcil de
realizar. Ademds, sabemos que el estado estacionario es aquel que alcanza un sistema en
estado transitorio cuando se estabiliza, de aqui que, los valores de las soluciones
presentadas en esta seccién podrdn servir de comparacion con la solucién a la que tiende
finalmente un problema transitorio.

5.1.1 Problemas unidimensionales
Como primer ejemplo se desarrollo el caso de una placa plana de pequefio
espesor, 0.06 (comparado con su longitud, 0.50), sometida a distintas condiciones de

contorno. Se utilizé para discretizar la geometrfa 150 elementos triangulares de tres
nodos. Las propiedades asignadas la material son: ky = 2.0, ky = 0.01 y pc = 2.4.

Un esquema de la geometrfa considerada se muestra en la Figura 5-1.1
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Figura 5-1.1

A continuacién se presenta la resolucién de este problema para dos situaciones
diferentes:
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e Placa plana con condiciones de contorno tipo Dirichlet

En este caso la ecuacién diferencial que representa este problema es la ecuacion de
Laplace, con las siguientes condiciones de frontera:

0’ 0 T(x)=T0)=T, enx=0

T(x)=T@L)=T;, enx=L

La ecuaci6n 1.1 se puede separar e integrar dos veces para obtener:
T(x)=c; *x+c¢,
evaluando las constantes de integracién c¢; y ¢z, a través de la aplicacién de las

condiciones de frontera, nos conduce a la expresion final del tipo:

T0 _TL

T(x)="T, - *X

De acuerdo a la ecuacién anterior, la variacion de temperatura es lineal .

Para el calculo del flujo de calor se puede usar la Ley de Fourier :
aT
==kA——
dx ax
Dado que en estado estable qx es constante, directamente se separa e integra esta

ecuacién llegando a la expresion:
kA
x=—I(T,-T
q L (To—Tp)

Temperatura y flujo de calor calculados en forma
analitica y numérica

O 15150

< |

£ 15100 § _ | Tanalitica

B ®  |=*—Tnhumerica

5 15050 S E ©

3 : k=2 2 ganalitico

§ j 10000 = ~%— gnumérico
14950

0 0.02 0.04 0.06

Coordenada espacial x (m)

Figura 5-1.2

En la Figura 5-1.1, podemos observar que los valores de temperatura calculados
analftica y numéricamente casi no difieren. Intuitivamente se esperaban estos resultados
ya que la variacién del campo de temperaturas es de tipo lineal y el campo de flujo de
calor constante y los elementos usados son tridngulos de tres nodos cuyas funciones de
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forma para el ajuste de la temperatura es lineal, y por lo tanto el flujo de calor se ajusta
mediante una constante.

A continuacién se presentan las gréficas que se obtienen del programa EDPOISS para el
andlisis de este ejemplo

Figura 5-1.3

En esta primera grdfica, Figura 5-1.3, se muestran las isolineas de temperaturas, las
cuales son paralelas entre si, lo cual concuerda con el perfil tedrico lineal de
temperaturas.

Figura 5-1.4

Esta ultima grdfica, Figura 5-1.4, se incorporo para mostrar como aparece la
visualizacion gréfica, ya sea de isolineas o de isodreas, cuando la variable que se estd
representando tiene un valor constante. En este caso esta corresponde a isolineas del
mddulo del flujo suavizado.
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La representacion de los extremos se debe a errores de redondeo en el cdlculo.

Sobre este mismo esquema se considerara ahora el caso en que exista generacién interna
de calor:
e Placa con generacion interna de calor

La ecuacin que representa el fenémeno es:

2’ q do
—+-2=0 : =L)=50°C — =0
o + ” con: ¢(x=L) y [dx »

Cuya solucion es:

A continuacién se muestra en la Figura 5-1.5, la gréfica los valores de la
solucién analitica y numérica de temperatura y flujo de calor. Se debe tener en cuenta
que el valor asignado a la generacién de energia interna es de 1000.

Temperaturas y flujo de calor Calculados en
forma analitica y numérica

51 80
« o -
2 505 g |
s : %‘ —e—T.N
£ 50 00 &= G
2 2 ——q.N
49.5 0

0 0.02 0.04 0.06
Coordenada x [m]

Figura 5-1.5

En la misma se observa que:
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e Los valores de temperatura calculados numéricamente, difieren minimamente del
valor calculado en forma analitica.

e Los valores del flujo de calor se ajustan bien en casi todo el intervalo salvo en los
extremos que existe una diferencia de aproximadamente el 12% entre el valor
analitico y el numérico

e Se ha utilizado para el ajuste tridngulos de tres nodos, los cuales ajustan linealmente
a la temperatura y son de gradiente constante, (en este caso la temperatura varfa en
forma cuadrdética y el flujo en forma lineal) pero debido a la cantidad de elementos
que se uso, el ajuste es bueno.

En la Figura 5-1.6 se muestran las grdficas correspondientes a isolineas de
Temperatura y del moédulo del Flujo suavizado con su cuadro de valores
correspondiente.

Figura 5-1.6
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5-1.2 Problemas Estacionarios Bidimensionales

e Transferencia de calor en un cilindro hueco con temperatura constante
en las paredes laterales del mismo. Condicién de contorno de Dirichlet
(archivo sanpe.gen)

En la Figura 5-1.7, se muestra la geometrfa del problema considerado. La misma es un
cilindro de didgmetro interior 4 y didmetro exterior 7. las propiedades adjudicadas al
material fueron ky,=k,=140000. Se ha utilizado para la discretizacién una malla de 36
elementos triangulares de tres nodos

{11

Figufé 5- 17

Para la conduccién de calor estable a través de una pared cilindrica en la direccion
radial, la ecuacién de Laplace toma la forma:

. r@ =0
dr dr
Resolviendo esta ecuacién se obtiene:

¢=CiInr+C,

Aplicdndole las condiciones de frontera de tipo Dirichlet:
o) = ) 0(rp) = o

Se llega a la Ecuaci6n que representa la distribucion de temperaturas:

r
In—
I

0= i~

(¢; = o)

Io

L

La ecuacién que representa el flujo de calor es:

In

i=k*l*M
A r

rO
5
En las grdficas de las Figuras 5-1.8 y 5-1.9, se muestran los valores de la solucién
analftica (en rojo) y numérica (en azul), tanto de temperatura, como de flujo de calor

para el caso en que :¢i= 700°C y ¢o = 200°C.

In
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¢ 700 1emperatura?&5‘ K3
600 \

500 \

300

200

100 \

4 45 5 55 6 65 7 75 8

Figura 5-1.9

En este caso la temperatura varfa radialmente tal como se puede observar en la Figura 5-
1.10 izquierda, en la grdfica de la derecha se muestra la variacién del flujo de calor con
sus valores numéricos

Figura 5-1.10
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o Transferencia de calor en un cilindro hueco con generacién interna de
calor, condicién de conveccién radiacién en la pared lateral externa y
adiabatico en la pared lateral interna

En principio se debe aclara que este problema fue resuelto con CALTEP. debido a que
EDPOISS no resuelve ningiin tipo de problema sino se prescribe una temperatura en
algtin punto de la malla.

En la Figura 5-1 11, se muestra la geometrfa del problema considerado, un cilindro de
radio interior 4 y exterior 7, con ky=k,= 140000, pc= 1.4 10°, o = 510* con generacion
interna de calor igual a 510° , Temperatura del fluido que rodea al sélido 200 y
discretizada con 36 elementos tuangulares de 3 nodos.

Figura 5-1.11

La ecuacion de conduccién que se considera en este caso es:

2
49, 140, 9, g
dr? rdr A
La integracion de esta ecuacién nos conduce a:
2
o= +C,Inr+C,

Que con las condiciones de contorno:

Enr=r q=06 (@] =0
dr ).

Enr=r, (3?) (¢w2 ¢f2)

Se obtiene la siguiente expresion para el campo de temperaturas:

q 1, ’ qr2 r 1
hall N v2 g 2 —| L
$=0r+ (x[ [rz)}- 40 +[r2} r, [r2]

La expresion para el flujo de calor para el radio exterior del cilindro, donde tenemos la
condicién de conveccién radiacion, es:

2
= ol — ¢f>-q“{—(i”
1Y)
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Que con nuestros valores da 2357 y el calculado numéricamente 2119, es decir se

comete un error de aproximadamente el 10%.:
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Figura 5-1.12

65

75

La gréfica de la Figura 5-1.12, se representa el campo de temperaturas analitico (en
verde) y numérico (azul), viendo en la misma que ambos coinciden muy bien, la

diferencia entre ambos valores es muy pequeia.

e Transferencia de calor en un cilindro hueco con generacién interna de
calor, temperatura prescrita en la pared lateral externa y adiabatico en la

pared lateral interna

Figura 5-1.13

El andlisis de este caso surge a consecuencia del ejemplo anterior y se lo puede
considerar de esta forma cuando el coeficiente de transferencia de calor de la superficie
es suficientemente grande (0i—c),. luego la temperatura del fluido se iguala con la
temperatura de la superficie de la pared del tubo. En este caso kx = 140, ky = 140,

generacion de calor interna igual a 1000 y temperatura prescrita de 200.

La expresion para la temperatura se nos reduce a la forma:
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q,r 2 r 5 r r 1
=, =22 14| L | 2lIn——=| —
¢=0 4k [+[r2] nr2 [rzj}
y la expresion para el flujo de calor tiene la siguiente expresion:
q 99

S _k_

A or
Que en este caso en particular queda expresado como:
q_ 8000

= =500r———
A r

51

Los resultados analiticos (verde) y numéricos (azul) de temperatura y flujo de calor se
pueden apreciar en las gréificas de las Figuras 5-1.14 Los resultados calculados
mediante EDPOISS de este ejemplo presentan solo un pequefio error que es del tipo de

error de redondeo, de aproximadamente el 5 %.
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Figura 5-1.14
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e Transferencia de calor en un cilindro hueco con paredes laterales
aisladas y temperatura prescrita en los extremos

En la Gréfica de la Figura 5-1.16 se muestra la geometrfa del problema que se
analiza en este caso. La misma esta discretizada en 36 elementos triangulares de tres
nodos, las propiedades del material son k, = 140000, ky = 140000, las temperaturas de
los extremos son 700 y 200

En una configuracién de esta clase, al estar las paredes laterales aisladas, las lineas
de flujo han de ser paralelas a ellas y seguir circunferencias concéntricas (direccién de
0), por lo que las isotermas serdn radiales (perpendiculares a las lineas de flujo de
calor).

LA RIS
SO\ e
e \[h\\ L% //\\__\',

Re N VA W
- \ /‘\‘:\\ \ \<{;_ n
oA Y NLAIN

T, R\ )/ \

S /'I‘\ N\ !
b [ P

Figura 5-1.16

La ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas que representa la conduccién de
calor es:
2 2 2
yro 2T 19T 19°T 't
o ror 290”9z’
y el tinico sumando a considerar en este caso, debido a las condiciones del problema es:
1
r? 90°

Es decir, la ecuacion a resolver es:
T 1(£]
de? de\ de
Con las condiciones de contorno siguientes
T(@O)="Th

T[g]m

Luego el perfil de temperaturas viene dado por:
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T(0) =Th—(Th-Tc)6
y el flujo de calor:

q0)=2"(tn - Tc)jr" ar
I L T

La solucién numérica mediante Poisson de este problema es bastante buena
como se podrd apreciar tanto en las gréficas y figuras que se muestran a continuacion.

En la Figura 5-1.17 izquierda, se puede ver la forma de las isotermas de tipo
radial, esto es debido a que la temperatura varfa segtin el 4ngulo 0 y en la Figura 5-1.17
derecha, se observa la variacién radial del flujo de calor.

Figura 5-1.17

A continuacién, en la gréfica de la Figura 5-1.18, se muestran las soluciones
analitica y numérica. De observacién de la misma se concluye que el ajuste de la
temperatura es mejor que el del flujo de calor, siendo este igualmente bueno.

Grafica de Temperaturas

—T analitica
- [T numérica

Temperatura

tita

Figura 5-1.18
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e placa sé6lida con condiciones de contorno tipo Dirichlet, de seccion
rectangular de determinadas dimensiones, en estado estacionario, sin
generacion interna de energia.

En la Figura 5-1.19, se muestra la geometrfa del problema, que es una placa
cuadrada de lado 5, la misma fue discretizada con 50 elementos triangulares de seis
nodos. Las propiedades del material son ks = 140000, ky = 140000, y las temperaturas
en los contornos son: 250, 200, 150 y 50 respectivamente.

Figura 5-1.19

La ecuacién diferencial que representa este fenémeno es la ecuacion de Laplace en dos
dimensiones
2 2
x> ay’

Con las siguientes condiciones de contorno:

Oxzo = 250; Gyos = 50; Oyo =100; ¢y—5 =150

La solucién analitica de este tipo de problemas son desarrollos en serie, que para este
caso toma la forma:

p- M L Cabm g, G-y (2n+ b
n = (2n+1) a a a
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En la Figura 5-1.20, podemos observar las variaciones de temperatura calculadas
numéricamente en funcién de cada una de las coordenadas x e y .

Variacién de Temperatura en funcién de la coordenada "y

Temperatura [°C]

-288BRE

Figura 5-1.20

En la Figura 5-1.21, se grafic6 la solucién analitica y la numéricaparay=1e y
= 5, en funcién de x. De la observacién de la misma se ve claramente que, en este €aso

la solucién numérica obtenida casi no difiere de los valores calculados en forma
analitica.

Comparacioén de valores Analiticos y Numéricos de

Temperatura

250
o

200
i —V.T (y=1)
2 160 VN (y=1)
g 100 V.T(y=5)
= ~—V.N(y=5
g 50

o

Coordenada x [m]

Figura 5-1.21

En la Figura 5-1.2: V.T : Valores calculados en forma analitica
V.N :valores calculados en forma numérica
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Problema bidimensional con condiciones de contorno tipo
Dirichlet o adiabaticas — Graficacién de flujos

Se presentard a continuacién un método gréfico de resolucién de la ecuacion de
LAPLACE, que permite resolver problemas con condiciones de contorno simples, pero
que por carecer de simetrfa, no tienen solucion analitica.

Existe una técnica de solucién gréfica, denominada graficacion de flujos, que es
rdpida y que permite efectuar el andlisis de sistemas bidimensionales con fronteras
isotérmicas o adiabdticas. Esta técnica es un enfoque vélido para resolver la ecuacion de
Laplace:

2 2
ox*> oy’

En una pared semi infinita con temperatura superficial constante, las isotermas y lineas
de flujo de calor aparecen como se muestra en la Figura 5-1.22. En la pared, las
isotermas son rectas verticales y las lineas de flujo de calor son rectas horizontales
perpendiculares a las isotermas.

ISOTERMAS

.

M

LINEAS DE

'{/ FLUJO DE
// CALOR

ST
o

Ld

Figura 5-1.22

Si existe una diferencia constante de temperatura entre dos isotermas
cualesquiera, entonces la distancia entre ellas indica la magnitud del gradiente de
temperatura ; el espaciado estrecho indica un gradiente relativamente grande , en tanto
que un gradiente pequefio esta asociado con un espaciado amplio. Ya que la
transferencia de calor por conduccién ocurre bajo la influencia de un gradiente de
temperatura, es claro que no existe ninguna fuerza motriz para la transferencia de calor
a lo largo de una isoterma. Por tanto se puede considerar que una linea de flujo de calor
es una frontera aislada a través de la cual no se puede conducir el calor.
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Figura 5-1.23

Estos conceptos son importantes cuando se considera un problema de
conduccién bidimensional. En la Figura 5-1.24, se muestra un conjunto de dos
isotérmas y de dos lineas de flujo de calor. Las dos isotermas difieren entre si en la
cantidad A¢, las lineas de flujo de calor son perpendiculares a las isotermas y forman un

paso o tubo a través del cual puede fluir una cantidad de calor Aq.

Sien una seccion transversal total hay N pasos de flujo de calor total, por cada
uno de los cuales fluye una cantidad de calor Aq, la transferencia de calor total est4 dada

por:
qtotal = NAq

Para el paso individual de flujo de calor mostrado , el gradiente de temperatura en forma
de diferencia finita es:

[(¢+m)—¢]=%

Entonces para Aq la ecuaci6n de la razén de FOURIER escrita para este caso da:
AM

Si se construye la malla de isotermas / lineas de flujo de calor de manera
queAM = AN, 0 sea que se forme un sistema de cuadrados curvilineos; la expresion para
Aq se reduce sencillamente a:

Aq = -kA$
sin importar el tamafio de los cuadrados.

Para el flujo de calor entre dos fronteras isotérmicas a las temperaturas. ¢, y ¢., en
donde ¢, >¢, , con isotermas que dividen cada tubo de flujo en M divisiones, la
diferencia de temperaturas entre isotermas adyacentes se expresa como:
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Finalmente para un nimero total de N pasos de flujo entre las fronteras en. ¢, y ¢c»
cada uno con una cantidad Aq de flujo de calor, la transferencia total de calor es:

N
Qo = NAq = NkAG = Mk(“’h -¢.)

La razén 3 se conoce cOmo Factor de Forma, que para algunos casos sus expresiones

estdn tabuladas, Figura 5-1.24. Concluimos entonces que la técnica de graficacion de
flujos es sencillamente una forma de determinar el valor para el factor de forma en un
problema de conduccion bidimensional de estado estable en donde las fronteras estdn a
temperatura constante.

CONFIGURACION FACTOR DE FORMA S
Q=KS(¢1- o)
Pared plana A
L
Cilindro hueco 2nl
ro:Radio exterior I
r;: Radio interior In T
Cilindros circulares concéntricos 2nL
1. radio exterior £
1;: Radio interior In oy
Cinlindros circulares excéntricos 2nL oo, _e
1'0:Radi.o gxter'rior p2 2 p= E &= 6
r;; Radio interior Cosh 5
e excentricidad P

Cilindro circular en un cilindro cuadrado 2nL

In r£1—0.27o79
I’i )

Cilindro circular en un cilindro hexagonal 2nL
In rﬁw—o.meag
f )
Cilindro horizontal enterrado de longitud L 27l
cosh™ (B\
2

Figura 5-1.24
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Este método cuando se ha aplicado a algunos casos con soluci6n analitica conocida ha
dado un error solo del 2%, es decir que aplicar este método con los cuidados adecuados
da buenos resultados.

Las soluciones de los ejemplos que se presentan a continuacién fueron comparadas con
soluciones obtenidas usando graficacién de flujos. En todos los problemas presentados
los valores de temperaturas obtenidos con EDPOISS son muy buenos, no asf los valores
de flujo de calor, pero se presentan igualmente las graficas de ambos, temperatura y
flujo, pues cualitativamentelas formas de las grdficas es la correcta, las mismas se
presentan a continuacion

e Placa bidimensional en estado estacionario con contornos
isotérmicos y adiabaticos

El primer caso que analizaremos consiste en una placa cuadrada de lado 5, con
condiciones de contorno de Dirichlet y adiabdticas, como se muestra en la Figura 5-
1.25, discretizada con 50 elementos triangulares de tres nodos. Se asign6 a las
propiedades del material los siguiente valores ky = ky= 140000. Las temperaturas en
los contornos prescritos son 0y 1.

N —— 9 R
N\ \ /\
\\ a5 N, 98 A
N\ ) A
\ " o \\ dny
S TN moNC M
\\ o b }
\\« \. "ﬁﬂ
\, . \ 7\
AN \\ a3 AN A
\ b A
LN w N L
i \\ 34 . 1 P /“‘
R M
S A
\\ \\‘ \\ ”"\_‘
N 70 \\ 78 A</ I V)
\\ \\ o
) ) . A\
2 27 L 5 \\
N . N,
- 3
\ 5 12 N
N N
18 \ 1 it i \
. ¥
N
N\ ol N\,
N\, N i 3
e | N 8 AL
k.S
. 1N\ g

Figura 5-1.25

En la Figura 5-1.26, se puede observar la forma que adquieren las isotermas de
temperatura. De izquierda a derecha, las mismas se van curvando, debido a que
parten de una pared isotérmica, lineas de temperatura casi rectas, hacia una cuyo
contorno tiene condiciones de temperatura prescrita y flujo de calor cero
(adiabdtica).
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Figura 5-1.26

En la Figura 5-1.27, se muestra la gréfica del médulo del flujo de calor, junto
con sus valores numéricos, si bien los valores no son los correctos, si lo es la
tendencia de los mismos. Los valores obtenidos mediante la técnica de graficacion
de flujos son del orden de 1*10",

Figura 5-1.27

e (ilindro circular en un cilindro cuadrado con contornos
prescritos

En la Figura 5-1.28, se representa la geometrfa a analizar, la misma es un
cuarto de un cuadrado de lado 2.5, con un orificio central de radio 0.50. La
discretizacion se realizé con 42 elementos cuadrildteros de cuatro nodos. Las
propiedades del material son kx = ky = 140000.Las temperaturas en los contornos
son 100 y 400.
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Figura 5-1.28

Para optimizar el cdlculo se utilizar6n elementos mds pequefios en la zona de mayor
gradiente, pero aun asf no fue suficiente para obtener buenos valores del flujo de
calor.

Valores numeéri..
Valores numén i

Figura 5-1.29

Nuevamente en este caso, los valores de temperatura coinciden con los valores
calculados con el método de graficacion de flujos, pero no asf el flujo de calor, el
cual puede calcularse con el facor de forma adecuado, cuya expresion figura en la
tabla de la Figura 5-1.24. El valor calculado de esta manera es del orden de 10° .

e Cilindro circular en un cilindro cuadrado excéntrico con
condiciones de contorno de Dirichlet

En la Figura 5-1.30, se representa la geometria a analizar, la misma es la
mitad de una placa cuadrada de lado 5 y 2.5con un orificio excéntrico de radio
0.50. La discretizacién se realiz6 con 106 elementos cuadrildteros de ocho
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nodos. Las propiedades del material son ky = ky = 140000.Las temperaturas en
los contornos son 100 y 400.

15

47

43

Figura 5-1.30

Nuevamente en este caso los valores de temperatura coinciden. En la grafica de

la Figura 5-1.31, se puede observar que debido a que el orificio esta ubicado en
forma excéntrica, las isotermas de temperatura ya no son simétricas, como en el

caso anterior, sino que se estan desplazadas, esto concuerda perfectamente con la
realidad fisica del problema.

E Valores numéri... B3

Wil
L

LU IEEE0LT 10 i

Figura 5-1.31
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Valores numéri... B4

Figura 5-1.32

En la gréfica de la Figura 5-1.32 estd representado el mddulo del flujo de calor,
si bien la forma y distribucién de las curvas es la correcta, no coinciden los ordenes
de los valores numéricos. El cdlculo del flujo de calor por el método de graficacién
de flujo, en la zona de mayor flujo da un valor del orden de 1¥10°, es decir que
tenemos mas de un orden de magnitud de diferencia.
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5-2 Problemas en estado transitorio

5-2.1 Problemas unidimensionales

e Placa plana en estado transitorio, con condiciéon de temperatura
constante

Para realizar el estudio de este problema se ha considerado una placa de espesor
1.5, la cual se ha discretizado con 84 elementos triangulares de seis nodos. En la
Figura 5-2.1, se muestra la geometria discretizada.

1 X
RS o N

[

o0 ko

o

L

Bt r

[

Figura 5-2.1
La soluci6n analitica para el caso en que uno de los contornos de la geometria se

mantiene a 0°C, sobre el otro contorno se aplica la condicién de simetria y la
temperatura inicial sea o, que para nuestro ejemplo toma el valor 100.

La ecuacion diferencial que representa este fendmeno es:

% _ky 0%
ot  pc ox?

con las siguientes condiciones:
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do _,
dx
d=0, en t=0

en x=0 y ¢=0 x=L

En este caso la solucién en temperatura es del tipo:

s Ky, st
o= 2h z ! e_[ pc(zm)n LZ} sen %
U (2n+l) L

Esta expresion admite una simplificacion importante para tiempos grandes o
valores de k,/pc mayores que 0.1. en este caso basta con calcular solo el primer
término de la serie. Esto hace posible una representacion grafica de estos resultados,
es decir, que para este caso uno puede hayar la solucién mediante el uso de graficas
realizadas para este fin.

En nuestro ejemplo, sobre uno de los contornos de la geometria se ha prescrito
una temperatura ¢= 0°C sobre el otro contorno se considera la condicion de simetria
e inicialmente la placa se encontraba a 100°C. Las propiedades del material son ky =
140000, ky= 10, pc = 1400000

En las Figuras 5-2.2 y 5-2.3 se muestran los graficos de temperatura y flujo de calor
para dos tiempos diferentes.

il
il
il

Figura 5-2.2
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Figura 5-2.3

De la observacion de las figuras anteriores se puede ver que la tendencia tanto de la
temperatura como del flujo para tiempos distintos es la correcta, en el caso de la
temperatura la misma tiende a la de estado estacionario que es de 0°C y en el caso
del flujo de calor, al incrementarse el tiempo el flujo disminuye, cuando se alcance
el estacionario el flujo de calor sera cero.

Las temperaturas calculadas en forma analitica y numérica tienen buena
coincidencia, y respecto del flujo de calor la solucién presenta un error de
aproximdamente del 10% respecto del valor tedrico

A continuacién se muestran en las graficas de las Figuras 5-2.4 y 5-2.5, la solucién
analitica y numérica de la evolucion de temperatura y médulo del flujo de calor en
el tiempo, en un punto de la geometria

Temperatura teérica y analitica en funcion del T
tiempo para x=1
120 ===
@ 100 1
=
?, Zg ——oN
o —m— ¢A
E 40
F 20 +
0 +—— —
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
Tiempo
S
Figura 5-2.4
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Evolucién en el tiempo del Médulo del flujo de calor
calculado analitica y numéricamente
para x=1

8.00E+06

000E+00 T T T T T T T T T y T T T T
0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28

Tiempo

Figura 5-2.5

En la Figura 5-2.5, podemos apreciar que los valores del médulo del flujo de
calor difieren de los valores analiticos en los primeros intervalos de tiempo siendo
luego el ajuste mucho mejor.

e Placa plana con condicién de temperatura inicial cero, con flujo de
calor constante, ¢y, en uno de sus contornos y Temperatura cero en
el otro

La geometria propuesta es la misma que la del caso anterior, con las mismas

propiedades fisicas. En este caso la temperatura inicial es cero, se prescribe en uno
de sus contornos temperatura cero y en el otro un flujo de calor de 100000.

La solucién andlitica para este problema es:

ke 2 2t
2q0x 8q0L { p—'c-(2n+l) ’4?} (20 +1)nx
sen ~———
o= =p3s 5

ky (2n+1

En el estado estacionario, el flujo de calor para este problema es constante e
igual al calor que ingresa por el contorno, como flujo de calor prescrito, que en este
caso, se le asigné un valor igual a 100000,. como se puede apreciar en la grafica de
la Figura 5-2.6, es el valor al que tiende la solucién a valores grandes de tiempo. Es
decir que nuevamente la tendencia de la solucién es correcta.

Respecto de los valores de temperatura, los mismos son coincidentes con los
obtenidos por medio de la solucién analitica
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i Evolucién en el tiempo de la temperatura y flujo
de calor calculados numéricamente para x=1

T 40000
r 20000

2 120000
© T 100000 &
3 1.5 1 80000 © ot
g S |-m—7N
g 1 1 60000 ©
£ o [™*aN|
(1) 3
= ic

o
o

0

o

0 2 4 6 8 101214 16 18 20 22 24

Tiempo

Figura 5-2.6
5-2.2 Problemas Bidimensionales

e Cilindro circular con temperatura inicial cero y su superficie exterior
mantenida a la temperatura ¢, constante.

En la Figura 5-2.7, se muestra la geometria que corresponde a este problema, la
misma es un cilindro macizo de radio igual a 5. Se discretizo con .41 elementos
triangulares de tres nodos. Las propiedades del material son ky = 140000, k, =
140000, pc=1400000, la temperatura en el contorno prescrito es igual a 200.

= 2

Figura 5-2.7
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En este caso la expresion de la solucion analitica es:

e anJI(rean)

o200 [ dotay)
b=10, P Z(;e
Donde:
re es el radio exterior del cilindro

J son las funciones de Bessel

oin son las raices positivas de  Jo(oure) =0

Las solucion de esta ecuacion se suele presentar en forma grafica de - en funcién
0

e

de - para distintos valores del parametro k—2
T, I

¢ e

En la Figura 5-2.8, se muestran los valores de temperaturas calculados analitica y
numericamente , de la observacion de la misma se vuelve a concluir que los valores
numéricos son muy proximos a los valores analiticos es decir que el error que se
comete es muy pequefio. En este caso la solucion analitica de flujo de calor no fue
calculada.

Evolucién de la temperatura en el tiempo para el
punto (2,2)

——TN
——TA

Temperatura

Tiempo

Figura 5-2.8
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0.93202

Figura 5-2.9

En las graficas de la Figura 5-2.9 se muestran los diagramas de temperaturas para
dos instantes de tiempos distitos. Vemos que en este caso las isotermas de
temperaturas son radiales.

Aunque no se ha calculado analiticamente el flujo de calor se presentan las graficas
de los resultados obtenidos pues fisicamente la tendencia de evolucién que
presentan es correcta como s puede apreciar en las Figuras 5-2.10y 5-2.11.

—— 2.8356e+007

= 2.5213¢+007

= 2.2071e+007

1.8928e+007]

= 1.5786e+007

1.2643e+007
9.501e+006
6.3585e+00

AR 73812
‘ .\\\"-‘;-'.'-IS}\‘E\\"E\I‘:.

Figura 5-2.10

8.0145e+00
== 7.2163e+00
— 6.4182e+00
5.62e+006
= 4.8218e+00
4.0236e+00
3.2254e+00
2.4273e+00
1.6291e+00
== 8.3096e+00

l

Figura 5-2.11
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e Placa cuadrada con condiciones de contorno tipo Dirichlet en dos de sus
lados y sus otros lados con condicion de flujo de calor cero (Lados
adiabaticos) o condicion de simetria

En la Figura 5-2.11, se muestra la geometria que se analizara en este ejemplo, la misma
es un cuadrado de lado 5, las propiedades del material son ky=k,=140000, pc=1400000,
la temperatura en los contornos laterales es de 100°C En la discretizacion se han
utilizado 50 elementos triangulares de tres nodos.

Figura 5-2.12

En un caso como este es facil intuir que en el estado estacionario, la temperatura
en toda la placa sera uniforme e igual a 100°C y el flujo de calor sera nulo. A estos
valores es a los que debe tender el estado transitorio de este ejemplo.

Si intentamos resolver el caso estacionario la solucién de fujo de calor que nos arroja el
programa se puede visualizar en la Figura.5-2.13, Vemos que el programa de
visualizacién ha representado una variacién del flujo de calor. Esta grafica es erronea
aunque el resultado en si mismo es correcto. A continuacion se tratard de dar una
explicacién a esto.

S
13

Figura 5-2.
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El postprocesador para representar los resultados lo que hace es tomar el mayor y menor
valor que encuentra de la variable que representard graficamente y los asigna como
extremos del intervalo (puede verse esto en el cuadro de valores numéricos) y luego
asigna los valores intermedios. En este caso tan particular, como mencionamos antes el
flujo de calor es nulo , pero aqui debido a errores numéricos no da cero sino del orden
de 10”° que a los efectos de calculo esta dando bien pero el programa como tiene
valores del mismo orden pero distinto valor numérico no lo considera como constante y
debido a ello opera de la forma convencional produciendo una grafica de distribucion
de flujos de calor. La conclusiéon muy importante que se quiere hacer notar es que
siempre se deben analizar las graficas de la visualizacion de los resultados en el post
proceso con criterio fisico, para asegurarse de que ante casos como este uno pueda
evitar conclusiones erroneas respecto de los resultados obtenidos.

A continuacion se muestran las graficas de evolucion de la temperatura y el flujo de
calor en el tiempo, Figuras 5-2.14 y 5-2.15 , para un nodo determinado de la malla, y
para tres esquemas de integracién temporal diferentes.

Evolucién de la Temperatura del Nodo 22,
calculada con tres esquemas de integracion
100 s T ;
g 0t s
£ o0 T(N:22;2/3)
2 46 —T(N22;1)
£ —T(N22;1/2
(1) '
= 20
0 ™ T
1 3 5 7 9 11 13 156 17 19
Tiempo
Figura 5-2.14
Grafica de Flujo de calor para el Nodo 22 con distintos
Esquemas de integracién
_ 4000000 T —
[=] S R <
© 3000000 s ——Q(N:22,2/3)
(%] //‘_}‘ Sty )
$ 2000000 +—/ e = s —Q(N:22;1)
E‘ 1000000 / s Q(N22;1/2)
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
Tiempo

Figura 5-2.15

Se puede observar en ambas graficas que los valores calculados mediante los tres
esquemas de integracion, a = %; a= 2/3 (Galerkin) y a=1 (Integracion hacia atras) dan
valores distintos para los primeros instantes de tiempo pero para tiempos mayores los
valores son casi coincidentes.
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Se incorporan a continuacién algunas de las graficas obtenidas en el post proceso
realizado con GID durante el analisis de este simple ejemplo

== 0.023936

Flujo d | odul
t :ujlom?n;cg:;[;r;]tang.n_ll_l = 0o Distribucién de Temperatura
- t=1 min; Tc = 100°C; Ti = 0°C

Figura 5-2.16

En las gréfica de la Figura 5-2.16, derecha e izquierda se muestra la forma de los
perfiles de temperaturas y flujo de calor en el tiempo t = 1 min, de la grafica de
temperatura se ve claramente como las isotermas son rectas paralelas a los lados con

temperatura constante y la modificacién de las mismas sobre el extremo de la placa
debido a esta perturbacion.

f
- |/ L
| \\‘ r / 3 o L,_ [’ "‘ ‘ / .
N S . 9 | \ - - J . B B
AN : N " NSO N
i { i P i
| S IR O R N A
RN L SRS RSN BN
Vectores de Flujo de calor (médulo) Vector fie flujo de calor'[mﬁdulo]
t=1 min; Te = 100:C; Ti = 0°C t= 8 min; Tc = 100C; Ti = 0°C

Figura 5-2.17

En estas dos tltimas gréficas, Figura 5-2.17, se representa el Vector médulo del
flujo de calor para dos tiempos distintos. En el se ve claramente como varia el flujo de
calor en el tiempo Este tipo de representacién es de mucha ayuda en el anilisis de
resultados, ya que visualmente es facil de ver hacia donde se dirige el flujo de calor y
donde hay menor o mayor flujo, cosa que con el otro tipo de graficas no es tan directo.
Este tipo de visualizacion no se puede realizar con el postprocesador del EDPOISS ya
que el mismo no dispone de representacion vectorial grafica de variables.
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

En este capitulo se tratard de poner de manifiesto las caracteristicas del
programa EDPOISS, cuya validacién fue objeto de este trabajo.

Presentaremos a continuaciéon algunos comentarios generales respecto al uso de
este programa y seguidamente las conclusiones mds importante obtenidas durante el
desarrollo del presente trabajo.

6-1 Comentarios generales

1. El proceso de instalacién y desintalacion del programa es muy sencillo, de modo
que es muy adecuado para aquellos que no han tenido demasiado contacto con los
ordenadores. El programa original esta comprimido y protegido en dos disquetes
con dos instalaciones, por si una fallara, pero se debe tener en cuenta que se puede
instalar y desintalar cuantas veces se desee.

2. Elsistema de ayuda del bloque Edpoiss preproceso, proceso y postproceso esta muy
bien disefiada para poder utilizarla a medida que el operario inexperto se relaciona
con el programa, pero en los indices de ayuda ante cada comando que se explica se
lo hace en forma literal y no se le ha incorporado el dibujo correspondiente. Esto
dificulta el poder asociarse rdpidamente con dichos comandos Respecto de la ayuda
tedrica, la misma es muy completa y esta desarrollada en una forma fécil de seguir.

3. Como herramienta educativa es muy poderosa, ya que introduce al operario del
programa en la utilizacién préctica del método de los elementos finitos, explicando
al mismo tiempo los detalles de cada una de las etapas del cdlculo en una forma
amplia, simple y en todo momento relacionando los valores numéricos de los
cédlculos que se van efectuando con sus expresiones matemaéticas.

4. Desde el programa de proceso al de post proceso se tiene acceso directo, es decir
estando en el programa de proceso, sin salir de el, se puede entrar en el de post
proceso, no siendo de esta forma la relacién entre el programa de pre proceso y
proceso. Al no tener un acceso directo entre ambos, se pierde tiempo cuando
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estando en el proceso, se desea cambiar algtin dato de entrada y para ello debe salir
del proceso, ingresar al preproceso, efectuar el cambio, salir € ingresar nuevamente
en el proceso. Todo esto seria mucho mas dindmico si se pudiese ingresar de un
programa a otro directamente sin salir de uno de ellos.

5. El programa presenta limitaciones en el nimero de elementos y nodos en que puede
discretizarse la estructura, limitando de esta forma la precisién de los resultados
obtenidos en caso de tener geometrias grandes.

6. Al no disponer de un sistema de mallado automdtico, en caso de tener muchos
elementos, la discretizacion de la geometria resulta engorrosa

7. Para mejorar los resultados es bueno tener en cuenta que se puede ingresar al fichero
de datos y poder cambiar alli el nimero de puntos de gauss con la finalidad de
aumentar la precision del cdlculo, ya que por defecto el programa asigna el minimo
nimero de puntos de Gauss correspondiente a cada configuracién de los distintos
elemento, por ejemplo, para el tridngulo de tres nodos un solo punto de gauss y para
el cuadrildtero de cuatro nodos dos puntos de gauss por cada direccién en el plano.

8. Una herramienta de visualizacién que no tiene el posproceso es el poder visualizar
el flujo mediante vectores, esta forma de representacion es muy ttil, ya que, permite
analizar el problema ficilmente cuando no se tiene demasiada experiencia con los
otros tipos de representaciones.

6-2 Conclusiones

1. En este programa el cdlculo del flujo de calor se realiza en los puntos de Gauss, es
decir en estos puntos el valor es exacto, pero el que se asigna a los nodos se
corresponde con el de flujo alisado. Dependiendo del tipo de alisado que se efectie
los valores tendrdn mayor o menor exactitud. En este caso en particular el tipo de
alisado que se aplica es un promedio simple de los valores en los puntos de Gauss,
para poder visualizar esto supongamos tener una geometrfa discretizada con
cuadrildteros de cuatro nodos (Figura 6-1).
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1
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+ + + +
Figura 6 - 1

Para un nodo cualquiera como el sefialado, Cuando se realiza el alisado lo que se
hace es sumar los cuatro valores de flujo calculados en los cuatro puntos de gauss
que rodean a ese nodo y que pertenecen a elementos diferentes y luego se lo divide
por cuatro.

Indudablemente esta es una técnica de alisado un poco grosera, de allf que esto
justifica que los valores de flujo calculados de esta forma presenten diferencias
importantes respecto a los valores calculados en forma analitica.

2. Con la finalidad de mejorar la exactitud y precision del cdlculo, es recomendable
tener siempre presente la posibilidad de trabajar con mayor cantidad de nimero de
elementos, es decir, trabajar con elementos mds pequefios, sin olvidarse de la
limitacién impuesta por el niimero méximo de elementos y nodos con que trabaja el
programa.

3. El programa no trabaja en un sistema de unidades concreto, es muy importante, por
lo tanto, introducir los datos en un sistema de unidades coherente. Cuando se habla
de datos se incluye tanto las propiedades fisicas como geométricas .

4. Tanto para el caso transitorio como para el estacionario siempre debemos prescribir
una temperatura en algin punto del contorno de la geometria para que el programa
efectie el cdlculo (Capitulo 3-6) Esta condicién lamentablemente limita mucho el
tipo de problemas que se puede resolver.

5. En la resolucién de los problemas en estado estacionario, salvo la limitacién
presentada en el punto anterior (4), el programa resuelve todo tipo de problemas
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6.

10.

con las distintas combinaciones de condiciones de contorno que se le impongan. En
todos los casos si el problema esta bien condicionado arroja muy buenos resultados
en la variable temperatura y con algdn porcentaje de error, por lo mencionado en el
punto 1, en la variable flujo de calor.

En los problemas desarrollados, tanto en los casos estacionarios como en los
transitorios si bien el valor del flujo de calor presenta en ciertos casos errores de
gran magnitud, la tendencia de los mismos es la correcta, con lo que se concluye que
realmente la fuente de error en el cdlculo del mismo es la clase de alisado que se
efectua.

En el estado transitorio, los problemas que resuelve estdn limitados a aquellos casos
con temperatura prescrita y flujos de calor en los contornos, cuando se incorpora la
condicién de conveccién radiacién en alguno de los contornos, el programa efecttia
el calculo pero los resultados que arroja no son correctos. Es decir que de tener que
resolver un problema con condiciones de conveccién- radiacién, los resultados
obtenidos no son confiables.

En los problemas transitorios, segin el tipo de problema analizado la solucién
obtenida dependfa fuertemente o no del esquema de integracion temporal utilizado,
en algunos casos se ha logrado un buen ajuste de los valores de evolucién de
temperatura en el tiempo, independientemente del esquema de integracién utilizado,
Galerkin o integracién hacia atrds, en estos casos, los valores difieren un poco en los
primeros instantes de tiempo, pero luego son coincidentes. En los casos mds
adversos se observé una discrepancia total entre los valores obtenidos por medio de
los diferentes esquemas de integracion temporal.

El postprocesador para representar los resultados lo que hace es tomar el mayor y
menor valor que encuentra de la variable que representard graficamente y los
designa como limites superior e inferior y luego asigna los valores intermedios, si se
necesita realizar una andlisis mds detallado de los valores que asume cada punto de
la malla, es necesario ingresar a los archivos de resultados en donde se dispone de
toda la informacién puntual. En estos archivos tenemos acceso a los valores
calculados en los puntos de Gauss y de esta forma se puede ver que tanto afecta a la
variable de interés el tipo de alisado que se efectda , es decir cuan parecidos o
dispares son los valores que se estdn promediando.

Cuando se ejecuta el post-proceso con determinados ejemplos de conduccion de
calor en Estado tranmsitorio, no permite el acceso directo a la informacién del
posproceso, apareciendo un mensaje de error. Este inconveniente se produce a
consecuencia de que falla el mecanismo de traspaso de informacion entre el buffer
de almacenamiento de resultados, generados en el proceso, y el archivo de escritura
correspondiente (fenémeno denominado flush), que es desde donde lee el post-
procesador los datos. En casos como este, se pueden visualizar los resultados
cerrando el programa de posproceso y volviendo a ingresar en €l
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PRESENTACION

La resolucién de todo problema de ingenieria requiere un proceso de abstraccion en
sentido directo e inverso, consistente en la creacién de un modelo basado en las leyes de
la fisica y de la quimica adecuadas para el sistema y proceso considerados, la resolucién
de las ecuaciones que definan el mismo mediante herramientas matematicas, y la
interpretacion del resultado para adaptarlo a la realidad.

La creacién de modelos que describan con precisién un cierto fendmeno natural no
es en general dificil, lo dificil es resolver las ecuaciones planteadas y obtener resultados
cuantitativos.

En el estudio de la conduccion de calor en el interior de un sélido, si pretendemos
ajustarnos a la realidad considerando medios anisétropos, con propiedades en funcién
de la temperatura, condiciones de contorno con coeficientes variables con la
temperatura, radiacion y alteraciones de simetria, practicamente no podriamos resolver
ningln caso en forma analitica.

En definitiva, las soluciones posibles utilizando los métodos analiticos que se
podrian denominar exactos, son extraordinariamente escasas y se reducen a unos pocos
casos que ya han sido resuelto por los pioneros de la transmisién del calor.

Actualmente con el desarrollo y creciente potencialidad de los ordenadores existen
una serie de técnicas numéricas que permiten resolver este tipo de problemas, y una de
ellas, que es en la que centraremos nuestro estudio, es el Método de los Elementos
Finitos. Merece destacarse que por ser un método aproximado con el pueden obtenerse
soluciones a problemas variados y complejos

La finalidad de este trabajo, es la validacién de un programa de célculo
numérico de la ecuacién de POISSON, usando para ello soluciones analiticas
conocidas.
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OBJETIVOS Y ALCANCE DE LA TESIS

El curso de Master del cual esta Tesina es consecuencia, es mi primer contacto
con los métodos nimericos y programacién en ordenadores. Debido a esta situacion, he
abordado un tema que me permita incursionar en las distintas etapas del proceso de
aplicacién de este método, persiguiendo el aprendizaje de conceptos bésicos de la
técnica de los Elementos Finitos.

El trabajo que se presenta tiene como objetivo fundamental, la validacién del
programa EDPOISS, el cual es un programa educativo de Elementos Finitos, que
resuelve la Ecuacion de Poisson, que rige entre otros fendmenos la transmisién de calor
por conduccién. La validacién del mismo se efectuard mediante la comparacién de
resultados obtenidos de la resolucion de problemas con solucién analitica conocida.

Ademés, se explicard de forma detallada como resolver un problema con esta
herramienta y por otra parte se analizard y valorard diversos aspectos referentes a este
programa.

Sandra Isabel Robles
Barcelona, Diciembre 1998
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Nomenclatura

Temperatura [°C]

Tiempo [minutos]

Densidad [Kg/m’]

Capacidad calorifica [Joule /m®°C]

Densidad de calor por generacién interna [Watt/m’]

Conductividad térmica [W/m°C]

Coeficiente de conveccion - radiacion [W/m?C]

Difusividad térmica [m*/s]

Matriz constitutiva formada por las conductividades térmicas

Flujo de calor externo

Contorno donde esta prescrita la temperatura

Contorno donde esta prescrito el flujo

Dominio total de la geometria considerada

Elaborada por: Sandra I. Robles  Dirigida por: Francisco Zarate Diciembre 1998



Transferencia de calor por conduccion — Validacién del programa EDPOISS 1

Capitulo 1

Fundamentos Tedricos de la
transferencia de calor por conduccion

1-1 Introduccién

La transferencia de calor es la ciencia de los procesos espontdneos irreversibles
de propagacién de calor en el espacio. Por proceso de propagacién de calor se
entiende como el cambio en energia interna entre elementos individuales, siendo
estos regiones del medio considerado.

El calor puede transmitirse en tres formas distintas, por conduccion, por
conveccion y por radiacion.

Conduccion de calor: Se la identifica como el proceso de transporte molecular de
calor en los cuerpos debido a variaciones de temperatura en el medio considerado.
La conduccién pura solo es posible en los s6lidos

Conveccion de calor: Este fendmeno solo es posible en medios fluidos. Este término
se aplica al transporte de calor que ocurre cuando voldmenes de un medio fluido se
mueven desde regiones a una dada temperatura a otra de temperatura diferente. En
este caso el transporte de calor esta ligado con el movimiento del medio.

Radiacién térmica: es el proceso de propagacién de calor a través de ondas
electromagnéticas dependiendo este proceso solo de la temperatura y las
propiedades Gpticas del emisor. El proceso involucra la conversién de la energia
interna en energia de radiacion.

Centraremos nuestro estudio en la conduccién del calor ya que los programas
de Elementos Finitos que se utilizaron para este trabajo (EDPOISS y CALTEP)
realizan el cdlculo de la transferencia de calor solo por este mecanismo y con
propiedades constantes.

Elaborado por: Sandra |. Robles Dirigida por: Francisco Zarate Diciembre 1998
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El gradiente de temperatura es un vector normal a la superficie isotérmica y
positivo en la direccion de las temperaturas crecientes. Es numéricamente igual a la
derivada de la temperatura en esa direccion , €s decir:

gad¢=gzg% (1-2.3)

Donde:

N

n. © Vector unitario normal a la superficie isotérmica y positivo en la direccién de
temperaturas crecientes.

gg . Derivada de la temperatura a lo largo de la normal
n

El valor del gradiente de temperatura, no €s el mismo para diferentes puntos de
la superficie isotérmica, y es mayor cuanto menor €s la distancia entre las superficies.
Aquif nos referiremos al valor del gradiente de la temperatura COmMO la magnitud del

mismo, el cual se considera negativo en la direccion de temperaturas decrecientes.
1-2.3 Flujo de calor- Ley de Fourier

La propagacién del calor requiere que la distribucién de temperaturas en el
medio considerado sea no uniforme. Esto implica que la transferencia por conduccion
requiere que el gradiente de temperatura en varios puntos del cuerpo sea mayor que
cero. De acuerdo con la ley de Fourier, la cantidad de calor dQ; que pasa a través de un
elemento de una superficie isotérmica dF por intervalo de tiempo dt es proporcional al
gradiente de temperatura , €sto es:

40, = -K 22 gFat (1-2.4)
on

El factor de proporcionalidad K, en la ecuacién (1-2.4), define la habilidad de la
sustancia para conducir el calor, y se la denomina conductividad térmica.

Ia cantidad de calor transferida a través de la unidad de drea de superficie
isotérmica por unidad de tiempo se la denomina velocidad de flujo de calor y es un
vector determinado por la relacion:

- P9
q =1 5% (1-2.5)

El vector velocidad de flujo de calor es normal a la superficie isotérmica, y €s
positivo en la direccion de temperaturas decrecientes, debido a que el calor siempre
fluye desde las secciones mds calientes del cuerpo a las mds frfas. Consecuentemente,
los vectores q y grad t, estdn sobre la misma recta pero en direcciones opuestas , 1o que
explica el signo menos en la ecuacion (1-2..4) y (1-2.5)
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(b) Pardametros fisicos constantes
(c) La deformacion del sélido considerado, causada por variaciones de temperatura, es
muy pequefia en relacién a su volumen total

(d) Las fuentes de calor internas [que en el caso general pueden ser del tipo
qv=1(x.y,2,1)] estcn uniformemente distribuidas en el solido.

La derivacién de la ecuacién diferencial de conduccién estd basada sobre la Ley
de Conservacién de la Energfa, que para nuestro propdsito se puede formular de la
siguiente forma:

La cantidad de calor dQ, que ingresa a un elemento de volumen por conduccion desde
el exterior y de las fuentes de calor internas , durante el intervalo de tiempo dt es igual
al cambio en energia interna o entalpia de la sustancia contenide en ese yolumen

dQ+dQ.=dQ Ec(1-3.1)
Donde:

dQ, : Cantidad de calor que ingresa al volumen elemental en el intervalo de tiempo dt
dQ, : Cantidad de calor liberada dentro del elemento de volumen dv por las fuentes
internas de energfa , en el intervalo de tiempo dt.
dQ : Cambio en la energfa interna o entalpfa de la sustancia contenida en dv en el
tiempo dt.

De forma de desarrollar cada uno de los términos de la ecuacién (1-3.1),
consideraremos un paralelepfpedo elemental con lados dx, dy, dz, dibujado de forma tal
que sus lados sean paralelos a los planos coordenados, tal como se muestra en la Figura
1-1

A dQz+dz
ZA o 4
de deﬂlx
_— —
“de,dy T
 lw
Y L
&
Figura 1-1
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El tercer término de la ecuacién(1-3.1), depende de la naturaleza termodindmica
del proceso.
En el caso de un proceso isocérico (volumen constante) todo el calor transferido al
elemento de volumen serd utilizado en cambiar la energfa interna de la sustancia
confinada en este volumen, esto es: dQ =dU

Considerando la energfa interna por unidad de volumen como u = u(t,0)
podemos definir:

du = Cva—q)dt dv= Cvpa—q)dt dv (e)
dt dt

Donde:

C,: capacidad calorifica a volumen constante por unidad de volumen,]/m3K
cy: capacidad calorifica a volumen constante por unidad de masa, JJKgK
o : densidad de la sustancia, Kg/m’

Sustituyendo los resultados obtenidos en (c), (d) y (e) en la ecuaci6n (1-3.1), tenemos

09 _ _[(9gx  day , 9 37
chat (dx+ay+az]+q (1-3.2)

[ d
Cvpg—q[) =—divq+qv

la expresién de la ecuacién (1-3.2), es la Ecuacion Diferencial de Energia para
procesos de transferencia de calor a Volumen Constante

En los s6lidos la transferencia de calor obedece la ley de Fourier.:
q = -K(9¢/0x)
. Debemos recordar que las proyecciones del vector que representa la velocidad de flujo
de calor sobre los ejes coordenados 0x, oy, 0z se determinan por las expresiones:
qx = _kxg—i; Q= ‘kyg%; Q= -kzg—i
Sustituyendo en la ecuacién (1-3.2),. las expresiones obtenidas para las proyecciones del
vector flujo de calor, obtenemos:

20 1[30(, ), 0(, ), %(, @Y, & _
o cp[ax (kx ox )+ dy [ky dy }L oz (kz 0z ]]+ cp (1-3.3)

0
9%_1 4y (K grad ¢)+ L (1-3.4)
ot c¢p cp
La expresién (1-3.3), como la ecuacién(1-3.4), se denominan ecuaciones diferenciales
de la conduccién. Establece la relacién entre las variaciones de temperatura en el

espacio y el tiempo.

La ecuaci6n(1-3.4),. tiene la misma forma que aquella que representa el caso
m4s general con propiedades variables, es decir M(X,y,z,t), ¢(X,¥,Z,t) ¥ p(X,y,Zt), , para
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Si consideramos la existencia de fuente de calor interna, pero el campo de
temperaturas corresponde a una conducci6n estacionaria, esto es T = T(x,y,z) , la
ecuacién diferencial de conduccién se la conoce con el nombre de Ecuacién de
POISSON

2 2 2
Ko 9,00, 0 (1-3.6)
cpl 9x® ody” 9dz° ) ¢p

Finalmente, para el caso de estado estacionario sin fuentes de energfa interna, la
ecuacién(1-3. ) toma la forma de la Ecuacién de LAPLACE:

a2 2 82
[S_Mg_yhgﬁjo (1-3.7)

1-4 Dominio y condiciones de contorno

Debido a que la ecuacién diferencial de conduccion estd basada en leyes

generales de la fisica, describe el fenémeno de conducci6én en el caso més general. Por
lo tanto, se puede decir que esta ecuacién diferencial describe toda clase de fenémenos
de conduccién. Para particularizar un proceso de los muchos posibles y darle una
descripcién matemética completa, es necesario disponer de una descripcién matematica
de todas las peculiaridades particulares del proceso considerado. Estas particularidades
o caracteristicas conjuntamente con la ecuacién diferencial dan una descripcién
matemdtica completa del proceso de conduccién de calor en consideracion.

(a) Caracteristicas geométricas

(b) Condiciones fisicas

(c) Condicion inicial de temperatura
(d) Condiciones de contorno

(a) Caracteristicas geométricas: estdn determinadas por la forma y tamafio del cuerpo

(b) Condiciones fisicas : estdn dadas por sus propiedades fisicas, tales como K, p, Cy

etc.

(c) Condiciones iniciales, estas deben suministrarse en el caso del estudio de procesos

transitorios; Establecen la ley de distribucién de la temperatura en el cuerpo, en el
momento inicial. En el caso general, puede describirse analiticamente como:

Ent=0 o =1(x,y,2) (1-4.1)

Si la distribucién de temperaturas es uniforme la condicién inicial se representa:
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Este tipo de ley describe la transferencia de calor entre el cuerpo y sus alrededores
durante el enfriamiento o calentamiento del cuerpo. Este proceso se describe a través de
la ley de Newton.. De acuerdo con esta ley, la cantidad de calor que se extrae por unidad
de superficie del cuerpo, en la unidad de tiempo, es proporcional a la diferencia entre la
temperatura ¢ del s6lido y la temperatura del medio ¢,

q = o ¢s— dp) (1-4.6)

Donde o, es un factor de proporcionalidad, denominado coeficiente de transferencia de
calor. Sus unidades son por ejemplo: W/m>.K.

Fl coeficiente de transferencia de calor es la medida de la intensidad de calor transferido
entre la superficie del cuerpo y su entorno, y €s numéricamente igual a la cantidad de
calor ganado o perdido por unidad de drea , unidad de tiempo con una diferencia de
temperatura de un grado entre la superficie y el entorno.

De acuerdo con la ley de conservacién de la energfa, la cantidad de calor que se extrae
por unidad de 4rea en la unidad de tiempo, Ecuacion (1-3.1), es igual a la cantidad de
calor que ingresa al cuerpo (Ecuaci6n (1-2.5))

a(¢s—¢f)=—K(a—l (1-4.7)
on

Donde n es la normal a la superficie del cuerpo, y el subindice s indica que la
temperatura y el gradiente de temperaturas pertenecen a la superficie.
las condiciones de contorno de tercera clase pueden finalmente escribirse como:

) __%( _ _
(511—1- % (0, -0:) (1-4.8)

(d.4) - Condiciones de contorno de cuarta clase

Definen el proceso de conduccién de calor entre cuerpos simples o sistemas de cuerpos
y su entorno. Se asume que los cuerpos estdn en perfecto contacto (las superficies en
contacto estdn a la misma temperatura). Bajo estas condiciones los flujos de calor a
través de las superficies de contacto son iguales, esto es:

(o)l
on on
Dado un problema descrito por la ecuacién ( 1-3.5 ), el objetivo que se plantea es

conocer en cualquier punto del dominio el campo escalar de temperaturas y el campo de
flujos o gradientes.

Un an4lisis riguroso precisa de la integracién de la ecuacién diferencial (1-3.5 ) que
expresa el fenémeno. El planteamiento matem4tico-analitico de dichas ecuaciones da
lugar a la formulacién continua del problema.

Otra forma de resolver el mismo problema es a través del MEF con el cual podemos
conocer los campos anteriores en cualquier punto del dominio a partir de los valores
hallados en ciertos puntos. Para ello es necesario dividir el dominio en subdominios
(elementos finitos) formando una malla. El planteamiento de las ecuaciones que se
obtienen y su resolucién dan lugar a la formulacién discreta del problema.
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Dirichlet, que fija la temperatura ¢, a un dado valor sobre un contorno particular y (b)
Cauchy que fija el gradiente de la temperatura normal a la superficie.

(a) ¢-¢=0 en T, (2-22)

(b) nTq+olp-du )+q=0 en T, (2-2.3)

En las ecuaciones anteriores ¢ es la temperatura con valor conocido en la
frontera, o representa al coeficiente de conveccién radiacion, ges el flujo o gradiente de
la temperatura, con valor conocido en la frontera, Q.. es la temperatura en el exterior del
dominio, mientras que el resto de las variables quedan definidas con las siguientes
expresiones:

Vector de normales al contorno:
w=fioa,F

Vector gradiente de temperatura:
qp = ].Qx 'QyJ: -Dg=-DV¢

-
SN
ax dy

Dependiendo de los valores seleccionados para la ecuacion 2-2.3, es posible reproducir
los siguientes casos en el contorno:

En donde el gradiente corresponde a:

(a) Contorno aislante. Conocido matemdticamente como condicién de Neuman o
condicion de contorno natural que representa un flujo de calor cero en la interface
del dominio con el medio circundante, de manera que:

n'q=-q porloque q=0 y a=0
(b) Contorno con pérdida o aporte de flujo externo:
nTq=—q porloque =0

(¢) Contorno con pérdida o aporte de calor por conveccion — radiacion. En este caso
existe una interaccién del calor existente en el exterior ¢y y la temperatura del
dominio ¢ que de acuerdo con las leyes de la termodindmica se presentard un flujo
en la interfase, representado por:

n'q=-0(-0.) conloque o0

El factor o estrictamente representa el fenémeno de conveccién, mientras que el
fenémeno de radiacién sigue una ley mds compleja pero que a efectos de simplificacion
se puede expresar de igual manera , por lo que o representa la contribucion de ambos.

2-3 Formulacién bésica

La aplicacién del método de los elementos finitos exige como punto de partida la
existencia de una forma integral expresando el equilibrio global del sistema. Dicha
forma integral puede obtenerse aplicando el método de los residuos ponderados a la
ecuacién diferencial (2-2.1) y las condiciones de contorno (2-2.3) quedando expresado
CoOmo:
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af. ) af, 9 L W . 3 W . 3
NoulS( § ik —l k. — dyv=-— oSt St £ e RS =21y
g“{ax ks 5 )+ 8y( , ay]-&‘QJ xdy jnj et gy K 5y Ry

| W{kx % dy+ky99dx}

far, ox ay

(2.3.4)

+ J’ j WQdxdy +
Q

Adoptando W = -W , tras sustituir lo obtenido en la ecuacion 2-3.4, en la ecuacién 2-3.3,
ésta nos queda:

m%(kx 2,2 [ —gg}}dd Jfulee %ﬂ‘xdwx{ o =

j WQdxdy - } Wl - o, - quaF
Q o I'o

(2-3.5)

q

La ecuacién 2-3.5 es igual a la ecuacién 2-3.2, desarrollada para dos dimensiones y sin
estar expresada en forma compacta.

La resolucién analitica de esta ecuaci6n es imposible en la mayor parte de los casos, por
ello es necesario efectuar una aproximacién discreta del problema.

2-4 Discretizacién por elementos finitos

2-4.1 Aproximacion de la temperatura

Los elementos finitos permiten calcular la temperatura en cualquier punto interior de los
mismos, interpolando su valor a partir de los hallados en los nodos. Para ello se define
la matriz de funciones de interpolacién N (también llamadas funciones de forma) y se
expresa la temperatura ¢, de un punto cualquiera del interior del elemento en funcion de
las temperaturas de sus nodos a®

d(x, y)=N(x,y)a"” (2-4.1)
En un problema de Poisson el valor del campo de un punto cualquiera estd definido por
una Gnica componente escalar. Asimismo el vector de temperaturas 0 de valores del
campo en todos los nodos de la malla estd compuesto por una inica componente en
cada uno de esos nodos, genéricamente en el nodo i del elemento (e):
Se define el vector de funciones de forma como:

N=[N NN, ] N, =[N (x,y)]

Con las propiedades siguientes de las funciones de forma :
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2-4.3 Aproximacién del campo de flujos
A partir de la ecuacidn siguiente
q=-DV¢
es fdcil deducir la expresion discretizada del campo de flujos.
q=-DBa® (2-4.3)

Donde D es la matriz constitutiva que contiene los coeficientes de conductividad
térmica.

2-5 Ecuaciones de la discretizacién

Sustituyendo la discretizacion 2-4.1, 2-4.2 en 2-3.2 y haciendo W = N ( método de
Galerkin) se obtiene un sistema matricial de ecuaciones que puede escribirse en la
forma:

da
C&*'{"Ka—f (2‘5.1)

En 2-5.1, a, es el vector de incognitas que contiene la temperatura de todos los nodos de
la malla, y C, K, f son la matriz de capacidad térmica o matriz de masa, matriz de
rigidez global del dominio, y el vector de flujos nodales equivalentes que pueden
obtenerse ensamblando las contribuciones elementales definidas por:

90 (e
~(e) _ Ta ™ (e}
C —szCN Natﬁﬁ

K® = [BTDBAQ +a[NTNar,
Q

I,

(e} (2)
f(e) = jNTpraﬂ— jNTq3FQ+ jNTa¢extan e - J‘nTNanarﬁ’ )
Q L i

q 1 T'¢

El cdlculo de las integrales anteriores se suele realizar con técnicas numéricas de
integracién o bien explicitamente cuando sea factible.

Las matrices y vectores elementales se ensamblan en las correspondientes expresiones
globales en la forma usual.

2-5.1 Caso Estacionario

La soluci6n estacionaria implica dnicamente resolver el sistema de ecuaciones:
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Cpii = 2 Cjj (2-5.4)

en dénde la diagonal de la matriz de capacidad calorffica es la suma de todos los
elementos contenidos en la fila i-¢sima.

Diagonalizacién por conservacion de capacidad calorifica
Se expresa por:

Cpi = PJ NTipeN;9Q
o (2-5.5)
CDij= 0

con:

Y. Ci = [ped=p
Q

de manera que la nueva matriz C conserve la misma capacidad calorffica que la
matriz original.

NOTA: podemos decir que el planteamiento discreto comporta:

e Dividir el dominio en una malla de elementos finitos (se divide el dominio en
elementos hasta cubrir la totalidad de la superficie).

e Aplicar la ecuacién de Poisson sobre el dominio y aprovechar las propiedades
mateméticas que conllevan los elementos finitos para obtener finalmente un sistema
de ecuaciones algebraicas.

o Resolver el sistema y obtener el resultado del campo incégnita (temperatura ya que
todos los demds derivan de él).

Este es el proceso estdndard de resolucién de un problema. El programa ED-Poiss
de resolucién de la ecuacién de Poisson, lo realiza segdn las etapas que s¢ enumeran a
continuacién y que se presentardn en detalle en el capitulo 4.

1- Céleulo de la rigidez del dominio

2- Calculo del vector de temperaturas nodales equivalentes
3- Imposicién de las condiciones de contorno

4- Resolucién del sistema lineal de ecuaciones

5- Célculo de flujos

6- Cdlculo de flujos reaccion

En la Figura 2-1, se muestra el esquema del Diagrama de flujo de Cilculo
sobre el que estd basado EDPOISS.
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Capitulo 3

Presentacién de los programas usados

3-1 Introduccion

Los programas usados para el desarrollo de este trabajo fueron:

o EDPOISS
e CALTEP

CALTEP es un programa para el cdlculo de la ecuacién de POISSON transitoria y
estacionaria . Este mddulo solo es el de proceso (cdlculo), razén por la cual para
efectuar el andlisis de un problema hay que utilizar un preprocesador (generacién y
dibujo de la malla) , en este caso CALGEN,y un post procesador gréfico, GID, para la
visualizacién en forma gréfica de los resultados. El programa caltep esta escrito en
Fortran . La extencion del archivo de resultados es .RES, el archivo de entrada .DAT

No se dardn detalles de Calgen (generador de malla ) y de CALTEP solo los necesarios,
ya que en sus manuales correspondientes se puede encontrar toda la informacién
necesaria respecto del uso y definiciones de los mismos. En este trabajo simplemente se
ha utilizado Caltep en aquellos ejemplos que no se pudieron resolver con EDPOISS.

EDPOISS es un paquete de programas que contiene los tres médulos, el
preproceso, el proceso, y el post proceso. Sus archivos de resultados se pueden
visualizar también con GID, que es un poco mds potente ya que incluye algunas
herramientas de representacién de resultados adicionales. Los archivos que genera el
preprocesador son extensién .GEN, los del proceso son .DAT y los del post proceso

Se mencionan las extensiones de los archivos pues uno puede ingresar en ellos para
disponer de la informacién que contienen.

3-2 Tipo de problemas que se pueden resolver

Tanto mediante el uso de EDPOISS como de CALTEP se pueden resolver el
mismo tipo de problemas, los cuales se mencionan a continuacion:

(a) Estacionario
(b) Transitorio sin diagonalizacion
(¢) Transitorio con diagonalizacién por suma de filas
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material de la malla realiza una serie de comprobaciones bdsicas que garanticen
minimamente la ausencia de errores antes de comenzar el cdlculo de las matrices y
vectores de cada elemento y, al no encontrar una temperatura prescrita en algin
punto del contorno, directamente no realiza el cdlculo. Esto es un FALLO o
limitacién de este programa, ya que cuando hay contornos con conveccién/radiacion
no es necesario prescribir una temperatura, debido a que la matriz de rigidez en este
caso no serd singular ya que esta condicién contribuye con un término adicional
sobre ella evitando la singularidad de la misma. Con CALTEP este fallo que
acabamos de mencionar no ocurre, es decir este tipo de problemas se pueden
resolver con este programa.

e Otra limitacién que presenta es cuando uno intenta ejecutar el post-proceso  con
determinados ejemplos de conduccién de calor en Estado Transitorio, en este caso
no nos permite el acceso directo del post-procesador al archivo de resultados de ese
ejemplo. Este inconveniente se produce a consecuencia de que falla el mecanismo
de transpaso de informacién entre el buffer de almacenamiento de resultados,
generados en el proceso, y el archivo de escritura correspondiente (fenémeno
denominado flush), que es desde donde lee el post- procesador los datos, bajo estas
circunstancias, un debe salir del postproceso y volver a ingresar al archivo de
resultados para poder asf visualizarlo.

El programa Edpoiss permite trabajar con mayor nimero de nodos y elementos que
CALTEP. Como referencia, se citan a continuacién las limitaciones mds importantes de
CALTEP.

3-6.1 Limitaciones de CALTEP

Los valores limites que admite el programa CALTEP, para la resolucién de
problemas, son los siguientes:

- Mdximo niimero de nodos : 200

- Midximo ndmero de elementos :200

- Miximo nimero de dimensiones: 3

- Midximo nimero de materiales :10

- Miximo nimero de grados de libertad: 3

- Midximo mimero de nodos prescritos: 200

- Midximo numero de nodos por elemento: 27

- Miximo ntimero de prescripciones nodales : 200

- Midximo nimero total de temperaturas nodales : 600

Presentada por: Sandra |. Robles Dirigida por: Francisco Zarate Diciembre 1998



Transferencia de calor por conduccion — Validacion del programa EDPOISS 25

c- Definicion de la geometria y de la malla Se deben crear uno a uno los elementos que
componen la malla. Para ello se selecciona el modo de edicién de creacion de elemento.
Para cambiar un nodo de su posicién original se utiliza ¢l modo de edicién de nodo con
¢l que se puede editar la posicién del nodo dentro de la malla.

d- Imposicion de temperaturas en los nodos Simplemente seleccionando el tipo
de prescripcion que se desea imponer en los nodos. La prescripcién puede ser:

d.1 Temperatura prescrita: Prescribe la temperatura en un nodo.

d.2 Temperatura inicial: prescribe una temperatura inicial para el proceso
de andlisis transitorio.

d.3 Conveccién / Radiacion: Impone la existencia de conveccién /Radiacion
en un lado del elemento perteneciente al contorno.

e- Flujos puntuales y externos y generacion interna de calor:

e.1 Generacién interna de calor: Es una de las opciones globales del problema.

e.2 Flujos puntuales nodales: flujos aplicados en los nodos.

¢.3 Cargas distribuidas en un lado : Flujo y temperatura externa actuantes sobre un lado
del elemento.

Y por Gltimo, una vez generados todos estos datos, se salvan en un archivo en el
formato deseado y se procede a su andlisis mediante el programa ED-Poiss.

4-1.2 Generacién de un Problema — Entrada de Datos

a - Seleccion del tipo de andlisis

R Datos generales del problema

Transtorio sin diagonalizacion

Figura 4-1.1

La primera operacién que se realiza es la seleccién del tipo de andlisis que se efectuard,
para ello del mend EDICION, opcién PROBLEMA se desplega la caja de didlogo que
se muestra en la Figura 4-1.1, sobre la cual uno define lo siguiente:
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La opcién Material del mend de Biblioteca ofrece la posibilidad de seleccionar el tipo
de material utilizado para realizar el andlisis.

ED-Poiss-preproceso muestra la caja de didlogo Biblioteca de materiales donde se
puede realizar la seleccion, creacion, edicién o borrado de materiales.

Biblinteca de material

[Matenalt

Figura 4-1.2

En la Figura 4-1.2 podemos observar la seleccién del tipo de elemento a utilizar y las
propiedades que debemos suministrar para que del material quede bien definido.(ver
ecuacion 1-3.3)

. Conductividad térmica en la direccién x, Ky

. Conductividad térmica en la direccion y, Ky

. Coeficiente de conveccién radiacion. o

. Valor del calor de generacion interna pr =qv

. Densidad. Aquf lo que se menciona como densidad en realidad es el producto
de la densidad por la capacidad calorifica (p*C)

Unidades: si bien el programa no trabaja en un sistema de unidades concreto, es
importante, por tanto introducir los datos en un sistema de unidades coherente. A
continuacién se muestra un ejemplo.

Propiedad Unidades
ke (kx ky) W/m°C

o W/m™C

qv w/m'

p*C Joule/m™C

Una vez definido el tipo de andlisis a realizar, propiedades de los materiales y el
elemento, se debe proceder a dibujar la geometrfa del problema y la malla deseada. Para
ello en primer lugar se debe definir la escala grdfica de representacion que aparecerd en
la pantalla activando la opcién Dibujo del mend Opciones. En el cuadro de didlogo que
aparece, Figura 4-1.3, se fijan los valores mfnimos y médximos de las coordenadas x e y,
asf como los aspectos activados/desactivados que se deseen obtener en la pantalla
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Importante: Cuando se borra algdn elemento para reemplazarlo por otro, una vez
finalizadas todas las correcciones sobre la malla, se debe renumerar la estructura sino al
querer salir del preproceso nos indicara un error. Para renumerar se debe desplegar el
ment Herramientas opcion Renumerar

Finalizada la malla, con los elementos renumerados , el proceso de entrada de datos se
completa, introduciendo seguidamente las condiciones de contorno. En la Figura 4-1.4,
se muestra el ejemplo seleccionado con sus condiciones de contorno sobre el lateral
superior, temperatura prescrita, sobre el lateral derecho condicién de conveccién -
radiacién.

Figura 4-1.4
Las condiciones de contorno se pueden aplican usando los botones de la barra de
herramientas, a continuacién se presentan los mismos:

Figura4-1.5

El primer botén a la izquierda de la Figura 4-1.5, se utiliza para definir la condicién de
flujo puntual sobre los nodos.(Ecuacién 2-2.3)

El segundo botén se utiliza para introducir flujo de calor sobre los contornos, es decir
para imponer condiciones de contorno del tipo 2-2.3: Contorno aislante, Pérdida o
aporte de flujo externo, conveccién/radiacion (En este ltimo caso es para ingresar el
flujo y la temperatura del medio con el cual intercambia calor).

El tercero define la condicién de temperatura prescrita, al activarlo en la caja de dialogo
solicita el valor de temperatura.(Ecuacién 2-2.2)

El cuarto sirve para definir la temperatura inicial en un problema transitorio (Ecuacién
1-4.1), se utiliza cuando tengo distintas temperaturas iniciales en los nodos de la
geometrfa. Si la temperatura inicial es uniforme, directamente defino su valor en la caja
de didlogo del ment Edicion — Problema.

El quinto sirve para definir cuales son los contornos con condicién de conveccién
radiacion.

Los datos creados pueden guardarse presionando el botén correspondiente y dando un
nombre al archivo, en este caso TT.GEN.
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1.3 - Aparece la caja de didlogo de cdlculo. Se realiza el proceso mostrado, si el
elemento estd sometido a procesos de conveccién/radiacién se calcula la matriz de
conveccién y a continuacién se ensambla la matriz del elemento en la matriz de rigidez
global, siguiendo las instrucciones que aparecen en la pantalla.
1.4 - Repetir el proceso para todos los elementos del dominio.

2- Caleulo del vector de temperaturas nodales equivalentes El usuario selecciona un
elemento cargado y realiza el cdlculo del vector de temperaturas nodales equivalentes.
Si el elemento no estd cargado el vector equivalente es cero, por lo que no es necesario
calcularlo. A continuacién, y una vez calculado éste, se ensambla en el vector del
dominio. Para ello el usuario debe:

2.1 - Del mentt Caleulo seleccionar la opcién Vector temperaturas elemental.

2.2 - Seleccionar con el boton izquierdo del ratén un elemento cargado y no calculado.
2.3 - Aparece la caja de didlogo de cdlculo. En esta caja aparecen los diferentes estados
de carga a los que estd sometido el elemento. Los casos de carga en gris no afectan al
elemento.

2.4 - Se resuelven uno por uno todos los casos.

2.5 - Se ensambla el vector del elemento en el vector de temperaturas global, siguiendo
las instrucciones que aparecen en la pantalla.

2.6 - Repetir el proceso para todos los elementos del dominio.

3- Imposicion de las condiciones de contorno El usuario selecciona un nodo con
temperatura prescrita, es decir un nodo apoyado e impone las condiciones de contorno.
Para ello:

3.1 - Del mend Calculo seleccionar la opcién Condiciones de contorno.

3.2 - Seleccionar con el boton izquierdo del ratén un nodo con temperatura prescrita y
no calculado.

3.3 - Aparece la caja de didlogo de cdlculo.

3.4 - Se imponen las condiciones de contorno siguiendo las intrucciones de la pantalla.

3.5 - Repetir el proceso para todos los nodos coaccionados o prescritos.

4- Resolucion del sistema lineal de ecuaciones. Del ensamblaje de las matrices de
rigidez y los vectores de flujos de cada elemento se ha llegado a un sistema lineal de
ecuaciones del tipo:

Ku=f
Para resolver el sistema simplemente:

4.1 - Del ment Caleulo seleccionar la opcién Resolucién sistema.

4.2 - Aparece la caja de didlogo de cdlculo.
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4-2.2Ejemplo de aplicacién del esquema de resolucién de un problema

Se desarrollard a continuaci6n el cdlculo del problema presentado en la seccién 4-1.2,
s¢ ha seleccionado el nivel avanzado para resolverlo pues el nivel principiante e
intermedio limitan la cantidad de elementos en que esta discretizada la geometrfa.

Al iniciar el programa POISSON proceso, se adopta primero el nivel de resolucién .
avanzado, se abre el archivo correspondiente (t.GEN , ¢l programa carga el archivo
verificando en primer lugar los datos de entrada y si esta todo correcto lo muestra en
pantalla.

4-2.2.1C4lculo de la matriz rigidez de la estructura

Se comienza seleccionando la opcién matriz de rigidez del mend Caleulo o el botén
correspondiente de la barrar de botones y se procede a evaluar la matriz de rigidez de
cada elemeto de la malla. En la pantalla aparece el elemento seleccionado con su
numeracién local y global, los puntos de Gauss(en este caso hay cuatro), y las
expresiones analfticas utilizadas. En este modo de resolucién el programa no muestra
cada una de las operaciones que realiza, pero es posible conocerlas con solo presionar
sobre los botones que corresponden a cada término auxiliar.

Figura 4-2.1
a - Matriz de rigidez clemental

En la Figura 4-2.1 (izquierda) podemos observar el cdlculo de la submatriz k,, del
elemento 2, ya calculada todas las anteriores, puede verse en esta figura que el primer
bot6n a la derecha no indica el ensamble de todas ellas sino K(conv), ello indica que
este elemento tiene sobre uno de sus lados la condicién de conveccién radiacién. La
etapa siguiente es calcular la contribucién de esta condici6n sobre la matriz de rigidez
(Figura 4-2.1 derecha) aparecen los términos que contribuyen en este fenémeno.

b - Ensamblaje
Terminado el cédlculo de la matriz de rigidez del elemento considerado hay que

ensamblarla en la matriz de rigidez total, Figura 4-2.2 derecha. El procedimiento puede
ser manual, paso a paso o bien automdtico mediante la opcién Auto.
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b — Ensamblaje

Finalizado el cdlculo del vector de temperaturas nodales elementales del elemento 2,
seguidamente debe ensamblarse en el vector de fuerzas total. El ensamblaje puede
realizarse manualmente o bien en forma automdtica mediante el botén Auto. En la
Figura 4-2.4 (Izquierda), puede verse el vector de cargas del elemento 2 ensamblado en
el vector de flujos equivalentes global.

Ensambiaje - Efemonio 2

Figura4-2.4
¢ — Vector de temperatura nodal total

El proceso descrito en los apartados anteriores se repite para cada elemento de la malla
y como resultado final se obtiene el vector de temperaturas nodales global del sistema.
Figura 4-2.4 (derecha).

4-2.2.3 Condiciones de contorno (Temperaturas prescritas)

Activando el bot6n correspondiente a la barra de botones o seleccionando la opcién
Condiciones de contorno del mend ecalcule pueden introducirse los nodos con
temperatura prescrita (En el ejemplo 31, 32, 33). Asf por ejemplo, en la Figura 4-2.5
puede verse la pantalla resultante al introducir las condiciones del nodo 33 de la malla,
que afectan el grado de libertad 33, después de haber incorporado las otras dos .

Candiciones de co Nado 13

Figura 4-2.5
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Cuando uno realiza el cdlculo del vector de flujos, como podemos observar en la figura
4-2.7, el programa no nos habilita a el ingreso de la opcién OK, es decir que la unica
posibilidad que hay es de que lo calcule en forma automdtica en todos los puntos.

4-2,2.6 Cédlculo de los tlujos de reaccién

El cdlculo de las reacciones en los nodos prescritos es el punto final del andlisis del
problema. Para ello, se activa el botén correspondiente de la barra de botones o la
opcién Reacciones del ment Caleulo. En pantalla aparece una flecha acompafiada con
la letra R que permite elegir los nodos restringidos. Una vez seleccionado uno de estos
se presenta la matriz de rigidez indicando el grado de libertad afectado y presionando
Formula puede verse la expresion analitica utilizada para el cdlculo de las reacciones de
dicho nodo. En este ejemplo se ha seleccionado el nodo 32, Figura 4-2.7 (izquierda). Si
s¢ quiere tlener acceso a los valores numéricos de los coeficientes del sistema de
ecuaciones se presiona sobre los botones situados en la parte inferior derecha de la
pantalla.

- Hodo 11

Figura 4-2.7

Puede observarse en la figura 4-2.7 (izquierda), que la opcién OK, no esta activada, esto
es porque en realidad no es necesario que efectuemos el cdlculo nodo por nodo, sino que
el programa ya lo ha calculado de antemano, es decir que cuando ingresamos con el
primer nodo prescrito si recorremos la primera columna que aparece que es la que
corresponde a las reacciones de los nodos prescritos veremos que ya estdn calculados
sus valores.

En la Figura 4-2.7 (derecha), podemos observar que en nodos no prescritos nos arroja
un valor de flujo de reaccidn, esto se debe a error de redondeo del ordenador, los valores
son del orden de 1.1077
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Etiquetas: Muestra la caja de didlogo que permite modificar las etiquetas: mostrar u
ocultar la numeracién de los nodos, clementos, puntos de Gauss etc.

PostScript: Genera un archivo de impresion PostScript.

4-3.2 Ejemplo de visualizacién de resultados:

I. Se abre un archivo de resultados en nuestro caso taes: Para abrir el archivo
seleccione la opcién del mend abrir. En la pantalla aparecerd el contorno de la
gemetrfa del problema seleccionado, como se muestra en la Figura 4-3.1 izquierda.

Figura 4-3.1
2. Se selecciona a continuacién la opcién postproceso de la barra de botones o del
Mend. Se desplegara sobre la barra de botones las diferentes opciones de andlisis,
Figura 4-3.1 derecha.

3. Se selecciona el estado de carga (Esta opcidn es solo para los problemas transitorios,
es el instante de tiempo en el que se desea visualizar los resultados del cdlculo, en
un problema transitorio es la primera definicién que debemos dar): Seleccione la
opcion seleccion del estado de carga del meni opciones. Seleccione el andlisis y el
paso que desee. En las Figuras 4-3.2 se muestran las pantallas que aparecen cuando
se selecciona esta opcidn.

Figura 4-3.2

Presentado por: Sandra . Robles Dirigida por: Francisco Zarate Diciembre 1898



Transferencia de calor por conduccién — Validacion del programa EDPOISS 41

En la Figura 4-3.4 Izquierda, se presenta la gréfica de las isodreas del médulo
del flujo suavizado y en la figura derecha la representacion de las las isolineas.

Figura 4-3.4

Nota : Cuando uno intenta ejecutar el post-proceso con determinados ejemplos de
conduccidn de calor en Estado transitorio, aparece un cuadro de didlogo como el que
se muestra en la Figura 4-3.5, no permitiendo el acceso directo del post-procesador al
archivo de resultados de ese ejemplo. Este inconveniente se produce a consecuencia de
que falla el mecanismo de transpaso de informacién entre el buffer de almacenamiento
de resultados, generados en el proceso, y el archivo de escritura correspondiente
(fen6meno denominado flush), que es desde donde lee el post- procesador los datos.

Figura 4-3.5

En este caso se debe salir del postproceso y volver a ingresar para poder
visualizar los resultados obtenidos.
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e Placa plana con condiciones de contorno tipo Dirichlet

En este caso la ecuacion diferencial que representa este problema es la ecuacién de
Laplace, con las siguientes condiciones de frontera:

=0 Tx)=TO)=T, enx=0

T(x)=T(L)=T, enx=L

La ecuacion 1.1 se puede separar ¢ integrar dos veces para obtener:

T(X) =¢; *X +¢,
evaluando las constantes de integracion ¢; y ¢z, a través de la aplicacién de las
condiciones de frontera, nos conduce a la expresion final del tipo:

T(x)=T, ~ 0L LTL X

De acuerdo a la ecuacién anterior, la variacién de temperatura es lineal .

Para el calculo del flujo de calor se puede usar la Ley de Fourier :

= kA —
4 dx

Dado que en estado estable g, es constante, directamente se separa ¢ integra esta
ecuacion llegando a la expresién:
kA
x=—(Ty-T,
q L (Te—=T0)

Temperatura y flujo de calor calculados en forma
analitica y numérica

o 600 15150

= igg 15100 § . |~ Tanalitica

— - -—Q-—T )

£ 300 L 15050 8 E num'e'nca

& 200 : o 2 qanalitico

§ 100 16000 z —>—gnumérico
0 14950

0 0.02 0.04 0.06

Coordenada espacial x (m)

Figura 5-1.2

En la Figura 5-1.1, podemos observar que los valores de temperatura calculados
analitica y numéricamente casi no difieren. Intuitivamente se esperaban estos resultados
ya que la variacién del campo de temperaturas es de tipo lineal y el campo de flujo de
calor constante y los elementos usados son tridngulos de tres nodos cuyas funciones de
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L

La representacion de los extremos se debe a errores de redondeo en el cdlculo.

Sobre este mismo esquema se considerara ahora el caso en que exista generacién interna
de calor:

e Placa con generacion interna de calor

La ecuacién que representa el fendmeno es:

0,0 g con: gx=Ly=s0°C y [92] =0
ax“ dx x=0

Cuya solucion es:

A continuacién se muestra en la Figura 5-1.5, la grédfica los valores de la
solucién analitica y numérica de temperatura y flujo de calor. Se debe tener en cuenta
que el valor asignado a la generacion de energia interna es de 1000.

Temperaturas y flujo de calor Calculados en
forma analitica y numérica

51 80
i S —a—TT
3 60 0
5 40 8 E
g 50 00 2 2, q.T
- Z ——Qq.N
49.5 ; 0

0 0.02 004 0.06
Coordenada x [m]

Figura 5-1.5

En la misma se observa que:
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5-1.2 Problemas Estacionarios Bidimensionales

e Transferencia de calor en un cilindro hueco con temperatura constante
en las paredes laterales del mismo. Condicién de contorno de Dirichlet
(archivo sanpe.gen)

En la Figura 5-1.7, se muestra la geometrfa del problema considerado. La misma es un
cilindro de didmetro interior 4 y didmetro exterior 7. las propiedades adjudicadas al
material fueron ky=ky=140000. Se ha utilizado para la discretizacién una malla de 36
elementos triangulares de tres nodos

Fﬁigurzhi S—I N

Para la conduccién de calor estable a través de una pared cilfndrica en la direccién
radial, la ecuacién de Laplace toma la forma:

2= ri@ =0

dr dr
Resolviendo esta ecuacion se obtiene:

¢=C/Inr+C,

Aplicdndole las condiciones de frontera de tipo Dirichlet:
o) = ¢; : d(ro) = o

Se llega a la Ecuacién que representa la distribucién de temperaturas:

lnL

0= i -—-(; ~0)
2
5

La ecuaci6n que representa el flujo de calor es:

q._ K * 1, (QWL:QL).

A r lnri
G

En las grdficas de las Figuras 5-1.8 y 5-1.9, se muestran los valores de la solucién

analitica (en rojo) y numérica (en azul), tanto de temperatura, como de flujo de calor

para el caso en que :¢;= 700°C y ¢o = 200°C.
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o Transferencia de calor en un cilindro hueco con generacién interna de
calor, condicién de conveccién radiacién en la pared lateral externa y
adiabdtico en la pared lateral interna

En principio se debe aclara que este problema fue resuelto con CALTEP. debido a que
EDPOISS no resuelve ningdn tipo de problema sino se prescribe una temperatura en
algin punto de la malla.

En la Figura 5-1 11, se muestra la geometrfa del problema Lomldemdo un cilindro de
radio interior 4 y exterior 7, con ky=ky= 140000, pc= 1.4 10%, o = 510% con generacién
interna de calor igual a 510° , Temperatura del fluido que rodea al s6lido 200 y
discretizada con 36 elementos triangulares de 3 nodos.

Figura 5-1.11

La ecuacién de conduccién que se considera en este ¢aso es:
4) 1% +drog
dr r dr A

La integracién de esta ecuacién nos conduce a:
2

o= ——~w+C1 Inr+C,

Que con las condiciones de contorno:

Enr=r q=026 (921 =0
dr ).,

. 3 T
dr} 3 Bu2=0r2)

Se obtiene la siguiente expresion para el campo de temperaturas:

2 2

qul rl qu2 r

P 12 PO ) P U2 ST B (PO
¢ q)t. 20 (rz) 40 (fﬁ) nl’z (TZJ

La expresién para el flujo de calor para el radio exterior del cilindro, donde tenemos la
condicién de conveccibn radiacion, es:

2
_ PN LLEH P N
q =0, — ) ™ 1 ( )

1y

Enr=n (
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qfvz (r }2 T I3 ¥
p=¢; -2 |1+ 1| 2m—~] —
4k {rzj oo

y la expresion para el flujo de calor tiene la siguiente expresién:
q__, 9%
A or

Que en este caso en particular queda expresado como:

A r

Los resultados analiticos (verde) y numéricos (azul) de temperatura y flujo de calor se
pueden apreciar en las grdficas de las Figuras 5-1.14 Los resultados calculados
mediante EDPOISS de este ejemplo presentan solo un pequeiio error que es del tipo de
error de redondeo, de aproximadamente el 5 %.

§ TN dat’ ~—o—
S ) T

210 +

Figura 5-1.14

o
’ ,/‘
S :

& b . SR

4 45 g 55 6 65 7

Figura 5-1.-15
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T®)=Th-(Th-"Tc)e
y ¢l flujo de calor:

)= 2 (v -0y [
5

n
La solucién numérica mediante Poisson de este problema es bastante buena
como se podrd apreciar tanto en las graficas y figuras que se muestran a continuacion.

En la Figura 5-1.17 izquierda, se puede ver la forma de las isotermas de tipo
radial, esto es debido a que la temperatura varfa segin el dngulo 0 y en la Figura 5-1.17
derecha, se observa la variacion radial del flujo de calor.

=
=3

Figura 5-1.17

A continuacién, en la grédfica de la Figura 5-1.18, se muestran las soluciones
analftica y numérica. De observacién de la misma se concluye que el ajuste de la
temperatura es mejor que el del flujo de calor, siendo este igualmente bueno.

Grafica de Temperaturas

800 T

700
8 600 =
2 500 :
g ~T analitica
£ 1T T numérica
2

ST

Figura 5-1.18
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En la Figura 5-1.20, podemos observar las variaciones de temperatura calculadas
numéricamente en funcién de cada una de las coordenadas xe y .

Variacién de Terrperatura en funcién de la coordenada ™y” Variacion de Termperaturm en fundién di fa coordenada "X

Temperatura [*C]
-s888BH

Figura 5-1.20

En la Figura 5-1.21, se grafic6 la solucién analftica y la numérica paray=1e¢ y
= 5, en funcién de x. De la observacion de la misma se ve claramente que, en este caso

la solucién numérica obtenida casi no difiere de los valores calculados en forma
analitica.

Comparacioén de valores Analiticos y Numéricos de

Temperatura

250 o
- &

200
f;. —V.T (y=1)
2 150 ¢ —V.N (y=1)
g 100 =+ V.T(y=5)
§ 50 V.N(y=5)

Coordenada x [m]

Figura 5-1.21

En la Figura 5-1.2: V.T : Valores calculados en forma analftica
V.N :valores calculados en forma numérica
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Figura 5-1.23

Estos conceptos son importantes cuando se considera un problema de
conduccién bidimensional. En la Figura 5-1.24, se muestra un conjunto de dos
isotérmas y de dos lineas de flujo de calor. Las dos isotermas difieren entre sf en la
cantidad A¢, las lfneas de flujo de calor son perpendiculares a las isotermas y forman un
paso o tubo a través del cual puede fluir una cantidad de calor Aq.

Si en una seccién transversal total hay N pasos de flujo de calor total, por cada
uno de los cuales fluye una cantidad de calor Aq, la transferencia de calor total estd dada

por:
Qotal = NAq

Para el paso individual de flujo de calor mostrado , el gradiente de temperatura en forma
de diferencia finita es:

Entonces para Aq la ecuacién de la razén de FOURIER escrita para este caso da:

Ag= By
AM

Si se construye la malla de isotermas / lineas de flujo de calor de manera
queAM = AN, 0 sea que se forme un sistema de cuadrados curvilineos; la expresién para
Aq se reduce sencillamente a:

Aq = ~kAd
sin importar el tamafio de los cuadrados.

Para el flujo de calor entre dos fronteras isotérmicas a las temperaturas. ¢, y ¢., en
donde ¢, >¢, , con isotermas que dividen cada tubo de flujo en M divisiones, la
diferencia de temperaturas entre isotermas adyacentes se expresa como:
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Este método cuando se ha aplicado a algunos casos con solucién analitica conocida ha
dado un error solo del 2%, es decir que aplicar este método con los cuidados adecuados
da buenos resultados.

Las soluciones de los ejemplos que se presentan a continuacién fueron comparadas con
soluciones obtenidas usando graficacion de tlujos. En todos los problemas presentados
los valores de temperaturas obtenidos con EDPOISS son muy buenos, no asf los valores
de flujo de calor, pero se presentan igualmente las graficas de ambos, temperatura y
flujo, pues cualitativamentelas formas de las grificas es la correcta, las mismas s¢
presentan a continuacién

e Placa bidimensional en estado estacionario con contornos
isotérmicos y adiabaticos

El primer caso que analizaremos consiste en una placa cuadrada de lado 5, con
condiciones de contorno de Dirichlet y adiabdticas, como se muestra en la Figura 5-
1.25, discretizada con 50 elementos triangulares de tres nodos. Se asigné a las
propiedades del material los siguiente valores ky = ky = [40000. Las temperaturas en
los contornos prescritos son 0 y 1.

Figura 5-1.25

En la Figura 5-1.26, se puede observar la forma que adquieren las isotermas de
temperatura. De izquierda a derecha, las mismas se van curvando, debido a que
parten de una pared isotérmica, lineas de temperatura casi rectas, hacia una cuyo
contorno tiene condiciones de temperatura prescrita y flujo de calor cero
(adiabdtica).

Presentado por: Sandra |. Robles Dirigida Por: Francisco Zarate Diciembre 1998



~ Transferencia de calor por conduccién — Validacion del programa EDPOISS 61

Figura 5-1.28

Para optimizar el cdlculo se utilizarén elementos mds pequefios en la zona de mayor
gradiente, pero aun asf no fue suficiente para obtener buenos valores del flujo de
calor.

Figura 5-1.29

Nuevamente en este caso, los valores de temperatura coinciden con los valores
calculados con el método de graficacién de flujos, pero no asf el flujo de calor, el
cual puede calcularse con el facor de forma adecuado, cuya expresién hgura en la
tabla de la Figura 5-1.24. El valor calculado de esta manera es del orden de 10°.

e Cilindro circular en un cilindro cuadrado excéntrico con
condiciones de contorno de Dirichlet

En la Figura 5-1.30, se representa la geometrfa a analizar, la misma es la
mitad de una placa cuadrada de lado 5 y 2.5con un orificio excéntrico de radio
0.50. La discretizacién se realiz6 con 106 elementos cuadrildteros de ocho
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// ,‘{}‘5
dl

H jifi

Figura 5-1.32

En la gréfica de la Figura 5-1.32 estd representado el médulo del flujo de calor,
si bien la forma y distribucién de las curvas es la correcta, no coinciden los ordenes
de los valores numéricos. El cdlculo del flujo de calor por el método de graficacitn
de flujo, en la zona de mayor flujo da un valor del orden de 1*10°, es decir que
tenemos mas de un orden de magnitud de diferencia.
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dd):() en x=0 b ¢=O X =L
dx

=09, en t=0

En este caso la solucion en temperatura es del tipo:

4, & [ % naye | ;
d):w?.o_z - e_g_ pc( i )1 LZ nnf.

-
sen L

Esta expresion admite una simplificacién importante para tiempos grandes o
valores de ky/pc mayores que 0.1. en este caso basta con calcular solo el primer
término de la serie. Esto hace posible una representacion grafica de estos resultados,
es decir, que para este caso uno puede hayar la solucion mediante el uso de graficas
realizadas para este fin.

En nuestro ejemplo, sobre uno de los contornos de la geometria se ha prescrito
una temperatura ¢= 0°C sobre el otro contorno se considera la condicion de simetria
e inicialmente la placa se encontraba a 100°C. Las propiedades del material son ky =
140000, k, = 10, pc = 1400000

En las Figuras 5-2.2 y 5-2.3 se muestran los graficos de temperatura y flujo de calor
para dos tiempos diferentes.

Figura 5-2.2
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Evolucion en el tiempo del Médulo del flujo de calor
calculado analitica y numéricamente
para x=1

8.00E+06

S NG . : :
W 6.00E+06 v
@ Nson ' —aqN|
- 4.00E+06 . : : !
) - ’ : TgAl
'S 2.00E+06 | S ;
i b
0.00E+00 s e o e T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
Tiempo
Figura 5-2.5

En la Figura 5-2.5, podemos apreciar que los valores del médulo del flujo de
calor difieren de los valores analiticos en los primeros intervalos de tiempo siendo
luego el ajuste mucho mejor.

¢ Placa plana con condicion de temperatura inicial cero, con flujo de
calor constante, qp, en uno de sus contornos y Temperatura cero en
el otro

La geometria propuesta es la misma que la del caso anterior, con las mismas
propiedades fisicas. En este caso la temperatura inicial es cero, se prescribe en uno
de sus contornos temperatura cero y en el otro un flujo de calor de 100000.

La solucion andlitica para este problema es:

f ‘ 1’
d 2%\ 8qoLZ (S il I ER Y.
ky < (2n+1) 2L

En el estado estacionario, el flujo de calor para este problema es constante e
igual al calor que ingresa por el contorno, como flujo de calor prescrito, que en este
caso, se le asignd un valor igual a 100000,. como se puede apreciar en la grafica de
la Figura 5-2.6, es el valor al que tiende la solucion a valores grandes de tiempo. Es
decir que nuevamente la tendencia de la solucidn es correcta.

Respecto de los valores de temperatura, los mismos son coincidentes con los
obtenidos por medio de la solucion analitica
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En este caso la expresion de la solucién analitica es:

200 % {‘f} Jo(ray)
b=¢g—— 'Ze T
fe n=0 (anI(FcCLn)
Donde:
r. es el radio exterior del cilindro

J son las funciones de Bessel

o, son las raices positivas de  Jo(are) =0

Las solucion de esta ecuacion se suele presentar en forma grafica de ;’ en funcién
0

pe
2t
de © para distintos valores del pardametro J-‘»z---
L 5

€

En la Figura 5-2.8, se muestran los valores de temperaturas calculados analitica y
numericamente , de la observacion de la misma se vuelve a concluir que los valores
numéricos son muy préximos a los valores analiticos es decir que el error que se
comete es muy pequefio. En este caso la solucion analitica de flujo de calor no fue
calculada.

Evolucién de la temperatura en el tiempo para el
punto (2,2)

g

g

Temperatura
8

o &

Figura 5-2.8
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¢ Placa cuadrada con condiciones de contorno tipo Dirichlet en dos de sus
lados v sus otros lados con condicion de flujo de calor cero (Lados
adiabaticos) o condicion de simetria

En la Figura 5-2.11, se muestra la geometria que se analizara en este ejemplo, la misma
es un cuadrado de lado 5, las propiedades del material son k,=k,=140000, pc=1400000,
la temperatura en los contornos laterales es de 100°C En la discretizacion se han
utilizado 50 elementos triangulares de tres nodos.

B 8 L S
X \ N N, ¥ \\
. N N\ !
NN\ . N\
- - : 3
N AN N \\=
L _\ NN
< (X i N X
N AN ANE \ N
\ S \\ 2N\ \
Y N \ b N
2 5 .
NS \\ N
AN . " ,
NN % NN
N N \\ ; N :
N e
. S -

Figufa 52.12

En un caso como este es facil intuir que en el estado estacionario, la temperatura
en toda la placa sera uniforme e igual a 100°C y el flujo de calor serd nulo. A estos
valores es a los que debe tender el estado transitorio de este ejemplo.

Si intentamos resolver el caso estacionario la solucién de fujo de calor que nos arroja el
programa se puede visualizar en la Figura.5-2.13, Vemos que el programa de
visualizacién ha representado una variacién del flujo de calor. Esta gréifica es errénea
aunque el resultado en si mismo es correcto. A continuacion se tratard de dar una
explicacion a esto.
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Se incorporan a continuacién algunas de las graficas obtenidas en el post proceso
realizado con GID durante el andlisis de este simple ejemplo

L B.7044c+008
7 5.3635e+006
- 4.0226e+006
581 7¢+006
.3408e+006

= 0.023936

Flujo de calor (médul
¢ =u]10m;:mc;: :[;':;;“C;% = 08¢ Distribucién de Temperatura

t=1min; Te = 1002C; Ti = 0*C

Figura 5-2.16

En las grafica de la Figura 5-2.16, derecha e izquierda se muestra la forma de los
perfiles de temperaturas y flujo de calor en el tiempo t = 1 min, de la grafica de
temperatura se ve claramente como las isotermas son rectas paralelas a los lados con
temperatura constante y la modificacion de las mismas sobre el extremo de la placa
debido a esta perturbacion.
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Vectores de Flujo de calor (médulo} Vector de flujo de calor (médulo)
t=1 min; Te = 100°C; Ti = 6:C t=8 min; Tc = 100°C; Ti = 0°C
Figura 5-2.17

En estas dos ultimas graficas, Figura 5-2.17, se representa el Vector médulo del
flujo de calor para dos tiempos distintos. En el se ve claramente como varia el flujo de
calor en el tiempo Este tipo de representacion es de mucha ayuda en el analisis de
resultados, ya que visualmente es facil de ver hacia donde se dirige el flujo de calor y
donde hay menor o mayor flujo, cosa que con el otro tipo de graficas no es tan directo.
Este tipo de visualizacion no se puede realizar con el postprocesador del EDPOISS ya
que el mismo no dispone de representacion vectorial grafica de variables.
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Capitulo 6

CONCLUSIONES

En este capftulo se tratard de poner de manifiesto las caracterfsticas del
programa EDPOISS, cuya validacién fue objeto de este trabajo.

Presentaremos a continuacién algunos comentarios generales respecto al uso de
este programa y seguidamente las conclusiones mds importante obtenidas durante el
desarrollo del presente trabajo.

6-1 Comentarios generales

1. El proceso de instalacién y desintalacién del programa es muy sencillo, de modo
que es muy adecuado para aquellos que no han tenido demasiado contacto con los
ordenadores. EI programa original esta comprimido y protegido en dos disquetes
con dos instalaciones, por si una fallara, pero se debe tener en cuenta que se puede
instalar y desintalar cuantas veces se desee.

2. Elsistema de ayuda del bloque Edpoiss preproceso, proceso y postproceso esta muy
bien disenada para poder utilizarla a medida que el operario inexperto se relaciona
con el programa, pero en los fndices de ayuda ante cada comando que se explica se
lo hace en forma literal y no se le ha incorporado el dibujo correspondiente. Esto
dificulta el poder asociarse rdpidamente con dichos comandos Respecto de la ayuda
tedrica, la misma es muy completa y esta desarrollada en una forma fdcil de seguir.

3. Como herramienta educativa es muy poderosa, ya que introduce al operario del
programa en la utilizacion prdctica del método de los elementos finitos, explicando
al mismo tiempo los detalles de cada una de las etapas del cdlculo en una forma
amplia, simple y en todo momento relacionando los valores numéricos de los
cdlculos que se van efectuando con sus expresiones matemdticas.

4. Desde el programa de proceso al de post proceso se tiene acceso directo, es decir
estando en el programa de proceso, sin salir de el, se puede entrar en el de post
proceso, no siendo de esta forma la relacién entre el programa de pre proceso y
proceso. Al no tener un acceso directo entre ambos, se pierde tiempo cuando
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6.

10.

con las distintas combinaciones de condiciones de contorno que se le impongan. En
todos los casos si el problema esta bien condicionado arroja muy buenos resultados
en la variable temperatura y con algtn porcentaje de error, por lo mencionado en el
punto 1, en la variable flujo de calor.

En los problemas desarrollados, tanto en los casos estacionarios como en 10s
transitorios si bien el valor del flujo de calor presenta en ciertos casos errores de
gran magnitud, la tendencia de los mismos es la correcta, con lo que se concluye que
realmente la fuente de error en el cdlculo del mismo es la clase de alisado que se
efectia.

En el estado transitorio, los problemas que resuelve estdn limitados a aquellos casos
con temperatura prescrita y flujos de calor en los contornos, cuando se incorpora la
condici6én de convecci6n radiacién en alguno de los contornos, el programa efectiia
el calculo pero los resultados que arroja no son correctos. Es decir que de tener que
resolver un problema con condiciones de conveccién- radiacién, los resultados
obtenidos no son confiables.

En los problemas transitorios, segtn el tipo de problema analizado la solucién
obtenida dependfa fuertemente o no del esquema de integracién temporal utilizado,
en algunos casos se ha logrado un buen ajuste de los valores de evolucién de
temperatura en el tiempo, independientemente del esquema de integracién utilizado,
Galerkin o integracién hacia atrds, en estos casos, los valores difieren un poco en los
primeros instantes de tiempo, pero luego son coincidentes. En los casos m4s
adversos se observé una discrepancia total entre los valores obtenidos por medio de
los diferentes esquemas de integracién temporal.

El postprocesador para representar los resultados lo que hace es tomar el mayor y
menor valor que encuentra de la variable que representard grdficamente y los
designa como limites superior e inferior y luego asigna los valores intermedios, si se
necesita realizar una andlisis mds detallado de los valores que asume cada punto de
la malla, es necesario ingresar a los archivos de resultados en donde se dispone de
toda la informacién puntual. En estos archivos tenemos acceso a los valores
calculados en los puntos de Gauss y de esta forma se puede ver que tanto afecta a la
variable de interés el tipo de alisado que se efectia , es decir cuan parecidos o
dispares son los valores que se estdn promediando.

Cuando se ejecuta el post-proceso con determinados ejemplos de conducci6én de
calor en Estado transitorio, no permite el acceso directo a la informacién del
posproceso, apareciendo un mensaje de error. Este inconveniente se produce a
consecuencia de que falla el mecanismo de traspaso de informacién entre el buffer
de almacenamiento de resultados, generados en el proceso, y el archivo de escritura
correspondiente (fenémeno denominado flush), que es desde donde lee el post-
procesador los datos. En casos como este, se pueden visualizar los resultados
cerrando el programa de posproceso y volviendo a ingresar en ¢l
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