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Resumen

El desarrollo de modelos numéricos ha permitido abordar la resolucién de problemas progresivamente mas
complejos en muchos campos de la ingenieria. En Hidrologia Subterranea se hace cada vez més necesaria
la aplicacién de modelos tridimensionales que tengan en cuenta la existencia de heterogeneidades y vias
preferentes de flujo en medios fracturados. En esta serie de dos articulos se presenta una formulacién
numérica eficiente y completamente general para el tratamiento de fracturas embebidas en un medio poroso
y de las condiciones de contorno en el método de elementos finitos'. En el primero de ellos se presenta el
planteamiento general del problema mateméatico como un problema de valores iniciales y de contorno. Se
deducen las expresiones para el calculo de las derivadas cartesianas y para la evaluacion de las integrales sobre
hipersuperficies m-dimensionales en espacios Euclidianos n-dimensionales. Estas expresiones, basadas en el
cdlculo en variedades, tienen una aplicacién directa al caso de integracién en contornos y fracturas (m = 1, 2)
en medios tridimensionales (n = 3). Este tratamiento conduce a una formulacién compacta que es aplicable
a la integracién numérica en lineas, superficies y volimenes en dominios tridimensionales, evitdndose de esta
forma los célculos farragosos de la formulacion tradicional. El primer articulo concluye con una descripcién
de cémo se organizan los calculos en un programa de elementos finitos. En el segundo articulo®® se presenta
la aplicacién de esta formulacién a una serie de casos sintéticos de transporte de solutos a través de medios
porosos y fracturados que ilustran claramente el potencial, la aplicabilidad y las ventajas numéricas del
tratamiento adoptado.

A GENERAL AND EFFICIENT FORMULATION FOR FRACTURES AND BOUNDARY
CONDITIONS IN THE F.E.M.: I. THEORETICAL ASPECTS

Summary

Recent developments in numerical models have permitted the solution of engineering problems of increasing
complexity. Three-dimensional models are required in Hydrogeology to account for heterogeneities and
preferential flow in fractured media. In this series of two papers an efficient numerical formulation for the
implementation of boundaries and fractures embedded in porous media by the finite element method is
presented’. In the first one the mathematical problem is formulated with generality as an initial value and
boundary value problem. The expressions for the computation of cartesian derivatives and integrals over
m-~dimensional surfaces within n-dimensional Euclidean spaces are derived. These expressions are based on
manifold calculus and can be directly applied to the integration along boundaries and fractures (m = 1,2)
in three dimensional media (n = 3). The first paper concludes with a description of how the computations
are organized in a finite element program. The second paper® includes several synthetic cases of solute
transport through porous and fractured media, which show the potential and the numerical performance of
the formulation presented here.
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INTRODUCCION

Elaboracién de un modelo numérico

Los pasos necesarios para la elaboracion de un modelo numeérico son los que se expresan
en la Figura 1.

Realidad Fisica

|

Identificaciéon de procesos
(Mecanismos Fisicos y Quimicos)

|

Modelo Conceptual

|

Formulacién matemética
(EDP, Condiciones Iniciales, Condiciones de Contorno)

|

Modelo Matemaético

|

Formulacién numérica
(p-e. Método de Elementos Finitos)

|

Modelo Numérico

Figura 1. Obtencién del modelo numérico (modificado de la referencia?)

En la modelizacién hidrogeoldgica y, en particular, en la relacionada con la simulacién y
prediccién del comportamiento de un almacenamiento geoldgico profundo para residuos
radiactivos, se ha hecho necesaria una representacion cada vez méas precisa del medio
geolégico® 6, lo cual requiere el desarrollo de modelos numéricos tridimensionales que
permitan incorporar fracturas embebidas en el medio poroso.

Modelos conceptuales para medios fracturados

El problema del flujo y transporte de solutos en medios fracturados es hoy en dia “un
problema de interés, tanto desde el punto de vista teérico como de su aplicacién practica””.

Hasta hace unos anos, todavia no habia consenso entre los investigadores respecto al
mejor enfoque del problema®. Los modelos conceptuales de medios fracturados pueden
clasificarse en los siguientes tipos:
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1) Modelo de medio continuo equivalente. En este modelo el medio fracturado se trata
como un medio poroso equivalente. Su empleo se justifica en términos estadisticos vy,
ante la incertidumbre acerca de la geometria y los parametros del medio fracturado, se
intenta sustituir éste por un medio poroso cuyos pardmetros promedien la situacién real
a gran escala. No es posible representar zonas fracturadas de extensién regional.

2) Modelo de doble porosidad. Permite trabajar con sistemas compuestos por dos o més
materiales, caracterizados por sus propios parametros hidréodinamicos y de transporte.
Existen distintas formulaciones para la evaluacion del intercambio de soluto entre la
fractura y la matriz porosa®=13.

3) Modelo de fracturas embebidas en el medio poroso. Resuelve las ecuaciones de flujo y
transporte simultaneamente en el medio poroso y en las fracturas. La mayor dificultad
radica en la correcta localizacion de las fracturas. Estos modelos superan las limitaciones
de los modelos de medio continuo equivalente y suelen emplearse para grandes fracturas
y fallas. Aunque existen implementaciones desde los afios setental®~1?, estos modelos
se han desarrollado —fundamentalmente para el problema de flujo— durante la tltima
década?0-?7,

4) Modelo de fracturas individuales. Este modelo intenta describir el medio fracturado
a partir de cada una de sus fracturas, lo cual presenta dos problemas: la definicién
geométrica de las fracturas y la solucion numérica de las ecuaciones de flujo y transporte
a lo largo de dichas fracturas. Respecto a este ultimo problema, la ley ctbica suele dar
buenos resultados para el flujo, pero no para el transportes.

5) Modelo de redes de canales. En este tipo de modelos hay dos enfoques: fracturas como
canales independientes o formando una red entrelazada. La desventaja principal es que
no permiten una representacion tridimensional de la variable de estudio.

Tratamiento adoptado para los medios fracturados

Se ha optado por un modelo mixto de fracturas discretas embebidas en el medio poroso.
Este es el modelo adoptado por Kiraly?® y posteriormente generalizado por Perrochet?.
Este tratamiento es el mas adecuado para la modelizacion de fracturas bien definidas y
es valido tanto para problemas de hidrogeologia como otros problemas en los que puedan
aparecer discontinuidades en el medio de estudio, como pueden ser la mecédnica de suelos
—elasticidad y elastoplasticidad— y la mecanica de fracturas. Estos modelos estan recibiendo
una atencion creciente® y no existen problemas conceptuales para su aplicacién a problemas
complejos con procesos acoplados.

Aunque algunos de estos modelos consideran la existencia de elementos de menor
dimensionalidad (1D y 2D) que la del dominio (2D y 3D), suelen carecer de una formulacién
compacta para la integracion numérica en lineas, superficies y volimenes en dominios
tridimensionales. En este trabajo se presenta una formulaciéon general que soslaya los
célculos farragosos de las formulaciones tradicionales. Para ello se comienza presentando la
formulacién matemédtica del problema. A continuacién se revisan y detallan las principales
propiedades de las superficies generalizadas. La dificultad para la evaluacién de las integrales
de superficies m-dimensionales en espacios n-dimensionales (m < n) se resuelve mediante
una relacion —que se demuestra por induccién— que relaciona el diferencial de superficie
generalizada dS,, con los diferenciales de las coordenadas locales d¢; (i =1,...,m). Dicha
relacion es completamente general. El articulo concluye con una sintesis del proceso de
calculo de las distintas matrices elementales que resultan del método de elementos finitos.
La aplicacién de la formulacién propuesta a casos sintéticos se presenta en el segundo articulo
de esta serie.
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FORMULACION DEL PROBLEMA MATEMATICO

El problema matematico es un problema de valores iniciales y de contorno que, de un
modo general, puede definirse mediante la ecuacién

L(u)=0 en 2 (1)
junto con las condiciones de contorno

B(u) =0 en I’ (2)
y la condicién inicial

ul,_y = Uo en ) (3)

Los operadores L( ) y B( ) correspondientes al flujo subterrédneo, el transporte de solutos
y el transporte de calor se recogen en la Tabla I. Los distintos términos se describen en el
Apéndice 1.

Proceso L() B()

Flujo L(h) =V -(KVh) B.(h) = (KVh) -n—a(h* —h) - Q"
subterraneo +r— 9, %—}; Ba(h) =h —h*

Transporte L(c)=V-(¢DVc)—q-Vc B.(c) = (—¢DVc) -n—p(c* —c) — F*

de solutos +r(c* —c¢) — ApRc — QSR% Ba(c) =c—c*

Transporte | £(T) =V - (p“ VT) _q-VT | BAT) = (— 5 VT) ‘n—~A(T* —T)— J*
de calor +r(T* = T) — Letm OF Ba(T)=T —T*

Tabla I. Operadores diferenciales que definen el problema matematico del flujo subterraneo
y el transporte de solutos y de calor. Se incluyen los operadores de contorno de
tipo Cauchy (mixto) B.( ) y Dirichlet Bq( )

En problemas reales no es viable obtener la solucién exacta u del problema. En su lugar
se busca una solucién aproximada «, de la forma

i(z,t) = Z ;(t) Ni(=) (4)

donde 4;(t) es la solucién aproximada en el nudo i, N;(x) son las funciones de forma o
funciones de prueba, y N es el nimero de nudos del dominio. Introduciendo la solucién
aproximada @ en las ecuaciones (1) y (2), se obtiene

L(G)=¢e,#0 (5a)
B(i) =e5 #0 (5b)
donde €, y &5 son los residuos. El fundamento del método de los Residuos Ponderados

consiste en minimizar estos residuos segin un determinado criterio. El criterio de
minimizacién consiste en imponer que sean nulos los siguientes productos escalares:



Una formulacién general y eficiente de las fracturas en el MEF: 1. Aspectos tedricos 475

(ec(zyt), wi(x)) | =0; j=1,....,N (6a)
Q
<€B($7t) ’ wJ(x» =0, j=1,...,N (Gb)
r
o lo que es lo mismo
/eﬁ(a:,t)wj(a:) a=0; j=1,....,N (7a)
Q
/eg(x,t)wj(a:) =0, j=1,....N (7h)
r

donde w;(x) y w;(x) son funciones de ponderacién o de test. Para que se verifiquen
simultdneamente la ecuacion en derivadas parciales y las condiciones de contorno, el
problema inicial se reescribe en términos de residuos ponderados™

Q r
Efectuando una integracion por partes se llega a una expresién del tipo
/./\/l(wj)./\f(ﬁ) dQ—i—/P(@-)Q(ﬂ,) ar=0; j=1...,N (9)
Q r

que se denomina forma débil de la ecuacién original. Expresado de este modo, el problema
es equivalente al original, pero presenta las siguientes ventajas®®:

1) Las derivadas que aparecen en los operadores M( ), N( ), P( )y Q( ) son de menor
orden que las que aparecen en los operadores L( ) y B( ).

2) Las condiciones de contorno naturales (las de tipo Neumann) se satisfacen
automaticamente.

Si se emplea el Método de Elementos Finitos, es decir, si se utilizan funciones de
forma locales, las integrales en el dominio de solucién pueden calcularse como sumas de
las integrales en los elementos, por lo que la Ecuacién (9) se puede expresar mediante

Z/ﬂ M(w;) N (@) dQe-FZC:/F P(w;)Q(a)dl'. =0; j=1,...,N (10)

y la solucién del problema se obtiene como combinacién lineal de los valores nodales en cada
elemento, de modo que la Ecuacién (4) se reduce a

NTI,

i(z,t) = Zaz(t) Ni(z) (11)

i=1

donde N, es el nimero de elementos en que se discretiza el dominio y N, es el nimero de
nudos del elemento.
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SUPERFICIES EN ESPACIOS EUCLIDIANOS DE DIMENSIONES
SUPERIORES

La definicion de superficie generalizada —hipersuperficie- se establece de forma
especialmente clara en la referencia®. Sea FE,, un espacio euclidiano n-dimensional referido

coordenadas cartesianas £ = (x1,...,Z,), se dice que un conjunto S en F, es una superficie
m-~dimensional si pueden encontrarse n funciones
fl(fh s 7£m)
. (12)
fn(é-la v 75771)
definidas en un conjunto abierto U del espacio E,, referido a las coordenadas & = (&1,...,&n)

(Figura 2), y que cumplan las propiedades siguientes:

1) Las ecuaciones

€Ty = f1(§17---7€m)

- (13)
Ty = fn(fla s agm)
0 mas compactamente
z = f(§) (14)
definen una aplicaciéon biunivoca continua de U sobre S cuya inversa también es continua.
2) Las funciones f;(&1,...,&,) tienen primeras derivadas continuas en U.
3) Para cualquier punto £ € U, y parai = 1,...,m, se define el vector en FE,
ofy
9
of :
© =5 (15)
ofn
9&i
Se requiere que los m vectores A; sean independientes, es decir, que
W, =/ T(A1,A,,...,A,) >0 (16)

donde I es el determinante de Gram, definido como?®

Al'Al Al‘AQ AlAm
A,-A A A, - A A

[(Ai, ..., Ay) = det : : : =det(Gn)  (17)
Am'- A Am‘- A, - A, :Am

siendo G, el tensor métrico covariante de la transformacion (ver ecuaciones (22) y (23)).
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Coordenadas locales: £ = (£1,...,&m) Coordenadas globales: £ = (z1,...,Zs)
Figura 2. Aplicacién del conjunto U C FE,, sobre la superficie S C E,
CALCULO DE LAS DERIVADAS CARTESIANAS
Para el célculo de las integrales de elemento de la Ecuacién (10) es necesario evaluar

derivadas globales de la variable de estudio @, lo cual requiere el calculo de las derivadas
cartesianas de las funciones de forma en un espacio Euclidiano n-dimensional F,,,

N, N,
Vi =V <Z N; u) => (VN (18)
=1 i=1

ON;
3x1
dN; .
N, = = : 1
VN = — (19)
ON;
o0x,

N; son las funciones empleadas para interpolar la solucién que, para elementos
isoparamétricos, coinciden con las funciones de interpolacion de la geometria. Las funciones
de forma estan expresadas siempre en términos de las coordenadas locales, es decir,

Debe recordarse que la dimensién de la superficie de integraciéon no tiene porqué coincidir
con la dimensién del espacio (en general m < n), pues se debe integrar en contornos y
fracturas.

En el Apéndice 2 se deduce la expresion del gradiente de las funciones de forma en
coordenadas globales, que se expresa a continuacién

AN

N.:
Ta _ AN o (21)

VN;
zes  d€ Zes

Tres
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donde J es la matriz jacobiana de la transformacién de U C E,, a S C E,,,

ofi ofi
& 0

=4 A A =] : (22)
€, 96,

y G es una matriz m x m (puede demostrarse que tiene cardcter tensorial) que se calcula
como

G=JJ (23)

INTEGRACION EN FRACTURAS Y CONTORNOS

Como se ha visto, en la formulacién de elementos finitos surge la necesidad de evaluar
un gran numero de integrales en el dominio y en los contornos del problema, que se pueden
obtener como suma de integrales en los elementos. Dado que la funcién integrando se conoce
en las coordenadas locales —naturales—, es necesario expresar dichas integrales también en
coordenadas locales®.

En la bibliografia se recoge el caso de integracion a lo largo de una trayectoria (superficie
unidimensional) o de una superficie (superficie bidimensional) en un espacio Euclideano
tridimensional. Para el segundo caso, sea F(x,y,z) una funcién escalar definida en una
superficie S parametrizada por una funcién f

f:UCR® — SCcRR®
&n)  — f(&n) = (@& n)y&n),=(n)

31-32

(24)

se define la integral de F' sobre S como
| P2 ds = [ Fa(n)y(€n),2(6m) VEG— P d dn (25)
S U

donde E, F y G son los coeficientes de la primera forma fundamental®3. Este es un caso
particular en el que el conjunto abierto U C IR? y la superficie S C IR®.

Para un caso general, en las condiciones expresadas en el tercer apartado de este articulo
(ecuaciones (12) a (17)), sea U C E,,, un conjunto abierto en el espacio local (coordenadas
), sea S C E, una superficie en el espacio global (coordenadas z), y F'(z) = F(z1,...,%,)
una funcién definida y continua sobre la superficie elemental S C F,,. La integral de F
sobre S se define como

/S F(g) dS = /U F((£)) S, (26)

La dificultad del problema reside en encontrar la relacion que liga el diferencial de
superficie m-dimensional dS,, en un espacio Euclidiano n-dimensional F,, y los diferenciales
de las coordenadas locales d¢, ..., d&,,. Puede demostrarse que tal relacién viene dada por

dS,, = \/det (Gon) déy d&s ... dép, (27)
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donde G,, es el tensor métrico covariante de la transformacién de coordenadas & L x (ver
ecuaciones (22) y (23)). Noétese que, definida de esta forma, la integral no depende de la
representacién paramétrica particular empleada para S 2°73°. TLas ecuaciones (26) y (27)
constituyen el nicleo de la formulacion que proponemos para el tratamiento de las fracturas
y de las condiciones de contorno.

El Apéndice 3 contiene la demostracién completa de la Ecuacién (27) para la evaluacién
de integrales sobre la hipersuperficie m-dimensional S C E,,. Dicha demostracién se realiza
por induccién, es decir, se demuestra que:

1) Para m = 1 (diferencial de linea), se verifica que
dS, = dt = \/det (G,) d&, (28)
2) Cumpliéndose que para una superficie m-dimensional
dS,, = \/det (G,,) d&, de, ... dE,, (29)
entonces se verifica que

dSm+1 =\ det (Gm+1) dgl d£2 e d£m+1 (30)

La demostracién de este tltimo paso se basa en el hecho de que el diferencial de superficie
(m + 1)-dimensional dS,,+1 puede obtenerse de modo general a partir de dsS,, como

dSms1 = dhdS, (31)

donde dh es el modulo del vector dh, normal al hiperplano tangente a la superficie .S, en
torno al punto z, tal y como se explica a continuacién.

X3

2 A f&)

Figura 3. Plano tangente a una superficie 2D en un espacio IR®, en un punto # perteneciente
a la superficie

Sean dzx;, i = 1,...,m, los vectores que generan el hiperplano tangente a la superficie
m-dimensional S, en el punto & € S,,, donde x es un vector de E,, (ver Figura 3 para m = 2
y n = 3). Los vectores dz; pueden calcularse como

_ Oz, _Of&) . g
dxi—aé_idgi— 851 dfl_AZdEZ’ 7'_17"'7m (32)

Del mismo modo _
A1 = Apy1 &g (33)
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dg,

&

dg,

Es

L‘il X Y2

dVa = d&y d&y dés dSz = dV = dh dS»

Figura 4. Construccion del diferencial de superficie generalizada dS,,+1 param =2y n =3
Se descompone dz,,,; en sus componentes tangencial d¢ y normal dh (ver Figura 4
param =2y n=3)
Az, 1 = dt + dh (34)

La componente tangencial puede expresarse como combinacién lineal de dz, ..., dz,, ya
que dt pertenece al hiperplano tangente a la superficie, por lo que

dt = Aydzy + ... + \pde,, (35)

dh = A1 — dt = A1 dépin — Y Nida; (36)

i=1

Calculando el médulo de dh como

(dh)* = dh - dh (37)
y haciendo uso de la condiciéon de que dh es normal al hiperplano d#., ..., dz,,, es decir
dh-dzg; =0 (38)

se obtiene la siguiente expresiéon para dS,, 1

(ASi41)” = (Am+1d5m+1 Ay adEnn — Y NAdE -Am+1d5m+1> :

T'(Ay, ... ,Am)(dgl)z...(dgm)2

Tras una serie de operaciones en las que se hace uso de propiedades de los determinantes
(Apéndice 3) se llega a

(dSmi1)* =T(A1, ..., Api1)(d&)? ... (d€min)? (40)

o la expresién equivalente

(39)

dSm+1 =\ det (Gm+1) d£1 N d£m+1 (41)
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Xo

1D: dV = A¢ dS, = A, df 2D: dV = edSs = edS

Figura 5. Diferencial de volumen en fracturas 1D y 2D en un espacio 3-D a partir del
diferencial de superficie generalizada

El calculo del diferencial de volumen en fracturas —elementos de menor dimensionalidad
que el espacio— es inmediato a partir del diferencial de superficie generalizada. Para
elementos unidimensionales basta con multiplicar por el &rea transversal asociada al
elemento y en elementos bidimensionales por el espesor de la fractura (Figura 5).

FORMULACION DEL MEF. ORGANIZACION DE LOS CALCULOS

En este apartado se describe el proceso de calculo de todas las matrices elementales. Se
emplea la notacién habitual de elementos finitos para medios continuos y estructuras?®34=35
y se aplica, para mayor claridad, a una de las matrices de elemento que se debe evaluar: la
correspondiente al término difusivo de la ecuacién de flujo. Con la formulacién de Galerkin,
esta integral en el dominio del elemento {2, toma la expresion

A = /Q K VN, - VN; dQ (42)

donde los subindices i, j se refieren a las componentes de la matriz. Se define el vector N
como el vector de funciones de forma igual a

N
N,

N={" (43)
N,

donde las NN; son las funciones de forma de los nudos del elemento, y n, es el niimero de
nudos de dicho elemento. En forma matricial la matriz de elemento de la Ecuacién (42) se
puede escribir como

A :/ VN . K -VN' dQ (44)
=~ 0 =~ N =~
N, xN,, ¢ Npxn nxn nxN,

donde n es la dimensionalidad del problema (1, 2 6 3) y VN es la matriz gradiente de
funciones de forma —Ecuacién (A2.1). Esta integral no se puede calcular, en general, de
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forma analitica y se debe recurrir por tanto a la integracién numérica. A continuacién se
muestran ordenadamente los pasos para la evaluacién de la integral (44) en un cédigo de
elementos finitos®*.

do e = 1, N, (bucle sobre los elementos)

o Actualizar coordenadas nodales (ELCOD)

Z1,1 o Tin
X = : : (45)
~—~ . .
NpXn Ty, 1 o Tagm

do g =1, N, (bucle sobre los puntos de Gauss)

o Actualizar puntos de Gauss (POSGE)
Eg = (517 R 7§m)g (46)
~—
NQ
o Actualizar pesos de Gauss (WEIGE)
Wy

e Fvaluar funciones de forma (SHAPE)

Ni(€,)
N, = : (47)
—~—
Ny NNn (Eg)
e Fualuar derivadas naturales de las funciones de forma (DERIE)
851 agm
E, =| : (48)
—
N, xm aNNn o aNNn
0&, %m /
o Cldlculo de la matriz jacobiana (XJACM)
J, = X' E, (49)
—~ N~
nxm nXNp N, xXm

e Calculo del tensor métrico covariante (XJACE)

G, = J J, (50)
mXxXm mxn MXm

e Fuvaluar derivadas cartesianas de las funciones de forma (CARTD)

oN, . ON;

5131 Exn
B, =VN, = : : = E, G,' J (51)
~—~— M =
N, xn aNN'n, 8NNn NpuXm mxm mxn

8ZE1 3xn
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e Cdlculo de la matriz constitutiva (DMATX)

D, =K
~~

nxn

e Cldlculo del diferencial de volumen (DVOLU)

Area si el elemento es 1D
dV, =b \/ det(G), wy, b= Espesor si el elemento es 2D (52)
1 si el elemento es 3D

enddo g (fin del bucle sobre los puntos de Gauss)

e Cdlculo de la integral numérica de la Ecuacion (44) (AMATF)

Ng

& Yo n 8 m g
N~

Np XNy g=1 Npxn nxn nxN,

enddo e (fin del bucle sobre los elementos)

CONCLUSIONES

En el primero de los dos articulos de esta serie se ha presentado una formulacién
compacta de las fracturas embebidas en un medio continuo y de las condiciones de contorno
del dominio, para su implementacién eficiente en programas de elementos finitos. La
formulacién adoptada se justifica desde un punto de vista matemédtico con toda generalidad
(calculo en variedades en espacios Euclidianos n-dimensionales) y se aplica posteriormente
para la evaluacién numérica de las integrales en elementos uni y bidimensionales dentro de
un espacio tridimensional. Ademds de su generalidad matemadtica, esta formulacién es valida
para elementos de cualquier dimensién, lo cual evita tener que recurrir a calculos especificos
para cada tipo de elemento 1D, 2D y 3D, que en general son més farragosos. Este tratamiento
matematico se ha implementado en un potente cédigo para la modelizacién de flujo de agua
y transporte de solutos y calor en medios porosos y fracturados (TRANMEF-3)!. En el
segundo articulo de esta serie se presenta la descripcion del cédigo y su aplicacién a varios
ejemplos de flujo de agua y transporte de solutos a través de medios fracturados?®.

APENDICE 1

En este apéndice se recogen los términos empleados en la Tabla I de este articulo,
referentes a los problemas de flujo subterraneo, transporte de solutos y transporte de calor.

FLUJO SUBTERRANEO

Nivel piezométrico [L]

Tiempo [T

Tensor de conductividad hidraulica [LT~?]
Recarga volumétrica [T~!]

Coeficiente de almacenamiento especifico [L™?]
Vector unitario normal normal saliente [ad.]
Coeficiente de goteo [T7!]

Nivel piezométrico externo en el contorno [L]
Caudal en el contorno [LT ]

NIRRT

*

=0 S8

<
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TRANSPORTE DE SOLUTOS

Concentracién [M L3

Porosidad [ad.]

Tensor de dispersion efectiva del medio [L* T~

Vector velocidad de Darcy [LT ]

Coeficiente de desintegracién radiactiva [T7!]

Coeficiente de retardo [ad.]

Coeficiente de transferencia de soluto [LT ]

Concentracién externa en el contorno [M L]

Flujo dispersivo de soluto impuesto en el contorno [ML™2T 1]

N @Ry R ge 0

*

TRANSPORTE DE CALOR

T Temperatura [O)]

K Tensor de conductividad térmica efectiva del medio [M LT 0]
Puw Densidad del agua [M L™3]

Pm Densidad del medio [M L~3]

Cu Calor especifico del agua [L?T 207!

Cm Calor especifico del medio [L*T 2071

07 Coeficiente de transferencia térmica [LT™!]

T Temperatura externa en el contorno [©]

J* Flujo térmico impuesto en el contorno [LT~! 6]

APENDICE 2

Se deduce a continuacién la expresion de las derivadas cartesianas de las funciones de
forma

%Nl .. ?)Nl

t T L

av [ VN : :

\/ d.’l: : t

Ny xn (VNy,) ON, ON,,
a;l;lu . _LLaﬂjn

Por definicién, la variacién de las funciones de forma a lo largo del conjunto U C F,, viene
dada por

%df Ny . 0N
dN : : :
AN = S = : _ : : (A2.2)
% AN ON ON de
dgn d§ agTTL . e aé-/jvn:n
E (Np xm)

Ademéds, si dx estd contenido en S C E,, y dado que £ = f(£), se verifica que
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% gfl
é-l gm. dé-l
dz o, df©) , | - ; ,
" O Ofn | %m
J (nxm)

Las anteriores ecuaciones (A2.1), (A2.2) y (A2.3) se pueden reescribir de forma compacta
como

4N

N =" A2.4
v I (A2.4)
dN = E d¢ (A2.5)
dx = J d€ (A2.6)
Premultiplicando la ecuacién (A2.6) por J' se tiene
ta . qt
Jdx=J Jd¢ (A2.7)
G
Despejando d€ de la ecuacién anterior y sustituyendo en (A2.5) se obtiene
dN=EG 'J dx (A2.8)

Sustituyendo (A2.8) en (A2.4) se obtiene finalmente la expresién de las derivadas cartesianas
de las funciones de forma

—EG'J

Tecs

VN (A2.9)

Tes

APENDICE 3
Este apéndice contiene la demostracién de la Ecuacién (27) para la integracién de
funciones sobre superficies, que se define en la Ecuacién (26). Se trata de justificar

que en un espacio Euclidiano n-dimensional FE,,, el diferencial de superficie generalizada
(hipersuperficie m-dimensional) viene dado por

S, = W,y d; ... dén, (43.1)

para m < n donde W,, se define en las ecuaciones (16) y (17) como

W,, = det (G,)) = VT(4A1, ..., An) (A3.2)
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La demostracién se realiza por induccién, es decir, se prueba que

1) dSl = W1 dé.l,
2) dado que se cumple que dSy = Wy, d&; ... d, entonces

dSk+1 - Wk+1 d€1 e d§k+1

Diferencial de linea dS;

El diferencial de linea d¢ de una curva £ = f(&;) en un espacio n-dimensional puede

calcularse segin la siguiente expresién
(dS,)* = (d¢)? = dz - dx
Desarrollando d& en funcién de la coordenada natural &;

oz Of(&) .
dz = 8_51(151 = o6, dé& = A, d&

y sustituyendo (A3.4) en (A3.3), se obtiene!
(dS1)? = (A1 d&,) - (A1 d&y) = T(A1d&) = T(Ay) (d&r)?

por lo que se verifica que
dS; = Wi d&

T En este apéndice se utiliza de forma sistemética la relacién

D(Avdéy,. .., Apdén) =T (A, ..., Ap) (d€1)? ... (d&)?

Esta igualdad puede demostrarse con facilidad sin méas que expresar

<A1d£1 -Aldﬁl A1d£1 Akdgk)

Apdy - Ard&r - ApdEy - Apdéy

T(Aider,..., Apdey)
¢ -+ 0 A -A - A A d&
0 ... dék Ak:Al Ak:Ak 0

y emplear la propiedad de los determinantes3!

det(A - B) = det(A) - det(B)

(A3.3)

(A3.4)

(43.5)

(A3.6)
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Diferencial de superficie (k+1)-dimensional dSj;

Se supone que, efectivamente, el diferencial de superficie k-dimensional en un espacio
Euclidiano n-dimensional F,, puede evaluarse como

dSy =Wy d&; ... d& (A3.7)
es decir,
(dS)* =T(Ay, ... ,Ap)(dE)? ... (d&)? (A3.8)

El fundamento de la demostracién reside en que el diferencial de superficie
(k + 1)-dimensional dSjy; puede calcularse de un modo general a partir de dS), como

dSk+1 == dh dSk (A39)

donde dh es el médulo de dh, que es la componente de dzj; —Ecuacién (33)— normal
al hiperplano formado por dzi, ... ,dx,. Si se descompone dxp,; en sus componentes
tangencial dt y normal dh, se tiene

dt = \idx, + ... + N\ dxzy, (A310)
k
dh = dgy1 — dt = Ap1dG — Y Nidz; (A3.11)
=1
Por ser dh normal al hiperplano dz,, ... ,d®z; se verifica que

Desarrollando dh y utilizando las ecuaciones (A3.11) y (A3.12), se tiene que

k
(dh)* = dh - dh = (Ak+1d§k+1 -3 /\iAid§i> -dh (A3.13a)
=1
k
= Apndépyr - dh = Nidh - Aidg; (A3.13b)
1=1
0
k
= Ak+1dfk+1 'Ak+1d§k+1 - Z )\iAz‘d& : Ak+1d§k+1 (A3-13C)

i=1

Sustituyendo las ecuaciones (A3.8) y (A3.13c) en la ecuacién (A3.9) se obtiene una expresion
para dSy1

k
(dSks1)” = <Ak+ld§k+l CApdGin — Y NAdE -Ak+1dfk+1> :

i=1

T(Ay, ... AR (dE)? .. (d&)?

(A3.14)

Unicamente resta por demostrar que la expresion anterior es equivalente a

(dSii1)? = T(Au, ..., Apir)(dE1)2 .. (d€psr)? (A3.15)
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Desarrollando (A3.15) se tiene que

T(Ai, oo Ap) (d€)* . (d€in)? = T(ArdEy, .. A diyn)

Ade, - Ade, ce AgdEy - Agdg A d&y - Ap1dEyia (A3.16)

= det : : 3
ApdSy, - AndSy -0 Agdg - Ardéy Ay dgy, - Apsrd€ppn

Aprrd€r - Ardey -+ Aprd§ur - Ardly Apad€psn - AprdSi

El valor del determinante no cambia si se hacen combinaciones lineales de filas o columnas?'.
Por ello, se resta a la tltima columna;:

A1veces la primera columna

Apveces la k-ésima columna

De este modo el determinante se expresa como

Avdgy - Aprd€ea—

A1d§1 . A1d§1 - A1d51 . Akdgk- _ Zf:l )\Z_Aid& . A1d§1
det ' . Adgy, - Apyadéyn— (A3.17)
LA - Ardy kA& - Ard&s, _Zle N A dE; - Ard€y,
A d A d —
Aridbnns - Avdes o Apordinss - Avdes et1AdEk+1 - App1dEia

- Zf:l )‘iAidgi ’ Ak+1d§k+1

Teniendo en cuenta la ecuacién (A3.12), se puede escribir

k
Ajde; - Apprdée = Y NAdG - Adg; =0, j=1,..k (A3.18)

i=1
Por lo tanto, se anulan las componentes de la columna (k + 1) del determinante anterior,

desde la fila (1) hasta la fila (k). Reescribiendo el determinante y desarrollandolo segun la
dltima columna, se tiene

A dé; - Adéy A d& - Agdéy, 0

det | Audéy- Avde, - Audé, - Adéy 0

Ak+1d§k+1 : Ak’+1d§k+l_
A, qd -Ad oo Apd -Ad
k111 - Ardéy kr1dEk11 - ArdSy, _Zle NAE, - AprdEn s

k
= (Ak+1dfk+1 A1 dEp — Z)\iAidfi : Ak+1d§k+1> :

i=1
Aydg - AydSy - Aidé - Agdg,

ApdSy, - AndSy - Agdg - Ardgy,
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k
= (Akﬂdfm A d€en — Y NAME - Akﬂdfm) :

=1

D(Ayde,, ..., ApdEy) (A3.19%)

que es efectivamente la expresién de (dSy+1)? dada por la ecuacién (A3.14).
Asi pues, queda demostrado por induccién que

dsS,, =W,, d& ... d&,, 1<m<n (A3.20)
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