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Capitulo 1

Introducciéon

Desde la déeada de los cincuenta hasta la actualidad venimos experimentando gran-
des avances en el drea de la informédtica y de lag formulaciones matemiiticas. Estos
desarrollos han posicionado al edleulo numérico en un lugar importante en diversos
ambitos la investigacion y la industria en general. La simulacidn nuimérica brinda a
estas disciplinas una herramienta que le permite conocer la respuesta de un sistema
sometido a solicitaciones de naturaleza mecdnica, térmica |, quimica, ete. En algu-
nos dmbitos, los modelos matemdticos han alecanzado tal grado de desarrollo que
han ido reemplazado en gran parte a las costosas experimentaciones, especialmente
en el cileulo de estructuras mecdnicas donde existen programas comerciales cuyos
resultados estdan certificados. Otra drea en la que las herramientas numéricas se
han tornado indispensables es la acrodindmica, donde su uso ha posibilitado alcan-
zar formas muy optimizadas, lo cual no hubiera sido posible mediante ensayos en
tineles de viento.

Los requerimientos de la industria y las potenciales aplicaciones de la simulacion
numérica han hecho de la misma toda una rama de la tecnologia en la enal se vineulan
diversas disciplinas cientfficas, principalmente la Matemstica, la Fisica, la Quimica,
la Ingenierfa y otras. Nétese que un drea de la importancia conceptual y cientifica
como es la dindmica de fluidos ha resultado tan prolffica gracias al empuje de las
ciencias Madieas. En particular los aportes realizados en las modernas formulaciones
basadas en modelos matemdticos capaces de emular comportamientos bioldgicos.

El tratamiento numérico de los fendmenos fisicos que se han ido planteando a
lo largo de los anos se han llevado a cabo utilizando principalmente alguno de los
siguientes métodos, el Método de las Diferencias Finitas, el Método de los Voliimenes
Finitos y el Método de los Elementos Finitos, En la denominacion de las tres
técnicas se incluye la palabra Finito. Esto no es sélo una coincidencia, sino que es
el concepto fundamental sobre el que se basa la simulacidn numérica: la posibilidad
de transformar un medio continuo en un medio discreto.
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Haciendo una revisién cronoldgiea tenemos que situar en primer lugar al Método
de las Diferencias Finitas. Fste método fue el punto de partida de la simulacién y
permitio la resolucién de una amplia gama de problemas. Sin embargo las mallas
estructuradas requeridas para la diseretizacion del problema comenzoé a ser un limi-
tacion cada vez mds dificil de superar a medida que se planteaban geometrias mis
complejas.

Il Método de los Voliimenes Finitos vino a cubrir las deficiencing presentadas
por su antecesor, ya que la formulacion del mismo permitfa utilizar mallas no es-
tructuradas.  Esta téenica se basa en la forma intepral de las ecuaciones, lo que
conceptualmente permitfa una mejor representacion de los fendmenos ffsicos. Sin
embargo algunas dificultades en la implementacion de las condiciones de contorno
forzaron a la bisqueda de nuevas alternativas

Sin dudas actualmente el MEF (Método de los Elementos Finitos) es el método
mds difundido v utilizado. Los excelentes resultados que brindan sus numerosas
aplicaciones lo han transformado en una herramienta muy potente y al mismo tiempo
econdmica, s1 se compara con los beneficios que conlleva su utilizacion,

Los ingentes recursos en tiempo y miquina requeridos para las tareas de prepro-
ceso (entiéndasge generacion de malla principalmente) ha supuesto en cualquier de los
wsos anteriores un insalvable cuello de botella. Los algoritmos de generacidn de ma-
llas no brindan una respuesta acorde a los requerimientos de velocidad y eficiencia.
Un ejemplo de ello se encuentra en la simulacién de choques de antomaviles donde
la discretizacidn requiere un tiempo aproximado de un mes de trabajo, mientras que
la simulacién se realiza en menos de 24 horas,

La presente tesis nace como respuesta a la inquietud de explorar un método
que permita resolver las ecuaciones diferenciales sin depender de una discretizacion
conforme, En particular nos centraremos en el llamado "Método de los Puntos
Finitog” que se engloba dentro de la familia de los métodos sin malla (Meshless
Method) por los que la industria ha demostrado un inusitado interés.

1.1 Objetivos

Dejar sentadas las bases de la aplicacién de método de Puntos Finitos a la mecinica
de los fluidos se puede considerar como el principal objetivo de la tesis, Para alean-
zar la meta propuesta serd necesario afrontar una serie de dificultades propias del
planteo e implementacién de una téenica poco estudiada, sobre la cual existen mas
interrogantes que respuestas concretas,

El trabajo se dividié en dos etapas claramente diferenciadas. En la primer etapa
se estudiard el método de Punlos Finitos para lograr un conocimiento mas integral
del mismo tratando, en lo posible, de identificar sus virtudes y defectos. Para
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este comentido se comenzard con la resolucion de problemas simples como el de
Poisson, la complejidad de las aplicaciones se irdn incrementado hasta llegar al
planteo del problema de Conveecion Difusion transitorio. Finalmente se extenderd
la formulacion a problemas bidimensionales y tridimensionales, con lo cual se dard
por finalizada la primera etapa del trabajo.

En la segunda etapa se planteard la aplicacion del método de Puntos Finilos
para la resolucion de las ecunciones de flujo incompresible, tanto en dos como en
tres dimensiones. El algoritmo resultante serd validado mediante la resolucion de
diferentes problemas de indole netamente académico, los que clasificaremos segiin
su naturaleza como problemas de Stokes, de Navier Stokes y de Euler.

1.2 Revision de los principales métodos sin mallas

Los métodos numéricos méds difundidos, sin dudas son: el Método de los Elemen-
tos Finitos (MEF), el Método de Vohimenes Finitos (MVFE) y el Método de las
Diferencias Finitas (MDF). Todos ellos presentan una caracterfstica comiin en la
necesidad de una malla o grilla a efectos de realizar la discretizacion, y ademis,
tanto en el MEF como en el MVF se usan estas grillas para la evaluacion de las
integrales provenientes de la formulacién en la que se basan. A pesar de muchos
anos de investigacion y del desarrollo de potentes algoritmos para resolver los pro-
blemas planteados por la generacion de las mallas, atn no se ha encontrado una
solueidn optima. Para palear estas dificultades aparecieron nuevos métodos numdéri-
cos cuyo objetivo primordial consiste en independizar el cdleulo de las funciones de
aproximacién de las diseretizaciones conformes.

51 bien los orfgenes de los métodos sin malla datan de la década del 70, recién
en el ano 1996 Onate y colaboradores [ONA 96a] propusieron las dos condiciones
bdsicas que una aproximacion numérica debe cumplir para ser considerada como un
téenica "mesh-free”. Estas condiciones son:

s La discretizacion de las incdgnita y sus derivadas pueden ser representados
exclusivamente en términos de las coordenadas de un conjunto de puntos per-
tenecientes al dominio de andlisis,

e Fn caso de ser necesaria la evaluacion de integrales, deberfa ser realizada en
forma independiente al procedimiento de interpolacién.

Para encontrar los primeros trabajos en los que se menciona el concepto de
aproximacion sin malla tenemos que remontarnos hasta fines de la década del 70, De
estos trabajos hay que destacar el pr{-:m'ml.m.]u en el ano 1977 por Lucy [LUC 77| en el
que dio a conocer el método denominado Srmooth Parlicle Hydrodynamies (SPH). En
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forma conceptual, podemos decir que este método se basa en la division de la materia
en un mimero finito de particulas a lag que se les asocian algunas propiedades [sicas.
Fn sus orfgenes este método se desarrolld con el objetivo de modelar fendmenos
astrofisicos, como por ejemplo, el movimiento de cuerpos celestes o explosiones de
estrellag. En el ano 1982 Monaghan [MON 82| publicé un articulo en el enal dio un
marco tedrico al SPH, y con ello se renovd el interés de los investigadores acerca de
las posibilidades que se abrian en torno a esta téenica.

[l SPH es un método simple y que se adapta fdcilmente a cualquier tipo de
problema, aungue estas cualidades se consiguen a costa de una aproximacion poco
precisa. En las aplicaciones prictica lag deficiencias en la aproximacion pueden ser
paliadas mediante diseretizaciones realizadas con una gran cantidad de punios, que
por otro lado es indispensable en formulaciones Lagrangianas, &mbito en el que em-
plea generalmente este método. Recientemente se han logrado mejoras sustanciales
en el SPH, ejemplo de ello es el trabajo presentado por Swegle [SWE 95| en el que
se muestra el origen de la inestabilidad espacial conocida como lensil stabilily, y
presenta una solucién para dicho problema.

En forma practicamente paralela se desarrolld un método denominado Genera-
lized Finite Difference (GFD). Con esta técnica se pretendia aprovechar las carac-
teristicas de las Diferencias Finitas pero independizindose de las grillas conformes
que hasta ese momento eran indispensables para su aplicacién, Los primeros aportes
a este método se deben a Perrone y Kao [PER 75], sin embargo, recién en el ano
1980, y gracias a un trabajo de Liszka y Orkisz [LIS 80], el GFD aparecid como un
opeion vilida y suficientemente robusta. En este trabajo se desarrolla una intere-
sante téenica de interpolacion para distribuciones de puntos arbitrarias, basada en
las férmulas de diferencias finitas generalizadas. Este método, de la misma forma
que el SPH, utiliza un procedimiento de colocacién puntual con lo que se obtiene un
sistema de ecuaciones discretas.

Si bien el método en si presenta grandes limitaciones, la téenica de interpolacidn
¢ue se utiliza en la aproximacion fue utilizada para una amplia gama de aplicaciones,
ontre IHH fque ['H'.ltll.‘lll{}ﬂ llf)lnbri’ll‘:

s cileulo de derivadas en problemas resueltos mediante el FEM y el FDM.
e interpolacién de resultados entre el FEM y el FDM.
s [nterpolacidn de datos experimentales.

Enlazando con la linea de trabajo surgida con el SPH aparecié un nuevo méto-
do llamado Reproducing Kernel Particle Method (RKPM) [LIU 95a], [LIU 95b],
[TIU 95¢]. En este método, y a través de las transformaciones conocidas como ™ Wa-
vlet”, se anade una funeién de correccion a las funciones de forma obtenidas a
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traves del SPH. Esta correceidon permiten solventar los problemas de precision en
zonas cercanas al contornos o cuando el mimero de particulas empleadas es pequeno.
En general quienes utilizan el RKPM se decantaron por esquemas de resolucion de
Galerkin, sin embargo en un trabajo presentado por Aluru [ALU 00], utilizé una
aproximacién del tipo Reproducing Kernel combinada con un esquema de coloca-
cién puntual, con lo eual se obtuvieron resultados muy prometedores.

Mas recientemente surgid una nueva linea de investigacién basada en la téenica
denominada Moving Least Square (MLS). El primer trabajo en el que se utilizé este
tipo de interpolacién data del ano 1992 y fue desarrollado por Nayroles y colabo-
radores [NAY 92]. El método propuesto fue bautizado con el nombre de Diffuse
Element Method (DEM), y con el se pretendio hacer una generalizacion del Método
de los Elementos Finitos, aunque la formulacidn tenfa una serie de simplificaciones
en la imposicion de las condiciones de contorno y en el edleulo de las derivadas, que
fueron muy cuestionadas por diferentes autores. A pesar de estos inconvenientes
el DEM presentaba algunas ventaja frente al FEM motivo por el que se continué
trabajando en él. Entre estas ventajas hay que destacar la posibilidad de obtener
funciones de forma con continuidad €' de manera simple.

Para la discretizacion espacial del DEM se utilizaba una formulacion integral de

salerkin, por este motivo era necesario definir una malla de fondo mediante la cual
se evahian las integrales, aunque dicha malla no necesariamente, debfa estar ligada
a la geometria,

Otro método basado en interpolaciones tipo MLS surgid de sucesivas mejoras
introducidas en el DEM, llevadas a cabo principalmente por Belystchko y colabo-
radores [BEL 94a), [BEL 96a), [BEL 96b|. El método resultante es conocido con el
nombre de Element Free Galerkin Method (EFGM). En lineas generales en estos
trabajos se solucionaron los inconvenientes en el cdleulo de las derivadas y se utili-
zaron multiplicadores de Lagrange para la correcta imposicion de las condiciones de
contorno de tipo Dirichlet. Este método tiene como principal desventaja su elevado
costo computacional, provoeado por el edleulo de las derivadas en forma estricta, sin
embargo los excelentes resultados obtenidos para problemas propagacion de fractu-
ras, sin necesidad de producir sucesivos remallados, como se debe hacer cuando se
utiliza ¢l FEM, hizo que el interés por el mismo crezea en forma continua. En los
artfculos citados se muestra que la aproximacidn realizada mediante EFGM mejora
sensiblemente las propiedades de convergencia del FISM,

Dentro de esta linea de trabajo Duarte [DUA 95a), [DUA 95h], [DUA 96| y Ba-
buska [BAB 95| hicieron un significativo aporte a la comprension de las caracterfs-
ticas v las propiedades de la interpolacién realizada mediante MLS reconociendo las
funciones de forma que se obtienen con este método como un caso particular de la
Particion de la Unidad, A partir de estos trabajos surgieron dos nuevos métodos:
el hp Clouds y la Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM).
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Siguiendo la linea de los métodos basados en formulaciones débiles es necesario
mencionar los trabajos realizados por Atluri y colaboradores que dieron lugar a dos
familias de métodos utilizadas para la resolucidn de problemas de elasticidad, El
primero de estos métodos es el Meshless Local Petrov-Galerkin (MLPG) [ATL 98],
[ATL 00al, [ATL 00b] donde se combinan la interpolacién mediante mfnimos cua-
drados ponderados mdviles y una formulacién débil local llevada a cabo a través
de residuos ponderados locales. La aplicacion de la forma Débil Asimélrica Lo-
cal v las funciones de aproximacion de minimos cuadrados maviles dieron lugar al
método Namado Local Boundarie Integral Equations (LBIE) [ATL 00¢], [ZHU 98].
Este método permite evaluar las integrales facilimente al llevarse a cabo en dominios
regulares (efreulos en 2D y esferas en 3D),

Il Meshless Finite Element Method (MFEM) [IDE 01a], [IDE 01b] presentado
muy recientemente por Idelsohn y colaboradores es una interesante propuesta. En la
misma se recogen todas las bondades del FEM aunque se independizan las funcione
de forma de las conectividades de los elementos. Segiin los antores este método puede
ser interpretado como un método de elementos finitos utilizando elementos de formas
geométricas distintas, o como un método sin malla con nubes de puntos formadas
por todos los puntos que pertenecen a una esfera vacia,

Finalmente tenemos que mencionar el método que se presenta en esta tesis que
ha sido bautizado con el nombre de Finite Point Method (FPM) o Método de Puntos
[iitos (MPF). Este método propuesto por Onate, Zienkiewile, ldelsohn y Taylor
[(")E‘:IA 95], |ONA 96a, [()NA 9Gb), |.ONA 00a] surge de la combinacién de las fun-
ciones de forma obtenidas mediante el MLS y la téenica de colocacion puntual, Este
esquema se completa con una novedosa forma de tratar las condiciones de contorno,
basada en ecuaciones de balance de flujos,

1.3 Contenido

La tesis se dividié en 7 capitulos, cada uno de ellos estd estructurado de forma simi-
lar, constando de una introdueccidn, el desarrollo del mismo y finalmente se presentan
unas breves conclusiones. En el Capitule 1 se realiza una introduceidn del trabajo
y se describen suscintamente algunas de las principales lineas de investigacién sobre
los métodos sin mallas. El andlisis de distintos tipos de aproximaciones se lleva a
cabo en el Capitulo 2, donde ademis se incluyen algunos aspectos relacionados con
la implementacién numérica. En el Capitulo 3 se presentan los elementos necesarios
para abordar la resoluciéon mediante el método de los Puntos Finitos de problemas
unidimensionales, mientras que en el Capftulo 4 se extienden los conceptos previos
a dos y tres dimensiones. En el Capflulo 5 se plantéan las ecuaciones para flujo
incompresible y se deriva un algoritmo de resolucion de las mismas, El algoritmo es
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validado a través de diversos problemas de aplicacion,

La generacion de las nubes se constituyé en un importante desafio por este motivo
se decidié incluir en el Capilulo ¢ algunas de las soluciones propuesta. Finalmente
en el Capitulo 7 se exponen las conclusiones y se dejan algunas inguietudes para
investigaciones futuras.



CAFITULO | INTRODICEION




Capitulo 2

Funciones de aproximacién

2.1 Introduccién

En este capftulo se describen en forma pormenorizada las téenicas de aproximacion
en la que se fundamenta el Método de Puntos Finitos. Con este fin planteamos la
téenica de minimizacion conocida como Minimos Cuadrados, deteniéndonos en el
anilisis de algunas caracterfsticas relacionadas con su formulacién, ‘Trabajaremos
gobre variante de dicha téenica (Minimos Cuadrados Ponderados Fijos), con la cual
definiremos funciones que, dado un conjunto de puntos arbitrarios, nos permitan
aproximar una incdgnita cualquiera sin necesidad de cumpliv con las restriceiones
impuestas por lag aproximaciones mediante interpolacion. Se estudiardn una serie de
pardametros, introducidos mediante la formulacion y finalmente se tratardn algunos
aspectos relacionados con la implementacién numérica de las mismas,

2.2 Construcciéon de una aproximacion

En este apartado se presenta una téenica que permita aproximar una funcion escalar
cualguiera w(z) en un dominio cerrado 2 € R d = 1,2,3. La definicion de dicha
aproximacion se realiza empleando tinicamente un conjunto de puntos x; con j =
l,...;n pertenecientes al dominio {1

Como ocurre en la mayor parte de las aproximaciones numéricas, el problema se
plantea en forma local, para lo cual el dominio se divide en subdominios que identi-
ficaremos como §2;, Generalmente estos subdominios estdn asociados a un punto x;
y se peneran mediante un disco (dos dimensiones) o una esfera (tres dimensiones) y
lo denominaremos dominio de influencia. Cada subdominio contendrd n, puntos y
el conjunto que forman lo identificaremos como @ (x;) donde el subindice ¢ indiea
que se trata del conjunto de puntos contenidos en €2, Este conjunto se lo conoce

9
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como nube de punfos.
Una caracterfstica distintiva de los métodos sin mallas radica en la posibilidad
de que losg subdominios se puedan solapar entre si y por lo tanto tendremos que

iﬂ; = {2
i=1

En la figura (2.1) se muestra una representacion de los subdominios generados
mediante discos.

Figura 2.1: Modelo computacional para un método sin malla,

Una vez definidos log subdominios podemos plantear una funcién de aproxima-
cion para cada uno de ellos, de forma que:

m

w(x) 2a(x) =Y p(x)ay(x)=px) ax) (2.1)

j=1

donde m es el niimero de términos de la base de aproximacidn, p (x) es el vector que
contiene las m funciones de la base y e (x) es el vector de coeficientes que multiplica
a cada uno de los términos de la base,

Para la construceion de la aproximacion, por su fexibilidad y simplicidad, las
bases polindmicas son las mds apropiadas. Su expresion general es:

p’ (x) = [1 T o x"‘] (2.2)
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aungue no hay que descartar el uso de otro tipo de base, ya que existen problemas con
soluciones que se adaptan a otro tipo de aproximacion como, por ejemplo, soluciones
discontinuag. En este caso parece apropiado introducir funciones discontinuns en
dicha base.

Dentro de las bases polindmicas, las que se utilizan con mayor frecuencia son las
de primer y segundo grado, que para el caso bidimensional (2D) y tridimensional
(3D) estdn dados por

Base polindmica de primer grado (lineal):
p ) =[1, 2,9 2D, m =3
plz,y, z)= [l,:a;,;:yr,.z]r 3D, m=4

Base polindmica de segundo grado (cuadritica):
. y g, o ey GBYE .
pla,y) =12,y 2% 2y, 5% 2D, m =6
ey o
P (:::,y! £) = [1,:::,"1;, z, 1y, :r:z,yz,u:‘t,y‘z,zzl 3D, m =10
Las expresiones de los m coeficientes ex (%) se pueden obtener evaluando la fun-

cin de aproximacion en eada uno de los ny, puntos del subdominio £ de forma tal
que

'”"1’ i %
h‘ a o’
U s 85
w=¢ P ored T h=d TP La(x)=Pa(x) (2.3)
: : P
tyy, fl, i,

donde w.i-' = u"(x;) son los valores de la funcién incégnita y i; = 4(x;) son los
valores aproximados en cada punto del subdominio. Finalmente el vector p; =
p(x;) contiene la base de aproximacion evaluada en el punto de coordenadas x;. El
conjunto de los n, vectores p; se agrupan en la matriz P.

Del sistema de ecuaciones planteado en (2.3) se pueden extraer los coeficiente
o (x), aunque para ello, es necesario que la matriz P no sea singular. Para que
esto ocurra es condicidn necesaria que el mimero de puntos (n,) sea igual a la
cantidad de monomios de la base (m), ademds estos monomios deben ser linealmente
independiente. Sin embargo estas dos condiciones no son suficiente para garantizar
que la matriz P no sea singular, ya que se debe cumpliv que la distribucion de los
puntos tiene que ser no degenerada [DUA 95b]. Para funciones de aproximacion
lineales, esta condicion se traduce en

s 5i 2 € RY, en el subdominio € deben existir d 4 1 puntos y sus vectores de
posicidn deben formar un elemento sampler de rango no nulo.
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Suponiendo que se cumplen las condiciones que garantizan la no singularidad de
matriz P, de forma que los coeficiente e (x) se pueden obtener a partir de

a(x) =P (2.4)

En la ecuacién (2.4) tanto la matriz P~' como el vector u” son constantes en eada

subdominio, de esta forma podemos reemplazar e (x) por e, con lo cual nos queda
a=Plu (2.5)

Substituyendo (2.5) en la ecuacidn (2.1) obtenemos la expresion de la funecién de
aproximacion para un subdominio determinado,

a(x) =p (x)P7'u"  Vxeq (2.6)

Utilizando una notacién mis estandar podemos escribir:

i(x) = NT(x)u" vxefl (2.7)
con
NT(x)=p"(x)P"'  V¥xe, (2.8)

Este vector estard compuesto por una serie de funciones
[N () = [Niae), M), oo, N ()] Ve, (2.9)

que representan la funciones de forma del punto definidas en el dominio £2;; estas
funciones son las que se utilizan en el método de los Elementos Finitos y cumplen
con la condicion estandar de interpolacidn [ZIE 89]. Esto implica que la solucidn
aproximada pasa por los puntos del dominio, y por lo tanto i(x;) = -u,ff', o lo que es
lo mismo

Nifx) =1 j=i (2.10)
Nj(xf) = 0 J#% hi=1 .1

La obtencidén de las funciones de forma mediante esta téenica es muy poco flexible
para ser utilizada en los métodos sin mallas, principalmente debido a la restriccidn
que impone la condicion m = n,,. La situacién con la cual esperamos encontrarnos a
la hora de realizar una aproximacion es que el mimero de puntos (n,) en cada sub-
dominio sea completamente arbitrario, lo que nos Heva a definir tres posibilidades:

1?) mp, = m
2°) np =m
3°) np <= m
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En el primer caso el problema no tiene solucion posible, por lo tanto la tinica
opcion es incrementar el mimero de puntos en el subdominio, con lo cual se transfor-
mard en una de las dos opeiones restantes, siempre que queramos conservar el orden
de la aproximacion; el segundo caso es el que acabamos de presentar y que da lugar
a lag funciones de forma del FEM y FVM entre otros mmétodos; en el tercer caso, que
por otro lado es el mds comiin en el dambito de los métodos sin malla, la solucidn
propuesta es realizar una aproximacion mediante la téenica de Minimos Cuadrados.

2.3 Aproximacién mediante Minimos Cuadrados

Dados los valores de una variable cualquiera en un niimero de puntos arbitrario la
téenica de Minimos Cuadrados (LS segin sus siglas en inglés) nos permite obtener
una funcion que se ajusta a dichos valores minimizando el error global,

Para plantear el problema de minimizacion se construye un funcional disereto
J (x) que depende del cuadrado de la diferencia entre el valor de la aproximacién
loeal 4(x), dada por la ecuacion (2.1) y el valor de los pardmetros u" en cada punto
del dominio. Su expresion es la siguiente:

I =Y [-aex)’= Y [u-p"(x)a) (2.11)

FEQ(x¢) 16Q(x)

Minimizamos este funcional con respecto a los m pardmetros o; (x) con lo cual:

aJ (%)

Bon() 2 2, P [ -p ()i (x)]| =0 i=1.,m (212)

JEQ(x)
desarrollando la expresion anterior:
ST op)ul= Y p)p T ()e(x)  i=1agm (2.13)
JEQ(x) J6Q(x)
Reescribiendo la ecuacion anterior en forma matricial tendremos,
(P P") & (x) = Pu" (2.14)

Si observamos las expresiones de lag matrices P todas sus componentes son cons-
tante, como asf también lo son los valores de u”, por lo tanto podemos reemplazar
o {x) por ex. Introduciendo las signientes definiciones A = PPT y B = P, podemos
recseribir la ipualdad anterior como:

Aa = Bu" (2.15)
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Luego si la matriz A tiene inversa, de la ecuacidn (2.15) se pueden obtener los
coclicientes del polinomio,
a=A"'Bu” (2.16)

Una vez obtenidos los coeficientes es posible la construccidn de la aproximacion de
la funcion 4 (x) para cada subdominio,

i(x) = p’(x)a = p’ (x)A"'Bu" Vx € () (2.17)

Por analogia con la notacién usada en el Método de los Elementos Finitos, defi-
nimos la funcion de forma, con lo cual tendremos,

N'(x) = p"(x)A"'B  Vx e (2.18)

siendo N7 (x) un vector que contiene a las ny, funciones de forma del punto x;. Ver
ecuacion (2.9).

Las funciones de formas obtenidag mediante este método ya no cumplen con las
condiciones standard de interpolacién, ver [Z1E 3!)], yiL que;

|

Ni(x) < 1 j=4t (2.19)
Ni) # 0 j#di di=1.m

y por lo tanto tendremos que i (x;) # ul'. Para evaluar la incognita se deberd usar
ln expresién
i(x)= Y Nj(x)uj (2.20)
JEQ(xi)
Para una mayor comprension de esta aproximacion, en la figura (2.2) se repre-
senta esquemdticamente una funcién cualquiera 4(x) y los valores nodales 'l'-{? para
un dominio arbitrario €.

2.4 Aproximacién mediante Minimos Cuadrados
Ponderados

En el procedimiento de interpolacién presentado previamente se minimiza de forma
global el error dentro de la nube correspondiente; existe una variante de gran interés
de esta formulacion aplicable para los casos en que la informacién local ¢ mais
importante que la informacién global. En estos casos es [6gico pensar que los puntos
que se encuentran mis cercanos al punto de interés tengan mayor influenecia que los
puntos que estdn mds alejados del mismo. Esta variante consiste en anadir una
funecion que actiie como ponderacion en el proceso de minimizacion.
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Figura 2.2: Esquema de la interpolacidn mediante Minimos Cuadrados.

2.4.1 Funciones de ponderacién

A continuacién haremos una descripeidn de las funciones de ponderacion que se
utilizan en este tipo de aproximacion. Para ello comenzaremos recordando que al
subdominio €2, € £ lo hemos denominamos dominio de influencia. Este subdominio
queda determinado por el punto de coordenadas x; denominado ”punto estrella”
y una longitud dyae. A la funcién de ponderacion ¢(x) asociada al dominio de
influencia centrado en x; la identificaremos como @, (x).

Siguiendo la definicion propuesta por Monaghan [MON 82, las funciones de
ponderacion deben satisfacer, las siguientes condiciones :

1) @i(x) = 1

D (x) #£0 VxS
3) p(x) =0  Vx ¢
4) p,(x) = 0 Vx € §)

In general las funciones de ponderacion se expresan como una funcién de la
distancia, la cual se define como d =|| x —x; || Existe un grupo de funciones que
han utilizado por diversos autores ([NAY 92|, [BEL 94a, [LU 94|) con este fin, por
lo cual es conveniente proponerlas para un posterior andlisis, Fstas son:
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Funeidn ednica

ol =1 (74)"

Funcidn gaussiana
 Eap(—(d/ By )~ Eap(—(dwin /)
pilx) = 1 Exp( ~(dmnx/ BV )

Funecion senoidal

i) = § (1-+ cos [z ])

Funeién polindmica de 4" orden
2 3 4
(%) =1—6 (T‘—) +8(7%) -3 (a%)
Los coeficientes & y /3 que aparecen en las funciones cénica y gaussiana permiten
modificar las caracterfsticas de las mismas y sus valores serdn determinados poste-
riormente. Bl ofro coeficiente que aparece en todas la funciones es d,,, (radio de

influencia), peneralmente este coeficiente es proporcional a la distancia al punto més
lejano respecto al punto estrella. En este trabajo se definié como:

e =7 * jtl.'.ltl.‘!f(lits) ;] (2.21)

siendo 4 una constante mayor que uno, y d; es la distancia entre el punto estrella y
el punto de coordenadas x;:

dy =l %) =%, = /(% — x,)? (2.2

La constante v se introduce para que la funcién de ponderacidn no se haga cero
en el punto mds algjado de la nube,

2.4.2 Funciones de forma

La obtencion de lag funciones de forma se realiza planteando una aproximacion
de Minimos Cuadrados a la que le anadimos una funcién de ponderacién que nos
permitird dar mds relevancia a ciertos valores,

Se define la aproximacién local segiin (2.1) utilizando una base polindmica p” (x).
De la misma forma que en el apartado anterior se plantea el funcional discreto .
con el que se evalia el cuadrado del error entre la aproximacion local i(x) y los
pardmetros u", este error es ponderado mediante una funcién de peso ¢(x). La
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expresion de dicho funcional serd:
43 ’
J (%) = Z ['u. -4 x, Z px 'u p’(x;) (K)J (2.23)
JeQ(x) JeQ(x)

Para simplificar la notacidn podemos escribir la ecuacidn (2.23) en forma matricial
J(x) = [u"—PTa (x)]" B(x ) [u" = Plex (x)] (2.24)

Las dimensiones de las matrices estan dadas por m (nimero de términos de la base)
y n, (mimero de puntos de la nube) y contienen los siguientes términos

Valores de la incognita
u T
b |k Lo P
gt = [u.“),u(a) u. . )]

Cocficientes del polinomio

a1 (x) = [u-, (x) , (¥ (x) 5

arden ('n.ﬂ x 1)

i

ooy Oy (%))] orden (m x 1)

Monomios de la base polindmica de orden m evaluados en los n, puntos de la
nube

mixw) mE@) < @ Exfu,ug
P pa(x(y) %) 0 m X(ng)

i F i
s

, orden (m = ny,)

P (x(l}) Pm (x(ﬂ)) rr Pm (x{n,.))

Funeidn de ponderacién evaluada en los n, puntos de la nube

(% — %) 0 0
0 - X)) 0
P (x)= : el : *@) y : orden (n,xn,)
0 0

(X = X))
En estas matrices los subindices puestos entre paréntesis indican que estamos
utilizando la muneracion local

Lan obtencién de los coeficientes e (x) se realiza a través de la minimizacion
del funcional J(x), definido en ecuacion (2.24), con respecto a cada uno de los
coeficientes, 03 (x)
X
= = =2 [& (x) [Pu" — P'ax (x)]]
Oex (x)

=0
esta expresion se puede reordenar de forma tal qu

(2.25)

P (x) Pu" = @ (x) P Pl (x)

(2.26)
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Introduciendo las siguientes expresiones:

A(x)=2(x)PP" = > o(x)p(x;)p’(x;) (2.27)
jeQ(xq)
y
B (x) = @ (x) P = [p(x)p(a1), p(x)p(22), ..., p(x)p(2,)] (2.28)

esta forma la ecuaeion (2.26) se transforma en:
A (x)a(x)=B(x)u" (2.29)
y, 8i la matriz A (x) no es singular, se pueden despejar los coeficientes:
a(x) = A(x)'B(x)u" (2.30)

Una vez obtenidos los coeficientes podemos reeseribir la aproximacion de la fun-
eidn ineognita:

i(x) = pT (%) (x) = pT(x)A(x) 'B(x)u"  Vxe (2.31)
Nuevamente introducimos el concepto de la funcion de forma:
N”(x) = p"(x)A(x) 'B(x) Vxe& (2.32)

Fs importante destacar que si se selecciona la funcién de ponderacion p(x) = 1
se obtiene una interpolacion de minimos cuadrados estandar.  También hay que
mencionar que por el eardcter de la minimizacion se sigue ml.mr)]ic-uu'lu que 'Ef.(x,) y!
uj-’. Por lo tanto i(x) es el valor real de la aproximacion que debe satisfacer las
ecuaciones diferenciales y los «" son simplemente pardmetros de la aproximacion,
que carecen de sentido fisico.

Teniendo en cuenta la definicién de las propiedades de las funciones de pondera-
cidn podemos introducir la signiente cambio en la notacidn

ax)= S Nxul=Y N@ul vxeq
FeQ(x;) i=1

debido a que los puntos que no pertenecen a Q (x;) estan ponderados por la funcidn
nula y por lo tanto no tienen efecto en el proceso de minimizacién,
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2.4.3 Consistencia u orden de la aproximacién

La aproximacién realizada mediante Minimos Cuadrados, los coelicientes e son
constantes en eada subdominio € y el orden de la aproximacion es directamente
el orden del polinomio p(x) que se utiliza como funcién base. Por otro lado en
el método de Minimos Cuadrados Ponderados los coelicientes e son funcion de
lns coordenadas x, por esta razon la funcion de aproximacion @ (x) puede contener
términos de mayor orden que los introducidos en la base polindmica, por este motivo
resulta de vital importancia demostrar que la funcidn definida puede aproximar, por
lo menos, las funciones de la base p(x) [TAY 95].
Para ello, consideramaos la signiente aproximacion:

13
) = 3 Ny 2
.': ]
donde la funcién de forma estd definida como;
N(x) = p"(x)A™ (x)B(x) (2.34)
proponeinos la signiente aproximacion:
"
U= NEU; (2.35)
ol
siendo,
U = [in (%), (%), (), ... T ()] (2.36)
4 ) P i ) :
'[_JJ.l = [u,;“u;:z, "-f';;p ,,.,'u;n] ('2..57)

son log valores locales, Le asignamos a cada u?‘r el valor del polinomio py(x;) por lo
tanto:

Ul = p”(x;) (2.38)
Usando la definicion de la funeion de interpolacion de la ecuacién (2.32) tendremos:
LS
U =3 Nyx)p"(x)) = p’ () A~ (x)B(x) P’ (2.39)
11
donde, ‘
P’ (x1)
p | PT(x2)
PT= . (2.40)

p’(xn)
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por otra parte sabemos que por definicion B(x) = ®(x)P, reemplazando en (2.39)
t'.l’-'!lll'.-!l!lHHl

0 =p (x)A"'(x)®(x)PP’ (2.41)
ademds ®(x)PP7T = A(x) por definicién, por lo tanto:

U=p (x)A™ (x)A(x) = p’(x) (2.42)

lo que implica que podemos interpolar exactamente cualquier funcion incluida en la
base p(x). Si la base utilizada para definir la funcidn la interpolacion es polindmica
y ademds estd completa, podremos interpolar exactamente a todas las funciones
polindmicas incluidas en dicha base, por lo tanto, el polinomio de primer orden estd
incluido (m = 1) esto implica que:

n

E

> Nj(x) =1 (2.43)

=1
esta propiedad conocida como Particion de la Unidad y que se cumple para cualquier
x & §2;, fue reconocida por Babuska [BAB 95|, y permitié utilizar toda la teorfa
desarrollada en torno a esta téenica a los Mindmos Cuadrados Ponderados.

2.4.4 Minimos Cuadrados Ponderado Mduviles

Este método fue propuesto por primera vez por Lancaster y Salkauskas [LAN 81]
quienes publicaron un detallado analisis del mismo. Nayroles y colaboradores [NAY 92|
aplicaron esta teorfa en el dmbito de el método de los Elementos Difusos.

En la aproximacion por Minimos Cuadrados Ponderados Mdviles (MLS) se define
el tamano y la forma de la funcién de ponderacion ¢(x) y es trasladada sobre el
dominio de forma que se obtenga su valor maximo en el punto de coordenadas x;
donde la funcion i (x), o sus derivadas deben ser evaluadas, Fste punto x, es una
posicion arbitraria y no es necesariamente coincidente con algiin punto x; de la nube.
Ademads el dominio de influencia € ahora estd ligado al punto x; por lo tanto se
ird moviendo a medida que nos traslademos.

En la figura (2.3) se puede ver un esquema de esta clase de aproximacion.

Para obtener los coeficientes se plantea un funcional equivalente al de la ecuacion
(2.23) para cada punto arbitrario xj, la nube queda definida por todos los puntos
x; que se encuentran dentro del subdominio §2,. A la funcién de ponderacion mavil
centrada en el punto x;, la deflinimos como ¢, (x) = @(x — Xi)

Jixp) = Z (%) [u pJ af )12 (2.44)
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Figura 2.3: Esquemn de interpolacion mediante Minimos Cuadrados Ponderados Mdviles.

como podemos ver el funcional planteado es funecion de las coordenada x; que como
va hemos definido, son completamente arbitrarias,

Las propiedades que debe cumpliv la funcién de ponderacién mévil son equiva-
lentes a las ya definidas, aunque en este caso nos debemos referir al dominio de
influencia movil :

eplme) =1
elz) #0  VYx el
we(z) =0 Vi € ()

Nuevamente recurrimos a la minimizacion del funcional J (x) con lo que obten-
dremos expresion equivalente a (2.30) en la cual reemplazamos x por x;:

A (x) o (x) = B (%) u (2.45)

donde las matrices A (x;) y B (x;) estdn definidas por:

AG) = S pulx)px)p" (x;) (2.46)
=
y
B(stx) = 6 (00D (1), 00 (K2)P (%) - 01 ()P ()] (2.47)

finalmente, si la matriz A(x;) no es singular se pueden caleular los coeficientes:

a(3,)= A(x,) Bl u" (2.48)



22 CAPITULG B FUNCIONES DE APRONIMACHON

[s importante notar que en este caso, al depender e de las coordenadas xy,
debemos invertir la matriz A(xk,) en cada punto xj en gque sea necesario evaluar la
funcién de aproximacion i (x) o sus derivadas, Para evitar el alto costo que esto
implica, algunos autores LU 94] propusieron la construccion de una base polindmica
ortogonal con respecto a la funcién de ponderacion, para lo cual se valieron del
procedimiento de Gram-Schmidt. De la aplicacién de esta téenica se obtiene una
matriz A(xy) diagonal,

Sin embargo esta idea fue dejada de lado cuando se comprobd [HEG 96] que la
diagonalizacién de la matriz presenta un coste computacional similar a la inversion
de la misma.

Una vez obtenidos los cocficientes podemos reconstruir la aproximacion o(x).
Como comentamos previmmente X es una posicion arbitrarvia, por lo tanto propo-
nemos reemplazarla por X, ya que x = xi; de esta forma podemos escribir:

i(x) = N7 (x)u" (2.49)
donde las funciones de forma se definen mediante,

N"(x) = p"(x)A(x) 'B(x) (2.50)

Consistencia

Como ya hemos demostrado esta aproximacion es consistente hasta el orden k si la
base estd constituida por el polinomio completo de orden k. Ver demostracién en el
apartado (2.4.3).

Derivabilidad

El orden de derivabilidad de las funciones de forma depende directamente de la fun-
cién de ponderacion. En el trabajo presentado por Lancaster y Salkauskas [LAN 8]
g¢ demuestra que si la base I.n‘ium.riﬂ. p es continuamente derivable hasta el orden
k en §2 v la funcién de ponderacion ¢ es continuamente derivable hasta orden [ en
(2, esto implica que las funciones de forma son continuamente derivables hasta el
orden min(k, 1) en el dominio 2. Si la base de aproximacion es polindmica tendremos
que p es infinitamente derivable en €, lo que implica que k& = co. Por lo tanto el
min(k,l) = [ de lo que se desprende que las funciones de forma N son derivables
continuamente hasta ¢l orden [,

Basdndonos en esta prueba podemos construir una funcién de forma continua-
mente derivable hasta ¢l orden deseado simplemente seleccionando una funcién de
ponderacién suficientemente derivable.
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Cdleulo de las derivadas

91 cileulo de las derivadas en una aproximacion realizada mediante MLS no es
trivial, esto es motivado por la presencia de la funcién de ponderacién. Partiremos
de una aproximacion dada por

ii(x) = N (x)u" (2.51)

suponiendo que la funcién de ponderacién es derivable hasta el orden [ = 2, entonces
gu primera derivada es
du(x) ONT(x) ,
ox  ox
reemplazando N(x) por la expresion de la ecuacion (2.50) donde, para simplificar la
expresion quitamos (x), obtenemos:

aN"  [ap" +80[A7'B]
Ox —ii?A BHP %

(2.62)

(2.53)

En esta expresion podemos diferenciar claramente dos términos; en primer lugar

tenemos i

ﬂLA- 'B (2.54)
adx :

que no presenta ninguna dificultad debido a que solo es necesario conocer las deri-

vadas de los términos de la base. En el segundo término tenemos,

FS - | l
pO[AT'B] L OA7 A" o TA_,BB
p = =p' +Pp
ix Tox x
La evaluacion de las derivadas de la matriz B solo dependen de las derivadas de
la funcién de ponderacién, en cambio las derivada de la matriz A 1 que como
recordaremos es funcién de x, presenta una elevada complejidad. Para simplificar
ln expresion anterior se recurre a la siguiente igualdad:

(2.55)

OA! JA
oy 1 =) 256
T x —A (2.56)
Sustituyendo (2.54), (2.55), (2.56) en (2.53) obtenemos:
(':?NT ap" 10A 7. 198
e Y B I iy 'r
Tox [ adx EATE [A ax ] FPTA ax (257)
donde las derivadas de las matrices A y B estin dadas por:
OA " dip(x, P
B = 2 PP ) (258)
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h g
oB [0 B Do(x,
Hr ﬂ:ijp(xi)ﬂr_&%‘%lptx!)wm W&;xl} ( w) (2155])

s importante recordar que ¢ (x;) = @(x;—%;), y como x;, es una posicion arbitraria
la hemos reemplazado por x de forma que ¢ (x;) = ¢(x;).

El procedimiento para obtener la sepunda dervivada es semejante y la expresidn
final a la que se arriba es la siguiente

0%i(x)  O'NT(x) ,

9x?  Ox? " (2.60)
en donde:
9N v OpT OA B
— =2 p G = A ‘B———
Ox? [P Ox ] [c)x > o Bx]
r)‘!p 3 L *B :
b 'B-p [HB A ’5 J] (2.61)
en esba expresion se introdujo la siguiente notacion
G=A"! ‘:)AA" (2.62)
! A
H=A"} ¥ —_— A (2.63)

Como podemos observar el edleulo de la derivada segunda presenta una complejidad
gipnificativa,

Buena muestra de ello es formulacién del DEM llevada a eabo por Nayroles
|'NAY "J?.] donde se propuso aproximar las derivadas despreciando los términos en
los que aparecfan derivadas de la funcion de ponderacién, con lo cual se simplifica
notablemente su tratamiento, Con esta hipdtesis las expresiones se reducfan a

dNT op”

—1 0
e dxA B (2.64)

para la primera derivada y

B”NT' i - LA s
Ot o dj.‘“A B (-3()0)

para lns derivadas de mayor orden.
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2.4.5 Minimos Cuadrados Ponderados Fijos

La técnica de Minimos Cuadrados Ponderados Fijos (FLS), como su nombre lo
indica, pertenece a la familia de métodos derivados a través de la minimizacién del
error entre la aproximacion y los valores puntuales. Mds concretamente podemos
considerar al FLS como un caso particular del método de MLS.

Como ya hemos visto, en el MLS la funcién de ponderacion estd definida en todo
el dominio §2; y ademds mantiene su forma constante teniendo su valor maximo en
el punto cualquiera x donde se evalia la aproximacién, Sin embargo esta funcidn
puede cambiar el soporte mediante dos operaciones bisicas como lo son la traslacion
y la contraccion/dilatacién.  Estas propiedades permiten una definicion global y
inica de las funciones de forma.

Como respuesta a la necesidad de simplificar la implementacién de la téenica de
MLS se propuso que los coeficientes del vector ex (x) sean constantes, propuesta que
dio lugar a la aproximacién difusa que hemos mencionado en el Capitulo 1. Por otro
lado esta misma idea, aunque justificada mediante otros argumentos dio origen a la
técnica denominada Minimes Cuadrados Fijos. En la figura (2.4) podemos observar
la. forma en que actiia la funcién de ponderacidn fija en el nodo estrella.

A

i, P
i fi(x,) ! h
@ : Ak e @'

Figura 2.4: Esquema de interpolacion mediante Minimos Cuadrados Ponderados Fijos.

Este tipo de aproximacion es muy simple y presenta algunas ventajas frente al
MLS. Dado un subdominio £2; se define una funcién de ponderacion de forma tal que
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el valor mdximo se obtiene en x; punto estrella, Esta funcion, que denominaremos
como p,(x;) = p(x; — x;), cumple las siguientes condiciones:

@i(xi) =1
w(x) #0 Vx € §
pi(x) =10 Vx € §)

Como hemos en los casos anteriores planteamos un funcional que minimice el
error ponderado mediante la funcién definida previamente, al tratarse de una funcion
fija no depende de x, con lo cual el funcional discreto se escribe de la siguiente formas

i
J = z @i (%)) [u! — p] ? (2.66)
J=1

minimizando dicha expresion e introduciendo las matrices A y B se obtienen:
Aa = Bu" (2.67)

a partir de esta expresion, si la matriz A no es singular, podemos obtener los coefi-
cientes ¢ para la aproximacion realizada en el punto x;:

a=A"'Bu" (2.68)

las matrices tienen la misma expresion que en el MLS pero es importante nolar que
lag funciones de ponderacién son constantes y quedan definidas por el punto estrella,
de modo que:

A=Y px)pix)p’ (%)) (2.69)
j=l
Y
B = [ip,(x1)p(3%1), 0, (xa) p(¢2), -y (%0 ) P (%4)] (2.70)

Una ves definidas las maftrices podemos escribir la aproximacion de la funeion
inedgnita en cada subdominio

i(x) = p’ (x)a = p’ (x) A" 'Bu’ (2.71)

gi queremos introducir el concepto de funcién de forma tal como lo hicimos previa-
mente tenemos que,
N(x) = p'(x)A'B (2.72)

de esta forma la ecuacion (2.71) puede ser escrita de la siguiente forma:

it(x) = N"(x)u" (2.73)
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Las funciones obtenidas mediante el método de Ménimos FPonderados Fijos s6lo
son vilidas en un entorno del punto estrella, esto es consecuencia directa de haber
fijado la funcién de ponderacion a dicho punto.

Otra caracterfstica de la aproximacién es que para un punto arbitrario xj. € €2,
nos encontraremos con que dicho punto estard multievaluado, tanto en la funeién
misma como en sus derivadas,

En la figura (2.5) se puede observar el problema de multievaluacion en la apro-
Ximacion.

f

i, P

Figura 2.5: Multievaluacién de un punto arbitrario xg, mediante la aproximacion FLS.

Fsta aproximacion cumple, aungue en forma loeal, con las propiedades de FExis-
tencia y Consistencia del MLS, sin embargo no puede brindar una solucién global-
mente continua ni siquiera en el dominio de influencia £2;.

Obtencién de las derivadas

La obtencién de lag derivadas de las funciones de forma ponderadas con una funcion
de peso fija no presentan dificultades debido a que los coelicientes o son constantes
en cada subdominio. Como consecuencia de ello el orden de derivabilidad depende
exclusivamente de la base de interpolacién, Utilizando una base de interpolacion
polindmica, obtendremos una aproximacién derivable hasta un orden co.
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Dada la aproximacion de las inedgnitas mediante la ecuacion (2.73) su derivada

L6

Dilx) _ ON'(x) ,
dx  Ox

rectiplazando la funcién de forma segin la ecnacion (2.72) y derivando:

AN (x) . ap' (%)

_IB
ax i "

de ln misma forma se pueden caleular las derivadas de mayor orden:

O'NT (x)
axk

aﬁcp?' (x)

Tk AT'B

(2.74)

(2.75)

(2.76)

En el ejemplo de la figura (2.6) se presentan las funciones de forma y las derivadas
primeras de las mismas. En este caso se utilizé una base polindmica de segundo grado
(mm = 3) y una funcién de ponderacién de Gauss. La nube estd formada por cinco

puntos equidistantes entre si (n, = 5).

(]

15k /]
; J(Hils

N

4} (M 3%

(i 2.

i

2 isl

1#1

42

Figura 2.6: Funciones de forma obtenidas con m = 3 y n, = 5. a) funciones de forma,

13) derivada primer.

Como era previsible, al depender solamente de las derivadas de la base de inter-

polacion, las derivadas primeras varfan linealmente.
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2.4.6 Anadilisis de las funciones de forma

En la construccion de las funciones de forma intervienen diversos pardmetros como,
por ejemplo, el nimero de puntos, la base de interpolacion, las caracteristicas de
las funciones de ponderacién o la definicion del drea de influencia. La posibilidac
de controlar todos estos pardmetros nos permite adecuar las funciones de forma a
las necesidades del problema planteado. Para ello a continuacion identificaremos la
forma en que influye cada uno de estos factores previamente enumerados.

Base primaria de interpolacidn

Sin lugar a dudas, la definicién de la base de interpolacién es el factor primordial en
la construccion de la aproximacion.

Para realizar este estudio se utilizé un dominio unidimensional discretizado me-
diante puntos equidistantes, el dominio de influencia o soporte del punto z; es
), = 4.1h, siendo h = |z, — ;1| la distancia entre dos puntos contiguos, con lo
cual el conjunto Q@ (z;) = [w 9, i1, 4, Ty, Bipe] quedard conformado por 5 pun-
tos. Como funcién de ponderacion se utilizé en todos los casos la campana de Ganss,
n la figura (2.7) se muestra esquemdticamente lo previamente descrito.

Xi-3 Xj-2 Xi- X Xisl X2 Xis3

Figura 2.7: Esquema del dominio y de la funcién de ponderacidn.

1 la tabla presentada a continuacion con las diferentes bases polindmicas uni-
dimensionales utilizadas para la construceidn de las funciones de forma.
a) Constante 1]
b) Lineal 1,z
' ¢) Cuadvitica | [1 3 &y .‘}!?J_
d) Ciibica _I[i_}:h‘,:l.‘n,fi:‘

BEu la figura (2.8) se pueden ver las funciones de forma que se obtienen para
las bases de interpolacidn presentadas en la tabla anterior.. En los cuatro casos
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expuestos se observa la condicién de no interpolacion, que se traduce en que N(a;) #
Ly Nj(x) # 0 para j = 1,n, con j # i, aunque, como se puede apreciar a medida
que i — iy, las funciones de forma tienden a satisfacer la condicién de interpolacion
que se obtendrfa haciendo m = n,. También se puede observar como la aproximacion
ge deteriora rapidamente a medida que nos alejamos del punto estrella.

i b
1 ! 2
(B 14
i i = -
e i Hin
04 Hl s S kil E i
Bl Hitd R
L Hi2 Hird Y — — T —
i . -'-__'_,.:—'-H-F _‘—\-\-\-\'lq_\_\_\_\-\-\-- |
il i
[I&] ~ 1.3 ]
i il i il in? 112 i i il "wr

Figura 2.8: Funciones de forma para distintas bases polindmicas. a) constantes, b)
lineales, ¢) cuadriticas y d) cibicas,

Distribucién de puntos en la nube

Estudiar la influencia de la cantidad de puntos y la posicién de los mismos nos per-
mitird conocer la sensibilidad del método ante estos dos aspectos. Una formmlacion
robusta deberia presentar una baja sensibilidad frente a variaciones tanto de la po-
sicidn como, de la cantidad de puntos que conforman la discretizacion, Esto nos
permitird agregar, quitar o mover puntos conservando el orden de aproximacion.
Los métodos en los que se obtienen las funciones de forma a través de interpo-
lacién demuestran una notable sensibilidad a la calidad de las mallas, o lo que es
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lo mismo, a lo posicion de log puntos. Ejemplo de ello son los errores numéricos
producidos por los grandes gradientes que se introducen en las funciones de for-
ma cuando existen dos puntos muy cercanos entre sf, Este inconveniente produce
severas limitaciones en los generadores de malla y en los eriterios de adaptividad.

a b
1.5 1.8
1 e 1) == 1
b i M
E'U-u_' Mi _,_a—'J"-
0.8 oy =
M2 _::}_c:-"; rie2
) S = OvT—
0.4 ‘__,ff ]
1F i
1.5 — e of 5l i
i=1 i b+l 1-2 i=1 i I+ b3
C
1 ! ' -
1.3 J
ik 1
S —
o Hil M+
08k 2] 2 3
pil2 M =
— i —
o ﬁ-ﬁ&;ﬁiﬂh:
__u____,_.--"— ---._.___‘__
LS
1t
1.5 i 4 e e
i-3 i-a i1 : (e %2 147

Figura 2.9: Funciones de forma lineales (m = 2) para a) ny, = 3, b) n, =5, ¢) np = T7.

En las figuras (2.9) (2.10) se puede observar la forma de las funciones de in-
terpolacién obtenidas variando la cantidades de puntos en el dominio, manteniendo
iguales la base de interpolacién la funcidn de ponderacion y la dimensién del dominio
de influencia.

Los puntos estdn distribuidos en forma equiespaciados y el punto estrella se
encuentra localizado en la posicién ;. Se calenlaron las funciones de forma mediante
bases de interpolacion lineal (m = 2) y cuadrética (m = 3) y con 3, 5 y 7 puntos,

En la figura (2.9) (funciones de forma lineales) se puede ver como el valor de la N
varfa notablemente con el aumento del mimero de puntos, lo que se puede interpretar
como una alta sensibilidad a la variacién de la cantidad de puntos. En el caso de
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i1 i (e

l‘ A e
{s3 -2 I i i1 i3 TS

Figura 2.10: Funciones de forma cuadriticas (m = 3) para a) np, = 3, b) n, = 5, ¢)
Ty = 7.

las funciones de forma cuadrdticas (2,10) la N, varfa en forma mds gradual, con lo
cual se puede decir que es menos sensible [ONA 95]. Estos resultados nos permiten
coneluir que cuanto mayor sea el orden de la base polindmica la aproximacion serd
menos sensible a la cantidad de puntos que componen la nube.

El otro aspecto a estudiar radica en la posibilidad de introducir o mover puntos
sin que la distancia entre log mismos deteriore la aproximacion. Para ello hemos
tomado un dominio con 5 puntos (n, = 5), dos de los cuales se ubican a una
distancia variable £ con respecto al punto estrella @, ver figura (2.11); como funcién
de ponderacién utilizamos la campana de Gauss, Definimos el pardmetro £ de forma
tal que si h/e = 1 los puntos quedan equicspaciados.

De la misma forma que en el estudio realizado previnmente, utilizamos las bases
de interpolacion lineal y cuadrdtica. En las figuras (2.12) y (2.13) se muestran las
funciones de forma que se obtienen, para tres posiciones distintas de los puntos i — 1
y i + 1. Estas posiciones representadas por la relacién h/c son las siguientes: a)
hje =2,b) h/e =20y c) hfe =100,
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Figura 2.11: Distribucion de puntos con distancias variables,

A medida que £ — 0, lo que implica que h/z — oo, las funciones de forma
Ni_1. N; v Niyy tienden a ser iguales. En el caso extromo en que @) = &; = iy
tendremos N;_; = N; = N ;.

a b ¢
i = I ¥ 2
14 1 15f (RN .
Fhed His
'k [ .- 4 i
e Hisl |
oi e H s fpir T M Ml 08 b Nil-sNie Nl ——
— e = —— - —]
o i i_d.d""'f::-:_;"'-'--__ o e
- e — T - —
——_ - iy . o -
e e ] P -
03 AxF ™ 05 4
4 A4 | i
=13 -i% . —— [ — S |
12 ] i 1] [T} i ik hisn 2 2 FL-lx- sl Lk}

Figura 2.12: Funciones de forma lineales: a)h/e = 2, b)h/e = 20, c)h/e = 100.

Iiste breve estudio nos permite concluir, que la aproximacion no presenta difi-
cultades, ni siquiera para el caso mds extremo en el que dos o mids puntos estin
superpuestos, Por otro lado es importante puntualizar que la posicion de los puntos
influye de manera similar en las funciones de forma lineales como en las funciones
de forma cuadritions, por lo tanto es independiente de la base de aproximacidn.

Es muy importante tener en cuenta que si hiciéramos el mismo estudio con una
base de interpolacion cibica el problema tenderia a la singularidad a medida que
£ — 0 pues la distribucién de puntos se transformarfa en degenerada [DUA 95a]
para una base eiibica.

Funcién de ponderacion

La funcidn de ponderacién juega un papel preponderante en la construccion de una
aproximacion mediante el método de FLS, Dicha funcidn es la encargada de propor-
cionarle un cardcter mds o menos local al proceso de minimizacién, ello dependera
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Figura 2.13: Funciones de forma cuadriaticas: a)h/e = 2, b)h/e = 20, ¢)h /e = 100

tanto de su forma como de la definicion del dominio de influencia §2;. Por otro lado,
si bien la eleccién de la funcion de ponderacién es libre (siempre que cumpla las
condiciones enumeradas previamente), una mala seleceién de la misma puede llevar
a problemas de mal condicionamiento de la matriz A, o producir un suavizado ex-
cesivo de la solucion al perder el cavdcter local la aproximacion. El primero de estos
inconvenientes estd dado por una diferencia muy grande entre el peso dado al punto
estrella y a los restante puntos de la nube (la funcién de peso tiende al Delta de
Dirac). En cambio, el suavizado se produce debido a la asignacion de un peso similar
a todos los puntos de la nube (la funcién de peso tiende a un valor constante).

A continuacion se presentan las funciones de forma que se obtuvieron utilizando
las funciones de ponderacion definidas en el apartado (2.4.3).

En la figura (2.14), y para mejor comprension, solo se encuentran representadas
las funciones de forma del punto estrella, En los cuatro casos se utilizé el mismo
dominio de influencia £, de forma que en todas se usé el minimo depgy.

Las funciones Cénica y Sinnsoidal, gque son mdis suaves, dan como resultado
funciones de forma mds aplanada. Las dos funciones de ponderacién restantes dan
como resultado una funcion de forma que preserva mds el cardeter local de la misma.
Sin embargo, la mayor flexibilidad de la funcién Gaussiana hace de ella Ja candidata
ideal para este cometido. La flexibilidad a la que nos referimos esta dada por el
pardmetro 3, conocido como factor de apuntamiento y por el exponente k, que
permiten ajustar de manera muy sencilla la forma de esta funeidn.

Cada uno de los pardmetros mencionados actiian produciendo distintos efectos
en la funcién de Gauss, por este motivo consideramos importante hacer un breve
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Figura 2.14: Funcién de forma V; obtenida con distintas funciones de ponderacion,

andlisis de los mismo. La expresion de la funecién estd dada por:

Exp (— (d./['})"') —~ Exp (- (dmnx/ﬁ)k)

pi(z) = (2.77)
] = EHJ?J' (_ (f"'nmxfﬁ)k)
donde: "
d= /2= :r;? (2.78)
h §
ﬁ =0 (279)

también se introduce un pardmetro v que nos permitird variar el radio de influencia
de la funcién de ponderacidn, de forma que

nnx = . méu-:( ) (2.80)

funl

En la figura (2.15) se puede apreciar el efecto de la variacion de g, k y 4. El
aumento de 3 (o disminucion de ¢) y de v producen un aumento en la ponderacion de
todos los puntos de la nube, excepto en el punto estrella que por definicién siempre es
uno. En eambio al incrementar el valor del exponente k se produce una ponderacion
mayor de log puntos cercanos al punto estrella mientras que los mas alejados pierden
peso. De esta observacion podemos concluir que mediante la combinacion adecuada
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de los pardmetros intervinientes en la funcion de Gauss podremos reproducir el
efecto de todas las funciones de ponderacion planteadas en el apartado (2.4.3).
Como ejemplo de ello en la figura (2.16) se muestran las funciones de forma que

se obtienen para distintos valores del factor de apuntamiento /3.

b

08 |

[

od ¢

0z F /
-

Eapanenie
Vi g

Figura 2.15: Funcién de ponderacion de Gauss: a) variacion del factor de apuntamiento

/3, b) variacién del exponente k, ¢) variacion del radio de influencia .
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Figura 2.16: Funcién de forma Ny para distintos valores de fi a) J = 1./dpax, b)
[ = 1-5/'(':::::1.:1. “-} 3= 2-/’-"'!rl'mx: ‘l) = 2'5/“!-'"!!1

Definicién de la base de interpolacién

Para la correcta definicién de los interpolantes la inversién de la matriz A debe
realizarse con precision. Desde el punto de vista nmunérico, la inversion de una
matriz puede representar grandes dificultades si no se tiene en cuenta la condicién
de la misma.

Si observamos la composicion de la matriz A nos encontramos con que la misma
estd formada por dos matrices de Vandermonde multiplicadas por una matriz dia-
gonal. Como resultado de este producto se obtiene una malriz con caracterfsticas
similares a las matrices de Vandermonde. Estas matrices son bien conocido por sus
problema de mal condicionamiento.

Haciencdo un andlisis de la composicion de A observaremos que los cocficientes
dependen de las coordenadas a; de los puntos de la nube elevados a distintas po-
tencias, con lo cual, si dichas coordenadas distan de la unidad estaremos ante una
matriz mal condicionada, y por lo tanto pueden aparecer problemas numéricos al in-
vertir la misma. Para ilustrar lo que estamos comentando proponemos un problema
gencillo:

Ejemplo: definimos un dominio unidimensional {2 = [— 100, lﬂf}] discretizado me-
diante 201 puntos equiespaciados. A cada nubes le asignamos 5 puntos y una base
polindmica cuadritica p = [1,2,27%, como funcién de ponderacién utilizamos la
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funcidn Gaussiana.

Construiremos la matriz A para dos puntos distintos, el punto p} euya coorde-
nada es z = 0 y el punto p? ubicado en x = 90, con lo cual,

para el punto p; tendremos la nube formada por los siguientes puntos

Punto i—2i—=11% (241|242
coordenada x | =2. -1. | 0. 1i b

con lo cual:

189¢+ 139716 100t
A= .139"1%  100e*t 0000
100t 000" 1450t

mientras que la nube del punto p? la forman

Punto f=21d=1 i |i+1]i+2
coordenada & | BE. 89. |90, | 91. 92.

de forma que:

189et  170et 1535
A= | .170e*? 153et® 13817
153et® 138etT 124etY

Las funciones de forma deben ser idénticas tanto para el punto p} como para
p?, sin embargo para el primer easo es necesario invertir una matriz cuyo mimero
de condicion es .48¢!, en cambio la matriz que se obtiene en el punto p? tiene un
niimero de condicién de 36! lo que puede producir resultados numéricos erréneos
al invertiv A,

Para evitar este tipo de problema se propone el uso de bases polindimicas definidas
en forma loeal, para lo cual se asocia al punto estrella de cada nube un sistema de
gjes locales, de forma que las nuevas coordenadas quedan definidas como (@ — @)

Con este nuevo sistema de coordenadas, una base polindmica de orden k serd:

pl(z) = [], (&= 21), (2 — :1:,-)"!, v (2 — :I!i)k'} (2.81)

de esta forma tendremos la misma matriz A para los punto p! y p?, y por lo tanto
¢l nimero de condicion es el mismo.

La introduccion de las bases delinidas en forma local resuelve el problema del
mal condicionamiento producido por la distancia al origen, sin embargo se puede
observar que ¢l mimero de condicidén ahora depende de las unidades que se utilizan
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Figura 2.17: Variacién del mimero de condicidn de la matriz A con respecto la distancia
entre puntos,

en el problema, ya que dependiendo de las mismas los valores de (z = x;) pueden
ser muy distintas de la unidad,

on la figura (2.17) se muestra como varfa el mimero de condicién de la matriz A
ealenlada en el punto x; frente a la variacion de la distancia entre puntos. Para ello
se introduce un pardmetro d que nos permite ammnentar (1 < d < oo) o disminuir
(0 = d < 1) la distancia entre los puntos.

De esta grafica se desprende que el mejor resultado se obtiene para valores de
coordenadas cercanos a la unidad (d = 1). Con la introduccién de una longitud
saracterfstica de la nube es posible adimensionalizar la base. Una opeidn es utilizar
el mismo radio de influencia dy., de esta forma la base polindmica queda como:

k
Popoy T =Ty =L
e (IL) N 11 ( |'-‘{nuv::i ) Ve ( I'-j:mm:l: ) (282)

La adimensionalizacién introdueida afecta al edleulo de las matrices A y B pero
no introduce ninguna variacion en las funciones de forma, lo que puede ser ficilmente
demostrado para el caso unidimensional, Esta idea fue presentada por Nayroles y
colaboradores, aunque con un objetivo distinto [NAY 91b|, [NAY 92].

Lu y colaboradores [LU 94| propusieron una forma alternativa para prevenir
problemas numéricos consistente en diagonalizar la matriz A mediante la ortogo-
nalizacion de lag bases polindmicas utilizando el método de Gram-Schmidl. Esta
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téenica fue aplicada con éxito tanto para la obtencién de una aproximacién MLS en
el Ambito de los Element Free Galerkin como en una aproximacién FLS para Puntos
Finitos [VER 00].

2.5 Conclusiones

Fin este capitulo se presentd una téenica mediante la cual es posible obtener, a partir
de un conjunto de puntos distribuidos en forma arbitraria, una funcién de aproxi-
macién para una variable escalar cualguiera. En la primera parte se propuso una
solucién mediante la técnica de Minimos Cuadrados y para otorgarle un cardcter lo-
cal a este tipo de aproximacion se introdujo el efecto de una funcién de ponderacion,
lo que dio lugar a la téenica denominada Minumes Cuadrados Ponderados. Dentro
de esta dltima se analizaron dos opciones, los Minimos Cuadrados Ponderados con
funciones de ponderacion Moviles y Fijas, entendiendo esta viltima como un easo
]].‘ll’Li[:!l]ll.l' (ll'.'! !i:l [Jl‘illlll.‘il'ﬂ..

Se puso mayor énfasis en la aproximacién de Miimos Cuadrados Ponderados
Fijos que mas tarde utilizaremos en la formulacion del Método de los Puntos Finitos.
Fueron analizadas en profundidad las caracterfsticas de las funciones de forma y los
efectos producidos en las mismas por las variaciones de diversos parimetros propios
de la formulacion come, por ejemplo, las bases de aproximacion, la distribucion de
log puntos y la funcién de ponderacidn.

Finalmente se hicieron alpunas puntualizaciones referentes a posibles problemas
de orden numérico en la construccion de la aproximacion y se plantearon las solu-
ciones pertinentes.



Capitulo 3

El Método de Puntos Finitos

3.1 Introduccién

Una vez finalizada la descripeion del procedimiento para la aproximacion de una fun-
cién centraremos nuestra atencion en la téenica de diseretizacion que aplicaremos
para la resolucion de las ecunciones diferenciales. Hasta la fecha todos los desarro-
llos se han basado principalmente en dos alternativas para llevar a cabo esta tarea;
la primera de ellas consiste en una formulacion débil del tipo Galerkin, Entre los
métodos que se basan en dicha téenica podemos mencionar Diffuse Element Method
[NAY 91af, [NAY 92|, Element Free Galerkin [BEL 95, [BEL 96b] y Reproducing
Kernel Particle Method [LIU 95¢]; la segunda alternativa estd basada en el método
de colocacién puntual, entre los métodos que la utilizan encontramos Smooth Parti-
cle Hydrodynamics [LUC 77), Generalized Finite Difference (LIS 80| y Finite Points
Method [ONA 95], [ONA 97, [(_)NA 00a]. La principal diferencia entre las dos tée-
nicas radica en que en la formulacién débil, se deben integrar las ecuaciones sobre
una grilla, que puede o no estar ligada al dominio, mientras que en el método de
colocacidn puntual se satisface la ecuacion diferencial sélo en determinados puntos.

Existe una variante para la formulacion débil en el cual la integracion se realiza
sobre los puntos y fue propuesta por Beissel y Belitschko en [BEI 96, En este
artfculo se demuestra que para obtener resultados aceptables, esta téenica requiere
una estabilizacion que le permita eliminar un modo oscilatorio, cuya longitud de
onda es dos veces la distancia entre los puntos.

41
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3.2 Esquema de discretizacién mediante coloca-
cién puntual

s importante notar que, dadas las caracterfsticas de las funciones de aproximacion
que se obtienen mediante FLS, el esquema de diseretizacion mediante colocacion
puntual resulta ser, sin lugar a dudas, el mds apropiado. Especialmente si tenemos
en cuenta que dichas funciones son discontinuas y multievaluadas, Por otro lado esta
combinacién nos permite formular, lo que podemos denominar como un verdadero
método sin malla.

El primer trabajo en el que se propone combinar las funciones de aproximacion
generadas a través de un proceso de minimizacion y un esquema de colocacion se
debe a Batina [BAT 93] y fue presentado en el ano 93,

La técnica de colocacion puntual, utilizada principalmente en el método de Di-
Jerencias Finitas, se basa en satisfacer las ccnaciones diferenciales en una canticad
determinada de puntos del dominio, lo que nos permite transformar las mismas a
un sistema de ecuaciones algebraicas.

Clomenzaremos planteando las ecuaciones de gobierno de un problema de contor-
no general definido en un cierto dominio 2 con condiciones de contorno impuestas
sobre ', La solucién a este problema serd una funcidn u (x) Vx € {2 Tenemos que,

Alu(x)]=b(x) = 0 enf2
Blu(x)|—t(x) = 0 enl} (3.1)
u(x)—u,(x) = 0 enly

En el contorno se consideran solo dos tipos de condiciones, de Neumann en I'y, y de
Dirichlet en ', de forma que I'=T, N 1y,

Reemplazando la solucién exacta u(x) por la aproximacién discreta @(x) que
satisface lag ecunciones (3.1) tendremos:

Ala(x)]=b(x) = 0 enf2
Bla(x)]=t(x) = 0 enl (3.2)
i [x) - Up (x) = ) en I,

Para que este sistema de ecuaciones tenga solucidn tinica en necesario que ¢l
mimero de puntos de coloeacidn sea igual al niimero de incdgnitas, por lo fanto la
ecuacion diferencial serd satisfecha en n — ny — n, puntos donde n es el mimero
total de puntos en el dominio mientras que n; v n, es el mimero de puntos que se
encuentran en el contorno 'y y Iy, respectivamente, las condiciones de contorno se
aplicaran en log n; + n,, puntos restantes.
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Para cada punto interior ge satisface la ecuacidn
Ai(x)) —b(x) =0 coni=1,..,(n—mn —ny) (3.3)
En los puntos con condicién de contorno de Neumann tendremos:
Ba(x)—t(x)=0 coni=1,.,m (3.4)

mientras que en los puntos con condicidn de contorno del tipo Dirichlet se de satis-
facer que

w(x:) —u,(x) =0 coni=1,.,Ny (3.5)
Reemplazando @(x) por una forma discreta cualquiera:
n
i(x) = Z Nj(x)u}“ (3.6)
de1
llegamos al siguiente sistema de n ecuaciones algebraicas con n inedgnitas
Ku" = f (3.7)

donde K € R™" g5 la matriz de coeficientes, u® € R™*! es el vector de incognitas
y f eR™! es el término independiente.
Para un punto interior de coordenadas x;, la matriz K tiene la siguiente expre-
si6n:
Kij = A(Nj(xi)) con j=1,.,n (3.8)

en donde cada término viene dado por la aplicacién del operador diferencial A sobre
las funciones de forma N;(x) evaluadas en el punto de colocacion x;. De la misma
forma si %; es un punto perteneciente al contorno I'y tendremos:

K = B(N;(x:)) ¢on g = Lt (3.9)

y en el caso de un punto x,, perteneciente al contorno I', cada coeficiente vendra
dado por:

]{m-j = -Nj(xm} conj=1,.,n (3'1{})

El ugo de la téenica de colocacion puntual presenta ventajas y desventajas frente
a la formulacién integral, por eso es importante remarcarlag en este punto:

e en la formulacién débil es posible reducir el orden médximo de las derivadas lo
que nos permite trabajar con funciones de interpolacién de menor grado, en
¢l método de colocacion el orden midximo de la derivadas estd dado por las
ccuaciones diferencial de gobierno.
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en la formulacion débil se obtiene una matriz de rigidez K simétrica, mientras
que en la coloeacién puntual no se puede garantizar la simetria de la misma.

una vez obtenidas las funciones de forma y sus derivadas, la aplicacion del
método de colocacion es mas sencillo y rdpido.

en la formulacion débil es necesario la definicién de una malla para llevar a cabo
la intepracién, ademds deben obtenerse las funciones de forma y sus derivadas
en cada punto de integracién,

la implementacion de lag condiciones de contorno presentan grande dificulta-
des cuando se discretiza mediante el método de Galerkin (formulacidn débil)
[BEL 94a), [NAY 91a].

El Método de Puntos Finitos

Una vez introducidos los dos elementos esenciales del Método de Puntos Finilos, la
técnica de aproximacion y la téenica de diseretizacion, estamos en condiciones de
describir los paso a seguir para la aplicacion del método para la resolucién de un
problema cualquiera. Los mismos se pueden dividir de la siguiente forma:

L

Dado un dominio §2 discretizado mediante n puntos, asignamos a cada uno de
los punto un conjunto @ (x;) formado por n, puntos, este conjunto lo hemos
denominado nube de puntos.

Q(x]) = {x(l),x@),}{w},...,‘.'C(MP)} (3.11)

El dominio de influencia £; queda definido por la misma nube, El subindice
entre paréntesis indica que estamos haciendo a una numeracién local,

Mediante el proceso de minimizacion obtendremos la funciones de aproxima-
cidn y sus derivadas.

Planteamos la aproximacion de la incognita 4 (x) para una nube cualquiera de
coordenadas x;

i(x) = pT(x)A 'Bu" (3.12)
donde g
Toon X -3 X=X\ :
P (x) = dlm'.x Al ( d'num ) (313)

' una bage polindmica de orden k, expresada mediante un sistema de coor-
denadas adimensionalizadas. Para mds detalles sobre la conveniencia de usar
este tipo de adimensionalizacion ver la pagina (37).
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Las matrices A y B estin dada por:

Ty

A=) pilxg)pxp)p" (x¢)
j=1
B = [i2(x(1))p (%)), i (32 )P (%(2)); -3 i () )P (X))
Una vez caleulada la inversa de la matriz A, tendremos
Cl'=A"'B
y por lo tanto la expresion general de la aproximacion serd:
ir(x) = NT (x) u" = p”(x)C~'u"
Para un punto determinado x; tendremos que
i(x;) = p’ (x)C "

evaluando la base llegamos a que en ese punto quedard

Tl o |1 (K Xi %=X "
[JI (xi) - [I’ ( f-t'.:nl\:li ) L ( d-mlm )

= [1,0,...,0%]

y por lo tanto

Tiy

s _ =1, h
i(x;) = ZCU Ui
=1
Para el cileulo de las derivadas en el mismo punto tenemos que

du(x;)  ONT (%) ,  9p" (%) 4 4
x - ok ek C U

donde la derivada de la base se expresa como

QPT(?EQI = lo e P (e ek o
dx : /A Ao dnmx

1 g
= ) Ll
|:n! dmll?ﬂ ' ‘ ]

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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de esta forma la expresion anterior se transforma en

du(x) 1 i("""n" 53
ax f.ﬁml'lx =1 o U) .
En general podemos decir que
9" in(x;) Al o =
X" ()" 2_ Cla 4 (3.2)
i J—l

3, Planteamos la ecuacion diferencial y las correspondientes condiciones de con-
torno en cada punto del dominio (cada punto se utiliza como punto de coloca-
cién). De esta forma obtendremos un sistema de ecuaciones cuyas incognitas
serdn los valores nodales de los pardmetros u”, de forma que:

AX)u"=f(x) enQ (3.25)

Par clarificar este procedimiento a continuacidn se planteard un problema.

3.4 FEcuacién de conveccion difusion

En este apartado se abordard la resolucién de las ecuaciones que gobiernan el fe-
némeno de conveccidn difusion unidimensional y estacionario mediante la aplicacion
del Método de los Puntos Finilos, lo que nos permitird estudiar algunas caracterfs-
ticas de la aproximacidn propuesta.

El fenémeno de conveceion difusién queda definido a través de:

L] [LM] = ?;_(M(m) +Q(z) = 0 en €2

dx O dx
L) 0

= I en (3.26)
d(x) =, = 0 en Iy,

donde k v u son pardmetros fisicos del problema, Q(x) es el término de fuente, g, es
el valor del flujo impuesto y ¢, es el valor al cual se preseribe la incdgnita, Con (2
se identifica al dominio en el cual estd definido el problema, I'; es el contorno donde
se prescribe el flujo normal (condicion de Neumann) y Ty es el contorno en el cual
se prescribe la incégnita (condicién de Dirichlet).
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3.4.1 Definicién del error de la aproximacién

Para estudiar como evoluciona la solucion y la forma en que afectan a la misima
los diversos factores presentes en la formulacion propuesta, se define una norma del
arror, de modo que

J‘é (¢’J - 'Z’.i)?
> ()"

Je=l

(3.27)

Ep =

donde ¢, es la solucion analitica del problema en el punto x;, mientras que ¢, es la
solucion ealculada en dicho punto.

3.4.2 Condiciones de contorno de Dirichlet

En este primer caso se propone resolver las ecuaciones de conveccion difusién de-
finiendo los sipuientes valores, u = 0, k = 1 y Q(x) = —sin(mx), con lo cual nos
queda definido un problema de Poigson. En ambos contornos se aplican condiciones
de Dirichlet imponiendo que ¢, = 0. En la figura (3.1) se esquematiza el dominio,
la fuente aplicada sobre el mismo y las condiciones de contorno.

Q

(1)=0
&

...______
! S——

| PO .
|

| —

¢(0)=0
L

1

Figura 3.1: Esquema del dominio, la fuente externa y las condiciones de contorno.

Reemplazando los valores propuestos en las ecuaciones (3.26) el problema resulta:

d* ()

ded sin (i) para ) < x < 1
plz) = 0 ena=0 (3.28)

c/)(:ﬂ) = {] enx =1
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Este problema presenta la siguiente solucién analitica:
H(2) = = sin(rz) (329
%) = —gsin(ne .2t
Discretizacion

Aproximamos las incégnita ¢(z) mediante la téenica de los Minimes Cuadrados
Ponderados Fijos que se propuso en el Capflule 2, en donde se expresa que,

b(z) = d(a) = N7 (%) ¢" = Z N_;(:r)qb_? (3.30)
7=1

Reemplazando la aproximacion definida por (3.30) en (3.28) obtenemos un sistemas
de ecuaciones lineales cuyas inedgnitas serdn los valores nodales :;’)f;. La expresion
de dicho sistema serd,

e Interior del dominio, 0 < 2 < 1:

d* N (@
Ky = % conj=1,.,n (3.31)
fi = sin(mz;)
s Contornos, # =0y z = 1:
K= N_,f(;s,-) eon 4 = 1,0 (3.32)

Recordar quet Nj () = 0 Va,; ¢ Q ().

Se realizaron dos tipos de discretizaciones, una mediante una distribucion de
puntos equiespaciados y otra con puntos distribuidos en forma aleatoria, excepto los
puntos del contorno. Para el estudio de la convergencia se utilizaron 6 distribuciones
de punto distintas conformadas por 11, 21, 41, 81, 161 y 321 puntos.

Influencia de la nube

La cantidad de puntos mediante los cuales se definen las funciones de forma es
generalmente arbitraria, por este motivo es muy importante ver la forma en que
afectan las nubes a la solucion,
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a) interior

HF=T

=3

H=3

-3 -2 -l { i+l i+2 i3

b) contorno

=7
f 1
np=5
I ]
nr=3
L & - & 2 = o a0 5]
i i+l 2 3k a8 D

Figura 3.2: Nubes de 3, 5y 7 puntos para ¢l punto i perteneciente al a) interior del
dominio, b)eonterno del dominio.

Para analizar este punto se definieron nubes de 3, 5 y 7 puntos (n, = 3,5,7
respectivamente), en lag nubes interiores la cantidad de puntos se eligié de forma
que haya el mismo mimero de puntos a ambos lados del punto estrella como se puede
vor en la figura (3.2 a) ). En los puntos del contorno las nubes estdn desplazadas
hacia el interior del dominio, como se refleja en el esquema de la figura (3.2 b) ).

A modo de referencia en la figura (3.3) se muestran el resultado tedrico (linea
continua) y ¢l calculado (cruces), en este caso se trata del dominio discretizado
mediante 41 puntos equiespaciados, los cuales se indican con un efreulo en dicha
figura. Estos resultados corresponden a nubes de 5 puntos.

Para este estudio tomamos la base polinémica p = [1, 2, 2% y la funcién de Gauss
como ponderacién. La convergencia obtenida utilizando las distintas nubes de pun-
tos se puede observar en la figura (3.4), donde se grafica el error, definido por (3.27),
con respecto a h (distancia entre puntos contiguos). Es importante resaltar que
cuando n, = 3 la funcion de peso no tiene ninguna efecto debido a que el proceso
de minimizacién se transforma en interpolacién, de esta forma el esquema obtenido
es equivalente a un esquema en diferencias finitas de segundo orden,

Como era de esperar para nubes de 3 puntos la convergencia es cuadritica. Fn
log otros dos casos se puede observar un comportamiento oscilatorio para los casos
diseretizados mediante 11, 21 y 41 puntos. A medida que aumentamos la cantidad
de puntos, la convergencia tiende a ser cuadratica en todos los casos, aunque la
eurva queda desplazada, Este comportamiento oscilatorio se debe a que la aproxi-
macion que se realiza en los contornos es de menor orden, v por lo tanto cuando
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tenemos diseretizaciones més finas, la influencia del error producido en los contornos
@5 1Menor.

En los casos anteriores se utilizaron puntos equiespaciados para diseretizar el
dominio. A continuacion se muestra un estudio similar al anterior, realizado en do-
minios con 11, 21, 41, 81, 161 y 321 puntos distribuidos en forma completamente
arbitraria mediante una funcion "random”. En la figura (3.5) se presentan los resul-
tados numéricos y tedricos obtenidos con 41 puntos. Las condiciones son las mismas
que las presentadas en el gjemplo previo.

Para realizar las curvas de convergencia definimos una distancia a través del
pardmetro A que nos permite caracterizar cada una de las distribuciones de puntos
y cuya expresion estd dada por

L

=1

h =

(3.33)

donde L es la longitud del dominio y n es el niimero total de puntos,

Lag curvas obtenida en la figura (3.6) no muestran un comportamiento bien
definido como el que se observa en los easos anteriores, sin embargo la pendiente
media es de 1.98 para n, = 3, 1.93 para n, = 6 y 2.12 para n, = 7, estos valores nos
permiten decir que la convergencia no se deteriora con la distorsién de las nubes,

0.12 T T

Solucion exacta
MPF

0.1

0.08

U 4 o ol e @D D GO G e (e DD e 0 00 8 00 O B 0B DD B DD

40,02 i i
b 0 0.2 0.4 0.6 (L8 |

Figura 3.3: Comparacién del resultado tedrico con el obtenido mediante MPF, para una
distribucion de puntos equiespaciada,
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Figura 3.4: Convergencia de la solucidn para nubes de 3, 5 y 7 puntos,
Influencia de la funcién de ponderacidon

Iin el Capitulo 2 se mostréd como afectaban a las funciones de forma las distintos
tipos de ponderaciones, A continuacién podremos corroborar como estos cambios
influyen en la las propiedades de convergencia del método de puntos. La expresion
de la funcién de Gauss, que como ya hemos mencionado, es la mds apropiada por
su flexibilidad, para un punto estrella z; es:

e Exp (—(dfﬁ)") = E:l:p (—(dmufﬁ)k) .
(F’i('f‘) = ] = Eﬂf?;' (_‘{lfknmxz,ﬂ)k) (“‘34)

d = +/(z — 3)* (3.35)

En la fipura (3.7) se muestra como varfa el error para distintos valores de [
dejando el exponente &k = 2.

En estas curvas se representa el error para nubes formadas por 3, 5 y 7 puntos
tanto para la distribucion de puntos equiespaciados como aleatoria, En el caso de
nubes formadas por 3 puntos el error es constante, como ya hemos mencionado en
este caso la funeion de ponderacion no tiene efecto alguno. En el caso de distribucién
equiespaciada se observa que la tendencia es equivalente para nubes de 5 y 7 puntos.
Al aumentar el valor de 4 el peso de los puntos mis alejados tiende a cero, con
lo cual los puntos que actian son los mds cercanos al punto estrella lo que lleva a
reproducir el resultado obtenido con 3 puntos por nube, En todos los casos, para

O
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Figura 3.5: Comparacién del resultado tedrico con el obtenido mediante MPF, para una
distribueion de puntos arbitraria.
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Figura 3.8: Convergencia de la solucidn para nubes de 3, 5 y 7 puntos para una distri-
bucidn de puntos arbitraria.
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Figura 3.7: Evolucidn del error de la solucidon en funcién del pardmetro /4,

valores de /4 mayores a 10 el peso asignado a los puntos de la nube, excepto el punto
estrella, es muy pequeno lo que produce un mal condicionamiento de la matriz A y
por lo tanto no es posible obtener resultados.

El comportamiento observado para los casos en los cuales la distribucién de
puntos se generd de forma aleatoria es algo dispar pero se puede distinguir claramente
que para valores de  comprendidos entre 2.5 y 3.5 se obtienen el error minimo,

El otro pardmetro libre en la funcién de Gauss es el exponente k. La variacidn
del mismo reflejn una comportamiento muy semejante al observado con 4. En la
figura (3.8) se muestra como evoluciona el error con respecto al valor del exponente,
este estudio se realizé para las distintas nubes de puntos (n, = 3,5,7) y para las
dos distribuciones de puntos propuestas,

Se puede observar que para la distribucion de puntos equiespaciada todas las
curvas tienden al valor obtenido con la nube de tres puntos, Por otro lado para las
distribuciones de puntos aleatorias se aprecia claramente una region (alrededor del
valor 2.5) en la cual el error es minimo,

Influencia de la base de aproximacién

El orden de las funciones de aproximacion viene dado por la base que se utiliza en el
proceso de minimizacion. En este trabajo se utilizaron bases polindmicas completas
de forma tal que para una funcién de forma de orden m la base unidimensional tiene
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Figura 3.8: Evolucion del error de la solucidn en funcién del exponente k.

la forma siguiente:

p? = [Lmunia™] (3.36)

En el problema planteado en (3.28) es necesario calcular la derivada segunda de
la incognita, esto limita la eleccion de la base polindmica, ya que se debe eumplir
m = 2 con lo que se excluyen las aproximacion lineal y constante. En la figura (3.9)
se prifica la convergencia que se obtiene para distintas bases polindmicas. Para no
cambiar otros parametros, excepto la bage, se utiliza nubes formadas por 7 puntos,
mientrag que en la funcion de ponderacién se fijaron los pardmetros 4= 3 y k = 2.

Se obtuvieron resultados con polinomios completos de 2‘!", o ¥ ale grado
y los se presentan en la figura (3.9). En esta grafica sin dudas resalta el hecho de
haber obtenido practicamente la misma convergencia de O(h?) para el polinomio
cundrdtico y etibico. Lo mismo se ocurre para el caso de los polinomios de 4'° y 5
orden, los cuales presentan una convergencia de O(h1).

3.4.3 Condiciones de contorno de Neumann

Iiste tipo de condiciones de contorno, como ya veremos requiere de un tratamiento
especial. Para conocer el comportamiento de la condicién de Neumnann planteamos
el mismo problema de Poisson presentado en (3.4.2), al cual le hemos cambiado la
condicién de contorno en uno de los extremos, En el esquema de la figura (3.10) se
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Figura 3.9: Convergencia de la solucidn utilizando distintas bases polindimicas,

muestra el dominio, la fuente Q(x) y las condiciones de contorno, de Dirvichlet en
# =0y de Neumann en @ = 1,

Q

-

1)=0
0(0)=0 3

$-

.l_l.

Figura 3.10: Esquema del dominio, la fuente externa y las condiciones de contorno,

51 nuevo problema queda expresado de Ja siguiente forma,

d*ep(x)
Cda?

dlz) = 0 para z =0 (3.37)
dep(z)

in

il

sin(ma) para ) <z < 1

= 0 paraz=]
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La solucién analitica del problema planteado seri:
() l- in(ma) . (3.38)
pla) = — sin(mrz) + — 3.
( w 0
Discretizacion

Reemplazamos la funcién ¢(z) por la aproximacion,

dlx) = dla) = > Nj(x)d] (3.39)
i=1

Reemplazando en la ecuacién (3.37), de esta forma obtendremos un sistema de
seuaciones en el cual lag inedgnitas serdn los valores nodales qb_’;. Cada uno de los
términos de este sistema de ecuaciones estard dado por:

e [nterior del dominio, 0 < @ < 1;

 d*Nj()

Kij= To con j=1,.,n (3.40)

[i = sin(rx;)

¢ Contorno Neumann, x = 1:

dN;(w;) ‘ .
Ky = — onj= Lisim (3.41)
fi = 0
s Contornos Dirvichlet, @ = 0:
Ky = Njl) conj=1,.,n (3.42)
fi =0

Para dar al lector una idea cualitativa de los resultados en las figura (3.11)
se muestra la comparacion del resultado analitico y el caleulado. En el gjemplo
mostrado se utilizo el dominio diseretizado con 41 puntos equiespaciacos, mientras
que en la figura (3.12) se muestran los resultados del mismo problema, pero con los
puntos distribuidos aleatoriamente.

Lag nubes utilizadas en ambos casos estan formadas por & puntos, y la base
polindmica de interpolacion es cuadrdtica, p” = [1, 2,27, Los resultados obtenidos
en ambos casos muestran una excelente concordancia con los resultados tedricos.
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Figura 3.11: Comparacion del resultado tedrico con el obtenido mediante MPF, para
nna distribucién de puntos equiespaciados.
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Figura 3.12: Comparacién del resultado tedrico con el obtenido mediante MPF, para

una distribucion de puntos arbitraria.
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Influencia de las nubes

De la misma forma que en el problema planteado antes, realizamos un estudio de
convergencia para aproximaciones realizadas mediante nubes con distinta cantidad
de puntos. La definicion de dichas nubes en el interior, como en el contorno son la
que se presentan en la figura (3.2). Definimos una distancia h como la distancia entre
dos puntos contiguos (en el caso de distribuciones equiespaciadas) o una distancia
media entre dos puntos contiguos en la distribucion arbitraria.

€I :
ho=— (3.43)
no— 1

En la figura (3.13), se presentan las curvas de convergencia para las cuales se
utilizaron nubes con 3, 5 y 7 puntos. El mismo estudio desarrollado sobre las dis-
tribuciones de puntos arbitrarias se pueden apreciar en la figura (3.14).

le-01 o ¥ i

np=3
i np=i .

Je-02 | ]
le-03 4
le-04 ]
le-0s | ]
le-06 L &

0.1 0.0l 0,001

h

Figura 3.13: Convergencia para el problema con condicion de contorno de Neumann
para nubes de 3, 5y 7 puntos, en una distribucion de puntos equiespaciacda,

Para la distribucion de puntos equiespaciada encontramos que, independiente-
mente del tipo de nube que utilicemos, la convergencia es cuadritica, como se puede
apreciar en la figura (3.13). De estos resultados, debemos destacar que, a diferencia
de lo que ocurre en el ejemplo anterior, los mejores resultados se obtienen con la
aproximacién realizada mediante nubes de 5 punto.
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le-01
np=3
np=3
np=7
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Figura 3.14: Convergencia para el problema con condicidn de contorno de Neumann

para mibes de 3, 5 y 7 puntos, en una distribucion de puntos arbitraria.

Por otro lado, los resultados logrados en las distribuciones de puntos aleatorios
muestran un comportamiento muy irregular para los tres tipos de nubes utilizadas
(fgura {3,14)), Las oscilaciones no aparecen cuando trabajamos con condiciones de
Dirichlet exclusivamente, por lo tanto, parece légico suponer que estos problemas
son producidos por la condicién de Neumann,

Condicién de contorno estabilizada

En la formulacidn presentada, en el contorno de Neumann se trata de satisfacer sdlo
la ecuacién correspondiente a dicha condieién, y como pudimos observar, en ciertos
easos quedd de manifiesto un notorio deterioro en las propiedades de convergencia
del método,

Fistas mismas dificultades ya habfa sido manifestadas por otros autores aungue
utilizando otras téenicas, como por ejemplo las Diferencias Finitas. Para abordar
este tipo de problemas se han planteado diversas alternativas entre las que podemos
mencionar el agregado de un punto ficticio fuera del dominio o, el uso de multipli-
cadores de Lagrange, entre olros.

A través de la teorfa del Caleulo Finitesimal podemos deducir lo que podemos lla-
mar como "forma estabilizada de las condiciones de contorno” I()NA‘;}SL [DIQA 00h).
Con este fin se plantea una ecuacion de balance de flujos en un dominio de dimen-
siones finitas; para el caso unidimensional que estamos fratando este dominio se
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limita a un segmento A en el que el punto 2 pertenece al contorno y el punto
pertencce al dominio. La longitud de AB se define como h/2. En la fipura (3.15) se
muestra un esquemsa del dominio en el que se plantea el balance.

—_—
— (1 ' -
lud], o Bl 4
1

Figura 3.15: Dominio de balance para un punto de contorno.

El equilibrio de los flujos en el segmento AB, asumiendo que la fuente @ es
constante en dicho segmento, tiene la siguiente expresion:

o = aa) = [y ~ 5Q =0 (3.44)

donde g, es el flujo normal preserito en el contorno, q(z4) es el flujo producido
por la difusion en el punto x4 y [ug|, 4 s el flujo advectivo en el mismo punto,
Desarrollando estos términos en serie de Taylor alrededor del punto @, tendremos:

hody -
24) =qglep) — == -+ O(h* 3.45
f](‘? 4) l?(in) 5 di " = (L ) (idd)
hd ”
hodlueh 4
(bl = [0y = 52|+ O(R) (3.46)
N .
Aplicando la Ley de Fourier para el flujo tendremos que
dep )
q(z4) = —k== . (3.47)

con lo cual la ecunacion (3.45) se puede eseribir como:
ol d: hd [ d
p Dl Ty ‘”]

dx "

s iz ol 2 d [
A ff' 2dx | dx kO(W) (3.48)

Tt

Reemplazando esta expresion en la ecuacidn de balance propuesta en (3.44) y elimi-
nando los términos de orden superior obtenemos,

0 +!~fm’ [ug] — 2 [ ol y L dz [%] +Q] = i
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donde todos los términoes estdn evaluados en el punto x5 que es el punto de contorno
en el cual estd preserita la condicién de Neumann,

Como se puede observar el término que aparece multiplicado por /1/2 es exacta-
mente el residuo en el interior del dominio, Ahora si hacemos que

d[ug) il deh
. PRLE L3 3.50
da ; e [ dx e ( 4 )
llegamos a la siguiente expresion:
dh h :
i+ A;E — [ug] - Ev* =) (3.51)

Debemos tener en cuenta que si el ﬂnjt': preserito es de naturaleza difusiva, comao
ocurre generalmente, el término [ug] desaparece y la expresion finalmente queda:

qu + Lg = ‘g?" = (352)

En esta expresion el signo del término conductivo depende de la forma en que se
defina 1a direceion normal que puede ser entrante o saliente respecto al dominio.
Para evitar inconvenientes en dicha definicion expresamos la ecuacion (3.52) como:

‘nf(lb h B Py
i + ;‘ﬁ = 21‘ =10 (3.53)

donde se introdujo la derivada segiin la direceién normal,
El problema planteado con las ecuaciones (3.37) puede ser planteado en términos
de la condieion de contorno estabilizada, esto implica que ahora tendremos:

Al
% = sin(mx) para 0 <z < 1
plz) = 0 para x = () (3.54)
{eh( h [d2(x
5'{3"—( l) ] "i:" [-—-—(;;}-5*(-;—]- - :'-iin(mi:)jl = ) para @ = |
in T

En la ecuacion de la condicidn de contorno la estabilizacion se introdujo un
pardmetro h al que se conoce como longitud caracterfstica, Este pardmetro, sepmin
la teorfa del Clleulo Finilesimal, se puede interpretar como la distancia existente
entre el punto del contorno y el punto interior mas cercano,

Para la distribucién de puntos equiespaciada observamos que con la aplicacidon de
la estabilizacion los resultados mejoran sensiblemente, figura (3.16). Nuevamente los
mejores resultados se obtienen, como en el easo sin estabilizar, con nubes formadas
por cinco puntos.  Lste hecho es muy relevante porque ello indica que se puede
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problema con condicién de contorno de Meumann

Figura 3.16: Convergencia para el
iém de puntos equiespaciada.

cstabilizada para nubes de 3, 5 y 7 puntos, en una distribue

mejorar la aproximacion de Diferencias Finitas 0 Flementos Finitos que €8 la que

se obtiene utilizando nubes de 3 puntos.

Por otro lado se puede ver en la figura (3.17) que la mejora de los resultados
e mas que notoria para la distribuciones de punto aleatoria, aungue el error es
1:1'aifc-.tir_-.nn'mu‘r.(: gl mismo imlc:pu-:ndi{':r11;.m1w.utr;1. de 1a cantidad de puntos que formen
las nube.

Fstos resultados nos permiten coneluir que con 1a aplicacion de la teorfa de
Caleulo Finitesimal se Jopra una forma natural, y a su vez miy ofectiva de estabiliz
1a solucién de problemas con condiciones de contorno de Newmann.

Fs necesario mencionar que se realizaron estudios de los efectos producidos po
lag variaciones de la funcién de ponderacidn, como en el apartado anterior, y de |
base de interpolacion. Los resultados mostraron un comportamiento similar a lc
yi presentados, motivo por el cual no se considerd necesario incluirlos.

3.4.4 Analisis del término convectivo

4 resolucion de las ecuaciones de conveccion difusion trae ap

Fs bien conocido que L
rejado problemas de inestabilidades puméricas. Hstos inconvenientes estan asociad
gpacial.

oon el uso de esquemnas centrados en la diseretizacion ¢
Fgte fendmeno producido por log terminos convectivos se pueden observar en
método de los Elementos Finitos [COD 93], [FRA 92}, [ONAYS8], de las Diferenc
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Figura 3.17: Convergencia para el problema con condicién de contorno de Neu
astabilizada para nubes de 3, 5 y 7 puntos, en una distribucién de puntos aleatoria,

Finitas [PAT 80], [HIR 90] y de Volimenes Finitos [HIR 90], [IDE 94], y con
podia ser de otra forma, también afecta al método de Puntos Finitos [ONA
[ONA 00b).

Para estudiar la forma en que se manifiestan las inestabilidades numéricas
teamos ¢l problema de conveccion difusion con condiciones de contorno de Di
ena =0 yenz =1 Enelesquema de la figura (3.18) se pueden apreci
earncterfsticas del problema planteado.

i
Gp(0)y=0__, : : . i _ O(1)=]
® ”-— *— ® ® = —uw
L=1

Figura 3.18: Esquema del dominio y las condiciones de coutorno.

Haciendo que la fuente externa (x) = 0, tendremos:

2 12 eh( o
u@(—) A‘,(_Jf@ - 0 para <z <1
da da?

dlx) = 0 para @ =0
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() = 1 para @ = 1

donde k y u son constantes,

Para simplificar el tratamiento es conveniente introducir el nimero de Peclet 7,
y que estd definido como

y = % (3.56)

esto mimero adimensional depende de los pardmetros fisicos del problema u y k,
ademds es funcion de h que es una distancia caracterfstica. El mimero de Peclet nos
da una idea de la importancia relativa de la conveccion frente a la difusion. Podemos
decir que la conveceion es dominante cuando || es grande y que dominan los efectos
difusivos cuando |y| es pequeno.

1on esta definicién podemos reescribir el problema anterior de forma que

dpl) ﬁ:r.l’cp(a:)
dix 2 dat*
dlz) = 0 paraxz=0 (3.57)

plx) = 1 para & = 1

Lag ecuaciones (3.57) pueden ser resueltas en forma analftica y su expresion es:

= ( paral <z <1

1 Hﬂfﬂ.ﬁ:c
T) = — 3.58
olx) " EL (3.58)

Diseretizacion

Utilizamos la misma aproximacion que en los problemas anteriores y que esta dada
por,

bl) = d(x) = z Nj(:::)(f::; (3.59)
=1

Reemplazando esta aproximacion en las ecuaciones (3.57) obtenemos el sistemas
disereto de ecuaciones algebraicas lineales, cuyas incdgnitas serdn los pardmetros
nodales ({J}.;. In cada punto de colocacion la expresion de la matriz y del término
i1u.lcpr-_-,ndil-u-zl-.u aords

s Interior del dominio, 0 < @ < L:

dNj(z:) h d*Ni(x;)

dx 2 da?

Ky = con j=1,.,n (3.60)

f\;_(]
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e Contornos Dirichlet, @ = O
Ky = Nj(m) conj=1.n (:
i = 0
¢ Contornos Dirichlet, @ = 1:

Ky = Nj(@) conj=1.n (:
[ I

En la figura (3.19) se muestran los resultados para distintos valores del mi
de Peclet. En estos resultados se aprecia claramente la aparicién de oscilaci
espurias para 7y = b,

. ]‘ T 1 T T
iy e
" cmil,,
080 | posi'n e
ago | Pe=s0
0.40 |
0.20 } f i
& ____'-"' \ ‘\‘- :
0.00 | = PR AL W f
0,20 | 1I
040 | )
0.60 | i
(0,80 ) : . h
0 0.2 0.4 0.6 0.8 i

Figura 3.19: Resultados del problema de conveccidn difusidn para distintos valores

abtenidos con Np = Jym=23

Como ya hemos comentado, un nimero de Peclet grande implica que los tér
convectivos predominan sobre los términos difusivos, por este motivo se d
que la inestabilidad estd ligada con el predominio de la conveccion, Este t
oscilaciones, como era de prever son de la misma naturaleza que las que apa
diseretizando con otros métodos numéricos como el FEM, FD y FV.
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Anslisis de la inestabilidad numérica

Las causas por las cuales se producen las inestabilidades numéricas en la resolucion
del problema de conveccion difusion, se pueden encontrar realizando un andlisis del
error de truncasion que se introduce a través de la discretizacion de las eenaciones.
Para realizar este andlisis proponemos discretizar las ecuaciones de conveccion difu-
sidn mediante funciones de forma cuadriticas con nubes formadas por 3 puntos, con
lo que obtenemos un esquema equivalente al que se plantea en Diferencias Finitas
utilizando un esquema centrado.
Aplicando lo previamente mencionado llegamos a la siguiente expresion:

(1= 9)bli1) — 2¢(2i) + (1 = )blaigr) =0 (3.63)

desarrollando en serie de Taylor la funcién ¢(z) en torno al punto z; tendremos:

- i rﬁ“rgb(ﬂ:,-) (2y = 2)"
#(z) = Z dan Tl

(3.64)

il
reemplazando esta expansién en serie en la ecuacion (3.63) y reagrupando los tér-

minos se llega a:

- b %3 i o e 2n—1 2ﬂ :
dp(z;) [n h Z(ﬁv)) _Tzﬂm_.l o) _ o (3.65)

der |2 I- 4 (2n)! (2n — 1)! dz?

Por otro lado sabemos que:

o i -
cosh () = ”Zr;) @) (3.66)
. = a?! ;
sinh (z) = =l Gn 1) (3.67)
reemplazando estas expresiones en la ecuacion (3.65) tendremos
’Yi"@:% - % 5.8 = [cosh (2y) — ysinh (29) — ]]] dij);: ) = ) (3.68)

En la ecuacién resultante observamos que cuando se diseretiza mediante un esque-
ma centrado en realidad se estd resolviendo un problema de conveccidn difusidn
modificado que responde a las siguientes ecuaciones,

d.c:b(:::) h o P(x)

dv 2 (k48] dz? v 5.68)
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donde k* = J—lg [cosh (2) — ysinh (2y) — 1] es una difusién adicional introdu
por efecto de la discretizacidn. El coeficiente £* solo es funcion del mimero de P
v; graficando la funcion (1 = &* (7)) (ver fig. (3.20)) encontramos que a medida
ammenta el mimero de Peclet 1a funcion, que para |"}f| = () vale 1, disminuye su v
hasta hacerse nula en |y| = 1.365 y luego cambia de signo. Esto es lo que mg
la inestabilidad del esquema presentado, ya que el problema se torna infradifus

"_‘—-_"N-_ﬂ"'::"_"'n T T T
0Fr i -"'-\-\.__\_ .
-2 k g
i -4 F i
&
«f p i
-5k -
10 & o 1 o i i
0 0.5 l 1.5 2 2.3 k!
]

Figura 3.20: Difusidn introducida a través de la discretizacion espacial en funeidn
mimero de Peclet.

El analisis que se realizd en esta apartado, sin dudas, es muy simplificado,
("!lTth-l'gt.} en la literatura se ]"lﬂf.li"-‘n encontrar un tratamiento muy extenso, e

esos trabajos podemos citar [BRO 82, [HUG 89|, [DUA 96|

Fstabilizacion de las ecuaciones mediante Cdleuwlo Findlesimal

Como hemos mencionado en el apartado previo la inestabilidad numérica que :
rece en la resolucion de las ecuaciones de conveceion difusion estd motivada pe
resolucion de una ecuacidn modificada que resulta infradifusiva por el efecto del
mino &*. Por esta razdn la solucidn cldsica a este problema se planted en el sen
de agregar una cierta cantidad de difusion que logre equilibrar lo que se pierde
efecto de la discretizacidn. Lo mayoria de las téenicas de estabilizacion dan o
resultado la aplicacidn de una funcién de forma modificada como funcion de tes
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la formulacion de Galerkin, esto dio lugar a algunos de los métodos mds utilizados
en la actualidad como por ejemplo Petrov-Galerkin, GLS o SUPG entre otros. Una
amplia y detallada descripeion de estas técnicas se pueden encontrar en |[KEL 80|,
[HUG 86], [HUG 89], [COD 92|, [COD 93].

El método del Caleulo Finitesimal [ONA 97], [ONA 00b], al que nos referiremos
mediante FC, se basa en la modificacion de la ecuacion diferencial que rigen el
problema, y nos ofrece una forma alternativa muy eficiente de tratar los problemas
asociados con las inestabilidades numérica,

Con esta téenica los términos de estabilizacion surgen directamente del plan-
teo de una ecuacion de balance de flujos en un contexto discreto a las ecuaciones
diferenciales de gobierno del fendmeno.

Tomemos la ecuacion (3.55) a la cual le anadimos una fuente externa (x) ar-
bitraria, lo que nos permitird extender el desarrollo al caso mds general. A conti-
nuacién planteamos el balance de flujos en un segmento AB de longitud h, como se
muestra en la figura (3.21), ademis, en esta figura se representan los flujos entrantes
y salientes en cada extremo del subdominio que hemos tomado.

Q0
_o, [T i,
S m—— —_—
wol, | n Bl ey

Figura 3.21: Dominio de balance para un punto intevior del dominio.

Como primera aproximacién suponemos que el término de fuente Q(x) varia
linealmente en el segmento AB, con lo cual la sumatoria de flujos serd:

Zﬂ'u.jrm = [flujole, — [flujole, + E[CJ(:B,.{) + Qap)|h =0 (3.70)

Clomo es sabido el flujo se compone de dos partes; ima convectiva y la otra difusiva,
de forma que:

[flujol, = q(x) + [ue](x) (3.71)

Reemplazando en la expresion anterior

qlz ) + [ug)(za) — qlap) = [ud|(zp) + ‘—'IZ[Q(’:A) +Q(zp)h =0 (3.72)
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podemos mtroducir el siguiente cambio @4 = &p — h, ademds como xg s un p
arbitrario lo reemplazamos directamente por z, con lo cual

1 ’
qlx — h) + [ug](z — h) = g(x) — [ud](z) + Q[Q(m —h) + Q(z)|h =0 (3
Los términos expresados en el punto @ — A pueden desarrollarse en serie de Ta
en torno al punto z de forma tal que,

nfq h? n!“q

gl —h) = g(x) - h = 7 @ —O(h" (3

j 2
[ (2 = h) = [up|(z) = h d—[}f—ﬂl + % % — U(h,”} (3
Qe =h)=Q(x)—h O;Q +O(h?) (3

Reemplazando estas expresiones en la ecuacién {.:l 73) v despreciando los térm
de mayor orden llegamos a,

_c{q(u;) - rl[uf)’.a] (:L')

cla: dax i Q(Jﬂ)-l-
h [d*q(z) u’."’[ugb] dQ(z)] s
+§ dzx? de? dx ] = 3

Haciendo uso de la ley de Fourier, es posible poner los flujos en funcién de ¢
haciendo,

)
(}'(-L) . ' d’l. (?'
y suponiendo que u(z) = cle podemos reeseribir la ecuacidn (3.77) de la siguic
forma: ' 18(2) 16(z)
i [FArEl Y il
2 (a at ) W 4 Q(a)-
h d tifb( ) () wl :
T2 [m, ( de ) e T =0 e
recordando que el residuo estd dado por
i rh;ﬁ( ) dip(x)
o Bk et ST T 3
' dz ( da ) Sl o) (d

reemplazando (3.80) en la ecuacion (3.79) podemos escribir:

Pz =0 (3
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Es muy importante destacar que en la ecuacidn (3.81) cuando h — 0 se recupera
la ecuncion diferencial de conveceidn difusion estandar en su forma infinitesimal,

En general el término de estabilizacion se expresa en funcion del pardmetro
r (tiempo iul‘.r[nsr_-'.(_tr,\) amplinmente utilizado en la literatura de Flementos Finitos
[HUG 86|, para lo cunal reemplazamos h = 27u, reemplazando llegamos a

dr
— T =) 3.82
r T (3.82)
siendo: j
ah o
= — 3.83
2 |u )

donde ah se puede obtener utilizando el mismo argumento utilizado en el proce-
dimiento de Petrov-Galerkin para elementos finitos, que consiste en obtener el va-
lor exacto en cada nodo para el problema unidimensional, De esta forma o =
coth(y) — 1. v I es una longitud caracterfstica medida a lo largo de la lnea de
corriente. Finalmente la ecuacién a resolver tiene la siguiente expresion:
po S0 g0 g (3.84)
2 || el
Haciendo uso de la formulacidn estabilizada podemos replantear el problema
de conveccién difusion dado por las ecuaciones (3.57) con lo cual las ecuaciones
diferenciales de gobierno del problema se transformardin en:

dc,b(:l.‘}_ﬁd“tf)(::.‘) B ah ”i dep(z) B Erfz(p(:::)
de 2 dr? 2| du T dz 2 dz?

= () para 0 < 2 < 1 (3.85)

las condiciones de contorno quedan de la misma forma:
dlz) = 0 para @ = () (3.86)
plz) = 1 paax=1

Una vez planteado el nuevo problema, reemplazamos los valores de ¢(x) por su
aproximacion ¢(x) y ademds, definimos 4 = h (longitud caracterfstica de la nube).
Finalmente desarrollamos la expresion de (3.85) legamos a:

1 T 72 (e vh2 1o (
Tdr,!;[l) h ("yr\ % 1) d* () LR () _ para 0 <z <1 (3.87)

iz lu| da? i cla
Si la aproximacidn se realiza mediante polinomios de segundo grado tendremos que

3 o
4.0 i’f{f’) =0 (3.88)
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Figura 3.22: Resultados de las ecuaciones de conveecion difusidn estabilizada para
tintos valores de 5, obtenidos con 1y = 3y m = 3.

con lo cual obtenemos 1ma ecuacion de conveceion difusion estandar con el térn
difusivo modificado. Reemplazando o = coth(y) - ;1;, finalmente el sistem:
E‘!Cl'-lﬂ.(:i()llﬂl'i i l('!{'h‘.'b CON:

cir;b(:r:) ﬁ 5 B H d'gﬁrb(f‘ﬂ = oy ;
v i 5 (7 coth(y) — 1) ful + 1 = () para ) <z < 1
c:b(;.':) = 0 paraz =0 (:

dlz) = 1 para x = 1

En la grafica (3.22) se muestran log resultados para los distintos valoves de Pe
mediante la resolucion del sistema de ecuaciones modificado. En la figura (3.1
muestran los resultados sin estabilizacion para los mismos casos. Es evidente
aplicacion del FC introdujo la estabilizacién necesaria para elimina las oscilaci
CEpUrias,

Realizando la aproximacién mediante nubes de 5 y 7 puntos se observan res;
dos similar a los obtenidos con nubes de 3 puntos, esto se ilustra en la figura (:
donde se resolvié el problema con un mimero de Peclet de 5 utilizando la for
lacion sin estabilizacion y la formulacion estabilizada, Fate 1iltimo ensayo es
importante debido a que la deduccidn de la estabilizacion se hizo para una nul
tres puntos y que por lo tanto interpolaba los valores en eada punto,
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Figura 3.23: Resultado de la ecuacion de conveccidn difusion para v = 5, a) ny = 5, b)
np=T.

3.4.5 Conveccion difusion con una fuente externa variable

A diferencia de lo que ocurre con otros métodos numéricos, el anadido de una fuente
externa variable debe ser tratado de forma muy cnidadosa para no infroducir errores
en la aproximacion mediante el método de los Puntos Finitos. Para explicar dichas
dificultades retomamos las ecuaciones de conveceidn difusion definida en (3.26) en la
que proponemos una fuente variable Q(x) = — sin(7z); las condiciones impuestas en
ambos contornos son del tipo Dirichlet con ¢, = 0. En la figura (3.24) se muestran
lns caracterfsticas generales del problema planteado.

L2

I
I
j
|

[ .
0(0)=0 h(1)=1

Figura 3.24: Esquema del dominio, la carga externa y condiciones de contorno,
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Las ccuaciones que describen el problema planteado tienen la siguiente expres

23
B -d(i( z) ) .d “”(') FQ(z) = 0 paal<z<l
da: da:?

d’(-’”) = 0 para @ = () (3
$(z) = 0 para 2 = 1

Aplicando la estabilizacion mediante el Cdleulo Finitesimal tendremos la sig
te ecuacion modificada

Y rﬂd}( ) + kd"d}(*ﬂ)

T i T Q)
ah d | dd(x)  d*d(z) |
B Pt e ' z)| = :
2 | K da: da g dx? +Q(x) ) (4

desarrollando el término de estabilizacidn y tomando w v & como valores consta

dp(x)  dP(x)

T 2 da? +Q(@)-
mﬁ. d*p(x)  dp(x)  dQ(z) ;
b — 0 d
2 ]ru| T +h P R (

en esta ecuacion se debe prestar especial atencién al término de la derivada ¢
fuente externa que proviene de la estabilizacidn. Para el cdleulo de dicha deriv
(2(x) debe ser aproximada de alguna forma, y lo mds razonable es hacer uso de
funciones de forma con que se aproxima ¢(z), por lo tanto

=3 Nj(z)Q! (3

=1
siendo la derivada,
dcp) :l'. Z dNE‘ (3
da dx

Tanto en la funeidn como en la ¢lm'1wulal, nos encontramos con los CJJ que 501
pardametros de la aproximacion que, a diferencia de lo que ocurre cuando se re:
una interpolacion, (como en el FEM o FD) en nuestro caso los Qff # Q(a;). |
la obtencién de dichos valores se puede hacer uso de la ecuacion (3.93) ya que €
es conocido, por lo tanto, planteando dicha ecuacién en cada punto de coloca
del dominio obtendremos un sistema de ecuaciones que nos permitivd caleula
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Figura 3.25: Convergencia de la solucidn utilizando @(x) aproximad y Q(z) calculados
cxactamente,

pardmetros Q_ﬁ-‘. Con estos valores estamos en condiciones de caleular la derivada
L'll:‘l uél‘uljlll‘l (.'1(} [H. ﬁ.ll'!ll[l(-! (-!?C{'.I-!l'l“l. ©n l'-()]'ll'l,ﬂ, (f()l"]"('}(‘.i'.ﬂ,,

Otra opcion posible es realizar la aproximacién suponiendo que los QJ’,‘ = Q(z;).
Esta suposicidn, come se observa en la figura (3.25), introduce un error importante
para nubes con n, = m.

En la figura (3.26) se muestra el resultado estabilizado mediante la téenica ex-
puesta previamente para nubes formadas por 5 puntos y con la aproximacion cua-
dritica (n, = 5 y m = 3) donde se aprecia como la estabilizacion elimina las
oscilaciones producidas por el término convectivo.

3.5 Conclusiones

En este capftulo quedaron sentadas las bases generales del método de los Puntos Fi-
nitos y ademds se mostraron algunas caracterfsticas de la aproximacion y la influen-
cia que tienen en los resultados diversos pardmetros, siendo los de mayor relevancia
la cantidad de puntos en cada mibe, la funcidén de peso y el grado del polinomio de
aproximacion.

La seleceidn de la funcidn de Gauss como funcidn de ponderacion dio un resultado
muy satisfactorio ya que se obtuvo una buena aproximacién en todos los problemas
propuestos, incluido en los que se diseretizé mediante una distribucion de puntos



Ah CONULUSIONES

00,0020 T T -y
sin estabilizar
0.0018 estahilizado |

0.0016 | 1
0.0014 |
0.0012
0.0010 f —
0.0008 | e

0.0006 .--P"f’

00004 |- /

0.0002 | - |
0.0000 —— d

-0,0002 i . ! 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 i

Figura 3.26: Comparacion entre log resultado obtenido con un esquema estabiliza
sin estabilizar.

aleatoria, para un amplio rango de valores de los pardametros # y k. Esto nos per
aseverar que el método presenta una baja sensibilidad a las variaciones de la fun
de ponderacion.  Sin embargo mediante el andlisis de las curvas obtenidas |
diferentes valores de los pardametros mencionados se pudieron establecer los val
de los mismos con los cuales los resultados eran mejores. Estos se pudo corrob
para todos los casos presentados en esta tesis.

Otra conclusion importante se puede extraer de las curvas de convergencia i
zando polinomios de diferente grado, donde pudimos observar que la aproximaci
de tercer y quinto grado no mejora los resultados que se obtienen con polinomio
sepundo y cuarto prado respectivamente, este hecho es independiente de la eant
de puntos que forman la nube y de la funcién de ponderacion que se utilice.

Otro punto a destacar es la introducecion de la estabilizacion para problemas
minados por los fendmenos conveetivos y para la implementacién de las condiei
de contorno del tipo Neumann, partiendo del concepto de balance de flujos e
dominio finito. La aplicacién de esta téenica denominada Cdleulo Finitesimal
mina las oscilaciones, anadiendo una cantidad de difugion equivalente a la qu
pierde por efecto de la discretizacion.

Finalmente se presenté la particularidad que se presenta en problemas con fue
externas variables, v la importancia de su correcto tratamiento.
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Capitulo 4

Generalizacion del método de
Puntos Finitos a 2D y 3D

4.1 Introduccion

La extension del método de Puntos Finitos al espacio bidimensional y tridimensi
no presenta mayores dificultades, ya que el proceso de aproximacion de las funci
mediante la téenica de minimos cuadrados ponderados, y la discretizacién medi
colocacion puntual, se realizan en forma completamente andloga a lo que se pres
previamente para el problema unidimensional.

En este capitulo se presentaran diferentes problemas regidos por la ecuacid
conveceion difusién, tanto en régimen transitorio como estacionario. Para el fi
miento de los mismos se propondrdn y comparardn distintas formas de impleme
las condiciones de contorno v se extenderd ¢l método de estabilizacion de proble
de conveccidn dominante a dos y tres dimensiones.

ara simplificar el tratamiento tedrico presentaremos los desarrollos para
blemas 2D, pero los mismos podrdn ser extendidos al espacio tridimensiona
mayores d ihcultades.

4.2 Funciones de forma

El proceso de obtencién de las funciones de forma bidimensionales se realiz
la misma forma que en el caso unidimensional. Para ello, como primer pas
debe seleceionar un conjunto de puntos que formardn la nube de puntos. Di
nubes deben eumpliv con las condiciones propuestas por Duarte en [DUA 95b]
consisten en que el nimero de puntos que forman la nube (n,,) debe ser mayor o
que la cantidad de términos linealmente independientes de la base polindmic
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aproximacion (m), ademads la distribucion de los mismos tiene que ser no degenerada.
Un andlisis més detallado de estas condiciones se pueden ver en el apartado 2.2,

Para la construccion de la funcidn de aproximacién, ademds es necesario delinir
l]a base de interpolacion y la funcién de ponderacién,

s Base de interpolacion:

como en el cagso unidimensional solo utilizaremos bases polindmicas completas,
algunos ejemplos pueden ser:

lineal: -
plz,y) =121 m=3 nR*

p (a2 =212 m=4  en R

cuadriatica: .
p(x,y) = [1: T, @, xy, ?}2]! m =06 en R?

i & B 40 ga )
p(xy,z2) = [I,rf:‘y,:r:‘a,:ﬂy,y",:t:'i, a2y, ay®, v m = 10 en R3

e uncion de ponderacion:

Tras haber realizado numerosas pruebas con el problema unidimensional se
opté por la funcién Gaussiana para que actiie como funcién de ponderacién.
Su expresion esta dada por

. ECL‘;() (_((Uﬁ)k) — EC“?—' (_(dnmx}ﬁ)k)
wr(x) B 1= ﬂf‘“ﬂ-’(_(dmli-xfﬂ)k)

(4.1)

donde # y k son los pardmetros que definen la forma de la funcidn de Gauss,
d= \/(3; — xi)? + (y — u:)* siendo (i, 2;) las coordenadas del punto estrella y
finalmente d,. = o max|d|. De esta forma queda definida una funcidn de
revolucion centrada en el punto estrella, Esto se puede observar en el esquema
de la figura (4.1).

En el apartado (2.4.6) se mostrd que con esta funcién es posible reproducir el
efecto de ponderacion de la mayorfa de las funciones de peso utilizadas con este fin,
oata versatilidad es conferida por las distintas combinaciones de los pardmetros f3,
ke y druuh'

Para ¢l problema tridimensional solo cambia la definicion de la distancia, supo-
niendo que el punto estrella se encuentra en (21, i) tendremos que

d= /(& =)+ (y — w)* + (2 — z)? (4.2)
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Figura 4.1: Funcién de ponderacion de Ganss en dos dimensiones,
4.2.1 Proceso de minimizacién

Planteando el proceso de minimizacién de un funcional equivalente a plantead
una dimension presentado en el apartado 2.4.2, arribamos a la obtencién de
funcion de aproximacion ¢ (z,y) cuya expresion es

¢ (a,y) = ¢ (x,y) = p" (v,4) A”'Bg" (

A efectos de evitar problemas numéricos hacemos uso de la base polind
definida en forma local y adimensionalizada a través de d,,,.. Para un punto
coordenadas (2;,y;) tendremos la signiente aproximacién:

¢ (z,y) = p" (z,y) A"'Bg" (

con una base definida como

k k
T &= 2 Y= U (:B - :t:;) (y — :tf,')
z,y) = |1, ——, j suey T
p ( 'U) isinih r'i'll'nn:nr ' O ‘ Briai

Las expresiones de las matrices A y B estidn dadas por:

Tip

A= w2 ) pT (26 wm) (
=
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B = (i (vy, wny) P () 41 s oo @i (@) Un)) P (s Yim) | (4.6)
donde el subfndice entre paréntesis indica que es utilizan indices locales.
Reemplazando A~'B = C! tendremos

b(x,y) = p" (5,4)C " (4.7)

Recordemos que como método de diseretizacion, se utiliza colocacién puntual
y por lo tanto es necesario conocer los valores de la funcién y sus derivadas en el
punto de colocacion que coineide con el punto estrella. Al hacer uso de un sistema de
coordenadas loeal este punto serd el (0, 0), por lo tanto la evaluacion de las funciones
ge simplifica de manera notable, como se muestra a continuacién. Dado que

ke k
e =2y Yi— Ui T;— @ W= Yi
P! (ziswi) = |1, : 11 . o (—l) ! (U )

d!l'l.l:h: d*lrmx "il:m.x f-!'rlmx
= [1,0,0,...,0,0] (4.8)
con lo cual
b (@im) =Y Cij'dly (4.9)
j=1

A modo de ejemplo a continuacion se presenta el cileulo de la derivada primera
respecto de la coordenada z, Como ya se ha mostrado anteriormente la derivada de
la funcion de aproximacién es:

O (z,y)  Op" (2,9) 1
O . O Cg (4'10)

ya que la matriz €' es constante, La derivada de la base evaluada en el punto
(224, mi )queda:

ap! (x;,u 1 i = g\
Ip” (zim) _ O e O | ’1) 0
O f-'!mm: dmnx
= [{},L,u,..,,m u] (4.11)
ril'l'"l?i
con lo cual
a'{b(%m) 1 o =1 .}
= oy s 4.12
dx fﬁmnx E 4 é{;) ( }

i=1
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La derivada sepunda queda como

tip

‘jﬂfb (4, i) Ly
] - = ( Tim 4
i}mz (dﬂluﬂ X dJ J‘( i) (

La extension del cdleulo de la funcién y sus derivadas en aproximaciones t
mensionales es completamente andlogo.

4.3 Nubes

Sin dudas la principal dificultad eon la que nos enfrentamos al abordar proble
2D o 3D radica en la seleccion de los puntos que formardn las nubes, adquirie
especial relevancia esta dificultad en los puntos del contorno donde las nubes tie
caracterfsticas muy pm‘l.iculnrm.

Como ya hemos mencionado la cantidad de puntos que forman estas nubes tie
que ser mayor o igual que el mimero de términos linealmente independientes d
base de interpolacién (n, = m). Esta condicién, si bien es necesaria, no es suficic
La otra condieién necesaria es que para un sistema de ejes ortogonales arbitr
(E , 1) ge puedan proyectar la cantidad minima de puntos (t;n.-‘.i'.n. dependerd de la Iy
en ambas direcciones (a una distribucién de puntos que cumple esta condicié
la denomina ne degenerada). En caso de no cumplirse alguna de estas condici
nos encontraremos con que la matriz A, caleulada mediante la ecuacidn (4.5
singular, o mal condicionada.

En las figuras siguientes se plantean esquemdticamente algunos ejemplos |
ilustrar lo previamente comentado. Para ello suponemos que estamos aproxims
mediante una base de interpolacion polindmica completa con 6 términos linealn
te independientes (polinomio cuadrdtico), por lo tanto tendremos que tener, ¢
minimo, 1y, = 6.

En la figura (4.2) se presentan dos mjmnpluﬁl:

a) en este ¢aso podemos observar que si proyectamos los puntos en las divecei
(€, 1), en una de ellas (£) so6lo tendremos 2 puntos, lo que no es suficiente |
realizar una interpolacidn cuadritica en dicha direccion,

b) este caso es equivalente al anterior, excepto que el sistema (£,7) respectc
cual el problema es singular, no coincide con los ejes globales.

En la figura (4.3) se muestran dos ejemplos en los cuales la distribucién de pu
cumple con la condicién requerida,

Len los esquemas de lag nubes se muestra con un circulo vacio el punto estrella, aungue
relevante s posicidn.
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a) b)
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H . 3 —
n
= —
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Figura 4.2: Distribuciones de puntos inapropiada para una interpolacién cuadritica.

a) en este caso los puntos no estdn alineado, y se puede comprobar que esta
condicién se cumple para cualquier sistema de ejes (&! ).

b) en este caso los puntos estin alineados pero es posible proyectar la cantidad
suficientes puntos en cualquier sistema de ejes ortogonales, por lo tanto, cumple
la condicidn,

[a obtencion de A~! se realiza en forma numérica y como es bien sabido, debido a
los errores de truncamiento, se puede llegar a invertir una matriz que analiticamente
debfa ser singular, lo que produce resultados completamente erréneos. Por este
motivo hay que establecer un eriterio eficiente para decidir cuando se considera que
una matriz es singular o no lo es.

i b
Y LY
Y Y
SR duday b
i I
*':p ;-lb ‘ﬂ, ' .....
=y . i i ' —
n n
== x=——

Figura 4.3: Distribucién de puntos apropiada.
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En la figura (4.4) se muestra un ejemplo donde se cumplen las dos condici
necesarias para realizar la aproximacion, Sin embargo, en la direccion £ tene
que dos de los tres puntos necesarios estdan a una distancia £, 5i esta distanci
pequena la matriz A, si bien no es singular, puede estar mal condicionada y
resultados son, como en el caso anterior, errdéneos,

A

¥

Figura 4.4: Distribusién de puntos dependiente de &,

Las posibilidades de encontrarnos con problemas como los mencionados pre
mente nos hizo plantear alguna forma de detectarlos de antemano, para lo cu
utilizando el ndmero de eondicién de A, se ered un indice el que nos muest
que podemos denominar la "calidad de la nube”. Esto nos permite, a la hor
seleccionar los puntos asegurarnos de obtener una buena aproximacion.

La metodologfa utilizada se traduce en hacer simplemente la comprobacié
que,

cond (A) = ka (4

donde ka es una constante k (se tomaron valores entre 20 y 200) multiplicada
el mimero de condicién de la matriz A de una nube considerada como 6pt
En el caso de polinomios cuadriticos en 2D esta nube considerada como ideal
constituida por 7 puntos que forman un hexaedro perfecto con el punto estrell
el centro del mismo.

4.4 Ecuacién de conveccion difusion

En esta seccion se abordard la solucién de la ecuacion de conveccidn difusidn
tacionaria en un dominio €2, con condiciones de contorno de tipo Dirichlet e
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y de Neumann [Y;. Las ecuaciones diferenciales que gobiernan este problema y sus

condiciones de contorno son:

VT DV #(x)] — u" Ve(x) + Q(x) 0 en$l
n"DVHx)=q, = 0 enl}
h(x) = ¢, = 0 en I°,

en esta expresion tenemos los siguientes operadores y matrices:
operador gradiente

0
a . i ;
i A
iz
mabriz de difusién
‘ bk, 0 0 )
D= [ AJ ? ] en R D=0 &k, 0 en RY
U 0 0 kK
vector velocidad
) 14
u= [ f" ] en R u= | v en R*
v i

versor en la direccién normal al contorno (saliente)

Thy

Mg [ 3

n= l 4 } enR*%  n=|n en R
n, i
z

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Mientras que QQ(x) es una fuente externa, g, es un flujo normal prescrito y ¢, es el

valor prescrito de la incognita.

4.4.1 Ecuacién de difusién con condiciones de Dirichlet (2D)

A continuacidn se presentan dos problemas de Poisson que nos permitirin estudiar
alpunas caracterfsticas de la formulacion presentada, ademds se presentarin algunas

comparaciones con otros métodos.
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Figura 4.5: Esquema de ln geometria y condiciones de contorno.,
Problema 1

En esta primer ejemplo estudiaremos exclusivamente los términos difusivos d
ecuacion (4.15), para lo cual tomamos u = 0, v = 0, k, = 1y k, = 1. En
contornos se imponen condiciones de Dirichlet. En la figura (4.5) se presenta
esquema del problema y las condiciones de contorno, Una ves reemplazados
valores del vector v y de la matriz D, la ecuacién se reduce a

o

Fa + T 0  enQ (4

Las condiciones de contorno se definieron de forma e

¢ = -y en I}
=1~y + 3y + 3y en I'?
¢ =—z’ en [
¢=—=1—2"+32%+ 3z en I

con lo cual el problema planteado tiene como solucidn analitica una funcidn |
némica ciibica, cuya expresion es

b (rf;, y) - — y“ o= Smy"e & 31::?3; (4
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Este problema fue resuelto por Aluru en [ALU 00] utilizando una téenica de coloca-
cidn puntual y con una aproximacion basada en el Reproducing Kernel, lo que nos
permitird contrastar las prestaciones del método de Puntos Finitos con una téenica
de earacterfsticas similares.

Para el estudio de la convergencia es necesario definir una dimension caracterfs-
tica h, siguiendo el trabajo de Aluru se definié que

I
h=fig =hy = —=— (4.22)
\/'}.*. |

donde L es la longitud del lado del dominio (ver fig. (4.5)) y n es el mimero total
de puntos utilizados en la discretizacion.

El cileulo del error de la solueidn y de sus derivadas se realiza mediante un
estimador de error global, euya expresion estd dada por

—

(1

o= a2 (4 %) (4.25)

§=1

La distribucién de los puntos en un dominio determinado se puede realizar de
numerosas formas, por este motivo hemos escogido tres formas distintas a las que
denominaremos distribucion estructurada, distribucion aleatoria y distribucion
homogénea,

Distribuciéon de puntos estructurada

Este tipo de distribucién se logra dividiendo el dominio mediante una grilla equies-
paciada. Para obtener la convergencia de este problema se utilizaron 4 distribuciones
distintas, cada una de ellas formada por 5 = 5, 11 x 11, 21 % 21 y 41 x 41 puntos
a lo largo de las direcciones @ e y respectivamente, Como funcién base utilizamos
un polinomio cuadritico y la campana de Gauss como funeién ponderacion, cuyos
pardmetros se obtuvieron de los estudios unidimensionales realizados en el Capitulo
3.

En la fignra (4.6) se pueden observar las curvas de convergencia de la funcion
y de sus derivadas. La pendiente de la curva de ¢ es 2.82 y para las derivadas se
obtuvo una velocidad de convergencia de 2.26, siendo la misma tanto para @ como
para y. Para este mismo problema en el trabajo presentado por Aluru se obtiene
una velocidad de convergencia de 2.7 para la funcién y de 2.32 para las derivadas.

Distribucion de puntos aleatoria

Para constatar la influencia que tiene la posicién de los puntos sobre la aproxima-
cién se resolvid el mismo problema usando distribuciones de puntos completamente
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Figura 4.6: Convergencia de la solucién para una distribueidn de puntos uniforn

aleatorias, excepto en los contornos. Para ello se tomaron 4 distribuciones con
121, 441 y 1681 puntos. Tanto la base polinémica como la funcion de pondera
que se utilizaron son las mismas que en el caso de una distribucion estructurs

En la figura (4.7) se pueden ver las eurvas de convergeneia de las cuales se obl
una pendiente media, debido a que las eurvas no son rectas; la pendiente de la ¢
para la incégnita ¢ es de 2.74, para la derivada respecto a z es 1.75 y para la deriy
respecto a 1 es 1.73. Para este ejemplo los valores reportados por Aluru fueros
2.01 para la incégnita y de 2.16 para la derivada respecto a z y 1,90 para la deris
respecto iy, aungue en el trabajo citado no se aclara el procedimiento seguido |
caleular esos valores.

Distribucién de puntos homogénea

La tercer distribucién de puntos se generd mediante un método que mantiene ci
"homogeneidad” en lo que respecta a la distancia entre los puntos, sin ser la mi
una distribucién estructurada como se propuso en el primer easo, Mediante
método se generaron 4 distribuciones con 25, 121, 441 y 1681 puntos respectivam
. Se usé la misma base polindmica y la misma funcidn de ponderacién que ex
dos casos anteriores,

En la figura (4.8) la pendiente media caleulada para la incognita es de 2.83,
la derivada respecto a x es de 2.54 y para la derivada respecto a gy es de 2.51. Para
tipo de distribuciones no se contaban con otros resultados que permitieran rea
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Figura 4.7: Convergencia de la solucién para una distribucidn de puntos aleatoria.

1,0c-01 : i

-‘I""" Phl.x -

l 0’0-02 ""\-,._\“ Ptll.y SEELILES LT ]
ity

1.0e-03

E 1.0e-04

0.1 0.01

Figura 4.8: Convergencia de la solucién para una distribucidn de puntos homogenea.
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comparaciones, pero se considerd importante incluirlos porque log generadore
puntos disponibles brindan resultados de esta clage.

Comparacién de los resultados

Para una mayor comprension de lo que implica cada una de las distribuciones
puntos que hemos propuesto, en la figura (4.9) se muestran, a modo de ajem
una de cada una de ellas (todas formadas por 121 puntos). Mientras que e
figura (4,10) presentamos los resultados que se obtuvieron con las discretiza
previamente mostradas. Como podemos observar en esta figura, cualitativame
no se HpI't’!t!i-':Ln diferencing en los resultados,

Estructurnda Aleatorin

. i .

Homogenea

Figura 4.9: Distribuciones de puntos utilizadas para la resolucién del problema. (1
puntos).

La velocidad de convergencia de la funcién ebtenida en los tres casos plantead
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£ 17778
12222
088080
0,11107
44448

-1

Homogenen

Figura 4.10: Contornos de la funcién ¢ para los distintos tipos de distribuciones de
puntos,

es similar, en cambio en las derivadas se observa un claro deterioro en la aproxima-
cion realizada con una distribucién de puntos aleatoria.

Funeion | Derivada 2z | Derivada y
Estructurada | 2.82 2.26 2.26
Aleatoria 2.74 1.76 1.73
Homogénea 2.83 2.54 2.51

Por otro lado hay que destacar que el error global de la aproximacion de la
funcién, para un h determinado, tiene una amplia variacion para las distintas dis-
tribuciones, por ejemplo para k= 0.1 obtenemos
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error f?)
Estructurada | 3.0x107°
Aleatoria 1.2x107%
Homogénea | 2.4x10~1

en cambio esta diferencia es practicamente inexistente para los errores de las
vadas, como lo demuestran las curvas (4.6), (4.7) y (4.8).

Efecto del mimero de puntos de la nube

FEn ¢l estudio realizado previamente se utilizaron nubes formadas por 12 pu
para todas los casos. Sin dudas, el nimero de puntos que conforma cada |
es una variable muy importante en la aproximacion, por ello tomamos el eje
discretizado mediante 441 puntos y variamos el nimero de puntos de cada nube ¢
10 y 26. En las curvas de la figura (4.11) se observa que el comportamiento
funcién es similar para las distribuciones de punto aleatoria y homogénea, mejor
a medida que aumentamos el mimero de puntos, sin embargo en el caso estructu
la aproximacién se deteriora a medida aumentamos la cantidad de puntos en
migma nube, Finalmente hay que destacar que a medida que el tamano de la
aumenta en todos los casos se tiende a un mismo error.

Ejemplo 2

Il segundo ejemplo planteado, como el anterior, es un problema de Poisson
condiciones de contorno de Dirichlet aunqgue en este caso se anade una fuente ext
Il dominio es un cuadrado cuyos lados tienen longitud uno. Para el andlisis
convergencia se generaron cuatro distribuciones con 25, 81, 289 y 1089 puntos
una de ellag, Ademss estos puntos se distribuyeron de dos formas distintas;
primera se generd una distribucién estructurada y luego estos puntos se mov
en forma aleatoria hasta un méaximo de 0.26h, donde h es la distancia entr
puntos. En el segundo easo la distribucién se en forma completamente aleatori
problema es el siguiente:

Py At
e + 51',*'2' = Q (z,v) en §2 (

donde la fuente externa es una funcién exponencial

Q (2,9) = (bya(l — y)(1 = 2))* (il (1 — HH0))
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Figura 4.11: Convergencia de |a solucion frente a la variacién del mimero de puntos en
cacla nibe,

con k = 200, y las condiciones de contorno son simplemente
¢g=0 enl (4.26)

El problema asf planteado tiene como solucién analitica
b (z,y) = (1 = 00170 (] — £H/10)) (4.27)

En la figura (4.12) se muestran dos distribuciones de puntos que se utilizaron en
este ajemplo.

La importancia de este ejemplo radica en que existen una gran cantidad de re-
sultados obtenidos con diversos métodos lo que no permite una buena evaluacion
del método de los Puntos Finitos. Los errores que se grafican en las curvas de con-
vergencia, se obtuvieron promediando los resultados de 10 distribuciones distintas,
aungue con la misma cantidad de puntos, esto se realizé para los dos casos que se
pregentan a continuacién. En las curvas de convergencia se muestran los resultados
obtenidos con:

e Meshless Finite Element Method (MFEM)
s Flement Free Galerkin Method ( 3FGM)

s Smooth Particle Hydrodynamics (SPH)
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Figura 4.12: Distribuciones de puntos aleatorias.

s Finite Element Method (FEM)

s necesario aclarar que tanto h como la norma del error se caleularon segi
ecuaciones (4.22) y (4.23).

Distribucién 1: En la distribucién en la que los puntos se movieron arbitr
mente una distancia 0.25h, en general, todos los métodos logran una converg
similar para la solucidn, como queda reflejado en la figura (4.13). En el cas
las derivadas se destaca el comportamiento del método de Puntos Finitos, don
velocidad de convergencia es notoriamente superior al resto de los métodos, leg,
la misma a ser cuadrdtica (ver fig. (4.14)).

A continuacion se presenta una tabla donde se pueden apreciar las velocid
de convergencia para cada uno de los método, En todos los casos el cilculo d
mismas se realizd tomando valores medios.

Método | Funcién | Derivada z | Derivada y
FEM 2.13 1.42 1.43

MFEM | 2.51 1.42 1.42
SPH 1.96 1.34 1.38

EFGM | 2.04 0.08 1.02
FPM 2.12 2,09 2.04
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Figura 4.13: Convergencia de la solucién, para la distribucién de puntos movidos arbi-
trariamente 0.255.
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Figura 4.14: Convergencia de la derivadas, para la distribucion de puntos movida arbi-
trarinmente 0,250,
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Distribucién 2:  En el caso de los puntos distribuidos en forma aleatoria se
tuvieron resultados de convergencia de la solucién son semejantes a los anteri
mientras que para las derivadas en el FPM la convergencia lograda es semejante |
los otros métodos. Por ofro lado el SPH desmejora sensiblemente sus prestacic

le+(] e :

FEM —+—

le+0) F
e01 F
le<02 |
E o leosf

le04d |

le-03 1

le-06 F E

le-07 . : o i
0.01 0.001

Figura 4.15: Convergencia de la funcién. Distribucién de puntos aleatoria.

Los resultados de las curvas se resumen en el signiente enadro:

Método | Funcién | Derivada @ | Derivada y
FEM | 2.48 1.32 1.41

MIFFEM 2.48 1.42 1.39
SPH 1.31 0.75 0.82
FPM 1.95 1.43 1.45

De estos ejemplos se puede concluir que el comportamiento del método de
tos se pueden considerar muy bueno, ya que los resultados son similares. Ad
hay que destacar que las otras téenicas presentadas estdn basadas en formul
nes débiles de Galerkin, lo que conlleva una dificultad adicional a la hora ¢
implementacion,



96 CAPITULG 4, QENERALIZACION 1L .f-l'i'-?'l'i'”.'htl PR PEUNTOS FINITOR A 2D Y 8D

et 00 T v

FEM ——
MFEM —=-
D ——
le-01 | iy —a S
le-02 | S
S

E le-03 | "a.._____w

le-04 |

le-05

le-06 b
0.01

.001

Figura 4.16: Convergencia de las derivadas. Distribucién de puntos aleatoria.

4.4.2 Fecuacién de difusion con condiciones de Neumann

(2D)

Para el estudio de lag condiciones de contorno de Neumann tomamos problema de
Poisson con k, = 1y bk, = 1y Q(z) = 0. En dos de los contornos imponemos la
derivada (Neumann), mientras que en los otros dos restante fijamos el valor de la
funcién (Dirichlet), Este ejemplo fue planteado por Aluru utilizando un método de
colocacion puntual [ALU 00, En la figura (4.17) se muestra un esquema con las

condiciones de contorno y ¢l dominio,
El problema se plantea mediante:

2 B
a@ . 0P =) en 2

AL
dr?  Oy*
con condiciones de Dirichlet:
. ]
h=—-y : . en | y
d=—1—-9yP +3*+3y enl>
y condiciones de Neumann:

%
an
@
dn

# T
= —3x* en I'}

= =3+ 6+ 3z? en I'Y

(4.28)
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(0.1) [ (1.0

(0.0) ; (1.0
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L=1 =

Figura 4.17: Fsquema de la geometrfa y condiciones de contorno.
Como primer punto eabe aclarar que el cdleulo de la derivada en la dire
normal se realiza de forma tal que

dg e eh

s ]

— =, - Ty, — :
G- he ¢ gy (

en donde (., n,) son las componentes del versor normal n en el punto del cont
y su direccion es saliente respecto del dominio.

Bl problema planteado de esta forma tiene la misma solucién polindmica q
primer ¢jemplo propuesto,

d(z,y) = —a* — y* + 3wy + 3aPy (

Nuevamente recurrimos a los tres tipos de distribuciones de puntos previan
definidas (estructurada, aleatoria y homogénea), con lo cual, podremos cor
como afectan en la implementacion de la condicién de contorno en derivad
posiciones de los puntos, a través de la convergencia de la solucién.

En la figura (4.18) queda claramente reflejado el deterioro que se produ
la convergencia, si se comparan dichas curvas con las obtenidas para el prob
con condiciones de Dirichlet exclusivamente. Por este motivo a continuacic
estudiaran alpunos métodos que permitan mejorar la aplicacién de este tif
condiciones.
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Figura 4.18: Convergencia de la solucién para los distinfos tipos de distribuciones de
puntos.

4.4.3 Implementacién de las condiciones de Neumann

Los problemas observados en la convergencia son producidos, sin lugar a dudas, por
la forma en que se impone la condicién de contorno de Neumann. Estos inconve-
nientes, ampliamente conocidos en el dmbito de las Diferencias Finitas, han dado
lugar a una gran cantidad de formulaciones alternativas, como por ejemplo la apro-
ximacién mediante vohimenes de control o el método del punto ficticio, entre otros
|[AND 84].

[in esta tesis se contemplaron dos formulaciones que permiten imponer esta clase
de condiciones de contorno, La primer solucién se plantea desde el punto de vista
de la modificacién de las funciones de aproximacién para que satisfagan, por cons-
truceion, dichas condiciones de contorno. En la segunda propuesta se deducird una
forma estabilizada de la condicién de contorno de Neumann.

Condicién impuesta por construceién

Desarrollamos una funcién de aproximacion a la que se le impone que satisfaga la
condiciones de contorno en derivada en un punto determinado, Para ello suponemos
que el punto x; € I' y tiene una normal n; apuntando en direccién saliente respecto
al dominio,
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La aproximacién para dicho punto serd:
" Ffl

B (x)=p « (4

con una base polinémica de orden m,
A i 1 m] ( £
P "'['ﬁx!"!x :

y los respectivos coeficiente

o = [ay, O, oy Cpi1) (¢

Por otro lado se sabe que el punto x; debe satisfacer la condicién de contorno:

d¢
dn

&

= {n ('ﬂ

Una vez planteado el problema, el primer paso consiste en escribir la ap
macién en un sistema coordenade normal-tangente, lo que simplificard el tra
sustancialmente, por lo tanto, tendremos la base polindmica definida mediante

P’ = [Iymy;n™ (.
y los coeficientes expresados en el nuevo sistema
& = [y, @z, ooy Q] (:
con lo cual la funcién de aproximacién queda expresada como
¢(n)=p" (n)& (:

Este cambio del sistema de coordenadas nos permite determinar directamer
coeficiente éq, siempre que se utilice el sistema de ejes locales, ya que

e .
T T = G2 = (
dn|,
i
con lo cual el niimero de coeficientes a determinar ahora sera m.
A continuacién se procede a plantear el funcional, que tras ser minimizac
su forma ponderada, como se expuso en el Capitulo 2, nos da como resuliac
expresion ya conocida

A = B (
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donde A y B son matrices que dependen de las coordenadas de los puntos de la
nube y de ln funcién de ponderacién. Para mostrar el procedimiento seguido para la
implementacién de la condicidn de contorno en la funeién de forma es conveniente
escribir (4.39) en su forma matricial de forma que

E lpy,] E Lip g X l‘\au”l';
> '"‘:.-' VTL 2 ”.'i Pihi 2 ”‘?‘PJJ L
| 2 n”“:p_ul f)_,'nj iy 2 n :p,”
[ ley len Loy o
Mgy TPy T ;99 TR
= | nlen niem nivs

m
|, Py P14

:
H .
P

ny' P N5 P

654 Z 'wﬂ”m
ijxpﬂ nt
a3 '.r.'.it,r:s”n."‘

aq 4
2m ‘F'jj”:f

- -

y 1 ity
¥ ”'Tf-p I;l'::!'l' LTy

; ”’u,, 2 Ty

T
”’u,,‘lﬂnpnﬂ i

iy
iy
vy

J L f_-"-m'l 1

W 7

1

h

.'{

hf

Hy

(4.40)

en esta expresion n; es la coordenada en el nuevo sistema de referencia para el nodo
7y @ es la funcién de ponderacion evaluada en el mismo punto.
Eliminando del sistema de ecuaciones el coeficiente ya conocido, en este caso dy,

obtendremaos:

’ — ] Tr
Sl 0 Flggyng o0 30 lgyund
0 | 0 e 0
E ”fw.,”]. U E ﬂ:f‘ra;.i T'J.? ni Z T?r?(ﬂjj'”;}“'
w .?.m f-F”I 0 E n]}u "P,jj'”‘j:a' E Hrn @M " ]
loy leg g 1on,n, 17 ¢ ]
0 0 0 ‘ 0 i
— | mien nden miem M Pum, ¢ | -
. : : “ ] }
| n’[”cp“ T’-’g”f-i:’g;z 77”1 Pag ! ”'u,,'?au,,u\,.. J L fbrﬁ.,. i

[#3]
vy
iy =

s
a

LTI

2 Lgymy
-1
oy

| 2onitegny |

[‘?rL]

(4.41)

donde g, es el valor al que hemos prescrito la derivada normal. 5i representamos
lag matrices modificadas A y B mediante A y B respectivamente y con Q al nuevo
términe que surge de eliminar el coeficiente conocido podemos escribir la ecuacion

(4.41) de forma compacta como,

A& = Edjh _ foﬂ

(4.42)
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a partir de lo que se pueden obtener los coeficiente,

_ = —]l= A = 1=

a=A Bgp -A'Qq, (4
lo que podemos escribir como:

& = dry— Gy (4
en donde &, es la parte de la aproximacién que depende de los valores nodales
pardmetro ¢" y &, es un coeficiente constante que depende del valor prescrito
derivada.,

Sustituyendo los coeficientes en la expresion en (4.31) tendremos

b(n) = p'(n)a = p’ (n)&, — B’ (n)&, (:

Finalmente es conveniente reescribir la funcidn de forma en el sistema coorde
global aplicando la transformacién adecuada, con lo cual

d(x) = p" (x)ay — p’ (%), (:

lo que simplificard el posterior tratamiento de las ecuaciones.

Ecuacién maodificada

Una vez obtenidas las funciones de formas adaptadas al problema que se estd tre
do el planteamiento varia respecto al planteamiento original en lo que a la cond
de contorno respecta. En el dominio interior se procede de la misma forma, |
teando (se plantea la forma discreta, donde ¢ (x,y) fue reemplazado por ¢ (231
P P
g s =) en 2 (
dx? Dy
haciendo uso de lag funciones de forma caleulada segin (4.31), simplemente se |
tea la misma ecuacion que en el dominio interior
P P .
—,+_—,:_,=[] en I (;
de* -y

y finalmente para el contorno de Dirichlet:
¢ =, en I'y (

aunque esta condicién podrfa ser tratada de la misma forma que la de Neuma

En la figura (4.19) se pueden observar las curvas de convergencia que se obti
mediante la formulacién previamente expuesta, Las mejoras en la solucion qu
claramente reflejadas en el caso de una distribucién de puntos aleatoria, inclu
los casos de digtribuciones de puntos estructurada y homogénea, que no pr
taban problemas de inestabilidad, el error mejora notablemente. Esto nos pes
demostrar la efectividad de la formulacién propuesta,
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Figura 4.19: Convergencia de la formulacién estandar y de la formulacién con funciones
de forma modificadas en el contorno,
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Estabilizacion de la condicidn de contorno de Neumann

Si bien la construecién de la funcién de interpolacién con la condicién de cont:
impuesta dio un excelente resultado, se estudié la aplicacién de la técnica de bal
de flujos planteado en forma incremental (Cdleulo Findtesimal), esta alternativ
fue planteado en el apartado (3.4.3) para problemas unidimensionales.

Planteando el balance de flujos en un contorno para el problema que he
planteado llegamos a la siguiente expresion:

ap Lo [@ 0% L
= qn — 'l n [81'*+r}y = () en 1) (4

En esta ccuacién se pueden reconocer los términos inherentes a la condicid
contorno, a los que se le anade un término, en el cual esta incluido el residuo «
ecuacién definida en el interior del dominio, para simplificar podemos decir qu

E\}'l )‘2
*."=—"3+ : rf (¢
dxt -y

con lo cual la ecuacién (4.50) se reduce a:

¢ - - ,
B~ zh'mll=0 el (

Fin el término de estabilizacidn aparece un vector h euyas componente son
hng ¥ hy = hny, en donde h es una longitud caracterfstica del problema, generaln
asociado a las dimensiones de la nube y g, Tiy SON las componentes de n, v
normal al contorno.

Reemplazando h por sus componentes en la ecuacion (4.50) tendremos que

1 : 2
ot ek [h 12 ® + hony, } r=>0 (:

y simplificando esta expresion llegamos a la expresion final

O I
ﬁ—qﬁ—ihﬂ = {) (

En este apartado se derivé la forma estabilizada de la ecuacién de contorno
un problema puntual, aunque se puede aplicar a cualquier tipo de problema,

expresion a la que se arriba es la misma, excepto que r dependeri del problem:
se estd resolviendo [ONA 96¢|, [ONA 97], [ONADS].
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Ecuacién modificada

La aplicacién del concepto de estabilizacién lleva a una modificacién de las ecuacio-
nes de contorne, con lo cual el nueve problema discreto planteado varia respecto a
las ecuaciones del problema continuo, de forma que:
Py 0% 4
= o == i) en §2 (4.55)
dx?  dy
con lag condiciones de Neumann
dp  h |0 D¢

BnZ |02 T ap| = T I (4.56)

y las condiciones de Dirichlet

d=¢, enl, (4.57)

Con la resolucién del problema estabilizado se elimina por completo el problema

de inestabilidad producido por la imposicién de la condicién de Neumann, esto

resulta especialmente notorio en el caso de la distribucién de puntos aleatoria. En la

figura (4.20) se muestran las curvas de convergencia para la funcién y sus derivadas,

en donde las mejoras en los resultados quedan claramente reflejadas, para todos los
casos presentados,

Comparacién de las tres técnicas

Las mejoras logradas a partir de la estabilizacién de la condiciones de contorno dio
un resultado muy similar a los obtenidos mediante la modificacion de la funcién de
forma. En el cuadro que se presenta a continuacién se hace una comparacion de
las veloeidades de convergencia de la solucién y sus derivadas, para los tres esque-
mas estudiados y las tres distribuciones de puntos que hemos definido antes. Para
simplificar la notacién identificaremos como: Estandar al esquema originalmente
planteado; Modificado al esquema obtenido mediante la introduceién de la condi-
cién de contorno en las funciones de forma y Estabilizado al esquema estabilizado,
resultante de ln aplicacién de la téenica del Céleulo Finitesimal,

Estandar Maodificado Estabilizado
¢ b, | Py ¢ bo | 4 ¢ | &,
Estructurada | 1.97 | 2.14 | 1.89 | 1.87 | 2,20 | 2.09 | 1.93 | 2.24 | 2.1

Aleatoria - ¥ - 191 [ 1,90 [ 1.87 | 1.69 | 1.92 | 1.84

Homogénea | 2.02 | 244 | 1.96 | 1.91 | 2.33 | 2.36 | 1.81 | 2.33 | 2.33

stos valores de la velocidad de convergencia se obtuvieron haciendo una media
de las pendientes en cada tramo de la curva.
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Sin estabilizar Estabilizadn
Funcidn incdgnita
i e 0 1
b Estrugmiraidy = : Estructuradi
Aleitorin = Aleitoriy 2sveeeer
1oe-01 | 5, Hoiageiigh - f Loe0] b Haitiogetien '
10e-02 | \ hlerd ¥
001 Hm'“‘m. E L3 b
1.0e-04 | 1 1.0e04 F
1,003 ; 1.00-08 i
1 il (18]
h h
Derivada respecto u.x
Leaid) 1.0e+00 i —
Fatrtieturidi Estruciindy ———
8 Alvitorig = T p— =
1.0g-01 F \ Homogenea oo Loeol k ey Homogenea -
10602 | = | 1002 f
1.e-03 F | 1.0e-03 |
1004 [- r L0eAn
| Oe-05 % * 1.0e-015 4
0.1 0,01 0.1
h h
Derivada respecto a y
1.Oe+EH) 10400 T :
Batructuruda Estructurida
Aloitorin - Alantorly -=ssee
1.0e01 Homagenea oo Loe0i | Homogenea =
10002 ) 1 roeeo2f
1003 | ] 10e-03 |
1.0 F E 1.0e-0d |
1.0e-03 i 1.0e:0% i
il 001 0,1
h li

Figura 4.20:
el contorno.

Convergencias de la formulacién estandar y la formulacion estabilizas
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4.4.4 Contornos curvos

n el gjemplo presentado previamente las condiciones en derivada se han impuesto
sobre contornos sin curvatura, lo que simplifica notablemente el tratamiento del
problema. A continuacién se presenta un ejemplo en donde la curvatura de un
contorno produce importantes pradientes lo que permitird verificar la eficacia de las
dos técnions presentadas para eliminar la inestabilidad en el contorno.

Para ello se plantea un problema de flujo potencial alrededor de un cilindro
[Z1E 89]. En el dominio tendremos

& 92 .
e e e i ) an § 4.58
dzt - oyt c (4.58)

con condiciones de Dirichlet
. N o
ih =10 en '),
¢=L enl?
y condiciones de Neumann
¢
an
En la figura (4.21) se representa esquemsdticamente la geometrin y las condiciones

de contorno.

0 en Iy

[;

Figura 4.21: Esquema de la geometria y condiciones de contorno para el problema de
flujo potencial.

En esta ecuacién de flujo potencial la incégnita ¢ (z,y) carece de significado
fisico, sin embargo

B_cp =t (4.59)



dd ECUACION DE CONVECCION DIFUSION

es la velocidad en la direccion z y
"‘,j-fff = (4
iy
es la componente de la velocidad segin la direccidn y. Bl problema plantead
eata forma representa un cilindro de longitud infinita sumergido en una corri
uniforme con velocidad V = (1,0).
FEste problema tiene solucién analftica, siempre que los contornos del don
estén lo suficientemente alejados, y dicha solucion esta dada por

P T — &p
T,1) = . i Al £
¢ (x,y) o = (2 = @) (

y sus deri vadlas

¢ (x,y) = 1 b i (1 = ?ju)"‘ - (& — :L‘n)-.‘z | (
Oz [(;r: = .’-h'u).';I + (y — ?}'U)g]'z

9 (2,y) _ _pa_ (U —10)(x =) (c
Ay [(.1; - ;E())Q + {5 — .’fj’u)gf
In estas expresiones (zg, yo) son las coordenadas del centro del cilindro y 4
I posicion de contorno en el gue se impone la condicién ¢ = 0.

Para la resolucién de este problema se uso una distribucion de puntos forn
por 972 puntos distribuidos de forma homogénea. Fn la figura (4.22-a) se muestr
detalle de la diseretizacion, mientras que en las figuras (4.22-b), (4.22-¢) y (4.
se prafican las isolineas de velocidad [V, recordemos que

_ (%Y, (22 ;
vi-y(z) + () :

estos resultados corresponden a los esquemas estandar, estabilizado y maodi
do respectivamente. En esta figura apelamos simplemente a los valores cualitat
ya que a simple vista se puede apreciar las deficiencias en la aproximacion estar
a pesar de usar una distribucidn de puntos homogénea, que en el ejemplo anteric
presentaba dificultades. En cambio los resultados b) y ¢) se adaptan perfectan
al contorno curvo.

Si bien la discretizacion usada no es lo suficientemente fina, los errores cal
dos para la funcién como para sus derivadas, dejan constancia de las mejoras
producen los dos esquemas propuestos:

Funcién | Derivada « | Derivada i

Estandar | 1.3 % 10 7| 64 % 1072 | 6.8 = 10!
Modificado | 7.1 % 107" | 57 x 107 | 58 x 107
Estabilizado | 74 % 107 81x10% | 92x 10°°
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Figura 4.22: Flujo alrededor de un cilindro de longitud infinita. a) detalle de la distri-
bucion de puntos; b), ¢) y d) isolineas de velocidad.

4.4.5 Refinamiento adaptativo

En los apartados anteriores hemos conseguido disminuir el error global de la aproxi-
macién mediante el aumento sistemédtico del mimero de puntos distribuidos en todo
el dominio . Sin embargo esta estrategia para mejorar el resultado no siempre es la
mds conveniente, especialmente cuando el error local presenta una disparidad muy
notoria entre log distintog puntos. El problema del cilindro sumergido en una co-
rriente uniforme es un ejemplo claro de este tipo de disparidades, ya que los errores
mds importantes se concentran en la regién cercana al cilindro, donde aparecen los
mayores gradientes.

Fl refinamiento adaptativo, que consistente en concentrar puntos en las regiones
necesariag, nos permite disminuir el error manteniendo la misma cantidad de pun-
tos. Para comprobar la eficacia del refinamiento adaptativo en el método de Punto
Finitos se resolvio el problema de flujo potencial, discretizado mediante 732 puntos,
que en refinamientos sucesivos se fueron concentrando en la regién donde el error
era mayor.
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Para praficar la evolucién del error se definié un parametro que relacions
distancias entre los puntos contiguos cuya expresion es Dy, / Dyas ent donde

i
D = min |z — x4 (4
g f=m] ;
i
N
min (12)

Dll‘liIJDmnx Sy (‘1
max (12)

En la fipura (4.23) se presentan los resultados obtenidos, haciendo uso de las dos
nicas estudiadas para imponer la condicién de contorno de Neumann. Estas pra
nos permite constatar la efectividad del procedimiento de refinamiento adaptati
por otro lado podemos verificar que el comportamiento es similar para tanto pa
formulacion estabilizada como la modificada, Esta iltima apreciacidn nos da
base sélida para decidir el uso de la formulacién estabilizada ya que, comput:
nalmente es mds sencilla de implementar y ademas resulta mds eficiente si tene
en cuenta el tlempo de edleulo,

Esquema modilicado

Esquema estabilizado

1.0e-01 1.0e-01 g -
Phi Phi ——
Phipx == o Phi,x
i Phiyy - . Phisy -~
10002 p {  1Loe02 Mo
1.0e-03 \\\ P o | Oe-0% e ¥
i - :
‘-H""-»_ ~_
1.0e-04 b 1.0e-04 I
| 0.1 0.0l 0.1
Dt / Dmnx Dmin / Dmaox

Figura 4.23: Convergencia del método de Puntos Finitos ante un refinamiento ad.
tivo.

4.4.6 Ecuacién de conveccion difusién con conveccidn do
nante
En los apartados anteriores hemos realizado un exhaustivo andlisis de problemas

eritos exelnsivamente por el término difusivo de la ecuacién de conveccidn difu
A continuacidén estudiaremos dicha ecuacién en forma completa,



] l [] CAPITURG 4, CENDRALIZACION BEL METOI DBE PENTON PINITOS A DY an

Recordemos que el problema de conveceidn difusion, en un deminio §2 con con-
tornos I' = I', N I, queda definido mediante las siguientes ecuaciones

v’ DV o(x)] - u’ Ve(x) +Q(x) = 0 en §)
n"DVH(x)=q, = 0  enl} (4.67)

px)=¢, = 0 enl,
Clomo es conocido, y ademds ya se mostrd para el caso unidimensional, es indis-

pensable encontrar una forma estabilizada de estas ecuaciones para poder resolver
problemas con altos mimeros de Peclet.

Estabilizacidn de la conveccidn

[l predominio de los términos convectivos por sobre los difusivo trae aparejado pro-
blemas de inestabilidad numérica, estos son provocados por los errores que se infro-
dueen a través de la diseretizacion (ver apartado (3.4.4)). Este tipo de dificultades,
que ya hemos analizado, para problemas unidimensionales también ocurre cuando
se trabaja en 2D o 3D. Por este motivo comenzaremos planteando directamente la
forma estabilizada, para lo que recurriremos a la téenica del Cdleulo Finitesimal,

Por simplicidad haremos el planteo en un dominio bidimensional, aunque como
se verd, los resultados se pueden extrapolar directamente a problemas 3D,

(vita,),,

uxsill
7
(up+a)| / (ud+q,)
- 7

.......:: {Wb-’-q")lﬂl
i

i

-
oL

Figura 4.24: Dominio bidimensional para el balance de flujos.

Consideremos un dominio rectangular arbitrario de dimensiones h, y hy,, como
ge muestra en la figura (4.24). En este dominio planteamos el balance de flujos,
asumiendo que los mismos varfan linealmente a lo largo de cada lado.
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La ecuacién de balance en la direccién z, se expresa de la siguiente forma

1 . 1
E H”.i"m €= “p:‘ [f.:l. (iﬂb,?jn) = ,f:n(-'l-'(:u!fc:}] hy = 2 [.’ ('FIJ yﬂ) + [-l( ff!'yff)] h].l (‘:

mientras que para la direccidn y serd:

; 1 . - :
z ﬂllJt){-'i 11 - 5 [fr}(n"rh ﬂif) + _f”(.’!:m !h.-)] h':t.' - E [Ju(mm :Uh) + fy(wm '.UH)] h'-'f-‘ ('f

Suponiendo que el término de (uente varfa linealmente en el dominio llegamos

Z fuente = % IQ (2a, ya) + Qan, ) + Qxe, Ye) + Q(xa, '.Ud)] hhy (4

En las expresiones anteriores f, y f, vepresentan el flujo total, en las direccione
y respectivamente. Como los punto que definen el dominio son arbitrarios pode
expresar un punto de coordenadas (z,,y,) directamente como (z,y), ademis, d
he ¥ hy, es posible expresar la posicién de los puntos restante en funcién de (:
011 1(] (fl'H-.L}Z

leuju‘% & = [f,. — ey y) + fo (2 = hayy — hy)| By —
_.‘j lfu: (’51?1) + .’L (n:,y - hw)] hu ("'
de la misma forma

ZHu_]os y = [f!, g = hy) + fy (&= hayy = hy)] he =

_ml.l.’,.l'(‘al _hnlhu)-i-fy ‘y ]h-l,a (.l‘!
y finalmente,
. h,y
qumt(, = Qohghy, = Q) il Al hh, (

Una vez obtenidas las expresiones de los flujos y de los términos de fu
planteamos la ecuacion de equilibrio, de forma que:

Eﬂujm T+ z flujos y + Z fuente = 0 (

Expresamos los flujos en los puntos x;, X, y x4 mediante una expansion en
de Taylor entorno al punto x, o, lo que es lo mismo, entorno al punto (z,9), |
el tercer orden:

af h.'i a*f :
P o) = f e i 3
Fz = hy,y) = f(2,y) = hy=— B 2 522 + O (h-m] (:
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flmy - fh,,) = f(x,y) — h.b.a—y + 73— ( I.') (4.76)
af .. o8f
fle=hg,y=hy) = fz,y) — h;a - h,,-c,-j;; 1
Lot W & i
bl + = 2 5 + hy fyanay + O (hy, hy) (4.77)
y el término de fuente hasta segundo orden:
D hy, F 62 h ék? g 18 ;
q o= = —= | = T =t e (. s e
Q(s-fu-) —En-F5 -G rom)  wm
Reemplazando las expresiones de los flujos desarrolladas serie tendremos que
A af: ga'f.r ,;fj Ju
Z fujos & = —hy h,~— B EJ e 57 + hgh "’8 a7 (4.79)
i af 28% 1y 2 1y
S flujos y = ~hyh, ay” s L h2—=L i T hyh? == 3aor (4.80)

y para el término de fuente

Z fuente = hyh, Q) — hy Q%Q 1! h? ZQ (4.81)

sustituyendo (4.79), (4.80) y (4.81) en (4.74) llegamos a

e 0f,
dx Oy +84
1 B'afr 1, 00 i 0 i D'*f,, 1, aQ
; 1 _ 1, 99 &
+ - f e J'Jd +h,.,a dy+h‘8:c5y+ by o 2““81; 0 (4.82)

Tc-:,nit-:ndt‘:l en cuenta que fp = ugp 4+ g, y f, = vg + ¢, arribamos a la siguiente
expresion:

vljug| + 9" q-Q - % (h-V) [V" [ug] + V" q=Q] =0 (4.83)

donde u = ['u., 'H]T, q= g, q) yh= [h._.“b,,,].
Par otro lado, aplicando la Ley de Fourier para flujos

q=-DVda (4.84)
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donde D es la matriz de difusién (ver ecuacién (4.17)). Introduciendo la expre
anterior en la ecuacion (4.83) llegamos a:

V" [ug] - V' DV - Q-

-% (h- V) [V" [ug] - VI [DV¢] - Q] =0 (:

en la primer término se puede reconocer facilmente la ecnacidn de conveccidn
sidn, por lo tanto si llamamos a:

r=9"[up] - V' [DVY| - Q (¢
la forma estabilizada se puede escribir en forma compacta como:
1
-:-—E(h-V)-r'=(} (#

Si observamos el resultado al que llegd para el problema unidimensional en la pa
(69) vemos que la expresion es la misma, lo que cambia en su aplicacion es el cil
del residuo.

Cdleulo de las longitudes earacteristicas

A pesar de que la ecuacién estabilizada es consistente, ya que si ¢ es solucid
la ecuacién original, lo es también del problema estabilizado, es necesario b
una correcta seleceion de las longitudes caracterfsticas h para que la solucidr
problema disereto sea dptima.

Para la definicidn de dicha longitud caracterfstica nos basamos en los result
unidimensionales, donde la longitud caracterfstica es definida siguiendo la direc
de Hujo, con lo cual tendremos gue

h = 2ru (

Fn esta expresion se introdujo un pardmetro 7, al que denominamos tiempo in
seco, Fste pardmetro, que se define como:

orh
= — (:
2 |u|
con lo cual: ~
vl
h = ==u (:
u

Fn esta iiltima expresion se introdujo o que es una funcién que depend;
miimero de Peelet v i es una longitud que se define geométricamente en cada 1
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In los problemas planteados en este trabajo se definié como h a la distancia entre
el punto estrella y el punto mds cercano dentro de la misma nube.

La asuncidn de que la longitud caracterfstica h se defina en la direccién de
la velocidad u es vilido para casos en que la solucién del problema ¢ es suave
[HUG 86b] [HUG 89], sin embargo, no siempre es posible asegurar que la solucion
cummpla dicho requisito enando estamos en presencia de gradientes importantes, como
choques o capa limite. En general esta deficiencia en la estabilizacién se corrige
mediante el afiadido de un término en la direccién del gradiente de la incdgnita
(V).

Basdndonos en la téenica de captura de choque (shock capturing) descomponemos
la longitud caracterfstica en dos término, uno que dependerd de la velocidad y el
otro del gradiente de la incdgnita, de forma que ahora

h =kju + kouy (4.91)
donde u; se define de la signiente forma,
r(¢)
u; = ——mh (4.92)
vl

y tiene las caracterfsticas de un vector velocidad, pero su direccion viene dada por
V.
Los valores de &y y kg se definen mediante

a'h ﬁ’h
b=g=yh= (4.93)
| | |“n|
con lo cual el pardmetro de estabilizacién finalmente es
i,
. /
B2 h il b (4.94)
|U| 1“r|
Reemplazando h en (4.87) obtenemos la expresion estabilizada;
1a'h 1 ,@’I_L
F———u:Vr=c—uVr=>0 (4.95)
2 Jul 2w

Analizando la expresion obtenida hay que destacar que el problema equivalente
(que se abtiene v No es ]11um,], debido a cue 1y (].I!Im]ld{‘ de liiB Las funciones o Yy
A se determinaron basdindonos en el trabajo de Codina [COD 93b] en el cual sus
expresiones son:

7 1
o =a(y) = ||7|| =1 { 1 |*;| >3 (4.96)
7 =1 .

o4
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=8 (%,) = max (U‘O.T — 'T_l) (4

en donde v, es el mimero de Peclet calculado con u,.

Ejemplos

A continuacion se presentan varios ejemplos par mostrar el comportamiento d
formulacidn estabilizada a la que hemos arribado utilizando el Cdlewlo Finilesi
La aproximacion se realizd con funciones de forma cuadriticas ponderadas medi
una funcion de Gauss,

Problema 1

El primer problema que se plantea es una extension del problema unidimensic
presentado en (3.55) cuya representacion esquemiticamente se puede ver en la fig

(4.25).

(1) r’: {(1.1)

(0,0) I (1,0)
t

Figura 4.25: Fsquema del dominio v las condiciones de contorno,

Este problema queda definido mediante la siguiente ecuacion diferencia:

06 06, [0%  8%] _
Yon " "y o [3:::" ff’yz] 0 end (4,
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St ——

I |I { HIIJI
O
| H‘E hi

Figura 4.26: Resultados del problema 1, isolineas de ¢ para a) esquema sin estabi
b) estabilizacién en la direccion de las lineas de corriente y ¢) estabilizacién en dire
del fluido y del gradiente.
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I Sin csluhlli?.u;'
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Figura 4.27: Resultados del problema 1, comparacién de los resultados obtenidos para
los distintos esquemas, graficados en un corte en direccidn z.

y las condiciones de contorno

¢ = 0 en I')
¢ = 1 enl* (4.102)

Para 1a resolucién del problema se usé una distribucion de puntos uniforme de
30 % 30. El vector velocidad se define como u = [cos (@) , — sin (0)] con = arctan (2),
mientras que la constante de difusion k = 1e™%,

Los resultados que se obtienen sin usar ningiin tipo de estabilizacién son comple-
tamente oscilatorios, por este motivo no se presenta. En las figuras (4.29) y (4.30) se
pueden ver los resultado obtenidos con la formulacion estabilizada tinicamente en la
direceion del fluido, de lag mismas se desprende que la estabilizacién introducida no
es suficiente para eliminar las oscilaciones en la direccién 2, lo que se puede aprecia
mds claramente en las curvas de la figura (4.30).

El anadido de la estabilizacién en la direccién del gradiente elimind las oscila-
ciones y por otro lado, no afecté la solucién en las zonas en la que la misma era
correcta lo que se puede observar el las figuras (4.31) y (4.32).

La aplicacién de la estabilizacién se realizé en forma iterativa; en un primer paso
ge caleulamos ¢ usando simplemente la estabilizacion en la direccién del fluido, con
este resultado se calenlé u, y 3y con estos valores se vuelve a resolver el problema.
En este caso se llegd al resultado final en 3 iteracion.
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(0,1) I-:* (1,1}

L

(0,09 1-,3 (1,0
it

Figura 4.28: Esquema del dominio y de las condiciones de contorno.
4.4.7 Esquema estabilizado de orden superior

La obtencién de un esquema de estabilizacién de mayor orden se puede res
gimplemente desarrollando la expresion de los flujos en serie de Taylor de m
arden ([DNA 96c)). Otra opeidn para obtener este tipo de esquema se bas
tomar la ecuacién estabilizada como una ecuacién de balance mejorada. De
forma obtendremos un residuo ! (lo denominamos residuo mejorado) cuya expr
seri: |
pl=r—=(h.-V)r (4.
2
Una ves caleulado este residuo se vuelve a aplicar la téenica de estabilizacidn

forma tal que:

r - S (V) =0 (4
reemplazando (4.103) en (4.104) llegamos a
- é (b V) - ;11 (hW-¥)(W-¥)|7r=0 (4

Suponiendo que los vectores h' y h = h” . h' tienen un valor constante dentro
nube; para un problema bidimensional tendremos que la nueva forma estabil
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A
A i A
= L
?:. | I !
B | B
i
c_ | _
Lad + mua - }

Figura 4.29: Resultados del problema 2. Isolineas de ¢, estabilizada en la direccién de
las linens de corriente,

L8 = . |
|_Corte

LAk ,ﬁﬂﬁ =

12t U sk

l -_..I'l

06
04
0.2
o 4
B 02 04 06 08 |
X

Figura 4.30: Resultados del problema 2. Curvas realizadas a lo largo de los cortes A=A,
B-B y C-C.
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Figura 4.31: Resultados del problema 2. [solineas de ¢, estabilizado en la direccic
las lineas de corriente y del gradiente de la incégnita.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 I

Figura 4.32: Resultados del problema 2. Curvas graficadas a lo largo de los ¢
A-A, B-By C-C.
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Siguiendo el procedimiento expuesto previamente es posible obtener esquemas
estabilizados de drdenes superiores. Fste tipo de estabilizacién se utiliza en las
ecuaciones de Navier Stokes que se presentardn en el Capitulo 5.

4.4.8 FEcuacién de conveccion difusion transitoria

Hasta este punto hemeos estudiado el fendémeno de conveceidn difusion en su forma
estacionaria, osea dejando de lado cualquier variacion de las incdgnitas con respecto
al tiempo. In gmlc:ml In mayorfa de los problemas de fluidomecianica que se abor-
dardn mds adelante tienen soluciones transitorias, por este motivo se introducira el
tiempo para analizar el tratamiento del mismo.

Teniendo en cuenta que nuestro problema de conveccidn difusién depende de ¢
debemios reescribir su expresion,

qug":s ) g [DV(i)(x.f)] i u"".Vd;(x,f,) + Q(x,l) =0 en §2 (4.107)

con condiciones de contorno de Neumann
n' DVh(x, t) —qn =10 en I’y (4.108)
y condiciones de Dirichlet
p(x,t) =¢,=0 enl, (4.109)

Cuando se plantea el problema transitorio, ademads de las condiciones de contor-
no, es necesario definir las condiciones iniciales del problema

h(x, ") =¢"  WxeQuIyLul, (4.110)

en el problema transitorio todos los pardmetros y constante que aparecen en esta
ecuacién y sus condiciones de contorno pueden ser funcién del tiempo.

Existen diversas téenicas para abordar la discretizacidn temporal de este pro-
blema, v en nuestro easo hemos optado por la forma mds cldsica, que consiste en
utilizar un esquema en diferencias, de forma que:

i1 1
gy i — ¢ _ g (1 — gy (4.111)
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donde ¢" = ¢ (x, "), »" = r ¢ (x,1")], At = "y ) es un pardmetro o
cual se pueden oht,nnm distintos esquemas de discretizacidn temporal. Los va
més habituales son 0, 1/2 o 1, que corresponden a un esquema de Euler hacia a
Crank Nicholson y Euler hacia adelante respectivamente, Estos esquemas ofr
caracterfsticas de aproximacion distintas, obteniéndose para # = 1/2 el menor «
de aproximacién O (At?), como contrapartida el esquema resultante es expli
Con el método de Euler hacia atrds (backward Fuler) 0 = 0 el error de aproximes
es mayor, siendo el mismo O (At), pero el esquema resultante es implicito, me
por ¢l cual resulta muy atractivo. Finalmente tenemos el esquema de Buler |
adelante (forward Buler) que es de orden O (At) y ademds el esquema resultan
explicito, con lo cual no presenta ningtin tipo de ventaja frente a los otros dos.
diferencia muy importante entre los dos primeros esquemas radica en que mientr
primero es incondicionalmente estable, en el Euler hacia atrds la estabilidad dep
del paso de tiempo con el que se avanza, Por este motivo es necesario caleul
incremento de tiempo de forma que garantice la estabilidad numérica del escus
La ventaja que implica obtener un esquema implicito dio lngar a la eleccid:
método de Euler hacia atrds, con lo cual la forma discreta se expresa como:

¢ I-:l: ¢ = —ul vy" + VT (DV¢"| - @ en {2 (4.
Mientras que lag condiciones de contorno
n' DV¢* —q,=0 enl} (4
b4
™t — ¢, =0 enT, (4.

donde el superfndice n implica que la incégnita esta evaluada en el instant
tiempo ", Como ya se dijo Q, gu ¥ @, pueden ser funciones del tiempo, con lo
se deberfan evaluar en £,

Discretizacion

Aplicando la téenica de Puntos Finitos aproximamos las incognitas del prob
transitorio mediante

E Nj(x) () (4
como se puede ver en la aproximacién prnpuc!ﬁ‘r.u la dependencia del fiempo

reflejada en los pardmetros de la aproximacion, siendo las funciones de forma
dependientes del espacio. Sustituyendo (4.115) en (4.1 12) tendremos:

“N[:b

=1 = 11

% = T W§ + VT [qu?a”] Q+TE"  enfl (4
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En la ecuacién (4.116) T'E™ contiene los términos provenientes de estabilizacion
evaluados en el instante (%, y su expresion es

L i

: % Lt VT [ij}—cg (4.117)

I'E =-—r2F(h-V) '3

Onate ha demostrado que aplicando el concepto de balance de flujos dentro de
un dominio finito, y teniendo en cuenta las variaciones con respecto al tiempo se
obtiene la misma expresién para los términos de estabilizacion que en el problema
estacionario siempre que redefinamos el residuo de forma que

g i ]

W |
T "}'5}:— + 7 (-’1.118)

con lo cual la ecuacidn transitoria estabilizada se escribe de forma que

i — :13 (h-¥)F=0 (4.119)

Estabilizacién de la condicidén de Neumann

Las expresion de la condicidn de contorno de tipo Neumann estabilizada se puede
derivar aplicando el balance de flujos en un contorno IDNA‘JS] y la expresion resul-
tante es la misma que se obtiene para el problema estacionario con el anadido del
término de la derivada temporal; de forma que

= Fhef 1 1k

¢ — o - - EX h a =1 ;

”—N"’L = —ul V" + V7 [DV:;(; ]ucg--;j [nf-Dw o q,.} en Ty (4.120)
Finalmente la condiciones de contorno de Dirichlet se impone impone en forma fuerte
en el paso de tiempo "1 de forma que:

= 11

¢ =¢, enly (4.121)

La discretizacién del problema nos lleva a un sistema de ecuaciones cuya expre-
si6n es

M ()" = (4.122)

Con la aplicacion de otros métodos como FEM, FV o FD se llega a una expre-
sién similar, y para que el esquema de resolucién resulte implicito se diagonaliza
la matriz M. En el método de Puntos Finitos no es posible realizar dicha diago-
nalizacion debido n que los valores de los pardmetros (qfsh)ﬂ, no coinciden con los
valores nodales ¢a En caso de diagonalizar la matriz estarfamos imponiendo que
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(4‘:“)"’ &= &{”' lo enal puede conducir a importantes errores. Por lo tanto, el sist
(4.122) debe ser resuelto en forma explicita, Afortunadamente el sistema resul
te es definido positive y diagonalmente dominante, caracterfsticas que le pern
ser resuelto mediante unas pocas iteraciones del método de Gauss-Seidel, siend
costo computacional muy bajo.

Evaluacién del paso de tiempo

El esquema de Buler hacia atrds es condicionalmente estable, por lo tanto par:
rantizar la convergencia del mismo el paso de tiempo Al debe satisfacer la cond;
de estabilidad, Dicha condicién viene dada a través de At < Af,, siendo Al ¢
cremento de tienipo erftico (limite de la estabilidad). El valor de este paso de tie
erftico se puede obtener a partir de la ecuaciéon de €D unidimensional [COD ¢
de dicho andlisis se deriva la signiente expresién:

Fs

donde |u| es la velocidad de transporte, k es ¢l coeficiente de difusién y I
distancia entre puntos. Este incremento de tiempo se calcula para cada pur
como paso de tiempo global se elige el menor de los incrementos locales. El f:
de seguridad F's se introduce para garantizar que en ningtin punto se alcance el Ii
de estabilidad, ya que la expresion del Af, es una mera extrapolacién del an:
unidimensional. En los problenias resueltos en esta tesis utilizamos Fs = 8.

At = Fg.At, = (4.

Ejemplo

A continuacién se presenta el problema 2 resuelto en el apartado anterior
pagina (119)) pero en forma transitoria, con lo cual el problema

- n d ¢ g ngb & !
& =gt — At [uné-r-wbm; -k [@ 4= Wj‘ en 2 (4.

las condiciones de contorno son:

1 i
" = 0 enl,
¢II-+| = 1 on I'\: (4

Al ser un problema transitorio es necesario definir lo que denominamos las o
ciones iniciales, para lo enal tomamos

¢'(x)=0  Vxef (4
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1.2 i ; ' ‘
E=3
Estacionario
Trunsitorin =sssssse
02 . . .
¢ 0.2 0.4 0.6 0.8 |

Figura 4.34: Comparncion de los resultados estacionario y el transitorio a lo largo del
corte B-B.
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Figura 4.35: Convergencia de la solucién con respeeto al mimero de iteracione:

El problema planteado,como ya hemos visto, tiene una solucién estacionar
por lo tanto debemos esperar que aplicando el esquema transitorio la solucion
verja hacia la mismo resultado, En la figura (4.33) se muestra la solucién a la
se arriba con 500 pasos de tiempo. Podemos observar que las discontinuidades
capturadas correctamente sin que se produzean oscilaciones. En la figura (4.3
muestra la comparacién de los valores de funcién obtenidos con el esquema
cionario v con el esquema transitorio a lo largo del corte B-B. Este resultado
demuestra el excelente comportamiento que presenta el esquema transitorio
como ya hemos mencionado, resulta mds eficiente. Finalmente en la figura (4.3
presenta la curva de convergencia del residuo ealeulado mediante la ecuacion (3
En esta curva hay que resaltar que las oscilaciones que se observa son produ
por la presencia de la estabilizacién transversal, pero no repercuten en la sol
final. Este tipo de oscilaciones en la convergencia son muy comunes en proble
de flujo supersénico cuando se utiliza algin tipo de captura de choques.

4.4.9 Ecuacién de conveccién difusion (3D)

En este apartado se presentan algunos resultados tridimensionales que se pudi
comparar con los obtenidos con otros autores utilizando métodos distintos,

El problema planteado es del tipo de Poisson con una fuente volumétrica e
nencial en la cual se definid & = 200, como dominio se tomd un cubo cuyos |
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tienen longitud uno. El problema queda planteado de la siguiente forma:

c")“(b_ ¢ o
dx? Gy Oz?

= Q{27 2) en §2 (4.127)
donde la fuente externa tiene la siguiente expresion

Qxy,z) = (-—Eilayz(l — 1)1 = 2) + (kyz(1 — y)(1 — 2)(1 — 2=z) )
~2kze(l — 2)(1 = @) + (kzz(1 — 2)(1 — 2)(1 = 2y)* )2
—2kya(l = y)(1 = ) + (kyz(l = y)(1 = 2)(1 - '.E.z)"!) )
(_(_1*3131'(1—“:)U—'11J{|—*)/ (1- ”h‘fﬂd)) (4.128)

Como condicidn de contorno se inipuso
=0 enl (4.129)
Este problema tiene la como solucion,
@3 8] = (= phwimnb-liongi( — e09)) (4.130)

El dominio se discretizé a través de dos tipos de distribuciones de puntos. La
primera de ellas se obtuvo a partir de una distribucién uniforme en la que luego
los puntos se movieron aleatoria hasta 0.26h, mientras que la segunda se realizd
mediante una distribucién completamente aleatoria. Para realizar las curvas de
c:omrmgvm;ia se utilizaron 4 discretizaciones con diferentes densidades de puntos
[Bx5x5), [0x9x9], [17 % 17 x 17] y [33 x 33 x 33|, con lo que se obtienen 125,
729, 4913 y 35937 puntos respectivamente. En cada uno de los casos se tomd el
valor de un error promedio de 4 ensayos diferente. En este ejemplo se incluyen
comparaciones con resultados de:

e Flementos Finitos (F EM)
s Elementos finitos sin malla, (MFEM)

Para el primer tipo de distribucién de puntos se obtuvieron los siguiente resul-
tados:

Los valores de la velocidad de convergencia de la funcién y de sus derivadas *
quedan reflejados en el cuadro siguiente:

Las curvas de derivadas se graficaron haciendo un promedio de las tres derivadas, ya que el
comportamiento mostrado era muy similar,
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le-01 PEM
MFEM ~—#—

le-02 | FPM —=— 4
le-03 F
le-04 | —

: g
le-05 + E
je,.[)ﬁ 5 .
107 \ ]
le-08 . d
‘ 0.01 0.001

Figura 4.36: Convergencia de la solueién para una distribucion de puntos movidos |
25h.

le+01 T F‘EM|
les00 | MEPM =
o i R o ¥ —_—
~——
=T
le-01 | —_— ]
le-02 [ .

RN |
le-05 | “\\\ |

le-06 |- &

le=07 4 ;
0.01 0.001

Figura 4.37: Convergencia de las derivadas para una distribucion de puntos mo
hasta .25h.
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a0t o MFEM
FPM ——

le-02 ¢
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le-04 !
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le-06 |

le-07 |

le-08 + s
0.01 0,001

Figura 4.38: Convergencia de la funcidn para una distribucién de puntos aleatoria.

Para lag distribuciones de punto completamente aleatorias solo se incluyen los
resultados del MFEM (Meshless Finite Element Method) y del método de Puntos

Funcion | Derivada | Derivada y | Derivada z
FEM | 1.26 0.62 0.65 0.73
MFEM | 1.71 1.61 1.70 1.72
FPM_ 1.93 1.83 L.77 1.80

Finitos, ya que con el FEM no se pudieron obtener resultacdos.

Fn la tabla presentada a continuacion se muestran las velocidades de convergen-

cia de la solucidn y las derivadas de la misma *.

Funcion | Derivada 2 | Derivada y | Derivada z
FIEEM - - o :
MFEM | 243 1.52 1.46 1.46
FPM 2.37 1.61 1.GG 1.57

Si bien en los problemas 2D el método de los Elementos Finitos se habia mostra-
do como el de mejores earncterfsticas, en problemas tridimensionales se han puesto
de manifiesto lag limitaciones del mismo, no solo mostrando un gran deterioro en la

ons eurvas de derivadas se graficaron haciendo un promedio de las tres derivadas, ya que el
comportamiento mostrado era muy similar,
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Figura 4.39: Convergencin de las derivadas para una distribucion de puntos aleat

velocidad de convergencia para una distribucién de puntos aproximadamente 1
lar, que es el primer ejemplo, sino que mediante el mismo fue imposible arril
solucidn alguna para la distribucién completamente aleatoria.

Con respecto al MFEM hemos podido observar que ambos métodos, de car
risticas completamente distintas, presentan comportamientos muy semejantes
estos casos no se han hecho comparaciones en cuanto a la eficiencia de cada
con lo cual es imposible sacar conclusiones sobre la conveniencia de utilizar Ml
o FPM.

4.5 Conclusiones

A lo largo del Capitulo 4 se han sentado nmuchas de las bases de la técnica d
Puntos Finitos, especialmente en lo que respecta al tratamiento de las condic
de contorno de Neumann y la eliminacién de las inestabilidades producidas p
predominio de los fendmenos convectivos a través de la implementacidn de una fi
de estabilizacién derivada mediante ¢l Caleulo Finitesimal. Dentro de este apar
hay que destacar la introduccién de la estabilizacién transversal.

Se resolvieron numerosos problemas con los cuales se pudieron verificar las
piedades de convergencia del método. Estos resultados se compararon con
métodos que mostraron comportamientos similares en ejemplos bidimensionales
embargo el problema 3D resuelto arrojé resultados muy alentadores ya que qued
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mostrado que el método planteado pudo resolver sin mayores dificultades problemas
en que el FEM no logrd solucionar.

Finalmente se introdujo el tratamiento de problemas transitorios mediante una
formulacion implicita con lo que se llegéd a un esquema simple y muy eficiente,



Capitulo 5

Puntos Finitos aplicados a la
mecanica de fluidos

5.1 Introduccién

En la primera parte del presente capftulo se presentan las ecuaciones de la mecs
de fluidos. Dentro de estas nos centraremos en las que describen el comportan
to de un flujos incompresibles, tanto viscoso como invisido. Para la resolucid
las mismas se recurrird al conocido algoritmo de Pasos Fraccionados, que conjt
mente con la plicacién del edleulo incremental nos permitird obtener un algor
estabilizado. Finalmente se aplicard el método de los Puntos Finilos para «
ner una forma disereta de las ecuaciones resultantes, y se planteardn una ser
problemas de fndole netamente académico, Estos problemas se dividirdn seg
naturaleza de las ecuaciones,

5.2 Eecuaciones de Navier Stokes

Las ecuaciones fundamentales de la mecdnica de fluidos estdn basadas en las sig
tes leyes universales de conservacion:

e Conservacion de la masa
e Conservacion del momento

e Conservacion de la energfa

[.a ecuacién resultante de aplicar la conservacién de la masa en el camg
la fluidomecdnica es conocida como ecuacion de continuidad. La conservacio
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momento es exactamente la segunda ley de Newton y cuando dicha ley es aplicada
a un fluido se obtiene la ecuacidn de momento, finalmente la conservacion de la
energin satisface ln bien conocida Primera Ley de la Termodindmica y la ecuacién
resultante de aplicar este postulado es conocida como ecuacidn de la energio.

Para cerrar el sistema de ecuaciones es necesario establecer algunas relaciones
entre las diferentes propiedades del fluido, un ejemplo de este tipo de relacién estd
dado por la ecuacién de estado que vineula las variables termodindmicas presion,
densidad y temperatura,

Egte conjunto de ecuaciones es conocidas como Feuaciones de Navier Stokes.
Con ellas es posible modelar los diferentes comportamiento de un fluido, Teniendo
en cuenta dicho comportamiento podemos distinguir dos clases de fluidos fundamen-
tales, incompresible o c‘.nmpr{:silﬂ(-: ¥ VISCOS0 0 no VISCOS0.

El fluido incompresible se caracteriza porque los cambios en la presién no pro-
ducen variaciones en la densidad del mismo, las tinicas variaciones que se pueden
observar en este tipo de fluido estdn dadas por cambios térmicos, pero este efecto se
puede tratar en forma desacoplada. Por otro lado, el flujo compresible se caracteriza
por una fuerte interaceién entre los fenémenos mecdnicos y termodindmicos.

La asuncién de flujo no viscoso nos lleva a un grupo de ecuaciones conocidas
como Feuaciones de Fuler. Estas ecuaciones representa fielmente la mayorfa de los
fendmenos, en log cuales los efectos inerciales predominan sobre los viscosos, o lo
que es lo mismo, para mimeros de Reynolds altos. Sin embargo los efectos viscosos,
atin para Reynolds altos, introducen variaciones muy importantes en el desarrollo
del flujo, como por ejemplo la formacién de capas limites que a su ves es la principal
responsable de la generacién de turbulencia.

La derivacion de las ecuaciones fundamentales se llevé a cabo siguiendo dos
lineas fundamentalmente, una a través de la teorfa cinética que ha sido descrita en
detalle por Hirschfelder y conutores [HRS 54| y la otra mediante una aproximacion
fenomenolégica expuesta en forma minuciosa por Shlichting [SCH 98].

A contimiacién presentaremos la forma general del grupo de ecuaciones funda-
mentales para un fluide contenido en un dominio £ que se mueve a una velocidad
u(x,1) que es funcién de las coordenadas x € O y del tiempo ¢ € [0,00). Para
completar la descripeidn, es necesario introducir las variables termodindmicas, pre-
sion p(x,1), densidad p(x,t) y temperatura T'(x,1). Estas tres propiedades son
funciones escalares, que de la misma forma que la velocidad, son funciones de las
coordenadas y del tiempao.

s euncidn de continuidad
a m
ap . dpuy
ot dx;
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e [Ccuacidn de momento

dpuy  Opupuy O |
L & o (Brp = -
or Oz ’ g (8ip = Tij) + pgy |
e [Scuacion de energin
dpe  dpue a
Nl ke e 4 rm— ('M:i?-’ - i — Tij*tt-j) - (P""‘i!}i + .‘,,) = () |

ot i, du,

En estas ecuaciones 7 representa una fuente de calor por unidad de mas:
es la aceleracion producida por la gravedad. También hemos definido la varial
denominada energfa total por unidad de masa y su expresion es

e=ep+ E’fli“i |

en esta expresion ep es la energla interna y el segundo término la energia ciné
Si el fluido que se estd modelando es politrépico la energia interna se define
una funcién lineal de la temperatura

ep = C,T |

donde la constante C, es el ealor especifico a volumen constante.
En la ecuacién de energin aparece el flujo de calor g; que, asumiendo la le
Fourier, dependerd exclusivamente de la variacién de la temperatura

finalmente debemos definir el tensor de tensiones desviatorio (se excluyen los t¢
nos isotrépicos de presion) que en el caso de asumir que el comportamiento de fl
es Newtoniano tiene la siguiente expresion:

é'Jm % 2 é)fu.k

Ty = JL e L e e———— .
i Oy dry 3 iy
donde p es la viscosidad.
Para que el sistema de ecuaciones esté completo es necesario introducir aly
relacion de lag propiedades termodindmicas del fluido como por ejemplo la le
los gases ideales, euya expresién es

p = plTl’

en esta ecuacion R es la constante universal de los gases,

La resolucion del sistema de ecuaciones formado por (5.1), (5.2), (5.3) y
requiere la aplicacién de condiciones de contorno e iniciales apropiadas. En lc
se refiere a las condiciones de contorno se las divide en tres grupos, siendo
I', Ul UT,, tenemos:
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1. condiciones de Dirichlet (se impone el valor de la incdgnita) en Iy
2. condiciones de Neumann (se imponen el valor de las derivadas) en I,

3. condiciones mixtas (es una combinacién de las dos anteriores) en 1°,

En cuanto a lag condiciones iniciales es necesario conocer el valor de todas las
incdpnitas en el dominio §2 para el instante de tiempo inicial.

El problema de imponer las condiciones de contorno como la condiciones iniciales
es muy complejo y, hasta el momento actual, sigue siendo un fema sin una solucion
definitiva [HIG 86 de todas formas el desarrollo que se alcanzé no permite afrontar
con éxito la mayoria de los problemas.

5.2.1 Ecuaciones de Navier Stokes para flujo incompresible

Las ecuaciones de flujo incompresible se obtienen a partir de la asuncién de que
el sonido, en dicho fluido, se propaga a una velocidad infinita (¢ = co), lo que se
traduce en una densidad constante (p = cte). Otra consecuencia de esta suposicion
es que la ecuacién de la energfa se puede desacoplar y no es necesario tenerla en
cuenta para calcular el campo de velocidades y la presién. Por lo tanto el sistema
Be ]"l’-‘,.('.ll,lf!f-! i

e ccuacidn de continuidad

iy
gu _ g 5.9
oy (89
e ccuacion de momento
trjf oy [ L T 1 9
Ouy | ity 4 19 (5p—ri)+g5=0 (5.10)

at dx, };Eﬂ_,

eg inportante observar que la ecuacién de continuidad ya no depende del tiempo
y o transforma en una restriceién para el campo de velocidades. Teniendo en cuenta
dicha restriccion las ecuaciones de momento podemos se pueden reescribir de forma
que

g Qui LOp p @ [duy
el o e e s e e | = gy = ) 5.11
M uke Ay * pOx;  pdx; | O 4 (5:11)

En lo que se refiere a las condiciones de contorno, por simplicidad solo utilizaremos
condiciones del tipo de Dirichlet y de Neumann, I' = 1", U T’
u(x,t) = G() enl,
a(xt)-n = t{t) enl}y
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COn & (x,f:] definido como:
B o E
Fijj = 7'1'_,; b f);jj) (t-

y siendo n el versor normal al contorno.
Finalmente es necesario introducir la condicién inicial para el campo de ve
dades
u(x,0)=1fi(x) en (£

y a partir de estas velocidades se caleula el campo de presiones iniciales.

Es importante remarcar que al asumir que el fluido es incompresible, la pre
deja de ser una variable termodindmica como ocurre cuando el flujo es compres
para pasar a ser una cantidad que permite establecer el equilibrio de fuerzas en
punto,

5.2.2 Algoritmos de resolucién

Una de las primeras téenicas propuestas para la resolucién de las ecuacione
Navier Stokes incompresibles utilizando las variables primarias (u,, p) fue el mé
de compresibilidad artificial desarrollado por Chorin [CHO 67] a mediados d
década del 60. En este método la ecuacién de continuidad es modificada medi
la introduccién de una compresibilidad artificial que desaparece cuando el es
estacionario es encontracdo. Con la adicidn de este término el sistema puede
tratado de la misma forma que el problema compresible, desalortunadamen
método es muy sensible al factor que se introduce como compresibilidad artific
requiere ser calculado adecnadamente. Otra limitacion de esta técnica radica ¢
imposibilidad de obtener resultados transitorios suficientemente precisos.

Sin dudas la téenica mas difundida para la resolucién de las ecuaciones inconi
sibles se basa en transformar la ecuacion de continuidad por un problema de Poi
cuya incdpnita serd la presion, de esta forma se separan los efectos de la presi
pueden ser calculados correctamente resolviendo un problema de naturaleza elip
euya solucidn es bastante sencilla. En general esto se logra dividiendo el probl
en tres pasos fundamentales, primero se resuelve la ecuacion de momento sin t
en cuenta los términos de la presién, a continuacién se resuelve la ecuacidn de
tinuidad y finalmente se corrige la ecuacidén de momento. Este método es cono
como Métedo de Pasos Fraccionados o como Método de Proyeceidn.

Esta téenica fue usada por primera vez por Harlow y Welch para resolve
ecuaciones de Navier Stokes incompresibles en el ano 1965 [HAR 65], anos més ¢
aparecié el método denominado SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Li
Equations) presentado por Patankar y Spalding en el ano 1972 [PAT 72|, y que
una de las técnicas mds usadas para resolver problemas de flujos incompres
mediante Diferencias Finitas, También es necesario recordar los trabajos de
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y coautores [GHI 77] [GHI 79| cuyos resultados son utilizados continuamente como
referencia, especialmente para problema de fluido confinados,

5.2.3 Algoritmo de Pasos Fraccionados

La diseretizacion temporal de las ecuaciones de Navier Stokes para flujo incompre-
sible se realiza de forma que:

Ou;, 10p u 8 [Ouy i
nbkl _oon_ Ag e .,_,_,L-L_ e 5.14
i uy — O | W= B2, 4 5z, pom, L‘Jar;] +.‘}j] (5.14)

8
Hu
b Y (5.15)
azy
Para realizar la separacion de las ecuaciones introducimos una varviable auxiliar
iy M a la gue denominamos momento fraccionario, siendo su expresion:

140
du;  p 8 [Ouy il ~ Op"
gl u — At |u e AERSY o3 hatlaic 3 BRI + Atn--m 5.16
J ‘O, p d; | O 9i fr Oy (2:18)
por lo tanto la ecuacion de momento se puede escribir como:

aptt Bp”]

B_L E (-\J.17)

1

ytt = ﬁ} At— [

[in estas ecnaciones se introdujo el pardmetro 7 que puede tomar valores entre
0y 1. Aplicando (5.15) a la ecuacién (5.17) obtenemos:
Ouitt ot a [apt! ap"l 5
= —— At —— — | =0 (5.18)
axy iy pr | Oy iy
Como resultado de aplicar la restriceion de incompresibilidad nos queda planteado
el siguiente problema de Poisson,

BEP'I';-H . a_mt-ﬁ-l B:E:un

= e —

Ax,0x; At Oy Frf:):;:;n’;?f::f
que nos permite caleular la presion en el paso de tiempo n + 1 para finalmente

evaluar la velocidad ™",
El algoritmo w:-.ull ante se aplica siguiendo el signiente esquema:

(5.19)

1. ealeular el momento fraccionario u” -

duy @ @ | Duy ap"

T}
skl Il_ E et S | e | S +A{;
tj & [u' dr;  poa, [B:v,-] 'q“f] 7333_-,
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2, resolver el problema de Poisson para la presion p™*!

a!pul 1 p t!)'l'l? 1 a‘l?.}ﬂ
Ordz;, At Oy 7&3‘:‘::?;3:1:,-

3. caleular 1a velocidad real '-'.f.;-’" I

5
du; di;

- 1
_”_}1-4-1 = @ = Al=

B.pu+ 1 apn
d P __]

4. volver al paso 1

Como ge puede observar el esquema resultante es semi implicito ya que los |
17 y 37 se pueden resolver en forma implicita y el 2 paso, donde se ealeula la pre
es explicito. También es necesario incluir un término de estabilizacion para eviti
problemas producidos por el término convectivo. Este esquema fue implement
anadiendo la estabilizacion en la ecuacién de momento pero no se logrd conve
a un resultado satisfactorio. Las dificultades para la resolucién de los probls
propuestos son producto de una inestabilidad mumérica producida en la ecuacid
continuidad. La inestabilidad numérica ha sido mencionada por otros autores
implementaros este algoritmo mediante Diferencias Finitas.

5.2.4 Ecuaciones de flujo incompresible estabilizadas i
diante Caleulo Finitesimal

Ante la falta de estabilidad mumérica en el esquema presentado previamen
procedié a derivar las ecuaciones de Navier Stokes incompresibles a través del Cd
Finitesimal, de esta forma obtenemos lo que denominamos la forma estabili
[ONA 00a], [ONA 00c].

Feuacion de momento

,,'.'I'l'l . _; ?." == n I|
i 2 ' dx; (

donde 5 5 )

U )puiey 8 .
= p— + ——=L 4 = (bijp = Tij) + poi .'
; ot Ay D (8ijp = 743) + Py (
La ecuacidn de continuidad estabilizada,
1. 8rt
il il

e el =) .
e Oy (
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donde:
'{'d = ('.:Ju,

O
En estas ecuaciones h™ y h? son vectores que contienen las longitudes caracte-
risticas para la estabilizacién de la ecuacidn de momento y de continuidad respecti-
vamente, Una vez obtenidas las ecuaciones estabilizadas nos interesa hacer que en
la ecuacion de continuidad aparezea el término de la presidn, que como se aprecia-
ri mas adelante nos brindard la estabilizacion necesaria para el algoritmo de pasos
fraccionados.
Podemos caleular la longitud caracterfstica como,

(5.23)

h.‘i’ = -—?.1‘"’”,- (5.24)

donde T'}! se denomina tempo inlrinseco. Bl signo negativo se introduce para obtener
una estabilizacion positiva,
Por otro lado podemos escribir la signiente igualdad:

atg'ltj_alﬂuj_%‘l ,.
r.'o‘.L1i [c’lLJ - O [ B, ] {3:3#] (5.25)

en la cual podemos eliminar el término de mayor orden, con lo que

E? i a2 ) Au;
i FIBB
rh, [dlﬁ,] o [f“(';):ﬂj sy

y, por otro lado, podemos reeseribir la ecuacién de momento de la signiente forma

Em(- Hm 1 3 A
7 i wile 5.2
a TH JBL_, ((5,_,}') Tl = w’ﬂ:{:f thtd

Con las expresiones propuestas podemos reescribir la ecuacion (5.22) teniendo
en cuenta (5.23) y (5.24) con lo cual:

O d | duy :
i e [ 5.28

Bz; T o, lamj] (9.29)
haciendo uso de la relacidn (5.26) y de la ecuacidn derivada de la ecuacion de mo-

mento (5.27) legamos a
f}tu r()‘r”‘*

= ) 520
;i v (5-29)
donde

_'m_m"'éﬂ_li"li Biim=— i) =+ o 5.30
V=T g, t b, P T O (5.30)
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Condiciones de contorno

Aplicando nuevamente el concepto de balance podemos eseribir la condicion de |

T COML0;

1 ;
aiyng + ghi'ngri® =t en T (t

donde aparece la ecuacion de momento como término de estabilizacion. Las
diciones de contorno de Dirichlet en direcciones normal y tangente (n,t) tiene
signiente expresion

w=u enly (€

p
. l'! d i op v 1'1 (r
n = 5 vyt =y, en by, .

Reemplazando en la ecuacién (5.33) las ccuaciones (5.26) y (5.27) reescribime
condicion de contorno

i T

Uy = T =ul  enTy !

donde el pardmetro de estabilizacion se expresé en forma de tiempo intrinseco.

Resumen de las ecuaciones estabilizadas

A continuacion se presenta un resumen de las ecuaciones de Navier Stokes incon
sibles estabilizadas mediante la aplicacién del Cédleulo Finitesimal y las condic
de contorno derivadas de la misma forma.,

s ccuacién de momento

1 __orh :
Pt = =h'—— =0 enfl :
27 (
e ccuacion de continuidacd
i, o
— -7l =0 e (!
iy du;
¢ condicion de contorno de Neumann
T -l-i' Mot = en I’ (!
i1 2‘*’ gy =1 enly -
s condicidn de contorno de Dirvichlet
w=uf enl, (:

Uy = i =uf  enT, (:
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T

donde ] SHEE-

y 7" se definen de la siguiente forma

g 2 Pty 10 i — . 5.40
= et Ty T abe; OUP T TH) (5.40)

29 - {Rey
h hiy O a
P = et o iy et i
at ’ (,7:1:3- I (9.’!;‘,'
a estas ecuaciones hay que anadirle las condiciones iniciales para el campo de velo-
cicdlades,

(6150 — Tig) + (5.41)

5.2.5 DPasos fraccionados estabilizados

Una vez desarrolladas las ecunciones estabilizadas procederemos a aplicar el algorit-
mo de pasos fraccionados. Como el primer paso se procede a dividir la ecuacion de
momento, separando los términos de la presion. Para simplificar ¢l tratamiento de
egtas ecuaciones haremos el desarrollo definiendo 6 = 0, lo que significa que utiliza-
remos el esquema de Euler hacia atrds, ademds definimos v = 0 con lo que se quita
todo el término de la presion del primer paso ver ecuacion (5.16),

Auguy 107y 1, 0"
.""“‘_ ! ;J_ “J _!rn rli
i} uy — At [ Ay + g5 + 5 (,)TJ] (5.42)
y por otro lado "
ultl = g AF— g (5.43)
I / (3.1.‘ o

Aplicando la ecuacién de continuidad estabilizada a (5.43) podremos derivar la ex-
presion que nos permitivd evaluar el campo de presiones:

B.ﬁ.;ﬂ-f-l | f'}pwﬂ d..t_').r\m
= Af= e | = | + 7 5.44
dx; pdr; | Oy < Oy (B.44)
desarrollando esta expresion
au;t! i iL1 a [apt! ,
dx; pz; | Oz
T, Ml a EJ.E.E + 1 % = l% q S T_d_i E}P“-‘-] (5.45)
oz, | ot Bz, pox; p Oxy | duy '

Reagrupando los términos se obtiene,

E-)'.!Pu-rl . p d-—ni—l rJ ¢l [5#.!, rf?'uq lﬂ*ru

n+l
5:1':18:1:, = (AL -+ ‘T‘fl) 6‘:3:,; E)Ti af' + Iujﬂgi;; - f al‘: G] (E'Jl[’)
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simplificando podemos escribir

Gépit p gt Lot

Qa0 N (At + 79) [ dn; ' _E)T] (
con z 4 T s

itha (S sl oo 4 ] :

La ecuacion resultante, como se puede observar depende de los w}*' que n

conocen, por lo tanto hacemos la siguiente suposicion

gl s mm
i~ (:

de esta forma llegaremos a

i P [ag_;m i Td{:?v"‘;l]

E)ﬂuf?mi = (Af. + 'r"') O O,

en donde el término de la derecha esta formado por valores del paso de tie
anterior, con lo cual podemos caleular el campo de presiones. 5i caleulamo
valores de 7 en cada nodo y los interpolamos para calcular sus derivadas
término se puede interpretar como una estabilizacion de cuarto orden,

Condiciones de contorno

Il desarrollo del algoritmo de pasos fraccionados nos lleva a resolver un prob
de Poisson en el segundo paso, y como es sabido este tipo de problemas requie
imposicién de condiciones en todos los contornos del dominio.

Tenemos que en los puntos en los que se prescribe la velocidad normal se
satisfacer que

i

Uy — T N

— 9P - |
=up  enly t

utilizando esta condicién y reemplazando en la ecuacion (5.43) tendremos

178 faa- 1
uf = i@ n; — At= [ g
P T3

] ny + T'!mi:j“ en Iy, (:

reagrupando estos términos llegamos a

At gty 1, [@%pt) (A7)
p oL O i 2‘ Oy iy P

S 1, [ourt ary
= —yl 4 ul*;"']w._.,- - Eh 5:;‘- — 7 51; en I, (!
7 x
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de esta forma la condicidn de contorno de velocidad normal se obtiene una condicién
de tipo Neumann para el Laplaciano de la presion. La otra condicién necesaria para
resolver se obtiene de la imposicion de la tensién normal,

p=mnTyng =4, enly (5.54)

donde 745 es el tensor de tensiones y £, es el valor preserito de la tension en direccién
normal, Otra opcion es fijar ciu(.u1.ulm‘:lll‘.-(-: el valor de la presién

p=p" enl} (5.58)
Finalmente, si la componente tangencial de la velocidad estd impuesta hacemos:
w=u enly (5.56)

y 8i lo que se impone es la traceidn utilizamos
| ; @
Tyymy -+ -Euh,j 'H.J'u = enl} {5,07)

de donde ge puede despejar la componente tangencial de la velocidad.
Los pasos o seguir para la resolucion del algoritmo presentado pueden ser resu-
midos en:

1. dados los valores de las incdgnitas en 7, caleulamos ¢l momento fraceionario

! mediante

au-'u.,; l O7is 1 d?‘"'] ;
= = At = tgg+shi=t-| e 9.68
] u; [ Bz, P O 95T 5" A e

1"+ obtener la presién p"*! a partir de

BQPH.I-I p r}un 41 ‘3’-‘“]
i — n § 5.59
Oz0x; (At +74) [ £n (6.59)

2. con los i

&
i i
donde la condiciones de contorno Neumann estd dada por
At a.pnni-l aipn+l (A|.: i Tn')
- Ty = -h.

po| Oy 2 w0, P
| d-“-H (T T :
= il = i1 iy = : 3 5.
ul iy N 2!.', [ B, T ?J.m} en ', (5.60)

las condiciones de contorno de Dirichlet, si se prescribe la tensidn normal
p=nuTiyny —t, enl (5.61)

y 81 se prescribe la presion
p=p’ enl} (5.62)
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1
3. a partir de u”” y p"t e caleulan las velocidades reales 'uj”
i‘}pn+l
upt! = gt - A! en 2 (F
é')

4. se aplican las condiciones de contorno para la velocidad tangencial
w=u enT, (s
o0 si se prescribid la traceidn en el contorno

1 "
tioing + Eh-;-”ﬂ-j?{“n =t enl} (F

b, verificar convergencia y volver al paso 1

En estas ecuaciones presentadas previamente las expresiones de 7' y " e
dadas por

?_‘:& B B*u,' ko rjw N ....f.aT” i T ({
at " ony  p oy
s Ou; O 18
thy (T
L R ke s (bu,{? le) + (|r

S T Tox; | pox,

5.2.6 Estabilizacién de tercer orden

En el apartado (4.4.7) se mostrd el procedimiento para la obtencién de una ests
zacion de orden superior. En algunos problemas que se presentaron en este cap:
hemos encontrado que al utilizar una estabilizacion de tercer orden se conse
mejorar sensiblemente los resultado,

En este apartado se presenta la forma en que la misma fue implementada, ya
para una aproximacion cuadrdtica nos encontraremos con una serie de dificult
en el edleulo de las derivadas, Para comenzar definiremos el residuo de las ecuaci

(I(-‘: momaento:
du; 1 8
Ty = Ay o = (6 — T45) + 04 -’.
i i a-’ﬂj b P afﬂj ( iil _'.'j + i (

con lo eual la ecuacion de momento se reduce a

Bu;.

= Fri=0 (:



146 CAPITULO & PUNTOE FINITOK APLICADOR A LA MECARICA DE FLIIOR

En el apartado (4.4.7) se presenta la expresion general estabilizada que, para la
ecuacién que estamos tratando se traduce en

g 1 ar, 1 /s>
— = |z | by ) = = | ghh—— ) | = 5.70
ot = [2 (!" B;t:j) 4 (r" “"c?:r:ja:m« 0 (5.70)

Hay que destacar que en este caso tenemos dos longitudes caracteristicas distintas
hy h que serdn delinidas oportunamente,

Reemplazando en esta expresion r; nos enconbramos con gue nuevo término que
se introdujo involuera derivadas terceras y cuartas de las incognitas, por este motivo
para que la misma tenga alpin efecto hay que utilizar polinomios de mayor grado,
lo que hace al método mds costoso computacionalmente hablando. La solucion que
so adoptd en este trabajo consistié en caleular los rvesiduos r; en cada punto del
dominio y luego utilizar las mismas funciones de aproximacion para interpolarlo, de
f(]l'lllll (e

=2 Ny (), (5.71)
J=

en esta ecuacion ?:’ es la componente iésima del residuo evaluada en el punto xy,
por otro lado tendremos los pardmetros rf'. Para caleular en forma correcta las
derivadas del residuo es necesario conocer estos parametro, para lo cual hay que
resalver el sistema de ecuaciones planteado en (5.71), el cual puede ser resuelto muy
fiacilmente con unas pocas iteraciones de Gauss-Seidel. La otra opeion es aproximar
estos pardmetros suponiendo que en cada punto rf = (r}'), lo cual introducird un
error que dependerd de la definicién de la nubes,

5.2.7 Comparacién de los algoritmos

Si dejamos de lado las condiciones de contorno los algoritmos de Pasos Fraccionados
estandar v estabilizados se diferencian por la expresion que se deriva para el cileulo
de la presion que, como hemos mencionado, transforma la ecuacién de continuidad
en un problema de Poisson con la presion como incognita. Mientras en el primer
algoritmo tenemos
021-_,:1--14 p aﬂ:p-’r-l
dxde, At Oy

suponiendo que ¢ = 0 (ver apartado (5.2.3)), con la formulacién estabilizada los
valores de la presion se caleulan mediante

(5.72)

(5.73)

P p {aa;ﬂ"l e EJ:?"}‘]

— = T %
i, (At o+ i ) iz day
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Si de esta dltima ecuacidn eliminamos el término en el que aparece 7', que ¢

mayorfa de los cagos es despreciable, excepto al inicio del edleulo, tendremos

02}'3”'” s p aﬁ;}ﬂi T-tf (".)2?1““ (r
s 5X s s | f) s s—— ‘}
Oxdzy At Oy f At daydduy

Comparando esta ecuacion con (5.72) podemos decir que el término subrayado
que actiia como estabilizacion, y su forma es equivalente al término de estabiliza
gue se obtiene aplicando el método de los Elementos Finitos [(COD 00], [VAZ 9
algoritmo de pasos fraccionados, que permite el uso de funciones de interpolacié
igual orden para la velocidad y la presion satisfaciendo la condicion de Babus
Brogzi.

5.2.8 Discretizacién de las ecuaciones 2D mediante Pun
Finitos

Para abordar la resolucién del esquema propuesto previamente aproximaimos

incognitas mediante la téenica de Puntos Finitos. Para el caso bidimensional

dremos el campo de velocidades u(x,t) = (u(xt),v(x,t)) y el campo de presi

p(x,t}, Dichas incégnitas serdn aproximados en forma local mediante:

u(xt) & alx,t) = 3 Nj(x)u] (5

Jm=

v(,1) 2 a(x,t) = ) Nj(x)v] (s
i=1

p(x,t) = p(x,t) = > Nj(x)p} (5
J=t

donde las Nj(x) son las funciones de forma obtenidas mediante Minimos Cuadr
Ponderados Fijos (p.tu'ﬂ mas detalles de la obtencidn de estas funciones de a
ximacién se puede ver el Capitulo 2). Para todos los ejemplos de fluidos qu
presentan en esta tesis, las funciones de aproximacion se obtuvieron a partir de
base polindmica cuadriticas y la ponderacion se realizd con la funcidn de G
cuyos pardmetros han sido fijados (4 =3 y k = 2.5).

Ademds de las incdgnitas del problema es necesario definir la aproximacio
lag sipuientes variables auxiliares

T
i(x) = > Nj(x)aj (2
I=1
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n
i(x) = Ni(x)il (5.79)
gl
A partir de este punto para simplificar la notacién reemplazamos (x;) por el subfn-
dice ¢ (por ejemplo u(x;) = ;).

Antes de deseribir la implementacidn del algoritmo de pasos fraccionados en for-
ma disereta es necesario mencionar algunas simplificaciones que se introdujeron en el
algoritino original, una vez comprobado, de forima numérica, que el error introducido
era despreciable. La primera simplificacién se introdujo en el término convectivo de
la ecuacion de momento

on; 0w Bu., iy Loy, Ay
) e + i — | & — [ 5.80
Yo TYEy By '\ dx T Ay Yo Ty (:80)
Lo 0y . 0w O O L O
Uy + Yy + 1 v e - Ul s 5.81
L T &y ot (81, Ay ) Wy T My (B1)
y por ofro lado el término difusivo se redujo haciendo
Ot an, | OFay . Oy By &
— B e : B2
O i dy dx? + ay? \543)
a'f"”;n i (9"?“1,-,” i Bg'.'-)i 02'?-1-5 (5.83)

e Ay - da? Ay
Estas simplificaciones se realizaron a partir de la ecuacién de continuidad estandar
(Divergencia nula), ya que en el algoritmo que se desarrolld esta condicion sélo se
verifica en el régimen estacionario. De todas forma se pudo observar que, adn en el
régimen transitorio los resultados no se vefan afectados por estas suposiciones.
El primer paso del algoritmo consiste en obtener los valores de 4" ¥l ot L a partir
de los valores de 4, 7' y p7' evaluando la siguiente expresion en t:mla punto

A T T iy, Oy .

Py = 7 + U B'H P (a' i _By:‘:) + (58"1)
. LAt a1 (&% 8%,

fu = tige + Ui 3 (d:r:'*’ + o ) + gy (5.85)

: I ar, 1 %y a7 1 9%y
el — mn A ﬁ'r = |pm bl | S i ,m o] o 5.86
i iy — At [1, ot [hi [ s - U.’f:*] s [ By | pi;?ﬂ:('.?y”] (5.86)

: f)r 1 &*p, ar 1 &%, ,
i - 7 Al - fm S _ H#i i 5.
K b — At [r,,' + = 3 [h [3:?. + ;‘Jt’.'?‘y@."c] + hy, [ By + 5 B (5.87)

el cdlenlo de las derivadas de los residuos 7y, y 7y, se resolvieron en forma analitica.
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Si bien hemos comentado que el primer paso es explicito en realidad debe
resolver un sistema de ecuaciones para hallar los pardmetros 'ﬁf; y 1':_;.*. En este
las ecuaciones planteadas para obtener los pardmetros no estdin acopladas con lo
se pueden resolver dos gistemas independientes, ademdis, cada uno de estos siste
se pueden resolver mediante pocas iteraciones de Gauss-Seidel. Cada sistema
dado por:

i
Z Ni(x)a} = af*'  parai=1,n (¢
=1

i
Z Nj(x;)i" = o' parai=1,n (5
J=1

W . e ] =f)afa]
estos pardmetros nos permitivan caleular las derivadas de @' v o'

Fl paso siguiente consiste en la resolucidn del problema de Laplace para la
sion, La matriz resultante tiene la siguiente expresion:

Al +74) [O°N!  &*N!
}{r'j — ( el ) [ 2! o :.EJ
P ix iy

para los puntos de contorno de Nenmann:

At [ON!  ONi
I{ij = 7 [EHW -+ 5y n’Ii] —

] parai=1,n (f

ht (At + %) c')QN; N r'.?”N;
2 p 2 Oy

y para los puntos en el contorno de Dirichlet

] viel, (f

Ky=N; Viel, (f

El término independiente del sistema serd

=11 Jrtl 95 e
0w it g [0fa | Oy e :
fi = 'S —t ] bt [} para i = lL,n (-.
Oz ady dx iy
para el contorno de Neumann
fi = =l + @y + 9 n,—~

W reart . ot ar &, 1™ S——
i J i - ‘T'ﬂ: oo + Hi Vi € l\“

2| m(’)y dx Ay
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y para los puntos en el contorno de Dirichlet
fi=p" Yiel, (5.95)
[5] sistema de ecuaciones planteado
Kp'=f (5.96)

nos permite el cileulo de log pardmetros p"‘ que a continuacion nos permitird conocer
la p” 1 La resolucion de este sistema clu cenaciones se realiza mediante el método
de xrm.limn;u Biconjugados, ademss se hace uso de un precondicionador diagonal.

En el tercer paso se corrige el campo de velocidades haciendo uso de las presiones
y los momentos fraccionarios caleulados en los paso anterior,

1
At = gt — At- [ai;:. ] (5.97)
i 1 [apm+!
,”n\+l = ”u"'l Atp [ ay ] (593)

Finalmente es necesario ealeular los pardmetros v/ y o que nos permitird obtener las
derivadas de las velocidades para el paso de tiempo siguiente, ademis en este paso
se imponen las condiciones de contorno que involueran la componente tangencial de
la velocidad, por lo tanto

Tl
z N;(x,;)uj‘ =" parai=1,n (5.99)
j=1

Ti

> Ni(x)vp = o)t parai=1,n (5.100)

en log contornos donde el valor de la componente tangencial estd preserita se plantea
_-u.yg Nj(xi)u) + ng § jN* (x )l =ul Viel, (5.101)
=1

y si lo que se prescribe es la traceidn, se plantea
L 1 T L 7 » Bl i
L'd-’j”u "I"' EILJ '”:l,”b‘ b = Iy V? = I t (5-1{}3)

ue 56 tracduce en

5 f?N,f(x i y i &N( ) h
(ni - Z: Z ()*r J'j +.21‘:.‘.,¢?'a.,,; Z —5 Y| -

=1 I j=1
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1 1
1 [‘JN’ (Z‘-‘C) h! i 5 Y : - e
—-Qw._,,n.y; E ___f';rr; ‘ 'rmf; = [=nyfe, +naty ] + 8 Viel, (6.103)

a=1

A diferencia de lo que sucede en el primer paso, en este caso no es posible desacoplar
lag ecuaciones, aunque de todas formas se puede resolver con el mismo método
iterativo como el de Gauss Seidel.

Cileulo del paso de tiempo

Como consecuencia de la utilizacién de un esquema de Euler hacia atrds en la dis-
cretizacién temporal obtuvimos una formulacién condicionalmente estable. Por este
motivo es necesario caleular el paso de tiempo erftico, y en base a este valor obtener
el paso de tiempo con el cual se avanza en el cdleulo. Resolviendo ol problema de
conveccion difusion unidimensional se deduce que

|
Aty = ————— (5.104)
i d 13
2 (1 +4)
i caso el caso de mimeros de Reynolds alto la expresion se reduce a
A= i (5.105)
2l

El valor de At, se caleula en eada punto del dominio y, conociendo estos valores el
paso de tiempo Al se define como el menor incremento crftico multiplicado por un
factor de seguridad F's para garantizar la estabilidad. Por lo tanto

n
Al = Fg. l'illl"i}].iAf.,_.ll (5.106)
[in todos los problemas resueltos se usé un Fls = 8

Cilculo de los pardmetros de estabilizacién

En la formulacién estabilizada aparecen tres pardmetros de estabilizacion diferentos

I ;

h™ que contiene los pardmetros de estabilizacién para las ecuaciones de momento,

h* que es el pardmetro de estabilizacion de la condicién de contorno de la ecuacion

1

de Laplace para la presion y 77 para la estabilizacién de la presion. El vector h™ se

define para cada nube de forma que
avh
At = ey (5.107)

i Iul
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donde & es una funcién del mimero de Peclet y 7 es una longitud asociada a la nube
de puntos. Para anadir difusion en la diveccién de los gradientes de la inedgnita, y
basdandonos en la expresion (4.94) tendremos que:

. ah h
’r! — — ] T STl !I r -
Lk = Iulu-; | Iu"IH'"*’ (5.108)
k
donde uf,, se ealeula mediante:
; Tk c")’uk

Ui = —— = (5.109
" | Vg | Oy )
como podemos observar ahora el pardmetro de estabilizacion es una matriz.
Otro pardmetro necesario para completar la formulacion es el que se introdujo
mediante la estabilizacion de tercer orden v lo definimos en la direccién del fujo, de
forma que

hin = r—hu.,- (5.110)
u|
El pardmetro de estabilizacién % es utilizado en la condicién de contorno y se define,
en forma local, como Y = ).

Para la ecuacion de continuidad el pardmetro de estabilizacidn se expresd en
forma tiempo intrinseco 77 v lo definimos como el paso de tiempo eritico en cada
punto,

T{=A4At, conj=1,..,n (5.111)

Hay que tener especial cuidado con este pardmetro debido a que depende de la
velocidad y cuando la velocidad tiende a cero el pardmetro de estabilizacion se hace
muy grande. Para evitar este inconveniente se impone una cota superior, de forma
fue
n

At,, si At,, = fmin (At,,)

' kel 5.112)

n ; . T (AP §

i} IJILI}L (Atw) si &ty = B i (At,)

y en los problemas numéricos que se presentan a continuacion hemos tomado # =10,
tanto para 2D como para 3D.

5.3 Ejemplos numéricos

En este apartado se abordarin diversos problemas de la mecdnica de fluidos in-
compresible que hemos diferenciado como problemas de Stokes, de Navier Stokes y
de Euler, dependiendo de la relacién entre los términos convectivos v log Lérminos
vigcosos,
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Log ejemplos que se preésentan, en su mayorfa, son de aplicacion académica, y
por lo tanto existen resultados tedricos, experimentales u obtenidos mediante la
aplicacion de alpuna téenica numérica, lo que nos permitivan constatar la ealidad de
los resultados logrados madiante el método de los Puntos Finilos.

5.3.1 Problema de Stokes:
Flujo confinado en una cavidad

En el problema propuesto, un Hujo muy viscoso estd confinado en un dominio cua-
drangular mientras en uno de los lados se impone una velocidad tangencial. El
predominio de los efectos viscosos nos permite despreciar los tériminos convectivos
y la estabilizacion de la ecuacion de momento. Las condiciones de contorno para
la velocidad y la presion se muestran en la figura (5.1). Como condicién inicial se
impone la velocidad a cero en todo el dominio, excepto en la pared mdvil,

La discretizacion fue realizada mediante 40 = 40 puntos {'“HIJII(-!HHIH en forma
estructurada. Las nubes estin formadas por 9 puntos formando un cuadrado de
3% 3.

u=1l v=0
—_— — —_— —_—
u=0 u=
v=0 y=
p=0 u=0 v=0

Figura 5.1: Flujo confinado en una cavidad, Esquema del dominio y de las condiciones
de contorno,

En la figura (5.2) se muestran las isolineas de presion y de la velocidad, mientras
que en las figuras (5.3) y (5.4) se comparan los perfiles de las componentes e y



154 CAPITULO & PUNTOS FINITOS APLICADOS A LA MECANICN DE FLUIDOS

de la veloeidad con los resultados obtenidos con un algoritmo de pasos fraceionados
implementado mediante Elementos Finitos [VAZ 99, [ZIE 00|, donde la malla utili-
zada estaba formada por elementos triangulares lineales. Los perfiles de velocidades
uy v se obtuvieron a lo largo de las lfneas que se muestran en las figuras (5.2-¢) y
(5.2-d) respectivamente.

Eiste problema nos permitio verificar la eficacia de la estabilizacion de la ecuacion
de continuidad, ya que sin dicha estabilizacion el esquema transitorio no lograba
convergencia.
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Figura 5.2: Flujo confinado en una cavidad. Isolineas de: a) presion, b) velocidad Jul,

¢) velocidad u, d)velocidad v,
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Figura 5.3: Flujo confinado en una cavidad, Comparacién del perfil de velocidades
obtenidos mediante Puntos Finitos (FPM) y Elementos Finitos (MEF).

0.25

0.20 |
Q.15

(.10
0.05
0.00
-0.05
0.10
015
-0.20

Velocidad (Vi)

-0.25

FPM
FEM + 4

Figura 5.4: Flujo confinado en ma cavidad, Comparacion del perfil de velocidades v
obtenidos mediante Puntos Finitos (FPM) y Elementos Finitos (MEF),
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5.3.2 Problema de Navier Stokes

En este apartado se presentardn cuatro problemas bidimensionales, en tres de los
cuales nos interesa conocer los resultados en régimen estacionario, mientras que en el
restante centraremos nuestra atencién en la capacidad del algoritmo de reproducir un
solucion transitorio. El primer problema que se plantea es el de un flujo confinado
en una cavidad, el sepundo problema es un flnjo pasando un escalén inverso el
tercero es conocido ejemplo de un eilindro sumergido en una corriente uniforme y
finalmente se presenta un perfil aerodindmico. El iltimo ejemplo que se presenta
en este apartado en un escaldn inverso pero tridimensional, lo que nos permitio
comprobar la extensidn del algoritmo,

Flujo confinado en una cavidad a Re = 400 y e = 1000

El problema del flujo confinado en una cavidad a mimeros de Reynolds medios y
altos ha sido estudiado por una gran cantidad de investigadores, gracias a ello se
ha transformado en un problema test obligatorio para la validacion de cualquier
algoritmo o método que aborde la resolucién de las ecuaciones incompresibles de
Navier Stokes. Los resultados presentados por Ghia en [GHI 82| se han convertido
en la referencia mds citada, en lo que se refiere al problema del Hujo confinado
en una cavidad,  En este trabajo utilizaremos estos resultados para realizar lag
(:(llll[”ll'}‘l.(:i()l]ﬁﬁ,

Este problema tiene las mismas caracterfsticas fisicas que el ejemplo presentado
anteriormente, con lo cual, tanto la geometrfa como las condiciones de contorno
se presentan en la figura (5.1). La discretizacion del dominio se realizé mediante
5660 puntos que se concentraron en la zonas cercanas a lag paredes, lo fue se puede
apreciar en la figura (5.5). Las nubes de eada punto estdn formadas por un mimero
de puntos que varfa entre 12 y 20,

Con la configuracion previamente descrita se resolvieron dos easos con distintos
niimeros de Reynolds, el primero con Re = 400 y el segundo con Re = 1000. En
lng figuras (5.6) y (5.7) se pueden apreciar los resultados que se obtuvieron, de
los que hay que destacar el correcto comportamiento de la presién en las esquinag
superiores de la cavidad donde, debido a la discontinuidad de la velocidad, existe
una indeterminacién, En estos dos puntos, como condicidon de contorno se IMpuso
la velocidad nula (u = (0,0)) lo que se conoce como "ramp condition”, no obstante
el hecho de imponer I velocidad tangencial (u = (1,0)) en dichos puntos no mostré
influencias significativas en el resultado final.

En las figuras (5.8) y (5.9) se presentan los perfiles de velocidad comparados con
los resultados de Ghia. Se puede observar un sensible discrepancia de los mismos
en la parte inferior del dominio, especialmente para el problema con el Re = 1000,
Esta discrepancia se debe a que la diseretizacion en la zona de la pared derecha,
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Figura 5.5: Flujo confinado en una cavidad, Distribucion de puntos utilizada para los
ejemplos con Re = 400 v Ke = 1000,

donde choea el fluido, no es lo suficientemente fina. Los resultados utilizados para
realizar la comparacion fueron obtenidos con elementos de capa limite en esa zona
lo que permite un mejor representacion del flujo. De todas formas la cotparacion
es muy satisfactoria,

Flujo sobre un escalén inverso a Re = 380

En este ejemplo el flujo se mueve en un conducto bidimensional que presenta un
escalon inverso. La altura del escalon se define en forma proporcional a la altura de
la entrada del conducto. La presencia del escalén produce un vértice que ha sido
estudiado en forma experimental y a partiv de estos ensayos se obtuvieron perfiles
de velocidad que compararemos con los resultados numéricos.

Un esquema de la geometrfa (no se respeta la escala) v las condiciones de contorno
¢ue definen el problema se muestran en la figura (5.10), en la misma también se
senalan las posiciones de las cuales se obtuvieron las mediciones.

En la entrada del dominio se prescribié una velocidad constante (u = (1,0)) ¥
en las paredes se impuso la condicion de no deslizamiento (u = (0,0)), mientras que
en la salida se preseribio la tensién normal a cero, Los efectos de la gravedad no
fueron tenidos en cuenta, El mimero de Reynolds se caleuld en funcion de la altura
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Figura 5.6: Flujo confinado en una cavidad. Tsolineas de presion (arriba) v de velocidad
(abajo), fe = 400.
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Figura 5.7: Flujo confinado en una eavidad. Isolfmeas de presion (arriba) y de velocidad

(abajo), He = 1000,
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Figura 5.8: Flujo confinado en una cavidad. Comparacién del perfil de la componente
de ln velocidad uw a lo largo de una Imea vertical que pasa por el centro de la cavidad,
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Figura 5.9: Flujo confinado en una cavidad. Comparacién del perfil de la componente
de la velocidad w a lo largo de una linea vertical que pasa por el centro de la cavidad,

Fe = 1000,
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de la seccion de entrada del conducto, siendo en este caso Re = 380,

La discretizacion se realizo mediante 8321 puntos dispuestos en forma homogénea
en todo el dominio con una leve concentracién en la esquina superior del escaldn
donde se producen importantes gradientes de presién. En la figura (5.1 1) se muestra
el detalle de la distribucion de puntos en la regién del escalon,

—0 408 -
n=0 v=0

_* . ;

=] — g = :

b =] "y : :
=0 v=0 | & | | itn=0

=0 v= ; I i E

.zf‘.i*"ﬁ'l..i j. t=l v=0
S A § U

Figura 5.10: Flujo sobre un escalén inverso. Esquema del dominio v de lag condiciones
de contorno,
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Figura 5.11: Flujo sobre un escalén inverso. Detalle de la distribucién de puntos,

Como condicién inicial se impuso un velocidad u = (1,0) en todo el dominio y
para arribar a la solucidn fueron necesarias 12000 iteraciones con lo cual se obtuvo
un residuo para la velocidad del orden de 5 x 1077,

En las figuras (5.12) se muestran los contornos de presion y de velocidad (que nos
dan una idea clara del desarrollo del fluido en el interior del dominio. También nos
permite apreciar la formacién del vértice detrds del escalén, La comparacion con
los resultacdos experimentales muestra una concordancia satisfactoria, esto se puede
observar en la figura (5.13).
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Figura 5.12: Flujo sobre un escaldn inverso. Contornos de presion (arriba) y de velocidad
(abajo).
Flujo alrededor de un cilindro a e = 100

Este ejemplo es muy utilizado para la validacion de técnicas muméricas debido a
que, bajo ciertas condiciones, presenta un resultado periddico, permitiendo de esta
forma comprobar el comportamiento del algoritmo en régimen transitorio.

El problema se trata de un cilindro sumergido en una corriente uniforme v el
dominio exterior es rectangular. Como condiciones de contorno se impone u = (0, 0)
sobre las paredes del cilindro, se prescribe la velocidad en la entrada u = (1,0) y en
las paredes superior e inferior del dominio se preseribe la componente normal de la
velocidad (u.n = 0), finalmente se fija el valor de la presién en la salida, haciendo
la tension normal cero (n.7.n = 0). El mimero de Reynolds se caleula basado en el
didmetro del eilindro.

i) b)
T T (]
0.4 R U4 F i ’
0.2 02 F t 8
|
> 0 1 = 0
.2 E L2 F | "
| |
{14 FPM e -4 F [/ [—
Iprurln]l.‘mm , 9 - Experimentos s
0 0.5 | 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
Velovidad u Vilocidad u

Figura 5.13: Flujo sobre un escalén inverso. Comparacion de los perfiles de velocidad:
a) posicion 2.555y b) posicidn 6.118,
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Figura 5.14: Flujo alvededor de un cilindro. Esquema de la peometrfa v las condiciones
de contorno,

En la figura (5.14) se pueden ver en forma esquemitica la geometria y las di-
mensiones del dominio de edleulo como asf también las condiciones de contorno
previamente mencionadas,

Para mimeros de Reynolds menores a 40 se desarrollan dos vértices simétricos
detrds del cilindro y a medida que aumenta su valor los virtices se vuelven inesta-
bles y comienzan a oscilar de forma periadica, este [endmeno fue deserito por von
Karman. En el ejemplo propuesto se utuilizé Re = 100, valor para el cual se puede
encontrar una gran cantidad de resultados, tanto experimentales como numéricos
[ENG 90|, [TEZ 90|.

I dominio se diseretizo mediante 5155 puntos que, como se aprecia en la figura
(5.15), se concentraron en la zona donde se encuentra el cilindro.

Para lograr que comiencen a oscilar los vortices es necesario realizar una gran
cantidad de pasos de tiempo. Para acelerar este proceso se introdujo una pertur-
bacién en el flujo durante 100 pasos y luego se quitd, de esta [orma se produjo una
asimetria en el ﬂll‘ju suficiente como para indueir la inestabilidad de los virtices, Pa-
ra aleanzar la solucién periddica fueron necesarias 7000 iteraciones lo que equivale
a 60 unidades de tiempo.

Los resultados se muestran en las figuras (5.17) y (5.18). En la primera de
ellas se presentan, mediante isolineas de velocidad, cuatro instantes diferentes, estas
imdgenes nos permiten ver el movimiento de los vértices, En la segunda figura se
observan los vectores de velocidad detrds del cilindro, los cuales permiten apreciar
la aparicion, y posterior evolucidn de un vortice (parte superior de las imdgenes),

En la figura (5.16) se muestra la variacion de la fuerza vertical producida por la
presion respecto al tiempo, en esta imagen se evidencia el comportamiento periddico
del flujo. Por otro lado el hecho de que tanto la amplitud como el perfodo se
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Figura 5.15: Flujo alrededor de un cilindro, Disceretizacion del domino mediante puntos
y detalle de la misma en la zona mas densificada,

mantenga sin variaciones nos permite concluir que el algoritmo no es difusivo en el
tiempo.

El perfodo ealeulado en forma experimental por Roshko en [ROS 54| fue de 5.98
[s], en este trabajo se obtuvo un perfodo de 6.08 [s], con lo cual el error es menor
al 1.5%. Valores numéricos muy aproximados han sido obtenidos por otros autores

[STM 94,

Flujo alrededor de un perfil NACA 0012 a Re = 10000

El problema planteado tiene la particularidad de presentar una capa limite de pe-
queno espesor, con lo cual aparecen importantes gradientes en la velocidad en direc-
citm normal al flujo, lo cual propicia la aparicidn de inestabilidades miméricas qgue
no son eliminadas por la estabilizacidn que se anade en la direccion de las lineas de
corriente. Esto nos permite constatar la efectividad de la estabilizacidn transversal
que se introdujo.
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Figura 5.16: Flujo alrededor de un cilindro. Variacidon de la fuerza vertical producida
por la presidn con respecto al tiempo.

Como condiciones de contorno (ver fig, (5,19)) se impuso la velocidad sobre el
perfil u = (0,0), en la entrada del dominio se prescribié u = (1,0), sobre las paredes
laterales del mismo w, = 0. y en la salida del dominio se preseribié la presion a cero.

La discretizacion se realizé mediante 14249 puntos, densificando la zona de la
capa limite y la estela, lo que se puede apreciar en la figura (5.20). En la misma
figura se muestra un detalle de la discretizacidn en la capa limite.

La figura (5.21) muestra los resultados que se obtienen para este problema una
vez aleanzado el estado estacionario en la cual hay que destacar el correcto des-
arrollo de la estela y la formacién de la capa lfimite. Por otro lado si observamos
detenidamente podemos apreciar una leve asimetria en las isolineas de velocidad,
esta asimetria es producida por la oscilacidn de la estela, que a simple vista es
imperseptible.
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Figura 5.17: Flujo alrededor de un cilindro. Isolineas de velocidad.
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Figura 5.18: Flujo alrededor de un cilindro, Vectores de velocidad detrds del cilindro.

5.3.3 Problema de Euler

bin dudas las ecuaciones de Euler han presentado las mayores dificultades debido
a sn naturaleza inestable. En la resolucién de estos problemas es preponderante el
papel que juega la estabilizacion numérica, especialmente para que su efecto, ademds
de estabilizar, no mtroduzea un exceso de difusidn.

Los problemas planteados fueron los tinicos en los que aparecid un severo pro-
blema producido por el desbalanceo de las nubes, con lo cual se debieron desarrollar
nuevas téenicas de seleccion de puntos. Como respuesta a la dificultad presentada
surgio un método de seleccion de nubes basado en la triangulaciéon de Delaunay (ver
Capfttulo G).

Como problema test se eligié un perfil aerodindmico sumergido en una corriente
uniforme, a distintos angulos de ataque.
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Figura 5.19: PFlujo alrededor de un perfil NACA 0012, Geometria v condiciones de
contornag,

Flujo alrededor de un perfil NACA 0012

El flujo alrededor del perfil NACA 0012, es uno de los problemas test mis utili-
zados para evaluar los algoritmos muméricos que resuelven las ecuaciones de Euler,
esto se debe a que existen una gran cantidad de resultados tanto numéricos como
experimentales para este perfil asrodindmico,

Las caracterfsticas geométricas del problema y las condiciones de contorno se
presentan en la figura (5.14).

Sobre el perfil se impuso como condicidn que la componente normal de la velo-
cicdad sea nula lo que da lugar a la condicidn de deslizamiento libre, lo que implica
que la tension tangencial entre el Auido y la pared también es nula. Otro aspecto a
destacar es la imposicion de la presion en la salida del dominio y no de la tensidn
como s8¢ hizo en otros ejemplos; esta decision se debe a cuestiones de fndole neta-
mente practica ya que conocemos de antemano que el Hujo en la salida permanece
sin perturbar, con lo cual la condicion de nrn = 0 se traduce en p = cte.

La diseretizacidon se realizd mediante 5219 puntos concentrados en la zona cercana
al pt,\n'fil, especialmente en el punto de impacto y el borde de fuga del mismo. En la
figura (5.23) se muestra un detalle de la distribucién de punto,

Estabilizacién de mayor orden. Otra conclusién importante que se extrajo de
este problema estd relacionado con la estabilizacidn de la ecuacidn de momento. Se
comprobd que la derivada primera del residuo como estabilizacion no era suficiente
para este tipo de problemas.
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Figura 5.20: Flujo alrededor de un perfil NACA 0012, Distribucidn de puntos y detalle
en la zona cercana al perfil.
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Figura 5.21: Flujo alrededor de un perfin NACA 0012, Isolineas de velocidad,
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Figura 5.22: Flujo alrededor de un perfil NACA 0012, Geometria y condiciones de
contorno,

Figura 5.23: Flujo alrededor de un perfil NACA 0012, Detalle de ln distribucion de
puntos.
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En la figura (5.24) presentamos los resultados estabilizados mediante: a) esta-
bilizacion de tercer orden; y b) estabilizacién de segundo orden. En la parte b)
de esta fipura se aprecian leves perturbaciones en las isolinens de velocidad que se
incrementan en forma gradual deteriorando la solucién.

Haciendo un andlisis cualitativo de los resultados se Hegd a la conclusion de que
la estabilizacion de segundo orden es sobredifusiva en ciertas regiones y se ha obser-
vado que esta sobredifusion se hace mds preponderante a medida que el problema
converge. Si bien en un principio los resultados que se obtienen son correctos y el
residuo es lo suficientemente pequenio la tendencia se revierte y el problema comien-
za a diverger aungue en forma gradual, como lo podemos observar en la curva de la
convergencia de la velocidad, en la ligura (5.25).

Figura 5.24: Flujo alrededor de un perfil NACA 0012, Resultados de velocidad (izquier-
da) y presidn (derecha), obtenidos con: a) estabilizacion de tercer orden y b) estabilizacion
de segundo orden,
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Figura 5.25: Flujo alrededor de un perfil NACA 0012, Convergencia de la velocidad
para el problema con la estabilizacidn de 210 v 35" orden.

Influencia de la distribucién de puntos en las nubes. Fn los ejemplos de
Huido que se presentaron anteriormente no se observaron problemas producidos por
la distribueién de puntos dentro de las nubes, motivo por el cual se utilizé la téenica
mis simple para su generacion, La sensibilidad mostrada en los problemas resueltos
mediante las ecuaciones de Euler (no se lograba convergencia) nos llevé a desarro-
llar una téenica de generacidn de nubes que nos permita controlar el balance en
distribucién de puntos en cada nube.

La importancia de la correcta seleccidn de la nube de puntos queda reflejada en
la figura (5.26) en la que se muestran los resultados de velocidad y la presion. Los
resultados en a) se obtuvieron con las nubes caleuladas en forma balanceada y en l::)
se generaron simplemente con un efreulo que en ciertos puntos las nubes generadas
estian muy desbalanceadas.

Comparacién de resultados: a continuacion se presenta la distribucién de pre-
sion (expresado como coeliciente de presidn ) para el perfil NACA 0012 con distin-
tos dngulos de ataque (a = 0%, 5% y 10°), ademds se muestra la comparacién de los
resultados obtenidos parn o = 0% con resultados experimentales [GHO 39|,
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Figura 5.26: Flujo alrededor de un perfil NACA 0012, Resultados de velocidad (izguier-
da) y presion (devecha), obtenidos para a) nubes balanceadas y b) nubes sin balancear.

5.3.4 Navier Stokes 3D

En este apartado se presentan resultados del problema del escalén inverso tridimen-
sional. La velocidad se fijo a u=(1,0,0) en el ingreso del canal y en las paredes
superior e inferior se impuso u = (0,0,0). En la salida del canal se prescribid la ten-
s16n normal a cero, haciendo n.7.n = 0. Iin las paredes laterales del mismo se impuso
una condicion de simetria, que se traduce la velocidad normal igual a cero u, = 0
y lag dos componentes de la tension tangencial nulas (nor.ty = 0, nort; = 0). Re-
cordemos que en el contorno tenemos definido un sistema de ejes (n, t;,ts). Este
problema se resolvid para un mimero de Reynolds de 100, basado en la altura de
la entrada del canal. La geometria se diseretizd mediante 27219 puntos y hicieron
falta BOOO pasos de tiempo para llegar a una solucidn estacionaria,

Los resultados obtenidos nos permiten constatar la efectividad del algoritmo en
problemas tridimensionales. El paso de dos a tres dimensiones, computacionalimente
hablando, no reviste ninguna dificultad por la naturaleza del algoritmo.
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Figura 56.27: Flujo alrededor de un perfil NACA 0012.Comparacion de los resultados
obtenidos mediante el MPF v resultados experimentales,
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Figura 6.28: Flujo alrededor de un perfil NACA 0012, Coeficiente de presidn para
a =075y 10¢
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Figura 5.29: Flujo en un escaldn inverso a i, = 100. Contornos de velocidad (arriba) y
de presion (abajo),
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5.4 Conclusiones

o este capfiulo se presentd un algoritmo para resolver las ecuaciones de Navier
Stokes incompresibles, donde el tratamiento de Ia restriceion de la incompresibilidad
ge realizd mediante Pasos Froceronades. Con la aplicacion de la técnica de Caleulo
Finitesimal se llegd a una forma estabilizada de dichas ecuaciones.

Con la resolucidn de diversos problemas se pusieron a prueba las diferentes fa-
cetas del algoritmo formulado, de las que debemos destacar la estabilizacion de
la ecuacion de incompresibilidad, la estabilizacidn transversal y el las importantes
mejoras introducidas mediante la estabilizacion de tercer orden,

En cuanto a la téenica de aproximacion hay que mencionar que los resultados
mostraron nmuy baja sensibilidad a la cantidad de puntos que se utilizaron en la
construecion de cada nube, excepto en los problemas de Euler. Esta dificultades
fueron superadas de forma satisfactoria con una téenica de generacion de puntos
basada en propiedades geométricas que se analizan en el Capitulo 6.



Capitulo 6

Generacion de nubes

6.1 Introduccién

La generacidn de las nubes resulta una de los puntos claves de los métodos sin malla.
Este proceso debe realizarse de manera eficiente y rdpida, ya que del mismo depen-
derdn, en gran medida, las ventajas de este tipo de métodos frente a los métodos
que utilizan mallas.

51 bien no era ol objetivo de esta tesis ol desarrollo de lo (e pmh'f amos de-
nominar un "generador de nubes” fue necesario implementar algunos algoritmos.
Con este fin se desarrollaron diferentes téenicas de las cuales se presentaran las que
dieron mejores resultado. La primera, v mas sencilla, se basa en la selecaidn de los
puntos segiin un criterio de distancia, mientras que la segunda, estd basado en una
téenica de generacion de mallas denominada triangulacién de Delaunay. De todas
formas este punto requicre de futuros desarrollos que permitan obtener algoritmos
robustos y mds eficientes, especialmente para problemas tridimensionales donde el
mimero de operaciones necesarias requiere de la optimizacion de los algoritimos,

6.2 Nubes formadas por los puntos mds cercanos

6.2.1 Descripcién del procedimiento

Sin lugar a dudas la obtencién de un conjunto de puntos que cumplan con algunas
condiciones, que emuneraremos mis adelante se puede realizar de muy diversas ma-
neras. Sin embargo el desaffo es encontrar un algoritmo que sea capaz de resolver la
mayor cantidad de situaciones posibles, como por ejemplo, una distribucién de pun-
tos con densidades de puntos muy dispares, o distribuciones de puntos densificadas
solo en una direccidn (capas limites u ondas de choque). A esto hay que agregarle la

179
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complejidad adicional que presenta el tratamiento de los contornos, donde las nubes
tienen la particularidad de tener su punto estrella en uno de log lados de la misma.

La forma mds rapida e intuitiva de seleccionar un grupo de puntos para formar
ln nube es tomar los puntos que estén a una distancia ;< R donde £ 8 una radio
definido a partiv del punto estrella, con lo cual queda definido un efreulo centrado
en el mismo. Una vez definido I se comprueba si la cantidad de puntos que quedan
dentro del efreulo es la adecuada, En caso de no ser suficientes se aumenta el radio,
segiin algin criterio y si el mimero de puntos es mayor que el midximo deseado se
procede a disminuir /2. En ol esquema mostrado en la fignl‘u. (ﬁ.l) se aprecia la
operacion que describimos en el parrafo previo,

Basados en la experimentacion numérica en problemas de fluido y de conveceidn
difusion se definid que el mimero maximo de puntos en una mibe es de 13 y el minimo
de 7 (interpolacién cuadritica en 2D).
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Figura 6.1: Generacidn de nubes. Varincion del radio de la circunsferencia para aumentar
I cantidad de puntos en la nube,

Hay que prestar especial atencion a geometrias con dngulos muy agudos, como
por ejemplo, el borde de fuga de un perfil aerodindmico, ya que es posible que el
efreulo que se define mediante 17 atraviese el contorno (ver fig.( 6.2-a)) y la nube for-
maca incorpore puntos que no corresponden a la region. Si se verifica esta situacion
se modifica la cireunferencia como se muestra en la figura (6.2-h).

El tratamiento de los contornos requiere de pequenas modificaciones ya que el uso
de la misma téenica nos lleva a formar nubes muy extendidas en ln direceidn tangente
al contorno como lo muesira la figura (6.3). Para subsanar este inconveniente se opto
por definir un elipsoide que tiene el radio mayor en la direceién normal al contorno
como lo indica la figura (6.3). Los radios estan definidos de forma que Hypae = £ B,
en los casos presentados en esta tesis se tomé k = 2.
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Figura 6.2: Generacidn de nubes, o) Nube que atraviesa el contorno. b) Nube corregida.

En la generacién de las nubes de contorno hay que verificar, como en el caso de
las nubes interiores, que la misma no atraviese un contorno,

La extension del algoritmo presentado a problemas tridimensionales es inmediato
ya que la circunferencia se transforma en una esfera y la elipse en un elipsoide de
revolucidon.

6.2.2 Casos particulares que presentan dificultades

Como se puede apreciar el algoritmo presentado es muy sencillo y ademds muy
eficiente para la mayorfa de los problemas que se plantearon en esta tesis, tanto en
dos dimensiones como en tres dimensiones. Sin embargo, existen problemas en los
cuales la aplicacién de esta téenica dio como resultado nubes cuya ealidad es baja,
como por ejemplo en el problema del perfil NACA 0012 en un flujo no viscoso (ver
péagina 174), donde los resultado obtenidos son deficientes.

Cuando la densidad de puntos en un dominio es muy dispar, podemos encontrar-
nos con situaciones como la que se presenta en la figura (6.4) donde la aplicacidn de
la téeniea desarrollada nos lleva a formar nubes desbalanceadas, y por lo tanto la
funcion de aproximacion definida para este tipo de nubes serd incorrecta,

Si la densificacién de puntos se realiza solo en una direccién aparecerin dificul-
tades semejantes a la que se plantearon previamente. Un ejemplo de ello son los
problemas en los que se modela la eapa lfimite. Fn este caso solo es necesario densifi-
car en direccidn normal al contorno, ya que solo en esa direceidn aparecen gradientes
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Figura 6.3: Generacidén de una nube de contorno.

importantes (ver fig. (6.5)).

6.3 Triangulacién local de Delaunay

La triangulacion de Delaunay es ampliamente conocida en el ambito de la peneracion
de mallas, siendo una de las téenicas mds utilizadas, Este tipo de triangulacion
tiene la caracterfstica de ser vinica, excepto casos puntuales que comentaremos mas
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Figura 6.4: Esquema de una nube desbalanceada.,
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Figura 6.56: Discretizacidn tipica de capa limite,

adelante.. Por otro lado relaciona a cada punto con su vecinos mas cercanos de forma
Aptima para la aplicacion del Método de los Elementos Finilos. Para aprovechar
estas cualidades se propuso utilizar esta téenica para la construceidn de las nubes.

6.3.1 Generacién de una nube en el interior del dominio

A (!()l’lt.i]l]}}i.(!iﬂ]'l B }H'(!H(:Ill.}Lll IUH IJHS{'}H n S(‘!Hllil':

1. se definen cuatro cuadrante centrados en el punto estrella (1) y en cada uno
de ellos se escoge el punto mds cercano (2, 3, 4 y 5) (fig. (6.6-a)).

2. se forman cuatro tridngulos uniendo cada uno de estos puntos con el punto
estrella (I‘ig. ({3.[5-1:))

3. en cada tridgngulo generado se traza la circunferencia definida a través de los
puntos que los componen, y se verifica si hay algiin punto en el interior de dicho
cirenlo. En caso de existir un punto interior se elimina el tridangulo original y
se crean dos nuevos tridngulos. Para ejemplificar el procedimiento en la figura
(6.6-c) se trazé el cireulo definido por los puntos 1,4 y 5, en este caso el punto
6 queda en el interior del circulo, por lo tanto se elimina el triangulo 14,5 y
se forman dos nuevos tridngulos, el 1,46 y el 1,6,5. (ﬁg. (GGII))

4. se repite la operacion hasta que ninguin cireulo contenga puntos en su interior,
figuras (6.6-¢), (6.6-f).

5, se forma la nube con los puntos contenidos en la !.l‘iﬂ.’llgllla.uidtl..

Es posible que una vez formados los cuatro tridngulos iniciales, uno de los puntos
utilizados esté contenido en la cireunferencia de alguno de los tridngulos. En este
caso se eliminan dos trisngulos y se penera uno nuevo, eliminando uno de los puntos,
Este procedimiento se muestra esquemdticamente en la figura (6.7).
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Figura 6.6: Triangulacién de Delaunay, pasos para la generacion de una nube,
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a b

Figura 6.7: Defecto en la trinngulacion inicial,

Es muy importante destacar que con este método la nube obtenida es indepen-
diente de los puntos elegidos nicialmente, y ademsds es inica.

Si la cantidad de puntos que se obtienen mediante la triangulacién no es sufi-
ciente, o 8i la calidad de la nube no es adecuada, se agrega una segunda capa de
puntos, obtenidos de las nubes de eada uno de los puntos que forman la misma,

6.3.2 Generaciéon de una nube en el contorno

Los contornos requiere un tratamiento especial, debido a que los puntos selecciona-
dos para realizar la triangulacién inicial no pueden ser arbitrarios como en el caso
anterior. [l procedimiento se [Jl.lmln resumir en los siguientes pasos:

1. se seleceionan dos punfos que pertenezean al mismo contorno (puntos 2 y 5),
uno a cada lado del punto estrella y un tercer punto que pertenezea al interior
del dominio (punto 3); ver figura (6.8-a).

2. se generan fres tridgngulos, uno de los cuales estard formado por tres puntos de
contorno, en la figura (6.8-b) se representa mediante un tridngulo color negro.
Este ltimo puede tener drea nula si los tres puntos estdn alineados,

3. se traza el cireulo por los puntos de cada tridngulo, exceptuando el formado
por los puntos del contorno (fig. (6.8-¢)), y se verifica si hay algin punto en su
imterior, en caso de ser asf se procede a eliminar dicho tridangulo y se generan
dos nuevos, figura (6.8-d).

4. se repite la operacion hasta que ningiin efreulo contenga puntos en su interior,

Finalmente se verifica si la cantidad de puntos de la nube es suficiente, y de no
ser asf se anade una segunda capa. En la mayor parte de las nubes que se forman
en el contorno en necesario ApTeFEar U .‘itﬂgl."ldﬂ, Cipr,



186

CAPIPULO 6, GENERACION 132 NiES

i 14 h i%
14 14
L]
] 10 13 Ul _m
‘l" & - 12 P a .|2
4
3 o’ # o’
11 #on 11
& _," 5 ‘-_‘
R PRy .Ql __'_‘_...“----"ﬂ-ﬂ;;.n
. ? ! i ) -'q.‘l‘i . 7 2 | _"'\ .,
: e : e
ﬁ- I Ty 6 B Tu
¢ S5 d 3
I
.I-I- .l'
1] 10
13 13 [ ]
. . it
,r i
N ——
ol ¥
i v LF I’ L]
e T T
7 7 2 [ -"‘“-ly‘
i L

Figura 6.8: Triangulacion de Delaunay, pasos para la peneracion de una nube de un
contorno,

6.4 Comparacién de ambos métodos

En la fipura (6.9) se muestran algunos resultados obtenidos con ambos algoritmos,
donde se puede observar como el método de triangulaciéon local resuelve los inconve-
nientes que se presentaban con el primer método, y ademds dan el mismo resultado

si la distribucion de puntos es homogénea,,

6.5 Conclusiones

Este capitulo no se inseribe dentro de los objetivos principales de la tesis, sin embargo
se considerd que serfa importante proponer, de forma simple, algunas alternativas
para enfrentar el tema de la generacién de las nubes. Como hemos demostrado a
lo largo del trabajo, la constitucion de las nubes tiene una considerable influencia
en la resolucidn de los problemas, especialmente en los problemas de la meednica de



4, CONUCLUSINES

187

Puntos mas cercanos

Triangulacion local

@ i
S a
a . g ® ® s
. ®
» ;o & . [ e ’
o * 4 o [ it e
W i : L A O .
% / N
L] P ‘a"' ™ l‘l : s
e Tenger g - o
a
o ]
L &
L L
s s W, @ 8 s s s s @
- - & ‘:i e ™ ™ s
- ] o @ ® ® @
& 4 o L [ ® ™
] @ L & ® @ a
@ & a2 R ] w @
¥ - 1, - " = * . "
Figura 6.9: Nubes generadas con cada uno de los métodos deseritos,
fluidos.

El método basado en la triangulacién local de Delaunay surgiéd para cubrir una
serie de deficiencias presentadas por el primer método propuesto, por lo tanto resul-
ta mds robusto y confiable al reproduciv los buenos resultados del primer método y
solventar sus inconvenientes. Ambos mmétodos fueron implementados en forma rudi-
mentaria, motivo por el cual no podemos sacar conclusiones acerca de la eficiencia

de los mismos.
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Capitulo 7

Conclusiones y lineas futuras de
investigacion

En el presente trabajo de investigacion se planted una téenica de aproximacion
denominada Método de los Puntos Finitos. La misma se inscribe dentro de la familia
de los métodos sin mallas surgidos como respuesta a algunas deficiencias mostradas
por los métodos eldsicos como el Método de los Elementos Finitos, el Método de los
Volimenes Finitos, ete. Las numerosas propuesta realizadas en este eampo son una
clara demostracién de las expectativas que el nuevo concepto ha despertado en el
mundo de los métodos numéricos,

El método de los Puntos Finitos es una téenica conceptualmente sencilla, y como
se ha demostrado a lo largo del presente trabajo lo suficientemente versitil como
para abordar una amplia variedad de problemas, Se puede decir que el método se
sustenta en dos pilares fundamentales, aproximacién mediante Minimos Cuadrados
Ponderados Fijos y discretizacion a través de Colocacion Puntual.

Con respecto a la aproximacion, se realizaron numerosos estudios que nos per-
mitieron optimizar los parametros incluidos en esta clase de funciones, los valores
obtenidos pudieron ser corroborados en posteriores aplicaciones, tanto en problemas
de Conveccion Difusion como de Mecdnica de Fluidos. La utilizacién de bases de
aproximacion definidas localmente y adimensionalizadas es un aporte original de
este trabajo, como asf también la definicién de un criterio de calidad de la nube de
puntos basado en el cdleulo del nimero de condicidn,

La Colocacidon Puntual en si misma no reviste ninguna dificultad, siendo sin
dudas, la téenica de diseretizacién mds sencilla, Sin embargo los problemas que se
plantean para una correcta implementacién de las condiciones de contorne hizo que
la mayorfa de los autores se decanten por las formulaciones débiles. Estas deficiencias
se resolvieron mediante dos téenicas originales de este trabajo, la primera consiste
en mna formulacidn estabilizada y la segunda se realizdé mediante una modificacion
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de las fmciones de aproximacion en los contornos. Ambas formulaciones, derivadas
de puntos de vista completamente distintos, dieron resultados my satisfactorios,
sin anadir complejidad al tratamiento del problema.

La aplicacion de la téenica del Chleulo Finitesimal para derivar una forma es-
tabilizada de las ecuaciones de conveccidn difusidn y su posterior implementacion
mediante Puntos Finitos requirié de ingentes esfuerzos, especialmente en lo que se
refirid a la definicidn de los pardmetros de estabilizacion y al tratamiento de las
fuentes externas, La formulacion final a la que se arribé, junto al tratamiento de las
condiciones de Neumann, se puede considerar como uno de los aportes mds impor-
tantes de la tesis.

Alpunos resultados alcanzados con la aplicacion del método de los Puntos Finitos
se compararon con los resultados abtenidos mediante otras téenicas, demostrando un
excelente (:ml'lpf.')l‘r.l.l.llLiuu('.n en problemas bidimensionales, donde es necesario men-
cionar que la mayoria de los métodos lograron una buena performance. Sin embargo
fue en los problemas tridimensionales donde se pudo apreciar una mejora sustancial
en los resultados si los comparamos con los del método de los Elementos Finitos.
Estos resultados son los que demuestran el potencial que posee la téenica presentada.

El objetivo principal que se habia planteado en esta tesis, consistia en la resolu-
cidn de las ecuaciones de la mecdnica de fluidos incompresibles mediante una téenica
sin malla. Para el cumplimiento del misme hizo falta recorrer un largo camino, lo
que se puede apreciar en el desarrollo de este trabajo.

La resolucién del problema de fluidos incompresibles trajo aparejado algunas
dificultades gue no se observan en la aplicacidn de formulaciones débiles, siendo la
mas notoria de ellas el tratamiento de la incompresibilidad. El algoritmo de Pasos
Fraceionados, que permite satisfacer la condicion de Babtiska-Brezzi, utilizando las
mismas funciones de interpolacién para el campo de velocidades v de presidn, no
brindd la respuesta esperada al ser implementado con el método de Puntos Finitos.
Con la aplicacion del Cdlewlo Findtesimal se obtuvo un algoritimo de caracterfsticas
similares al anterior, aungue en el nuevo esquema aparecen unos términos que cum-
plen con la funcidn de estabilizar la ecuacidn de incompresibilidad. Este novedoso
esquema se complementa con una serie de aportes a la aplicacion de las condicio-
nes de contorno, especialmente para la condicion de deslizamiento libre. Tanto el
esquemna resultante como su implementacion mediante Puntos Finitos son aportes
originales de la tesis.

Dentro de los numerosos problemas de flujo incompresible resueltos, cabe una
mencion especial a los que involueran a la ecuacidn de Euler, donde fue necesario
la implementacidn de una estabilizacion de tercer orden con el fin de disminuir el
exceso de difusion infroducida por la estabilizacion de sepundo orden.

Finalmente en la tesis se presentan dos téenicas de generacion de nubes que
fueron desarrolladas como herramientas auxilinres. La necesidad de una correcta
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definicion de las nubes puso de manifiesto que, si bien las mismas eran herramientas
auxiliares, requeria de una especial atencidn ya que en algunos problemas la posibi-
lidad de alcanzar el éxito en la simulacidn dependfa en gran medida de ollas. Los
dos métodos que se propusieron son originales de este trabajo, aungue este tema
debe ser abordado en trabajos futuros para dar una respuesta satisfactoria, en lo
que hace a velocidad y prestaciones,

En el desarrollo de la tesis no se realizaron estudios comparativos en lo que se
refiere a la velocidad en el edleulo frente a otros métodos, para dicho cometido harfa
falta una implementacion munérica optimizada a tal efecto, aspecto que no se tuvo en
cuenta por tratarse de un programa de cilculo utilizado como plataforma de ensayos.
Dl’!‘ t'-l.l{.'li.'lﬂ [‘(}l.'lllil?; ]J}Ll'ﬂ. lf]gl.'ﬂr 1 (‘.['JIll[.JF.lI'}l{!i[‘JH I'L‘H.liﬁl'.l-l 50 fl(!".](!l'f!ﬂl [JlHI]L(!Hl’, 110} H[J]U IU
que concierne al cileulo, sino todo lo que implica el preproceso del problema, siendo
probablemente en este drea donde se manifiesten las mayores ventajas del método,

En cuanto método en sf, existen numerosas pruebas por realizar como, por ejem-
plo, la utilizacion de otro tipo de funciones de aproximacién en lugar de las bases
polindmicas o cambiar el eriterio de ponderacion, entre otros.

En lo gque se refiere a las ecuaciones de flujo compresible, serfa muy provechoso
una exploracion de las posibilidades que brindan log esquemas monolfticos, donde
algunas pruebas muy simples realizadns en este contexto, arrojaron buenos resulta-
dos.

No cabe dudas que queda mucho trabajo por realizar aiin para lograr que el
método de los Puntos Finilos se transforme en una herramienta mumériea lo su-
ficientemente potente y confiable. Gran parte del trabajo que resta por hacer se
pueden resumir en dos problemas extremos: por un lado dotar al método de una
base matemdtica mas gélida y por otro lado, realizar una programacién "amigable”
para que el método de Puntos Finilos pueda ser utilizado como una herramienta
estandar en proyectos de ingenierfa.
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