
Vol. 16, 1, 49{76 (2000)
Revista Internacional de
M�etodos Num�ericos para

C�alculo y Dise~no en Ingenier��a

Integrales singulares e hipersingulares en la
ecuaci�on integral de las variaciones en el contorno

Javier Su�arez y Rafael Gallego

Dpto. Mec�anica Medios Continuos y Teor��a de Estructuras

E.T.S. de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos

Universidad de Granada, Colegio M�aximo Cartuja

18071 Granada, Espa~na

Tel.: 34-958-24 99 61, Fax: 34-958-24 99 59

e-mail: fjsuarez@ugr.es

Resumen

En el presente art��culo exponemos los procedimientos empleados en el c�alculo de las integrales singulares e
hipersingulares obtenidas como consecuencia de la discretizaci�on de la que hemos llamado ecuaci�on integral
de las variaciones en el contorno (ÆBIE) propuesta por los autores para la resoluci�on del problema inverso
de identi�caci�on aplicado a problemas de potencial y a estados elastodin�amicos antiplanos con variaci�on
arm�onica en el tiempo. La discretizaci�on de la ecuaci�on integral en el contorno, transform�andola en un
sistema lineal de ecuaciones, previa aproximaci�on de la frontera mediante elementos de contorno cuadr�aticos
e isoparam�etricos, ha conllevado el c�alculo de la integral de funciones que incluyen la soluci�on fundamental u�,
el 
ujo de la soluci�on fundamental q� y sus respectivos gradientes. En casos en los que el nodo de colocaci�on
est�a incluido en el elemento de integraci�on, hemos obtenido singularidades del tipo ( 1

r
) e hipersingularidades

del tipo ( 1

r
2 ), para cuya integraci�on hemos empleado procedimientos de regularizaci�on tomando uno o dos

t�erminos de su desarrollo en serie.

SINGULAR AND HYPERSINGULAR INTEGRALS IN THE INTEGRAL EQUATION OF

VARIATIONS AT BOUNDARY

Summary

In this paper the procedures for computing singular and hypersingular integrals are presnted. These integrals
arise in the, so called variation Boundary Integral Equation (ÆBIE) developed by the authors for the solution
of identi�cation inverse problems in potential and acoustic problems. The discretization of the (ÆBIE)
on the boundary quadratic isoparametric elements, to arrive to a algebraical system of equations, leads
to the computation of functions whose kernels are the fundamental solution u�, the 
ux of this solution
q� and their correponding gradients. In the cases where the collocation point belongs to the integration
element, ( 1

r
) singularities and ( 1

r
2 ) hypersingularities are obtained. For the computation of such singularities,

regularization by series expansions about the collocation point are employed.

INTRODUCI�ON

Para la resoluci�on del problema inverso de identi�caci�on, seg�un la de�nici�on del mismo
dada por Kubo17, aplicado a problemas de potencial y a estados elastodin�amicos an-
tiplanos con variaci�on arm�onica en el tiempo, proponemos en16;6;7, una formulaci�on y una
metodolog��a. El procedimiento propuesto est�a basado en la que hemos llamado ecuaci�on
integral de las variaciones en el contorno (ÆBIE), deducida mediante el desarrollo de una
formulaci�on integral a partir del c�alculo de variaciones en un doble planteamiento del prob-
lema directo, consecuencia de la doble consideraci�on geom�etrica, geometr��a real y geometr��a
supuesta, del dominio de de�nici�on.
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La discretizaci�on de la ecuaci�on integral obtenida para transformarla en un sistema
lineal de ecuaciones, previa aproximaci�on de la frontera mediante elementos de contorno
cuadr�aticos e isoparam�etricos, nos ha obligado al c�alculo de la integral de funciones que
incluyen la soluci�on fundamental u�, el 
ujo de la soluci�on fundamental q� y sus respectivos
gradientes.

Cuando el nodo de colocaci�on no est�a incluido en el elemento de integraci�on, el integrando
presenta siempre un comportamiento regular en el dominio de integraci�on. En este caso el
c�alculo de la integral se ha hecho mediante aplicaci�on de la f�ormula de Gauss-Legendre.

Cuando el nodo de colocaci�on est�a incluido en el elemento de integraci�on, la funci�on
integrando puede presentar un comportamiento singular. En los casos de singularidad
de tipo logar��tmico, hemos empleado para el c�alculo de la integral, la f�ormula de Gauss-
Logar��tmica.

Hemos obtenido igualmente singularidades del tipo ( 1
r

) e hipersingularidades del tipo

( 1

r
2 ) para cuya integraci�on hemos empleado procedimientos de regularizaci�on tomando uno

o dos t�erminos de su desarrollo en serie. En el presente art��culo exponemos el detalle de
dichos procedimientos.

PROCEDIMIENTOS DE INTEGRACI�ON SINGULAR E HIPERSINGULAR

Huang y Cruse15, exponen la evoluci�on y clasi�caci�on de las t�ecnicas de integraci�on
singular e hipersingular en el M�etodo de los Elementos de Contorno, que resumimos a
continuaci�on.

1. Integraci�on anal��tica: La integraci�on anal��tica sobre elementos de contorno lineales fue
propuesta por Cruse2;3 y utilizada en problemas de elasticidad tridimensional. Adop-
tando un sistema local de coordenadas polares, las singularidades d�ebiles y el Valor
Principal de Cauchy se transforman en integrales regulares. Gray y otros8, utilizan el
m�etodo de integraci�on directa para el c�alculo de integrales hipersingulares en mec�anica
de la fractura; exponen la integraci�on anal��tica de la identidad de Somigliana.
La integraci�on anal��tica no es posible en los casos de funciones de forma gen�ericas y
contornos curvil��neos.

2. M�etodos semianal��ticos: Las publicaciones de Guiggiani12;13;11;10 exponen el desarrollo
asint�otico de las funciones integrando, respecto al sistema local de coordenadas; la parte
divergente de la integral singular o hipersingular puede ser separada mediante adicci�on y
sustracci�on de los correspondientes t�erminos singulares o hipersingulares. Los t�erminos
singulares o hipersingulares separados se calculan anal��ticamente.
Hayami14 propone la transformaci�on de la integral sobre el contorno curvo en una integral
sobre el plano tangente a la super�cie curva en el punto de singularidad, que podemos
calcular anal��ticamente. Cruse y Aithal5 aplican el procedimiento de Hayami a integrales
casi singulares.

3. Transformaci�on singular de coordenadas: En 1976 Lachat y Watson20 proponen una
transformaci�on singular de coordenadas que hace cero el valor del jacobiano en el punto
de singularidad. El procedimiento solo es aplicable a singularidades d�ebiles.

4. Integrales especiales gaussianas: Una integral num�erica especial gaussiana (pondera-
ciones especiales) fue propuesta por Pina y Fernandes22, para calcular la integral singular
en la formulaci�on de los elementos de contorno. Un procedimiento similar fue propuesto
por Lean y Wexler21 usando el producto normal en integrales multidimensionales.

5. Modi�caciones en la ecuaci�on integral: Las publicaciones de Cruse4, Guidera y Lardner9,
Bui1, Weaver27 , Theocaris26, Putot23;24, y Balas y Sl�adek25, proponen diversos procedi-
mientos de reducci�on del orden de la singularidad, mediante la integraci�on por partes de
la ecuaci�on integral.
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6. Aproximaci�on de la parte �nita: La parte �nita de una integral hipersingular es calculada
mediante el empleo de f�ormulas gaussianas, en las que pesos y puntos de interpolaci�on
pueden tomar valores complejos como expone Kutt19;18.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DIRECTO

Problemas de Potencial

Los denominados problemas de potencial, consisten en la determinaci�on de una funci�on
u, llamada potencial, que veri�ca la ecuaci�on de Laplace en el dominio 
, cuya frontera es
�; estando sometido el dominio 
 a condiciones de contorno que pueden ser tipo Dirichlet
o tipo Newman; utilizando para el c�alculo de u, la f�ormula de Green.

Figura 1

Ecuaci�on de Laplace:

r2u = 0 8x 2 


Condiciones de contorno:

u = u 8x 2 �1

q = q 8x 2 �2

� = �1 + �2

Representaci�on integral:

u(x) =

Z
�

(u�(y;x)q(y) � q�(y;x)u(y))d�(y) (1)

siendo u(y): funci�on potencial; u(x): valor de la funci�on u en el punto x 2 
;x =2 �
que llamamos polo; u�(y;x): funci�on soluci�on fundamental; la expresi�on de u� en dominios
bidimensionales es

u�(y;x) = 1

2�
ln

�
1

r

�
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siendo r la distancia entre el punto de observaci�on y y el polo x; q(y) = @u

@n
la derivada de

u seg�un la normal exterior a �; q�(y;x) = @u
�

@n
la derivada de u� seg�un la normal exterior a

�, cuya expresi�on en dominios bidimensionales es,

q�(y;x) =
@u�

@n
= � 1

2�r

@r

@n

Problema elastodin�amico antiplano con variaci�on arm�onica en el tiempo

El problema elastodin�amico antiplano con variaci�on arm�onica en el tiempo consiste en la
determinaci�on de la componente antiplana del campo de desplazamientos, funci�on compleja
u3, que veri�ca la ecuaci�on del movimiento en el dominio 
; de frontera �, estando sometido

 a condiciones de contorno que pueden ser de tipo Dirichlet o tipo Newman.

Figura 2

La ecuaci�on del movimiento antiplano con variaci�on arm�onica en el tiempo, supuestas
nulas las cargas m�asicas, es la conocida ecuaci�on de Helmholtz

r2u3 +
w2

c22
u3 = 0

Condiciones de contorno

8y 2 �1; p3(y; t) = p3

8y 2 �2; u3(y; t) = u3

� = �1 + �2

Representaci�on integral

u3(x) +

Z
�

p�3(y;x)u3(y)d�(y) =

Z
�

u�3(y;x)p3(y)d�(y) (2)

siendo, u3(y): componente antiplana del campo de desplazamientos; u3(x): valor de u3 en
el punto x 2 
; x =2 � que llamamos polo; p3(y) componente antiplana del vector tensi�on,
relacionada con u3, seg�un la siguiente expresi�on

p3 = �3�n� = �u3; �n� = �
@u3

@n
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u�3(y;x); p
�

3(y;x) soluci�on del estado elastodin�amico arm�onico fundamental, cuya expresi�on
es,

u�3(y;x) =
1

2��
K0

�
i
wr

c2

�

p�3(y;x) = � iw

2�c2

@r

@n
K1

�
i
wr

c2

�

siendo r: funci�on radial referida al polo; K0;K1: funciones modi�cadas de Bessel, de orden
0 y 1.

PROBLEMA INVERSO DE IDENTIFICACI�ON

Por ser similar su representaci�on integral, expresi�on (1) para problemas de potencial
y expresi�on (2) para el problema elastodin�amico antiplano con variaci�on arm�onica en el
tiempo, el planteamiento del problema inverso de identi�caci�on que exponemos en el presente
apartado es v�alido para ambos tipos de problemas. Mayormente emplearemos la notaci�on
correspondiente a los problemas de potencial.

Consideremos un dominio bidimensional ~
; cuyo contorno es ~�. Consideremos la exis-

tencia de un hueco o defecto en ~
, cuya geometr��a y posici�on es desconocida. El contorno ~�
queda por tanto dividido, en el contorno conocido �

C
, y el contorno no conocido o contorno

del hueco, ~�
V

~� = �
C
+ ~�

V

La resoluci�on del problema inverso de identi�caci�on consiste en determinar la posici�on y

geometr��a de ~�
V
conociendo el valor de un n�umero M de mediciones experimentales en el

contorno conocido �
C
.

Figura 3

Disponemos por tanto de M = M
u
+M

q
mediciones experimentales de potencial y 
ujo

de potencial en �
C
: M

u
mediciones de potencial; M

q
mediciones de 
ujo.
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De esta forma el potencial resulta conocido en algunos puntos de �
Cq

y el 
ujo de potencial
resulta conocido en algunos puntos de �

Cu

u(y
�
) = u(y

�
); y

�
2 �

Cq
� = 1; 2; ::::::M

u

q(y
�
) = q(y

�
); y

�
2 �

Cu
� = 1; 2; ::::::M

q

C�ALCULO DE LAS VARIACIONES

Puesto que la geometr��a real del hueco o defecto no es conocida, consideramos una
geometr��a supuesta para el mismo, de contorno �

V
; que llamaremos contorno variable, y

que suponemos pr�oximo a ~�
V
. De esta forma, el dominio de integraci�on queda de�nido

doblemente, 
 y ~
, seg�un consideremos la geometr��a �
V
�o ~�

V
del hueco.

La doble consideraci�on del dom��nio de integraci�on, 
 y ~
, nos permite de�nir en 
 la
magnitud vectorial que vamos a llamar variaci�on geom�etrica, como el vector desplazamiento

necesario para que cada punto de 
 alcance su posici�on real en ~
.
Como se puede apreciar en la Figura 4 la variaci�on geom�etrica es nula en los puntos de

�
C
y toma valores crecientes a medida que nos acercamos a �

V
.

Figura 4

La doble consideraci�on geom�etrica del dominio de de�nici�on del problema, 
 y ~
, nos
permite un doble planteamiento del problema de potencial, seg�un se considere una u otra
geometr��a. La representaci�on integral en cada planteamiento es la siguiente

1. Planteamiento considerando la geometr��a supuesta 
:

u(x;�
V
) =

Z
�C

[u�(y;x)q(y;�
V
)� q�(y;x)u(y;�

V
)] d�

C
(y)

+

Z
�V

[u�(y;x)q(y;�
V
)� q�(y;x)u(y;�

V
)] d�

V
(y)

2. Planteamiento considerando la geometr��a real ~
:

Teniendo en cuenta que y = ~y en el contorno �
C

u(~x; ~�
V
) =

Z
�C

h
u�(y; ~x)q(y; ~�

V
)� q�(y; ~x)u(y; ~�

V
)
i
d�

C
(y)

+

Z
~�V

h
u�(~y; ~x)q(~y; ~�

V
)� q�(~y; ~x)u(~y; ~�

V
)
i
d~�

V
(~y)
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El doble planteamiento del problema de potencial nos permite de�nir, para una con�gu-
raci�on supuesta del hueco �

V
dada, las siguientes dos variables:

� variaci�on de potencial: aumento necesario de potencial en un punto �jo x para pasar de
la con�guraci�on supuesta del hueco a la con�guraci�on real

Æu(x) = u(x; ~�
V
)� u(x;�

V
)

� variaci�on de 
ujo de potencial: aumento necesario de 
ujo de potencial en un punto �jo
x para pasar de la con�guraci�on supuesta del hueco a la con�guraci�on real, referido el

ujo a la normal de la con�guraci�on supuesta

Æq(x) = q(x; ~�
V
)� q(x;�

V
) =

=

�
ru(x; ~�

V
)�rrrrrrrrrrrrrru(x;�

V
)

�
� n(x;�

V
) =rrrrrrrrrrrrrrÆu(x) � n(x;�

V
)

El potencial u(x; ~�) y el 
ujo de potencial q(x; ~�) correspondientes a la geometr��a real
del hueco lo conocemos en algunos puntos de �

C
; a partir de las condiciones de contorno

y las mediciones experimentales.
El potencial u(x;�); y el 
ujo de potencial q(x;�) correspondientes a la geometr��a
supuesta del hueco, puesto que �

V
es conocido, se determinar�a mediante aplicaci�on

directa del M�etodo de los Elementos de Contorno.

ECUACI�ON INTEGRAL DE LAS VARIACIONES EN EL CONTORNO

En las referencias16;6 , se expone con detalle el desarrollo de una formulaci�on integral para
la resoluci�on del problema inverso de identi�caci�on tal como ha sido planteado, a partir del
c�alculo de las variaciones en el contorno variable �

V
, concluyendo en la que hemos llamado

ecuaci�on integral de las variaciones en el contorno (ÆBIE).
La ecuaci�on integral obtenida es la siguiente

�������������� 2 �)

1

2
Æu(��������������) +

1

2
rrrrrrrrrrrrrru(��������������) � Æ�������������� =

=

Z
�C

u�Æqd� �
Z
�

q�Æud� �
Z
�

fqrrrrrrrrrrrrrru��urrrrrrrrrrrrrrq�g � Æ��������������d�+

+

Z
�V

fqrrrrrrrrrrrrrru� � Æy � urrrrrrrrrrrrrrq� � Æy � q�rrrrrrrrrrrrrru � Æy � urrrrrrrrrrrrrru� � Æmgd�
(3)

Se trata de una combinaci�on lineal de integrales en el contorno, que relaciona los valores
de las variables u; q; Æu; Æq y las magnitudes vectoriales Æy; Æ�������������� = Æy(��������������);Æm, y cuyos coe�-
cientes son integrales de los nucleos u�; q�, y de sus gradientes rrrrrrrrrrrrrru� y rrrrrrrrrrrrrrq�. La magnitud
vectorial de caracter auxiliar Æm, est�a relacionada con la variaci�on del vector normal, Æn.
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Discretizaci�on de la ecuaci�on integral

Tal como se expone en las referencias16;7 , procediendo en primer lugar, a la
parametrizaci�on de las magnitudes vectoriales Æy, Æ�������������� = Æy(��������������), Æm, para expresarlas en
funci�on de las variables geom�etricas correspondientes a la evoluci�on geom�etrica impuesta
al contorno variable, incluidas en el vector Æv; y posteriormente a la discretizaci�on de los
t�erminos de la ecuaci�on integral deducida; obtenemos un sistema lineal de ecuaciones, en el
que, conocidos los valores de las variables u; q en el contorno, podemos calcular los valores
de las variables Æu y Æq; que no sean ya conocidos como consecuencia de las condiciones
de contorno del problema inverso, y de las mediciones experimentales, as�� como el valor de
la variables incluidas en Æv, que nos indican la evoluci�on geom�etrica necesaria para que la
con�guraci�on supuesta del hueco se aproxime a la con�guraci�on real. Calculando de forma
iterativa el vector Æv para las sucesivas geometr��as obtenidas, determinamos la posici�on y
geometr��a verdadera de �

V
.

INTEGRACI�ON DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

Los procedimientos empleados en el c�alculo de las integrales elementales, obtenidas en la
discretizaci�on de la ecuaci�on integral (3), se indican en el esquema incluido en la Figura 5.

Figura 5

Con objeto de dar un tratamiento espec���co a la componente est�atica de las funciones, a
la que habr��a que a~nadir una nueva componente en problemas din�amicos, hemos procedido
en primer lugar a la descomposici�on de las funciones u�; q�;rrrrrrrrrrrrrru� yrrrrrrrrrrrrrrq�, en sus partes est�atica
y din�amica.

Cuando la funci�on integrando presenta un comportamiento regular o singular logar��tmico
en el dominio de integraci�on, se han empleado procedimientos num�ericos habituales, uti-
lizando las f�ormulas de Gauss-Legendre y de Gauss-Logar��tmica.

Por el contrario, cuando la funci�on integrando presenta un comportamiento singular o
hipersingular en el dominio de integraci�on, lo que ocurre generalmente cuando el nodo de
colocaci�on, origen de las funciones radiales, est�a incluido en el elemento de integraci�on, no
son aplicables las f�ormulas de Gauss, y hemos empleado procedimientos de regularizaci�on
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utilizando uno o dos t�erminos del desarrollo en serie de la funci�on integrando; en el presente
art��culo exponemos el detalle de dichos procedimientos.

Las integrales obtenidas en la discretizaci�on de la ecuaci�on integral (3), se resumen en
los siguientes tipos

1.

Z
�e

q
@u�

@y
i

�d�

2.

Z
�e

u
@q�

@y
i

�d�

siendo � cada una de las funciones de forma empleadas en la interpolaci�on funcional en el
elemento de contorno �

e
.

Descomposici�on en partes est�atica y din�amica

Indicamos a continuaci�on la descomposici�on de las funciones u�; q�; rrrrrrrrrrrrrru� y rrrrrrrrrrrrrrq�, en sus
partes est�atica y din�amica.

1. Descomposici�on de la funci�on u�:

Recordemos la expresi�on de la funci�on soluci�on fundamental, para la ecuaci�on de
Helmholtz

u� =
1

2��
K0

�
iwr

c2

�

teniendo en cuenta el desarrollo en serie de la funci�on de Bessel de orden 0

K0(z) ' � ln
z

2
� 
 +O(z)

si llamamos z = iwr

c2
obtenemos

u� = (u�)
S
+ (u�)

D

(u�)
S
=

1

2��
ln

�
1

r

�

(u�)
D
=

1

2��

�
O(z)� 
 � ln

�
iw

2c2

��

2. Descomposici�on de la funci�on rrrrrrrrrrrrrru� :
Considerando la expresi�on de la derivada de la funci�on de Bessel

d

dz
K0(z) = �K1(z)

derivamos la funci�on soluci�on fundamental u�,

@u�

@y
i

=
�iw
2��c2

K1

�
iwr

c2

�
r;
i

y teniendo en cuenta el desarrollo en serie de la funci�on de Bessel de orden 1,

K1(z) ' 1

z
+

z

2

�
ln

z

2
+ 
 � 1

2

�
+O(z2) (4)
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si llamamos, z = iwr

c2
, podemos expresar

@u�

@y
i

=

�
@u�

@y
i

�
S

+

�
@u�

@y
i

�
D�

@u�

@y
i

�
S

=
�r;

i

2��r�
@u�

@y
i

�
D

=
�iwr;

i

2��c2

�
z

2

�
ln

z

2
+ 
 � 1

2

�
+O(z2)

�

3. Descomposici�on de la funci�on q� :

Recordemos la expresi�on del 
ujo de la soluci�on fundamental,

q� =
�i
2�

w

c2

@r

@n
K1

�
iwr

c2

�

teniendo en cuenta el desarrollo en serie de la funci�on de Bessel de orden 1, indicada en
(4) si llamamos, z = iwr

c2
, podemos expresar

q� = (q�)
S
+ (q�)

D

(q�)
S
=
�1
2�r

@r

@n

(q�)
D
=

�
� iw

2�c2

�
@r

@n

�
z

2

�
ln

z

2
+ 
 � 1

2

�
+O(z2)

�

4. Descomposici�on de la funci�on rrrrrrrrrrrrrrq�:
Considerando el desarrollo en serie de K0(z) y K1(z), en la expresi�on de @q

�

@yi

obtenida en

el anexo A podemos concluir,

@q�

@y
i

=

�
@q�

@y
i

�
S

+

�
@q�

@y
i

�
D�

@q�

@y
i

�
S

=
�1
2�r2

�
n
i
� 2r;

i

@r

@n

�

�
@q�

@y
i

�
D

=
w2

4�c22

�
n
i
� 2r;

i

@r

@n

��
ln

z

2
+ 
 � 1

2

�
�

� 1

2�r

iw

c2

�
n
i
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Regularizaci�on de integrales singulares

Calculamos las integrales singulares de la forma
R
�e

f(y)

r

d� tomando el valor principal de

Cauchy si este es convergente Z
�e

f(y)

r
d� = V PC

Z
�e

f(y)

r
d�

El c�alculo del valor principal de Cauchy lo efectuaremos regularizando la integral medi-
ante adici�on y substracci�on al numerador de la funci�on integrando, de los t�erminos lineales
de su desarrollo en serie.
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En el entorno del nodo de colocaci�on ��������������

f(y) = f(��������������) +O(jy � ��������������j)

Debido al comportamiento de la funci�on auxiliar dr

d�
, analizado en el anexo B, podemos

expresar

f(y) = f(��������������)
dr

d�
+O(jy � ��������������j)

por lo tanto

f(y)� f(��������������)
dr

d�
= O(jy � ��������������j) (6)

Calculamos el valor principal de Cauchy

V PC

Z
�e

f(y)

r
d� =

Z
�e

f(y)� f(��������������) dr
d�

r
d� + f(��������������)

Z
�e

dr=d�

r
d� (7)

En la expresi�on (7) aparecen las siguientes integrales

�
Z
�e

f(y)� f(��������������) dr
d�

r
d� (8)

En el entorno del punto de singularidad, r = 0, seg�un la expresi�on (6), se veri�ca

f(y)� f(��������������)
dr

d�
= O(r)

por lo tanto el integrando de (8) presenta un comportamiento regular en el dominio de
integraci�on y podemos emplear procedimientos num�ericos habituales para el c�alculo de
la integral.

�
Z
�e

dr=d�

r
d� (9)

El valor principal de Cauchy de (9) es convergente. Tomaremos por tanto

Z
�e

dr=d�

r
d� = V PC

Z
�e

dr=d�

r
d� (10)

En el anexo C se expone el c�aculo del valor principal de Cauchy en la expresi�on (10).
Podemos concluir por tanto

Z
�e

f(y)

r
d� =

Z
�e

f(y)� f(��������������) dr
d�

r
d� + f(��������������) ln

�
R
f

R
i

�
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Regularizaci�on de integrales hipersingulares

En el c�alculo de integrales hipersingulares de la forma
R
�e

f(y)

r
2 d�, si la funci�on f(y) es

continua y derivable cuando r! 0, tomamos la parte �nita de la integral

Z
�e

f(y)

r2
d� = pf

Z
�e

f(y)

r2
d� (11)

El c�alculo de la parte �nita indicada en la expresi�on (11), lo hacemos regularizando
la integral mediante utilizaci�on de los dos primeros t�erminos del desarrollo en serie de la
funci�on f(y). As��, en el entorno del punto de hipersingularidad ��������������, podemos tomar

f(y) = f(��������������) +

�
df

ds

�
s=so

�s+O(�s2)

Figura 6

De la Figura 6 y teniendo en cuenta el comportamiento de la funci�on auxiliar dr=d�
podemos expresar

�s = s� s
o
) j�sj ' r ) �s ' r

dr

d�

f(y) = f(��������������)

���� drd�
����+

�
df

ds

�
s=so

r
dr

d�
+O(�s2) (12)

por lo tanto

pf

Z
�e

f(y)

r2
d� =

Z
�e

f(y)� f(��������������)j dr
d�
j � ( df

ds

)
s=sor

dr

d�

r2
d�+

+ f(��������������)

Z
�e

j dr
d�
j

r2
d� +

�
df

ds

�
s=so

Z
�e

dr=d�

r
d�

(13)
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En la expresi�on (13) obtenemos las siguientes integrales
�

Z
�e

f(y)� f(��������������)j dr
d�
j � ( df

ds

)
s=sor

dr

d�

r2
d� (14)

Seg�un la expresi�on (12), en el entorno del punto ��������������, el numerador de la funci�on integrando
de (14) es de orden r2, por lo que la expresi�on (14) es una integral regular que calcularemos
empleando procedimientos num�ericos habituales.
� Z

�e

j dr
d�
j

r2
d� =

Z
�e

dr

r2

Integral impropia de segunda especie divergente, siendo su valor principal de Cauchy
igualmente divergente, por lo que consideraremos su caracter hipersingular, susti-
tuy�endola por su parte �nita, cuyo c�alculo se expone en el anexo DZ

�e

dr

r2
= pf

�Z
�e

dr

r2

�
= �

�
1

R
i

+
1

R
f

�

� Z
�e

dr=d�

r
d� =

Z
�e

dr

r

Integral impropia de segunda especie divergente, siendo su valor principal de Cauchy
convergente. Z

�e

dr

r
= V PC

Z
�e

dr

r
= ln

R
f

R
i

Concluimos por tantoZ
�e

f(y)

r2
d� =

Z
�e

f(y)� f(��������������)j dr
d�
j � ( df

ds

)
s=sor

dr

d�

r2
d��

� f(��������������)

�
1

R
i

+
1

R
f

�
+

�
df

ds

�
s=so

ln
R
f

R
i

An�alisis de singularidades

Procedemos a continuaci�on a analizar el comportamiento de las funciones integrando en
las integrales elementales no 1 y no 2.

Integral no 1Integral no 1
Descomponemos la integral en suma de la integral de las partes est�atica y din�amica

Z
�e

q
@u�

@y
i

�d� =

Z
�e

q
�r;

i

2��r
�d� +

Z
�e

q
�iwr;

i

2��c2

�
z

2

�
ln

z

2
+ 
 � 1

2

�
+O(z2)

�
�d�

Integral no 1 (parte est�atica)Integral no 1 (parte est�atica)

Z
�e

q
�r;

i

2��r
�d� (15)
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Analizamos el comportamiento de la funci�on r;
i
, cuando el nodo de colocaci�on est�a

incluido en el elemento de integraci�on.

r;
i
=

y
i
� �

i

r

Algebr�aicamente el valor de la funci�on r;
i
, cuando nos aproximamos al nodo de colocaci�on

es inde�nido

r! 0) r;
i
! 0

0

Sin embargo, gr�a�camente podemos deducir el valor de�nido de la funci�on. Seg�un se
observa en la Figura 7, cuando r ! 0

r;1 = cos�! cos�
t

r;2 = sin�! sin�
t

siendo �
t
la pendiente de la tangente a � en el nodo de colocaci�on ��������������.

El valor l��mite de r;
i
cuando r! 0 es distinto por la derecha y por la izquierda.

Figura 7

En efecto, de la Figura 8 podemos deducir

r! 0+ )
n r;1! cos�

t
= a

r;2! sin�
t
= b

r ! 0� )
�
r;1! cos (180 + �

t
) = �a

r;2! sin (180 + �
t
) = �b

En la Figura 9 representamos el comportamiento de la funci�on r;
i
cuando r ! 0.

Como consecuencia del comportamiento de la funci�on r;
i
, conclu��mos que la funci�on

integrando de la expresi�on (15), presenta una singularidad cuando r = 0, haci�endose su
valor in�nito, pero con distinto signo si se apr�oxima por la derecha o por la izquierda

r! 0+ ) �r;
i

r
! �1

r! 0� ) �r;
i

r
! +1

En la Figura 10 representamos el comportamiento de la funci�on �r;i

r

cuando r! 0.
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Figura 8

Figura 9

Figura 10
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La funci�on q �r;i
2��r

� presenta como vemos un comportamiento an�alogo a la funci�on 1

x

, y

por lo tanto, el valor principal de Cauchy de la integral (15) es convergente. Tomaremos
por tanto Z

�e

q
�r;

i

2��r
�d� = V PC

Z
�e

q
�r;

i

2��r
�d�

El c�alculo del valor principal de Cauchy, lo hacemos regularizando la integral seg�un se
ha visto en el apartado Regularizaci�on de integrales singulares.
Para ello, si llamamos

r;o
i
= lim

r!0+
r;
i

y tenemos en cuenta el comportamiento de la funci�on dr

d�
, podemos expresar

lim
r!0

r;
i
= r;o

i
lim
r!0

dr

d�

Regularizamos la integral de la siguiente forma

V PC

Z
�e

q
�r;

i

2��r
�d� =

Z
�e

q(�r;
i
)�+ qo dr

d�
r;o
i
�o

2��r
d�� V PC

Z
�e

qo dr
d�
r;o
i
�o

2��r
d� (16)

indicando el super��ndice " o " el valor de la funci�on en el nodo de colocaci�on.
En la expresi�on (16) encontramos las siguientes integrales

�
Z
�e

q(�r;
i
)�+ qo dr

d�
r;o
i
�o

2��r
d� (17)

El numerador de la funci�on integrando en la expresi�on (17), en el entorno del nodo de
colocaci�on es de orden r, por lo tanto la integral es regular y podemos emplear para su
c�alculo prodedimientos num�ericos habituales.

�

V PC

Z
�e

qo dr
d�
r;o
i
�o

2��r
d� (18)

Seg�un se ha visto en el subapartado Regularizaci�on de integrales hipersingulares

V PC

Z
�e

qo dr
d�
r;o
i
�o

2��r
d� =

qor;o
i
�o

2��
ln

R
f

R
i

Podemos resumir por tanto el c�alculo de la integral no 1 (parte est�atica)

Z
�e

q
�r;

i

2��r
�d� =

Z
�e

q(�r;
i
)�+ qo dr

d�
r;o
i
�o

2��r
d�� qor;o

i
�o

2��
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R
f

R
i

Integral no 1 (parte din�amica)Integral no 1 (parte din�amica)Z
�e

q
�iwr;

i

2��c2

�
z

2

�
ln

z

2
+ 
 � 1

2

�
+O(z2)

�
�d�
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El integrando presenta un comportamiento regular en el dominio de integraci�on, por lo
que, hemos calculado la integral por procedimientos num�ericos habituales.

Integral no 2Integral no 2
Descomponemos la integral en suma de la integral de las partes est�atica y din�amica

Z
�e

u
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i
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�
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Integral no 2 (parte est�atica)Integral no 2 (parte est�atica)

Z
�e

u

� �1
2�r2

�
n
i
� 2r;

i

@r

@n

��
�d� (19)

Analizando la expresiones

r;
i
=

y
i
� �

i

r

@r

@n
= rrrrrrrrrrrrrrr � n =

�
y1 � �1

r
;
y2 � �2

r

�
� (n1; n2) =

�
y1 � �1

r
n1 +

y2 � �2

r
n2

�

deducimos que la funci�on integrando de la expresi�on (19) consiste en una combinaci�on
lineal de t�erminos de la forma 1

r
2 y 1

r
4 , por lo que nos encontramos ante una funci�on de

comportamiento hipersingular cuando el valor de r ! 0:
Para calcular la integral (19) mediante la consideraci�on de su parte �nita, nos aseguramos
de que las funciones hipersingulares est�an multiplicadas por una funci�on continua y con
derivada continua.
Para garantizar la continuidad en el elemento de integraci�on de las funciones de forma
y de sus derivadas, as�� como de la funci�on potencial u, obtenida por interpolaci�on de
los valores nodales, utilizaremos elementos en los que nodos de colocaci�on y nodos de
interpolaci�on son desplazados cuando coinciden con nodos extremos del elemento, tal
como se indica en la Figura 11.

Figura 11
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Procedemos a la regularizaci�on de cada una de las partes de la integral (19)

Z
�e

u

� �1
2�r2

�
n
i
� 2r;
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�d� =
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Z
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u
n
i

r2
�d� (20)

Teniendo en cuenta nuevamente el comportamiento de la funci�on auxiliar dr

d�
, expuesto

en el anexo B, consideramos el siguiente desarrollo en serie

un
i
� = uo(n

i
)o�o

���� drd�
����+

�
(un

i
�)

0

�
o

r
dr
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+O

�
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�
(21)

Consideramos las siguientes expresiones

�
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�
S=So
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�
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teniendo en cuenta las expresiones de y
i
y J en funci�on de la coordenada natural �

y
i
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i
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por lo tanto podemos expresar
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S=So
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Procedemos a la regularizaci�on de la integral (20)

Z
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Calculamos las integrales obtenidas
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De la expresi�on (21) deducimos que en el entorno del nodo de colocaci�on
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y por tanto el integrando de (22) presenta un comportamiento regular. Podemos emplear
para su c�alculo procedimientos num�ericos habituales.

� Seg�un se ha expuesto en el apartado Regularizaci�on de integrales hipersingulares
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� Seg�un se ha expuesto en el apartado Regularizaci�on de integrales singulares
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podemos expresar
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Consideremos el desarrollo en serie de la funci�on ur;
i
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Regularizamos la integral (23) utilizando el primer t�ermino del desarrollo en serieZ
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En la expresi�on (25) aparece la integral

Z
�e

ur;
i

�
@r=@n

r

�
�� uor;o

i

dr

d�

�
@r=@n

r

�
o

�o

r
d� (26)

De la expresi�on (24) deducimos
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La integral (26) es por tanto una integral regular y podemos emplear para su c�alculo
procedimientos num�ericos habituales.
En el anexo E se incluye el c�alculo de la expresi�on�
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Podemos resumir el c�alculo de la integral no 2 (parte est�atica) como se indicaZ
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Integral no 2 (parte din�amica)Integral no 2 (parte din�amica)
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El integrando presenta una singularidad logar��tmica en el dominio de integraci�on, por lo
que hemos calculado la integral por procedimientos num�ericos habituales.

CONCLUSIONES

El objetivo del presente art��culo es la exposici�on de los procedimientos de integraci�on
empleados en la discretizaci�on de la ecuaci�on integral de las variaciones en el contorno
(ÆBIE). Los numerosos resultados satisfactorios de resoluci�on del problema inverso de
identi�caci�on aplicado a problemas de potencial y estados elastodin�amicos antiplanos con
variaci�on arm�onica en el tiempo, incluidos en las referencias6;7;16 prueban la bondad de
la ecuaci�on integral propuesta (ÆBIE), as�� como de los procedimientos de integraci�on
empleados.

Exponemos por tanto en el presente art��culo procedimientos contrastados de integraci�on
singular e hipersingular que aportan las siguientes ventajas:

- son aplicables a integrales sobre dom��nios curvil��neos
- son extrapolables a funciones de forma gen�ericas, como las funciones del tipo

p
r em-

pleadas en mec�anica de la fractura

ANEXOS

A. Gradiente del 
ujo de la soluci�on fundamental

LLamando, z = iwr

c2
podemos expresar

q� =
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derivando
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podemos expresar
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teniendo en cuenta �
1

r

�
;
i
=
�r;

i

r2

por ser n
i;j

= 0, tenemos �
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�
;
i
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n
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(30)
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teniendo en cuenta el desarrollo
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sustituyendo en (30)
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teniendo en cuenta la expresi�on de la derivada de la funci�on de Bessel de orden 1

d

dz
fzK1(z)g = �zK0(z)

y sustituyendo (31) en (28), obtenemos
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B. Funci�on auxiliar

Debido a su utilizaci�on como funci�on auxiliar, analizaremos el comportamiento de la
funci�on dr

d�
cuando r ! 0�.

Figura 12
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Como se aprecia en la Figura 12, en cada punto de � el vector d�������������� toma la direcci�on de
la tangente. Si llamamos t al vector tangente unitario

d�������������� : (dy1; dy2)) t :

�
dy1

d�
;
dy2

d�

�

el gradiente de la funci�on r es

rrrrrrrrrrrrrrr : (r;1 ; r;2 ) =
1

r
(y1 � �1; y2 � �2) =

r

jrj

el vector normal unitario es

n :

�
dy2

d�
;�dy1

d�

�

aplicando la regla de la cadena

dr

d�
=
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@y1

dy1

d�
+
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@y2

dy2

d�
=rrrrrrrrrrrrrrr:t = r

jrj :t

de la Figura 12 deducimos

r ! 0+ :

�
(y2 � �2)! dy2
(y1 � �1)! dy1

�
) r! d��������������) r

jrj ! t) dr
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! 1
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(y2 � �2)! �dy2
(y1 � �1)! �dy1

�
) r! �d��������������) r

jrj ! �t) dr

d�
!�1

C. C�alculo del valor principal de Cauchy

Calcularemos el valor principal de Cauchy

V PC

Z
�e

dr=d�

r
d�

distinguiendo los siguientes casos:

1. El nodo de colocaci�on es un punto interior del elemento, (ver Figura 13)
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Figura 13

Figura 14

2. El nodo de colocaci�on coincide con un nodo extremo del elemento (ver Figura 14); en este
caso calcularemos la integral correspondiente a dos elementos de contorno consecutivos.
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En ambos casos obtenemos

V PC

Z
�e

dr=d�

r
d� = ln

R
f

R
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D. C�alculo de la parte �nita

Considerando que el nodo de colocaci�on es un punto interior del elemento de integraci�on,
(ver Figura 13) Z
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Figura 15

E. Desarrollo auxiliar

Estableciendo el origen del sistema de referencia en el nodo de colocaci�on, podemos
expresar

@r

@n
= rrrrrrrrrrrrrrr � n = r;

i
n
i
=

x1

r
n1 +

x2

r
n2 =

x1

r

dx2
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� x2

r

dx1
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(32)

como se aprecia en la Figura 15

r ! 0+ ) �s = r

r ! 0� ) �s = �r
consideramos el desarrollo en serie de las funciones x

i
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teniendo en cuenta que x
i
(so) = 0, y considerando �s = r (se obtienen iguales conclusiones

considerando �s = �r)
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multiplicando las expresiones (33) por (36) y (34) por (35)
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restando las expresiones (37) y (38)
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