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Resumen

En el presente articulo exponemos los procedimientos empleados en el célculo de las integrales singulares e
hipersingulares obtenidas como consecuencia de la discretizacién de la que hemos llamado ecuacidn integral
de las variaciones en el contorno (8 BIE) propuesta por los autores para la resolucién del problema inverso
de wdentificacion aplicado a problemas de potencial y a estados elastodindmicos antiplanos con variacion
arménica en el tiempo. La discretizaciéon de la ecuacién integral en el contorno, transforméndola en un
sistema lineal de ecuaciones, previa aproximacion de la frontera mediante elementos de contorno cuadraticos
e isoparamétricos, ha conllevado el cdlculo de la integral de funciones que incluyen la soluciéon fundamental «™,
el flujo de la solucién fundamental ¢* y sus respectivos gradientes. En casos en los que el nodo de colocaciéon
estd incluido en el elemento de integracion, hemos obtenido singularidades del tipo (Il) e hipersingularidades
del tipo (,%), para cuya integraciéon hemos empleado procedimientos de regularizacién tomando uno o dos
términos de su desarrollo en serie.

SINGULAR AND HYPERSINGULAR INTEGRALS IN THE INTEGRAL EQUATION OF
VARIATIONS AT BOUNDARY

Summary

In this paper the procedures for computing singular and hypersingular integrals are presnted. These integrals
arise in the, so called variation Boundary Integral Equation (§BIE) developed by the authors for the solution
of identification inverse problems in potential and acoustic problems. The discretization of the (dBIE)
on the boundary quadratic isoparametric elements, to arrive to a algebraical system of equations, leads
to the computation of functions whose kernels are the fundamental solution v™, the flux of this solution
q" and their correponding gradients In the cases where the collocation point belongs to the integration
element, ( ) qlngularl‘rleq and ( > ) hypersingularities are obtained. For the computation of such singularities,
1egular1zat10n by series expansions about the collocation point are employed.

INTRODUCION

Para la resolucién del problema inverso de identificacion, segtin la definicién del mismo
dada por Kubo!”, aplicado a problemas de potencial y a estados elastodindmicos an-
tiplanos con variacién arménica en el tiempo, proponemos en'®®7, una formulacién y una
metodologia. El procedimiento propuesto estd basado en la que hemos llamado ecuacion
integral de las variaciones en el contorno (§BIE), deducida mediante el desarrollo de una
formulacién integral a partir del cdlculo de variaciones en un doble planteamiento del prob-
lema directo, consecuencia de la doble consideracion geométrica, geometria real y geometria
supuesta, del dominio de definicién.
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La discretizacién de la ecuacién integral obtenida para transformarla en un sistema
lineal de ecuaciones, previa aproximacién de la frontera mediante elementos de contorno
cuadraticos e isoparamétricos, nos ha obligado al cédlculo de la integral de funciones que
incluyen la solucién fundamental u*, el flujo de la solucién fundamental ¢* y sus respectivos
gradientes.

Cuando el nodo de colocaciéon no esta incluido en el elemento de integracion, el integrando
presenta siempre un comportamiento regular en el dominio de integracién. En este caso el
calculo de la integral se ha hecho mediante aplicacién de la formula de Gauss-Legendre.

Cuando el nodo de colocacién esta incluido en el elemento de integracién, la funcion
integrando puede presentar un comportamiento singular. En los casos de singularidad
de tipo logaritmico, hemos empleado para el célculo de la integral, la féormula de Gauss-
Logaritmica.

Hemos obtenido igualmente singularidades del tipo (3) e hipersingularidades del tipo
(%) para cuya integracion hemos empleado procedimientos de regularizacién tomando uno
o dos términos de su desarrollo en serie. En el presente articulo exponemos el detalle de
dichos procedimientos.

PROCEDIMIENTOS DE INTEGRACION SINGULAR E HIPERSINGULAR

Huang y Cruse'®, exponen la evolucién y clasificacién de las técnicas de integracién
singular e hipersingular en el Método de los Elementos de Contorno, que resumimos a
continuacion.

1. Integracion andalitica: La integracién analitica sobre elementos de contorno lineales fue
propuesta por Cruse?® y utilizada en problemas de elasticidad tridimensional. Adop-
tando un sistema local de coordenadas polares, las singularidades débiles y el Valor
Principal de Cauchy se transforman en integrales regulares. Gray y otros®, utilizan el
método de integracion directa para el cdlculo de integrales hipersingulares en mecanica
de la fractura; exponen la integracién analitica de la identidad de Somigliana.

La integraciéon analitica no es posible en los casos de funciones de forma genéricas y
contornos curvilineos.

2. Métodos semianaliticos: Las publicaciones de Guiggiani!?'311:10 exponen el desarrollo

asintético de las funciones integrando, respecto al sistema local de coordenadas; la parte
divergente de la integral singular o hipersingular puede ser separada mediante adicciéon y
sustraccién de los correspondientes términos singulares o hipersingulares. Los términos
singulares o hipersingulares separados se calculan analiticamente.
Hayami'* propone la transformacién de la integral sobre el contorno curvo en una integral
sobre el plano tangente a la superficie curva en el punto de singularidad, que podemos
calcular analiticamente. Cruse y Aithal® aplican el procedimiento de Hayami a integrales
cast singulares.

3. Transformacion singular de coordenadas: En 1976 Lachat y Watson?’ proponen una
transformacién singular de coordenadas que hace cero el valor del jacobiano en el punto
de singularidad. FEl procedimiento solo es aplicable a singularidades débiles.

4. Integrales especiales gaussianas: Una integral numérica especial gaussiana (pondera-
ciones especiales) fue propuesta por Pina y Fernandes®?, para calcular la integral singular
en la formulacién de los elementos de contorno. Un procedimiento similar fue propuesto
por Lean y Wexler?! usando el producto normal en integrales multidimensionales.

5. Modificaciones en la ecuacion integral: Las publicaciones de Cruse*, Guidera y Lardner?,
Bui!, Weaver?”, Theocaris?®, Putot?*?*, y Balas y Sladek®, proponen diversos procedi-
mientos de reduccién del orden de la singularidad, mediante la integracién por partes de
la ecuacién integral.
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6. Aproximacion de la parte finita: La parte finita de una integral hipersingular es calculada
mediante el empleo de féormulas gaussianas, en las que pesos y puntos de interpolacién
pueden tomar valores complejos como expone Kutt!®1%,

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DIRECTO

Problemas de Potencial

Los denominados problemas de potencial, consisten en la determinacién de una funcién
u, llamada potencial, que verifica la ecuacién de Laplace en el dominio €2, cuya frontera es
I'; estando sometido el dominio §2 a condiciones de contorno que pueden ser tipo Dirichlet
o tipo Newman; utilizando para el calculo de u, la férmula de Green.

U=U

Q
I
Q

Figura 1
Ecuacién de Laplace:
Viu=0 Vxe
Condiciones de contorno:

u=u Vxel,
g=q Vxe€Tl,
F:F1+F2

Representacién integral:
u) = [ (0 (¥ixa(y) = o' (vix)uly)ar(y) 1)

siendo u(y): funcién potencial; u(x): valor de la funcién u en el punto x € Q;x ¢ T
que llamamos polo; u*(y;x): funcién solucion fundamental; la expresién de u* en dominios
bidimensionales es

1 1
ux(y;x) = Py In {;}



52 F.J. Sudrez y R. Gallego

. . . Ry . _ Su .

siendo r la distancia entre el punto de obsemlaczon y v el polo x; q(y) = 5= la derivada de
u segin la normal exterior a I'; ¢*(y;x) = %Ln la derivada de u* segiin la normal exterior a
I', cuya expresion en dominios bidimensionales es,

ou* 1 Or

T = B = S

Problema elastodinamico antiplano con variacién armoénica en el tiempo

El problema elastodinamico antiplano con variacion armdnica en el tiempo consiste en la
determinacién de la componente antiplana del campo de desplazamientos, funciéon compleja
ugz, que verifica la ecuacion del movimiento en el dominio §2; de frontera I', estando sometido
2 a condiciones de contorno que pueden ser de tipo Dirichlet o tipo Newman.

U3 :ﬂg

F Ps —Ps
Figura 2
La ecuaciéon del movimiento antiplano con variacién armoénica en el tiempo, supuestas

nulas las cargas mésicas, es la conocida ecuaciéon de Helmholtz

2
w
V2u3 + — Uz = 0
c2
2

Condiciones de contorno
Vy € I',ps(y,t) =P
Vy €Ty, us(y,t) =73
F = 1_‘1 + Fz

Representacién integral

us(x) + / P53 x)ua (y)dT(y) = / 5 (y; )ps (y)dT'(y) 2)

siendo, uz(y): componente antiplana del campo de desplazamientos; u;(x): valor de u; en
el punto x € Q; x ¢ I' que llamamos polo; p;(y) componente antiplana del vector tension,
relacionada con wus, segin la siguiente expresién

(9u3

Ps = O03qNn = /_,L'U,3_’ alla = N_
On
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us(y;x),p;s(y;x) solucién del estado elastodindmico armonico fundamental, cuya expresién
es,

. 1 wr
uz(y;x) = _27T,U,K0 (z;)
iw Or wr
5o ) — T2t
i) = 5 S (i)

siendo r: funcién radial referida al polo; K, K;: funciones modificadas de Bessel, de orden
Oy 1.

PROBLEMA INVERSO DE IDENTIFICACION

Por ser similar su representacién integral, expresién (1) para problemas de potencial
y expresion (2) para el problema elastodindmico antiplano con variacién arménica en el
tiempo, el planteamiento del problema inverso de identificacion que exponemos en el presente
apartado es valido para ambos tipos de problemas. Mayormente emplearemos la notacién
correspondiente a los problemas de potencial.

Consideremos un dominio bidimensional €, cuyo contorno es I'. Consideremos la exis-
tencia de un hueco o defecto en (2, cuya geometria y posicién es desconocida. El contorno r
queda por tanto dividido, en el contorno conocido I', y el contorno no conocido o contorno
del hueco, T'y

'=Tc+Ty
La resolucién del problema inverso de identificacion consiste en determinar la posicion y

geometria de 'y, conociendo el valor de un nimero M de mediciones experimentales en el
contorno conocido I'c-.

~

lv?

I ()

Figura 3

Disponemos por tanto de M = M,, + M, mediciones experimentales de potencial y flujo
de potencial en I'c: M, mediciones de potencial; M, mediciones de flujo.
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De esta forma el polencial resulta conocido en algunos puntos de I'c, y el flujo de potencial
resulta conocido en algunos puntos de I'c,

u(yo) =8(ya), Ya€le, a=12,...M,
q(ys) =q(ys), ys€Tle, B=12,...M,

CALCULO DE LAS VARIACIONES

Puesto que la geometria real del hueco o defecto no es conocida, consideramos una
geometria supuesta para el mismo, de contorno T'y, que llamaremos contorno variable, y
que suponemos préximo a I'y. De esta forma, el dominio de integracién queda definido
doblemente, Q y €, seglin consideremos la geometria I'y 6 'y del hueco.

La doble consideracién del dominio de integracién, Q y €, nos permite definir en Q la
magnitud vectorial que vamos a llamar variacion geométrica, como el vector desplazamiento
necesario para que cada punto de  alcance su posicién real en €.

Como se puede apreciar en la Figura 4 la variaciéon geométrica es nula en los puntos de
I'c y toma valores crecientes a medida que nos acercamos a I'y.

Figura 4

La doble consideracion geométrica del dominio de definiciéon del problema, © y €2, nos
permite un doble planteamiento del problema de potencial, segiin se considere una u otra
geometria. La representacién integral en cada planteamiento es la siguiente

1. Planteamiento considerando la geometria supuesta 2:

e 0y) = [ (30403 Tv) = 4 (vi)u(y, Ty )l are(y)
[ 003 T) = 0 (i)l Tl drv()

2. Planteamiento considerando la geometria real :

Teniendo en cuenta que y =¥ en el contorno I'
uw ) = [ [0 R0, 5) - 0 (3 0uly, B drety)
Te

+ [ [ 3800, — 0 Gi)uE B d )
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El doble planteamiento del problema de potencial nos permite definir, para una configu-
racion supuesta del hueco I'yy dada, las siguientes dos variables:

e vartacion de potencial: aumento necesario de potencial en un punto fijo x para pasar de
la configuracién supuesta del hueco a la configuracién real

du(x) = u(x,I'v) —u(x,I'v)

e variacion de flujo de potencial: aumento necesario de flujo de potencial en un punto fijo
x para pasar de la configuracion supuesta del hueco a la configuraciéon real, referido el
flujo a la normal de la configuraciéon supuesta

5q(x) = q(x,T'v) — q(x,I'v) =

= (Vu(x,f‘v) - Vu(X,FV)> ‘n(x,T'y) = Viu(x) -n(x,Tv)

El potencial u(x,f’) y el flujo de potencial q(x,f‘) correspondientes a la geometria real
del hueco lo conocemos en algunos puntos de I'¢, a partir de las condiciones de contorno
v las mediciones experimentales.

El potencial u(x,T'), y el flujo de potencial ¢(x,I') correspondientes a la geometria
supuesta del hueco, puesto que I'yy es conocido, se determinard mediante aplicacion
directa del Método de los Elementos de Contorno.

ECUACION INTEGRAL DE LAS VARIACIONES EN EL CONTORNO
En las referencias'®®, se expone con detalle el desarrollo de una formulacién integral para
la resolucién del problema inverso de identificacién tal como ha sido planteado, a partir del
célculo de las variaciones en el contorno variable I'y,, concluyendo en la que hemos llamado
ecuacion integral de las variaciones en el contorno (0BIE).

La ecuacién integral obtenida es la siguiente

Eel'=
1 1
§5U(§) + §VU(§) 08 =

:/ u*dqdl’ —/q*éudF —/{un*—qu*}-éde-i-
re r r

(3)
+ / {¢Vu" -8y —uVq" -0y — ¢"Vu -0y —uVu™ - dm}dl
Iy

Se trata de una combinacién lineal de integrales en el contorno, que relaciona los valores
de las variables u,q, du,dq y las magnitudes vectoriales dy, € = dy(€),0m, y cuyos coefi-
cientes son integrales de los nucleos u*,¢*, y de sus gradientes Vu* y V¢*. La magnitud
vectorial de caracter auxiliar dm, estd relacionada con la variacidn del vector normal, dn.
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Discretizacién de la ecuacion integral

Tal como se expone en las referencias!®’, procediendo en primer lugar, a la

parametrizacién de las magnitudes vectoriales Jy, 6§ = dy(§), dm, para expresarlas en
funcién de las variables geométricas correspondientes a la evolucién geométrica impuesta
al contorno variable, incluidas en el vector dv; y posteriormente a la discretizacion de los
términos de la ecuacion integral deducida; obtenemos un sistema lineal de ecuaciones, en el
que, conocidos los valores de las variables u,q en el contorno, podemos calcular los valores
de las variables du y dg, que no sean ya conocidos como consecuencia de las condiciones
de contorno del problema inverso, y de las mediciones experimentales, asi como el valor de
la variables incluidas en §v, que nos indican la evolucién geométrica necesaria para que la
configuracién supuesta del hueco se aproxime a la configuracién real. Calculando de forma
iterativa el vector dv para las sucesivas geometrias obtenidas, determinamos la posicién y
geometria verdadera de I'y.

INTEGRACION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

Los procedimientos empleados en el calculo de las integrales elementales, obtenidas en la
discretizacién de la ecuacién integral (3), se indican en el esquema incluido en la Figura 5.

Figura 5

Con objeto de dar un tratamiento especifico a la componente estatica de las funciones, a
la que habria que anadir una nueva componente en problemas dindmicos, hemos procedido
en primer lugar a la descomposicién de las funciones v*, ¢*, Vu* y V¢, en sus partes estatica
y dindmica.

Cuando la funcién integrando presenta un comportamiento regular o singular logaritmico
en el dominio de integracién, se han empleado procedimientos numéricos habituales, uti-
lizando las férmulas de Gauss-Legendre y de Gauss-Logaritmica.

Por el contrario, cuando la funcién integrando presenta un comportamiento singular o
hipersingular en el dominio de integracién, lo que ocurre generalmente cuando el nodo de
colocacion, origen de las funciones radiales, estd incluido en el elemento de integracién, no
son aplicables las férmulas de Gauss, y hemos empleado procedimientos de regularizacion
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utilizando uno o dos términos del desarrollo en serie de la funcién integrando; en el presente
articulo exponemos el detalle de dichos procedimientos.

Las integrales obtenidas en la discretizacién de la ecuacién integral (3), se resumen en
los siguientes tipos

ou*

1. dr
chayiqb

9. / w20 par
T, ayi

siendo ¢ cada una de las funciones de forma empleadas en la interpolacién funcional en el
elemento de contorno I',.

Descomposicidon en partes estatica y dinamica

Indicamos a continuacién la descomposicién de las funciones u*, ¢*, Vu* y Vg*, en sus
partes estatica y dindmica.

1. Descomposicién de la funcién u*:

Recordemos la expresién de la funcién solucidn fundamental, para la ecuacién de

Helmholtz
2w C2

teniendo en cuenta el desarrollo en serie de la funciéon de Bessel de orden 0

Ky(z) ~ —ln%—'y—i—()(z)

si llamamos z = e obtenemos

u' = (u)s+ (u)p
e o)

(w)p = ﬁ [O(z) -7 - 111(;—2)]

2. Descomposicién de la funcién Vu™ :

Considerando la expresion de la derivada de la funciéon de Bessel

d
EKQ(Z) =—K(2)

derivamos la funcién solucién fundamental u~,

ou* . .
e 1 (el I
0y 27 pcy C2

v teniendo en cuenta el desarrollo en serie de la funcién de Bessel de orden 1,

<1n%+7— %) +0(2?) (4)

z

1
K (2) ~ ;—1—2
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si llamamos, z = **, podemos expresar

ou* (6u*) +<8u‘>
Jy; 0Yi ) s 0yi ) p
ous\  —ry
Oy ) ¢ 2mur
ou* —twry; [z z 1
_ o InZ> 1 2
(3.%:)]3 2mpcy [2<n2+7 2>+O(Z )]

. Descomposicién de la funcién g* :

Recordemos la expresién del flujo de la solucién fundamental,

—1w Or wr
* ___K
1 2m ¢, On 1<c2 >

teniendo en cuenta el desarrollo en serie de la funcién de Bessel de orden 1, indicada en

wr

(4) si llamamos, z = ***, podemos expresar
cy

¢ =1(q")s+()p
N —Llor
(g7)s = 27r On

(¢)p = (—2;2) g—:l [% (ln % +7 - %) + O(zz)]

. Descomposicién de la funcion Vg*:

Considerando el desarrollo en serie de Ko(z) y K;(z), en la expresién de g‘—;*, obtenida en
oq* (c’)q*

(&)
Iy y; s Oy; D

o\ -1 ., or
oy ) ¢ 2mr? ™

el anexo A podemos concluir,

Regularizacion de integrales singulares

Calculamos las integrales singulares de la forma frj @df tomando el valor principal de

Cauchy si este es convergente

/r @CZF:VPC/F @df

El céalculo del valor principal de Cauchy lo efectuaremos regularizando la integral medi-

ante adicion y substraccion al numerador de la funcién integrando, de los términos lineales
de su desarrollo en serie.
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En el entorno del nodo de colocacién &

f(y)=1() +O(y — &)

4 analizado en el anexo B, podemos

Debido al comportamiento de la funcién auxiliar 95, @

expresar

Fly) = F&) 5T+ O(ly £

por lo tanto

dr

L=0(y - ¢ (6)

Fy) =€)

Calculamos el valor principal de Cauchy

vpc/ IO op = /f dfdr+f(§)/ dr/dl i (7)

r., T

En la expresién (7) aparecen las siguientes integrales

/ Iy I = 1@ ) (8)

En el entorno del punto de singularidad, r = 0, segin la expresién (6), se verifica

F(y) = F§) == = O(r)

E

por lo tanto el integrando de (8) presenta un comportamiento regular en el dominio de
integracién y podemos emplear procedimientos numéricos habituales para el calculo de
la integral.

r

dr/dIl’
/ P/t (9)
e
El valor principal de Cauchy de (9) es convergente. Tomaremos por tanto

/ dr/dl o _ VPC’/ dr/dl o (10)
T

r . r

En el anexo C se expone el cdculo del valor principal de Cauchy en la expresién (10).
Podemos concluir por tanto

/f dr = /f O g 4 61 (f{)
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Regularizaciéon de integrales hipersingulares

En el célculo de integrales hipersingulares de la forma fr f,ff) dl', si la funcién f(y) es

continua y derivable cuando r — 0, tomamos la parte finita de la integral
/ —f(z])dI‘:pf/ —f(f)dr (11)
r. T r. T

El célculo de la parte finita indicada en la expresiéon (11), lo hacemos regularizando
la integral mediante utilizacién de los dos primeros términos del desarrollo en serie de la
funcién f(y). Asi, en el entorno del punto de hipersingularidad €, podemos tomar

F(y) = F(6) + (j—f) Asvoas)

X

L.

Figura 6

De la Figura 6 y teniendo en cuenta el comportamiento de la funcién auxiliar dr/dl’
podemos expresar

dr
As=s— As| ~ As~r—
s=5—8,= |As|~r = As T
_ dr df dr )
s = 1€ T+ (F)  rgF o) (12)

por lo tanto

_ dr| _ (df dr
pfﬁc @dlﬂ:/rc f(y) f(£)|dr ((JS)S:SOT(]P dF—i-

r2

dr. d dr /dT
+f(£)/r |j§|dr+<d—fs> /F—i ir

e
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En la expresion (13) obtenemos las siguientes integrales
L ]

/ f | |_(_) Till_f‘dl—\ (14)

Segun la expresion (12), en el entorno del punto €, el numerador de la funcién integrando
de (14) es de orden r2, por lo que la expresién (14) es una integral regular que calcularemos
empleando procedimientos numéricos habituales.

[ ]
[y
r. r. T

Integral impropia de segunda especie divergente, siendo su valor principal de Cauchy
igualmente divergente, por lo que consideraremos su caracter hipersingular, susti-
tuyéndola por su parte finita, cuyo cdlculo se expone en el anexo D

ﬁ— f/d_r — 1_|_i
I‘erz_p r. 7 - R, Ry

/ dr/dl . _ [ dr
r.

r FeT‘

Integral impropia de segunda especie divergente, siendo su valor principal de Cauchy
convergente.
—=VPC / =
r.
Concluimos por tanto
r df dr
T3 )s=s°T
[ A [ L0 Ol = (L)oo
r

7’2

11 df R
~/ @(E%—) * (%L "R

Analisis de singularidades

Procedemos a continuacién a analizar el comportamiento de las funciones integrando en
las integrales elementales n® 1 y n° 2.

Integral n° 1
Descomponemos la integral en suma de la integral de las partes estdtica y dindamica

ou* —r,; —twr,; |z z 1
_ Y bdT LN Bady I el _ = 2 ar
q@yi /Feq27rm'¢ +/1;eq27r,ucg [2(112—1—7 2> +0(2 )]¢

Integral n° 1 (parte estdtica)

/ Di pdr (15)

27rur
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Analizamos el comportamiento de la funcién r,, cuando el nodo de colocacién esta
incluido en el elemento de integracion.

Algebraicamente el valor de la funcion r,;, cuando nos aproximamos al nodo de colocacion
es indefinido

0
r—>0:>r”»—>6

Sin embargo, graficamente podemos deducir el valor definido de la funcién. Segun se
observa en la Figura 7, cuando r — 0

r,] = COS X — COS O

r, = sin o — sin oy

siendo «; la pendiente de la tangente a I’ en el nodo de colocacion €.
El valor limite de r,; cuando 7 — 0 es distinto por la derecha y por la izquierda.

Figura 7

En efecto, de la Figura 8 podemos deducir

. T, — COSQy = a
r—0 :>{r,2—>sinat=b

- r, — cos (180 4+ o) = —a
r—=0 :{r,2—>sin(180+at):—b

En la Figura 9 representamos el comportamiento de la funcién r,; cuando r — 0.

Como consecuencia del comportamiento de la funcién r,;, concluimos que la funcién
integrando de la expresién (15), presenta una singularidad cuando r = 0, haciéndose su
valor infinito, pero con distinto signo si se apréxima por la derecha o por la izquierda

r— 0F=—— -0
r
_ _T)i

r— 07 = — +00
T

En la Figura 10 representamos el comportamiento de la funcién —=* cuando r — 0.
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0"

-0~

Figura 9

ri/r

0%

r-0-~

Figura 10
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a funcién l,, y

La funcién g—

2
por lo tanto, el valor principal de Cauchy de la mtedral (15) es Convergente Tomaremos

por tanto

/ T 2 gdl' = VPO / AP
r. Ton r. 27rw“

El calculo del valor principal de Cauchy, lo hacemos regularizando la integral segin se
ha visto en el apartado Regularizacién de integrales singulares.
Para ello, si llamamos

ry = lim 7
y tenemos en cuenta el comportamiento de la funcién < 4, podemos expresar
. ol dr
imry,;=r,;lim —
r—0 i r—0 dI’

Regularizamos la integral de la siguiente forma

. o dr o dr
VPC/ go = pdl :/ Wi )o+ 4t & dF—VPC/ TP gp (1)
r, 2mur r 2 pr r, 2mpr

e

indicando el superindice ” ° 7 el valor de la funcién en el nodo de colocacién.

En la expresién (16) encontramos las siguientes integrales

()dT 0 o
/ q(=ri)d+q° 5k ¢ 17
.

27 ur

El numerador de la funcién integrando en la expresién (17), en el entorno del nodo de
colocacion es de orden r, por lo tanto la integral es regular y podemos emplear para su
célculo prodedimientos numéricos habituales.

odr 0
VPC/ 9arri (18)
r, 2mwur

Segun se ha visto en el subapartado Regularizacién de integrales hipersingulares

dy
‘rggr _gridt R
VPC/ Mdpzwln_f
r,  2wur 2 R;

Podemos resumir por tanto el cdlculo de la integral n° 1 (parte estatica)

o dr o
) Ty ,O ° R
/ " T = / q(—7, )+ q°GF gr_ it By
r. 27r,ur r 2mpr 2mp R;

e

Integral n° 1 (parte dindmica)

—twry; | 2 z
/F qi?ﬂ',uco [5 (ln 3 +v - —) +O(z )] @dl’
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El integrando presenta un comportamiento regular en el dominio de integracion, por lo
que, hemos calculado la integral por procedimientos numéricos habituales.

Integral n° 2
Descomponemos la integral en suma de la integral de las partes estatica y dinamica

uéq ¢dF:/ U -1 712-—27‘,2-ﬁ Ppdl'+
r. Oy r. ™ On

2
_|_/ ’ ) & 1 E"i‘ _1 _
Pu c3 ™ L e B

‘ . 2
_ i@(nz — 2, ﬁ)o(zz) _ 1t il ﬁKo(z)}qbdf‘

27r ¢y on 2m 2 " On

2
w
4z

Integral n° 2 (parte estdtica)

-1 or
At U{ Dy <7’Li - 27‘,i a—n) }QSdP (19)

Analizando la expresiones

or Vr-n= (yl _fl,yZ —52> - (n1,75) :<y1 —flnl i Y2 —fzn2>

on r r r r

deducimos que la funcién integrando de la expresion (19) consiste en una combinacién
lineal de términos de la forma 7% y r%, por lo que nos encontramos ante una funcién de
comportamiento hipersingular cuando el valor de r — 0.

Para calcular la integral (19) mediante la consideracién de su parte finita, nos aseguramos
de que las funciones hipersingulares estan multiplicadas por una funcién continua y con
derivada continua.

Para garantizar la continuidad en el elemento de integracion de las funciones de forma
y de sus derivadas, asi como de la funcién potencial u, obtenida por interpolacion de
los valores nodales, utilizaremos elementos en los que nodos de colocacion y modos de
interpolacion son desplazados cuando coinciden con nodos extremos del elemento, tal
como se indica en la Figura 11.

x NODOS GEOMETRICOS
o NODOS DE INTERPOLACION
o NODOS DE COLOCACION

Figura 11
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Procedemos a la regularizacién de cada una de las partes de la integral (19)

/u 1 (=0, 97 Vg = =2 /uﬁqbdr—/ % ﬁ&gbdl“
r, 27r? On 27 | Jp, r? r,

/ uk $dT" (20)
r. T

Teniendo en cuenta nuevamente el comportamiento de la funcién auxiliar j—;, expuesto
en el anexo B, consideramos el siguiente desarrollo en serie

, dr
+ ((umqb)) Tﬁ—FO(A ) (21)
Consideramos las siguientes expresiones
dn o _ (LA _ (L
ds 5:50_ ds \ ds 5:50_ ds? ) o_qo
dno) o _ (4 _dn __(Ew
ds ) o_g. \ds ds ) ) g_so ds? ) o o,

teniendo en cuenta las expresiones de y; ¥ J en funcién de la coordenada natural ¢

dr
un; ¢ = u’(n;)’¢’ Jar

Y () = 1Oy + 62(O” + b3(C)y”

ds
10=%

deducimos

d*y;  d (dyi\ _ dy;\d¢ _ d dyz 1
ds2 ~ ds\ ds d(: ds Jds dC J
d(dy\ _d(dy 1\ _ (2, dyz
dc\ds ) d¢c\d¢cJ) dgz J2
d?y; d?y; dy; -\ 1 LJ i
y =< yi ; _ dys J> i —yid

ds? d¢? ac” )T e

por lo tanto podemos expresar

dny _ (I —9d

ds ) s_go J? S=5°
dny _ (i =il

ds ) s_go J? 5=5°
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Procedemos a la regularizacién de la integral (20)

/—“”j¢dr=
r.
i — () 6| 22| — ((umcb)’) rie
_ / : i+
-
.

L ¢l gy

e

y ((omer) rie

72

e

Calculamos las integrales obtenidas

it = () 5] - ((unig) ) rip
/ ~ dr (22)
.
De la expresién (21) deducimos que en el entorno del nodo de colocacién

ol dr
dl’

anit ¢ 5] — () ) v O

y por tanto el integrando de (22) presenta un comportamiento regular. Podemos emplear
para su célculo procedimientos numéricos habituales.

e Segun se ha expuesto en el apartado Regularizacion de integrales hipersingulares

/Fe %df ()6 (; + Rif)

e Segln se ha expuesto en el apartado Regularizacion de integrales singulares
((un,;qb)') e ° R
/ ~ 7 4ar={(uni¢) ) In{=L
r. r ! Rl

/ 2u2 8r¢d1“ (23)
r.

podemos expresar

/2 ﬁarqbdr /2 l(@r/an)¢dr
r r r
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g

ur, ((97‘/6n>qs uodr e (87‘/8n> 5+ TOS (24)
7 dr’ 7

. . ., or/0
Consideremos el desarrollo en serie de la funcién ur,; <$ 10}

Regularizamos la integral (23) utilizando el primer término del desarrollo en serie

/ ou" O gar =
.

r2 On

ur,; <ﬂ,6u> qs — u0ﬂ,}ﬁ0 uod_rr <07‘£‘0n> qbo
dl’

On 0
dr Z( T ) ¢ dr ' ¢
T + 2 /

=9 =
r. r L. " (25)
dr/on odr of 9r/dn 0
i ( r >¢—u j_Fri( ) ¢ 8r/5n Ry
=9 dl + 2u’r! ¢’ In
r. T R;
En la expresién (25) aparece la integral
Or/on 0., 0 dr [ 8r/on o
ur,i< - )cb—ur,ij—F( - ) ¢
/ dr (26)
r r

De la expresién (24) deducimos
Or/On . o dr (Or/on\°
ura (FL2 ) — g G (L) g 2 00

La integral (26) es por tanto una integral regular y podemos emplear para su cédlculo
procedimientos numéricos habituales.
En el anexo E se incluye el calculo de la expresién

Or/On\" _1[ (dz} °+ o dxi\’
r 2 ™ ds? T2 ds?

Podemos resumir el célculo de la integral n°® 2 (parte estitica) como se indica

-1 or
[ o g (2 ) e =
wni — w0 (ni)° 0] 2] — ((un,;qb)’)ord—

_1 dr ar
_ ! / dr
27 Jp r2

e

PEore (LY (W)')”ln(&)

27 27 R;

) ur,; <8T{.6n) ¢ —u’r? Z—f <'871_{.3n) ¢°
+ —/ dar
Ir.
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Integral n° 2 (parte dindmica)

" w? ar z 1 1 dw or 1 w? ar
1 ng — 2r,; — In — — o) e ——(ni-2r; — JOG?) — = =r; —Ko(z dl 27
A u{47rc§ (n ' 8n) <n 2 7 2) 27r co (n ! 6n> () 27 cg " on 0(7)}¢ (27)

El integrando presenta una singularidad logaritmica en el dominio de integracion, por lo
que hemos calculado la integral por procedimientos numeéricos habituales.

CONCLUSIONES

El objetivo del presente articulo es la exposicién de los procedimientos de integracién
empleados en la discretizacion de la ecuacion integral de las variaciones en el contorno
(6BIE). Los numerosos resultados satisfactorios de resolucién del problema inverso de
identificacion aplicado a problemas de potencial y estados elastodinamicos antiplanos con
variacién armoénica en el tiempo, incluidos en las referencias®”!® prueban la bondad de
la ecuacién integral propuesta (§BIE), asi como de los procedimientos de integracién
empleados.

Exponemos por tanto en el presente articulo procedimientos contrastados de integracién
singular e hipersingular que aportan las siguientes ventajas:

- son aplicables a integrales sobre dominios curvilineos
- son extrapolables a funciones de forma genéricas, como las funciones del tipo /7 em-
pleadas en mecanica de la fractura

ANEXOS

A. Gradiente del flujo de la solucién fundamental

LLamando, z = ** podemos expresar
2

. —1or
q = %%ZK]_(Z)
derivando
O¢ —1[ 9 (1Ir ; 10r O
dyi 27 [3_,% (;%) 2K (z) + - o0 0y, (zKl(z))] (28)

podemos expresar

9 (Lory _(1or) _ (1) o 1for\ -
Oy, \romn) \ron)”" \r)"0n r\On/)”

teniendo en cuenta

por ser n; ; = 0, tenemos

or
<8_n) si — Tyji 1§ (30)



70 F.J. Sudrez y R. Gallego

teniendo en cuenta el desarrollo

sustituyendo en (30)

sustituyendo en (29)

9 (10r\ —r,0r . 1 or (31)

Ay, \rdn)  r2 On 12 e,

teniendo en cuenta la expresién de la derivada de la funcién de Bessel de orden 1
LK)} = —2Ka(2)
dz ZN\Z = —ZNylZ

y sustituyendo (31) en (28), obtenemos

¢~  —=1[(—-r,Or 1 or 10r 1w

- e il K L K= | =
Oy, 27 [( r? On + 72 <nL " 3n)>z 1(2) rom o(2) Co r“}

173 2
_ ! [ﬁl (nZ —2r,; ﬁ) Ki(2)+ u—?r,i Ko(z)a—r]
2

2w | ey 1 On

B. Funcion auxiliar

Debido a su utilizacion como funcién auxiliar, analizaremos el comportamiento de la

funcién g—; cuando r — 0F.

Figura 12
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Como se aprecia en la Figura 12, en cada punto de I' el vector dI' toma la direccion de
la tangente. Si llamamos t al vector tangente unitario

dy, dy, >

d].-‘: (dyl,dyg) =t (ﬁ, dr

el gradiente de la funciéon r es

Vri(ry,re) = %(yl — &1y — &) = %
el vector normal unitario es
o (2, 0)
ar’ dr
aplicando la regla de la cadena
dr or % or dys, Vit — L.t

dl 9y, dU ' y, d r]

de la Figura 12 deducimos

v ) (W2 — &) = dys r d_r
r—0 .{(yl_&)%dyl}:r%dr:|r|—>t:dr—>1

- (y2 — &) = —dys r dr
: —d — = —t=>—— -1
r—0 {(yl—fl)%—dyl =r— I‘=>|r|—> =>dr—>

C. Cailculo del valor principal de Cauchy
Calcularemos el valor principal de Cauchy

VPC / dr/dl
T.

T

distinguiendo los siguientes casos:

1. El nodo de colocacién es un punto interior del elemento, (ver Figura 13)

Sy
VPC/ dr/dl o _ VPC/ dr/dl o _
T, s

r ; r

S,—¢€ Sy
- lim{/ Mdmr/ dr/drdr} -
e—0 S r So+e r

. ¢ dr Bs dp . S dr Bt dp Ry
= lim —+ — » = lim — + — > =In—
e—0 R; r e r e—0 R; r e r RZ
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Figura 13

Sy

Ter1

L.

Figura 14

2. Elnodo de colocacién coincide con un nodo extremo del elemento (ver Figura 14); en este
caso calcularemos la integral correspondiente a dos elementos de contorno consecutivos.

Sy
VPC/ dr/dl m _ VPC/ dr/dl m _
Fo4T.41 T S; r

S,—¢€ Sy
— lim {/ dr/drdr} + lim {/ dr/dFdr} —
e—0 S; r e—0 Sote r
) < dr X Br dy
= lim — >+ lim — 5 =
e—0 R; r e—0 e r

= lin%{(lns —InR;))+ (InRy —Ine)} =In %
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En ambos casos obtenemos

VPC’/ dr/dl o B
r. R

r i

D. Cidlculo de la parte finita

Considerando que el nodo de colocacién es un punto interior del elemento de integracion,

(ver Figura 13)
dr dr
@ li 2 ()=
r, r? pf <5£%{/FESE+FE r? }>
. So—€ _dr Sf d?‘ . € —d?" Rf dr
o[ [N ([ [ ) -
e—0 3; r sote T =0 e T ) '

— f lim l_i_i_i_l - — L_FL
—P e—=0 | € Rz Rf £ B Ri Rf

Figura 15

E. Desarrollo auxiliar

Estableciendo el origen del sistema de referencia en el nodo de colocacién, podemos
expresar

5} d d
—r:Vr-n:r,ini:ﬁnl-i-x—znz:ﬂﬁ—ﬁﬂ (32)
on 7 T r ds r ds

como se aprecia en la Figura 15
r—0"=As=r

r—0 = As=—r

consideramos el desarrollo en serie de las funciones z;(s)

0 d.’El ° 1 dx% ° 2

. dzy "’ 1/dz2\°
.’,172(5) = ZE2(S ) + (E) AS + §<d—522> ASZ +TOS
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teniendo en cuenta que z;(s°) = 0, y considerando As = r (se obtienen iguales conclusiones

considerando As = —r)
dey\° 1 (dz?\°
T (T) v (33)
x de,\° 1 [dz?\°
— ~ - — 34
r (ds) +2<d52>r (34)

consideramos el desarrollo en serie de las funciones %(s)

8
~

[V

dxl - d.’l?l ° da?l ?
de,, | dzy, [ des ’

multiplicando las expresiones (33) por (36) y (34) por (35)
xy dzs dey " (dzo\* 1 [(dx?\°[dzs\°
Tidr () (4r2) o 2 4z 37
r ds <ds><ds> +2<d52 s ) " (37)

x5 dzy dzy\° (dzy\° 1 (dz2\°[dz;\°
7%-(%) <d_> +5<@ )" (38)

restando las expresiones (37) y (38)
wrdey  wpdey 1 (dei)®(de,)\' 01 (das) " (d )"
r ds rods  2\ds? ds ) " 2\ ds? s ) "

considerando la expresién (32)

ar/an 0 _ 1 da}% (o] dx2 [¢] B d—ajg (o] % (o]
r 2\ ds? ds ds? ds

teniendo en cuenta las expresiones de n;, concluimos

Or/on 0_1 o dz? O—i—n" dz2\”°
r 2 t\ds? 2\ ds?
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