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En este trabajo se han determinado las componentes del tensor de tensiones completo que caracteriza el
estado tensional que aparece en un laminado simétrico de material compuesto sometido a una carga
uniaxial en su plano. Cobran, en este estudio, especial interés las componentes de tension fuera del
plano de aplicacion de la carga y que son responsables de la aparicion de mecanismos de dafio que
pueden originar el fallo del laminado como la delaminacién y la rotura transversal por cortadura.
Utilizando argumentos de simetria y la consideracion de borde libre de tensiones como condicién de
contorno en tensiones, se construye un esquema de diferencias finitas que permite resolver las
ecuaciones de equilibrio interno y obtener una solucion fisicamente valida. De esta manera, este
planteamiento permite mejorar la aproximaciéon que se consigue mediante el uso de elementos tipo
lamina propia de planteamientos bidimensionales. Con el modelo desarrollado se han evaluado las
tensiones fuera del plano para distintas secuencias de apilamiento, estudiando los valores maximos y
minimos de las distintas componentes de tensiones interlaminar al variar la orientacion de estos
laminados.
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difference method

In this work, full stress tensor components regarding stress state for a simmetrical composite laminate
under uniform uniaxial extension have been determined. Off-plane stresses are specially meaningful due
to the fact that they are responsible for failure mechanisms such as delamination and shear stress
cracking. A finite difference scheme has been used to solve internal equilibrium equations subjected to
stress-free boundary conditions along boundary lines; moreover symmetry considerations have been
made. In such way, we get an improvement in solutions in contrast with results obtained following
bidimensional reasoning and using laminate based elements. Off-plane stresses for differents ply-
sequences have been evaluated and maximum and minimum values for different fibers orientations were
explored.
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1 Introduccidn

Las estructuras de materiales compuestos de tipo laminado
son especialmente sensibles a las tensiones fuera del plano
debido a que las propiedades resistentes y de rigidez en la
direccion del espesor del laminado son inferiores a las
propiedades en el plano. Tensiones en direccion del espesor
aparecen incluso aunque las cargas estén contenidas en el
plano del laminado, por ejemplo, en puntos cercanos a un
borde libre asociadas a las diferencias en el comportamiento
entre dos laminas adyacentes con diferentes orientaciones y a
la necesidad de verificar la condicion de contorno. Estas
tensiones pueden ser muy relevantes en la estimacion de la
carga de rotura de un laminado, por lo que una reduccién de
las mismas puede incrementar la resistencia del laminado.

Asociados al efecto de borde libre hay dos modos de fallo
controlados por diferentes componentes del tensor de
tensiones. Uno de los modos de fallo mas criticos en los
laminados es la delaminacién que es controlado por la
componente normal en direccion del espesor [1] o por
tensiones tangenciales [2]. Este modo de fallo es responsable
de una pérdida significativa de capacidad resistente de la
estructura frente a cargas de compresion [2]. Otro de los
modos de fallo es el fallo por cortadura que origina fisuras
transversales, controlado en este caso por las componentes a
cortadura interlaminar del tensor de tensiones. Determinar las
componentes de tension fuera del plano es por tanto de gran
relevancia, asi como estimar sus valores relativos para
determinar el posible modo de fallo que puede aparecer.

El uso de modelos bidimensionales para abordar el estudio de
estructuras de tipo laminado, como puede ser la teoria del
laminado, no permite el célculo de tensiones fuera del plano y,
por tanto, puede hacer que se produzca un fallo prematuro en
la estructura con resultados catastroficos. Los modelos
tridimensionales aplicados de forma general a un problema
arbitrario resultan a menudo complejos de abordar. Una
aproximacién muy extendida es el empleo del método de los
elementos finitos [3-4], el cual requiere un gran afinamiento de
la malla para recoger el fenémeno de concentracion de
tensiones. Otras metodologias son el método de los
elementos de contorno [5] o las diferencias finitas [6]. Una
alternativa es la estimacién de las tensiones interlaminares
mediante consideraciones de equilibrio que junto a hipotesis
simplificativas permite resolver casos de carga simples y
laminados simétricos.

El problema de las tensiones fuera del plano asociado a
efectos de borde ha sido muy estudiado en la literatura (ver
por ejemplo, los trabajos [7] y [8] que realizan una revisién
sobre el estado del arte de este problema) desde los trabajos
pioneros de Pipes y Pagano en 1970 [6]. Se han estudiado
diferentes secuencias de apilamiento: 0/90, 90/0, +45/-45,
cuasi-isétropos, etc [3-5]. Los resultados muestran que las
tensiones interlaminares se ven modificadas significativamente
con la secuencia de apilamiento. Por tanto, se hace necesario
un estudio sisteméatico de diferentes orientaciones y secuencia
de apilamiento que engloble las orientaciones empleadas por
diferentes autores.

En este trabajo se analizan las tensiones interlaminares en
laminados simétricos, evaluando la influencia de la orientacién

de las laminas considerando varias secuencias de
apilamiento. Se emplea un modelo basado en diferencias
finitas, que se contrasta con resultados de la literatura
cientifica obtenidos mediante una metodologia diferente [3].

2 Descripcion del modelo

Se ha analizado el problema de un laminado simétrico
respecto del plano ‘xy’ compuesto por 4 laminas con
secuencia de apilamiento +@ sometido a un estado de carga
uniaxial en sus bordes, Figura 1. El laminado tiene un ancho
2b, con b = 8h, siendo h, el espesor de una lamina.

Figura 1. Sistema de ejes geométricos para el laminado y relacion con
los ejes principales de ortotropia de cada lamina. El plano z=0
corresponde al plano de simetria del laminado

El laminado esta constituido por ldaminas con comportamiento
lineal elastico con simetria ortétropa. La ecuacién constitutiva
de la lamina en los ejes x- y- z se puede expresar como:
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Las componentes de la matriz de rigidez son funcion de las
constantes elasticas del material y del angulo de orientacion 6@
de las direcciones de ortotropia.

En un estado de carga uniaxial, el equilibrio de tensiones
predice que las componentes del tensor de tensiones son
independientes de la coordenada ‘X en puntos
suficientemente alejados de la zona de aplicacion de la carga
(principio de Saint-Venant).

La independencia de las tensiones con respecto a ‘X' se
traduce en independencia también con respecto a ‘X’ de las
componentes del tensor de deformaciones. Asumiendo
pequefios desplazamientos y pequefias deformaciones las
relaciones de compatibilidad se escriben:

/)
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& = Uy
& =,
&y =Vy 5
Yyz =Wy + 7, @

)/XZ = u,Z + W,x
Yoy = Uy T Uy

Dado que existe simetria de cargas y geométrica en el
laminado bajo estudio, el campo de desplazamiento que
resulta de la integracion de la ecuacion (2) debera tener la
siguiente forma funcional:

u=gx+U®W,z)
v=V(y,z) ©)
w=W(y,z)

Donde ¢ es la deformacion impuesta sobre el laminado bajo
estudio. La forma del campo de desplazamientos dada en la
ecuacion (3) proporciona asi un campo de tensiones tal que:

Jij=0ij(U,V,W)=0ij(y,Z) (4)

Lo que muestra que las componentes de tensiones y
deformaciones de este problema dependen soélo de las
coordenadas 'y y ‘z. Con estas consideraciones las
ecuaciones de equilibrio interno se reducen a:

0Ty . 0Ty, _
dy 0z

aﬂ . 01y,
dy 0z
0Ty, . do,
dy 0z

=0 (5)

=0

Por tanto, es posible estudiar sélo la parte del laminado
contenida en el primer cuadrante (parte izquierda de la Figura

2):
11‘
AZ

[ ey
} SAAAAL e ) ’
[

b

e

Figura 2. Corte transversal del laminado en el plano ‘yz’

En los bordes del laminado, deberan verificarse las
condiciones de contorno de bordes libres de tensiones:

Oy =Ty, =Ty, =0eny=b»b
0, =Ty, =T, =0 en z=2h,

(6)

Para resolver el problema, se ha considerado util definir las
siguientes variables adimensionales:
z, U,

y=Y ;=% U=— V=
y=yi 2= U= 7

v.
b

2. R== (7)

w =
0 ho

=

Combinando las expresiones anteriores es posible formular las
ecuaciones que deben verificar las componentes del campo
de desplazamientos en cada punto del dominio, ecuacion 8

RCyVyy + R(Ca + Cas)Wyz + CoUyy + R*CysVzz + R*Cs5U ;= 0
RC_szyy +R(C_23+E)Wyf+c_2617yy +R3E?22+Rzrﬁljﬁ =0 (8
CoaWyy + R(Cas + C3)U gz + R*(Cyz + Cau)Vyp + R2C53 W5, =0

Mientras que en los puntos del contorno se deberan verificar
las condiciones dadas por las ecuaciones 9y 10:

_ _ 1 _
CpaVy + CosW; + EczeU,y = —Cip&
1 _ -
EC44W,37 +RCuV;+C5Uz;=0 ©)

_ _ 1 —
CreVy + (W, + EC%U& = —Cie&x

_ _ 1 _
CpsVy+ (W, + EC36U,37 = —Ci38&
1 -
EC44W,37 +RC,Vz+CsUz;=0 (10)
1 -
EC45W,37 + RCysV;+ (55U =0

Para resolver el sistema descrito se emplea un esquema de
diferencias finitas que discretizando el dominio mediante un
esquema de puntos discretos como el mostrado en la parte
derecha de la Figura 2, permita obtener el campo de
desplazamientos, deformaciones y tensiones del problema
tridimensional completo. Para preservar la continuidad de los
desplazamientos y de las tensiones fuera del plano entre dos
laminas orientadas con diferentes orientaciones, la
discretizacion se hace de forma que la interfase entre las
laminas quede confinada entre dos filas de puntos materiales.

Para construir el esquema de diferencias finitas se utilizan
féormulas de diferencias centradas para las derivadas
segundas y férmulas de diferencias centradas y regresivas
para las derivadas primeras. Asimismo se tienen en cuenta
para escribir las ecuaciones de campo, las siguientes
relaciones de simetria:

U,(3b0)=0
V,(y,0) =0 (11)
W(y,0)=0
U,(0,2)=0
V(0,z) =0 (12)
w,(0,z2) =0

También para impedir los desplazamientos como sélido rigido
se imponen las siguientes condiciones:

U@©,z)=U0(00)=0
V(0,0)=0 (13)
w(,0)=0

Asi con todos estos elementos se construye un sistema
algebraico del tipo Ax = b. De esta manera, para un dominio
discretizado con N puntos, se tiene un sistema con los
siguientes elementos:

Un vector de incognitas que representa las componentes de
los desplazamientos en los puntos del dominio:

Uy
Vi
W,

2 (14)
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Una matriz que contiene los coeficientes que multiplican a
cada una de las incAgnitas y que estan expuestos en las
ecuaciones (8), (9) y (10).

Y un vector que contiene los términos independientes,
descritos nuevamente en las ecuaciones (8), (9) y (10).

Conviene notar que la estructura del sistema algebraico de
ecuaciones a resolver se puede escribir también:

x b

2(5)=) as
gx gx

Dada la estructura del vector b  se tiene que:

b
o #f(e) (16)

Esto implica que es posible obtener los desplazamientos de
los puntos de la malla por unidad de deformacién axial y
obtener, gracias a la linealidad de los operadores
involucrados, y a partir de éstos, las deformaciones y las
tensiones también por unidad de deformacién. Para obtener el
valor real de las variables, para un nivel de deformacion
aplicado, basta por tanto multiplicar los resultados obtenidos
por dicho valor.

Se ha realizado un analisis de sensibilidad de los resultados
del modelo al tamafio de malla. Para ello se ha estudiado un
laminado con una relacion geométrica b=8h,. Se ha
seleccionado un laminado con dos secuencias de apilamiento
[-45/45]s y [0/-45/90/45]s de un material cuyas propiedades
mecanicas se han tomado de la literatura [3]. Se han
considerado cuatro mallas de 184, 363, 616 y 864 puntos.

Tabla 1. Propiedades mecanicas del material utilizado en el anélisis
de sensibilidad [3].

E1 E22 G2 Gis V12
(GPa) Ess (GPa) Gzs Vi3
(GPa) (GPa) V23

137.9 14.5 5.86 5.86 0.21

Se han analizado las tensiones fuera del plano del laminado a
lo largo del ancho de la interfase entre cada lamina y la
distribucion de estas tensiones a lo largo del espesor en el
borde libre para los dos laminados analizados. En las Figuras
3 y 4 se muestran los resultados correspondientes al laminado
[-45/45]s, para el otro laminado los resultados son semejantes.
Como era de esperar, las tensiones fuera del plano son
practicamente nulas durante alrededor de un 50% del ancho
del laminado para el caso representado en la Figura 3. La
distancia al borde libre en la que las tension cae a cero es
igual al espesor del laminado [5,6]. La tensién o,, crece al
acercarse a la interfase entre dos laminas con orientaciones
diferentes, figura 4a, mientras que la tension o,, cambia de
signo conforme se acerca a la interfase, figura 4b.

La variacion de las tensiones es independiente del nimero de
puntos de la malla, recogiendose con mas precision los
incrementos de las tensiones al aumentar el numero de
puntos.

Los resultados muestran que considerar una malla de 616
puntos es suficiente dado que el incremento en la precision
gue se consigue con una malla mas fina es practicamente
despreciable.

16

-+ malla de 184 puntos x
14+ O malla de 363 puntos
malla de 616 puntos o
12+ x  malla de 864 puntos "
10+
@
S 8 h
=
(A? O
y 61 *
L
@
4l
a
&
ol ,
@xf)

GHRx#©
OTQ@W& OB KGN EAB DO BB BIOBIEK
2

R . . . . . . | . . |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
y/b

a)
0.5
Ty
0% D@ BRI DI DD DB KX GHOBHORBHENEHOE &
+ malla de 184 puntos +
-0.5H O malla de 363 puntos ©
malla de 616 puntos o
-1H = malla de 864 puntos
@
& st
b5
’_\x
X
= 2f
) +
2.5+
3L o
351
x
-4 L L L L L L L L L [

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
y/b

b)

Figura 3. Tensiones fuera del plano a través del ancho en la interfase
para distintas mallas en el laminado [-45/45]s, a) tension g, , b)

tension o,
2
"
1.81 OJYQ + malla de 184 puntos
© O malla de 363 puntos
1.6} Xq malla de 616 puntos
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12} %y
x +
2 af ° :
N X + o
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0.8+ .
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x
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Figura 4. Tensiones fuera del plano a través del espesor en el borde
libre para distintas mallas en el laminado [-45/45]s a) tension g, , b)
tension o,

Con objeto de verificar los resultados que proporciona el
esquema empleado para el andlisis de las tensiones fuera del
plano, se ha realizado una comparacion con los mostrados por
Lessard et al. [3] para dos secuencias de apilamiento [0/90], y
[90/0];. Las propiedades del material analizado son las
mismas que las mostradas en la Tabla 1. A modo de ejemplo
se muestran solo los resultados del primero de los laminados.

Se han estudiado las tensiones o,, Y g, a lo largo del ancho
del laminado en la interfase de laminas con distinta orientacién
(Figuras 5y 6), y a lo largo del espesor en el borde libre
(Figuras 7 y 8), y se han comparado con las curvas analogas
del articulo de Lessard et al. [3] para una deformacién axial
aplicada de un 1%.

Conviene recordar que la tension g, a lo largo del espesor en
el borde libre se anula por condicién de contorno. Asi que las
gréficas representadas para esta tension a lo largo del
espesor, figura 8, corresponden a los valores que se han
estimado en una zona interior del laminado muy cercana al
borde libre (en concreto en los nodos inmediatamente
anteriores a los situados en el borde libre).

50
est. actual
— — - LESSARD

40

30

(MPa)

20

O2zz

10|

-10 L
0 0.5 1 15
Distancia al borde libre (mm)

Figura 5. Tension o, a través del ancho en la interfase. Laminado
[0/90]s
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/
o of /
© /
% sl /
L Ly
e ol /)
'/
2]l
|
aaly !
|/
-16 ﬂ{/
18 I . |
0 0.5 1 15

Distancia al borde libre (mm)

Figura 6. Tension oy; a través del ancho en la interfase. laminado
[0/90]s
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Figura 7. Tension o,, a través del espesor del laminado. a) laminado

[0/90]s
5.
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TN — — - LESSARD
of - - T
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<
o
=
S
©
10+
15+
_20 L L L L L L J
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

Distancia a lo largo del borde libre (mm)

Figura 8. Tension oy, a través del espesor del laminado. Laminado
[0/90]s

Se observa que los resultados obtenidos mediante el modelo
desarrollado reproducen las tendencias mostradas en [3] y
aproximan razonablemente los valores extremos de las

/)
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curvas. Las variaciones de las tensiones interlaminares
observadas en la figura 5 y 6 también son semejantes a las
observadas por otros autores [4 y 9].

3 Resultados

Con el modelo desarrollado se ha estudiado la variacion del
valor de las tensiones interlaminares en laminados sometidos
a una carga uniaxial en su plano, considerando diferentes
secuencias de apilamiento en las que se ha variado la
orientacion de las laminas. Se ha analizado la respuesta de
cuatro secuencias de apilamiento, dos con 4 laminas [6/-6]s y
[26/-6]s, y otros dos con 6 laminas [0:/-6]s y [6/26/-6]s. En
todos los casos se ha analizado la variacion de la orientacion
entre 0° y 90° Estas secuencias de apilamiento se han
definido de la siguiente forma, por ejemplo para una
orientacion de 6=30° los laminados considerados seran
[30/-30]s y [60/-30]s los de 4 laminas, y [30./-30]s y [30/60/-30]s
los de 6 laminas.

En las Figuras 9 y 10 se muestran los valores de las diferentes
componentes de las tensiones interlaminares en puntos
cercanos al borde libre a la altura de la interfase, al variar el
angulo 6 para los laminados [6/-6]s Yy [26/-6]s,
respectivamente. Se observa que en el laminado [6/-6]s la
componente predominante para todas las orientaciones 6 es
Oxz, tomando un valor maximo para 6=15.5°. La componente
oz, tiene valores un orden de magnitud inferiores, siendo
maximo para 0=32°.Dado que esta componente es de
compresion en todo el rango de 6, no contribuye a la aparicién
de delaminacién. Sin embargo, en el laminado [26/-6]s los
valores de las componentes o;; Y ox; tienen valores similares
entre 40° y 90°, siendo los valores de la componente ox,
mucho mayores para 6 entre 0 y 40° Entre 15° y 60° la
componente o, tiene valores negativos, no contribuyendo por
tanto al modo de fallo de delaminacion. La componente 6, se
hace maxima para un angulo en torno a 6=10.1°, con valores
similares a los del laminado [6/-6]s.

10 T T T T T T T T

g 10
g -10r i
0
I
a
£ 20 — o g g
£ 27 Oxx
< Gyzlsxx
€ 3ol i
0 30 OyrlEux
4
c
i)
2 .40t E
(5]
it
50 i
-60 I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Angulo de inclinacién de las fibras

Figura 9. Tensiones interlaminares en el borde libre a la altura de la
interfase para distintas orientaciones de las fibras para un laminado
tipo [6/-6]s
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20l S oy i
Gyzlsxx
301 Oyl oy 1

401 4

_50 L L L L L Il
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Angulo de inclinacion de las fibras

Figura 10. Tensiones interlaminares en el borde libre a la altura de la
interfase para distintas orientaciones de las fibras para un laminado
tipo [26, —0],

En las Figuras 11 y 12 se muestran los valores de las
diferentes componentes de las tensiones interlaminares en el
borde libre a la mitad del espesor desde el plano medio, al
variar el angulo 0 para los laminados [6./-6]s y [6/26/-0]s,
respectivamente. Las tensiones se han obtenido a esa altura
para comparar el mismo lugar geométrico en todos los
laminados analizados.

En la Figura 11 se observa que en el laminado [6./-6]s la
componente o, es practicamente nula para cualquier
orientacion. La componente oy €S maxima para una
orientaciéon 6=16°, pero con valores mucho menores de los
observados en los laminados de 4 laminas.

En la Figura 12 se observa la variacion de las componentes de
las tensiones interlaminares para el laminado [6/26/-6]s. En
este laminado, la componente o,; solo se anula para
orientaciones de 20° y 60°, teniendo valores positivos para
angulos entre 20° y 60° contribuyendo para estas
orientaciones a la delaminacién del laminado. Entre 60° y 90°
esta componente es mayor que la componente oyx. La
componente oy, tiene valores similares a los obtenidos en el
laminado [6./-6]s para los angulos entre 0 y 60, siendo maximo
en este caso para 19°.

<
§ 4 f
]
g 6r b
£
g
g 8 26| ]
£ )
o -10- Oyz'Exx |
4]
s e Ex
B -12} 7
@
&
B i
6l i
.18 I I I I I I L I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920

Angulo de inclinacién de las fibras




A. Solis et al./ Materiales Compuestos vol 2, n° 4 16

Figura 11. Tensiones interlaminares en el borde libre a la mitad del
espesor desde el plano medio del laminado para distintas
orientaciones de las fibras para un laminado tipo [8,, —6];

20 T T T T T T T T

Gzzlsxx
15+ / B
Oyz'Exx

100 zelsxx i

Tensiones Intralaminares (GPa)

-15 L 1 I I L I L 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Angulo de inclinacién de las fibras

Figura 12. Tensiones intralaminares en el borde libre a la mitad del
espesor desde el plano medio para distintas orientaciones de las
fibras para un laminado tipo [6,26, —0],

Observamos como la tension o,, es nula por condicion de
contorno en todos los laminados analizados.

4 Conclusiones

Se han analizado las tensiones interlaminares que aparecen
debido al efecto de borde libre en laminados simétricos
sometidos a cargas uniaxiales en su plano. Se ha puesto de
manifiesto que la secuencia de apilamiento no sélo afecta al
valor de las tensiones interlaminares sino también a su valor
relativo.

En laminados con el mismo nimero de laminas orientadas a
+0 y -0 la tension predominante es ox, para todas las
orientaciones. Este comportamiento también se produce
cuando se aumenta el nimero de laminas orientadas a +0. Sin
embargo si la secuencia de apilamiento es del tipo [26, 6], o
[6,26,-6], existe un rango de orientaciones en la que la
componente c,; €S mayor que cy.. Aunque el valor maximo de
la componente normal sea inferior a la de cortadura.
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