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RESUMEN

En este trabajo tratamos de llevar al nivel matematico simple del cédlculo tensorial
desarrollos provenientes del cdlculo de variedades diferenciables que permiten sistematizar la
resolucién de problemas no-lineales de Mecanica del Continuo.

SUMMARY

In this paper we try to put in the simple mathematical level of tensor calculus developments
of differential manifold analysis that allow to formulate in a systematic way the solution of
nonlinear Continuum Mechanics problems.

INTRODUCCION

Cuando se describe la deformacién de un medio continuo utilizando una
metodologia Lagrangeana'~*, se conoce una configuracién de referencia que puede
ser la inicial o descargada en el caso de las llamadas formulaciones Lagrangeanas
totales o una configuracién de equilibrio cualquiera que sea conocida, en el caso de
las llamadas formulaciones Lagrangeanas actualizadas® y se busca la configuracién
espacial correspondiente a un instante ¢. Llamamos instante a un valor determinado de
la coordenada temporal y debemos hacer notar que utilizamos la nocién de tiempo en
un sentido muy general, como el de una coordenada que sirve para numerar eventos.

La configuracién espacial correspondiente al instante ¢ estd definida por
desplazamientos *u que satisfacen ecuaciones del tipo:

V- -'elu) +'b =0 en 'Q (1)
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Donde en general los tensores de segundo orden tg son complicadas funciones no-
lineales de ‘u y de la historia del proceso de deformacién. Una dificultad fundamental
para resolver la ecuacién (1) es que el dominio ‘(2 sobre el que debe ser resuelta es parte
de la solucién del problema.

El problema matemético se completa con condiciones de borde en ‘g y tu , y se
resuelve, como es bien sabido, utilizando magnitudes definidas sobre una configuracién
de referencia (representaciones en cierto sentido de las magnitudes definidas en la
configuracién espacial) y resolviendo un problema equivalente al descripto por la
ecuacién (1) sobre °Q (donde el supraindice o indica la configuracién de referencia
adoptada).

El tensor de deformaciones de Green-Lagrange y el segundo tensor de tensiones
de Piola-Kirchhoff son ejemplos de magnitudes definidas sobre la configuracién de
referencia para resolver sobre °§2 los problemas no-lineales®“*».

Marsden y Hughes* describen metodologias utilizadas en el calculo de variedades
diferenciables® que permiten sistematizar la tarea de encontrar representaciones sobre
°Q) de tensores definidos en ) y sistematizar la formulacién de problemas matematicos
definidos sobre °2, equivalentes a la ecuacién (1).

Los desarrollos modernos del método de elementos finitos aplicados a problemas
no-lineales de Mecénica del Sélido hacen un uso riguroso de estas técnicas’**.

Nuestro objetivo en el presente trabajo es el de desarrollar una visién geométrica
de algunas técnicas de célculo de variedades diferenciables como los “pull-back” y
los “push-forward”*°, que permita su incorporacién simple e intuitiva al bagaje de
herramientas con las que nos manejamos los ingenieros que trabajamos en la resolucién
mediante elementos finitos de problemas no-lineales en Mecdnica del Continuo.

A la luz de estas técnicas y de un producto de ellas como es la derivada de Lie,
realizamos una rapida revisién del cldsico problema de objetividad.

Finalizamos analizando la representacién sobre la configuracién de referencia de
algunas ecuaciones tipicas que se encuentran en la Mecanica de Sélidos.

REPRESENTACIONES EN LA CONFIGURACION DE REFERENCIA
DE TENSORES DEFINIDOS EN LA CONFIGURACION ESPACIAL

Supongamos conocidas para un continuo la configuracién de referencia (°Q) y la
configuracién espacial (*Q2), tal como lo hemos indicado en la Figura 1.

Definimos:

e Un sistema de coordenadas arbitrario en la configuracién espacial {!2%} con vectores
base covariantes t_g_a y vectores base contravariantes tg“. '

e Un sistema de coordenadas arbitrario en la configuracién de referencia {X4} con
vectores base covariantes G 4 y vectores base contravariantes (e

e Un sistema de coordenadas convectivo {#'} que en la configuracién espacial
tiene vectores base covariantes tgi y vectores base contravariantes tgi y en la
configuracién de referencia tiene vectores base covariantes Qz y vectores base

: ~.4
contravariantes G .
Supongamos la existencia de un mapeo biunivoco:
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b = tg2(X4) (2.a)

y un mapeo inverso
X4 = [t (e (2.0)
es decir, asumamos que el movimiento indicado en la Figura 1 es un movimiento regular.

La nocién formal de movimiento regular se corresponde con nuestra nocién intuitiva de
movimientos en los que no ocurre interpenetracién.

89
t=0 0

Configuracion Configuracion
de referencia espacial

Figura 1 Movimiento de un continuo

Restringiendo nuestro problema al espacio Euclideo podemos considerar a ‘¢ un
vector.
Se define un tensor de dos puntos* denominado tensor gradiente de deformaciones:

8t¢a
t t A
OE = XA g G (3.(1)
donde con la notacién tga G# indicamos el producto tensorial de dos vectores (en

algunas referencias se utiliza la notacién tga ® G4).
Es inmediato que,

tdx = !F - dX (3.b)

siendo
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tdx = 'da** (3.¢)

dX = dX4 G, (3.d)

“Pull-back” de vectores

Dado en la configuracién espacial (*Q2) un vector,

t'_). — tbi tg. — tbi t—g—i — tgi tg. — tB’i tg—i (4)

p=2 =1

Definimos en la configuracién de referencia (°(2) los siguientes vectores:

‘B = ' G; = [B" Gy (5.a)
‘B = ;& = B4 G" (5:b)
Operando obtenemos,
[BI* = " (SF)5 (6.a)
[B'la = b tF/, (6.5)

Utilizando la notacién de calculo de variedades diferenciables*® definimos el “pull-
back” de las componentes contravariantes de b a:

e (o4 = [BY (7.0)
y el “pull-back” de las componentes covariantes de *b (one form) a:

[¢*(‘bi)la = ['B’la (7.b)

Podemos escribir a partir de las ecuaciones (5) y (6):

B = W (CFHA Gy = W (LFTHA Gac G (8.a)

‘B’ = b LFY, Gt = b LFY, GAC Go (8.5)

Dados en la configuracién espacial dos vectores ‘b y 'w se demuestra a partir de
las ecuaciones (5) que,

tBﬁ . tﬂb - tﬂb . twﬁ — tb . t_V_V (9)

y ademds, para cada uno de ellos,
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[B’]a = ['B1? \Cup (10)

donde {C = !FT . !F es el tensor de deformaciones de Green'~* (definido en la
configuracién de referencia).
Resulta inmediato demostrar que'*:

‘p*('g,) = (G)' = G, (11.a)

(g = (&) = & (11.b)

De las ecuaciones anteriores se desprende, por inspeccién, el significado geométrico
de los vectores tﬁﬁ y tﬂb ;
e Si'b es tangente en la configuracién espacial a una curva ‘c(¢), el vector ‘Bf es
tangente en la configuracién de referencia a la curva C(¢) = ¢ [tc(€)] .
e En el pasaje ‘B — b , el médulo de los vectores se estira como la correspondiente
fibra del material a la que es tangente.
Expresando !dx y dX en convectivas resulta,

‘dx = d6''g, (12.a)

dX = dé¢* G; (12.b)
es decir, que

X! = dX (12.¢)

e Definidos dos vectores ‘b y 'w ortogonales en la configuracién espacial es inmediato
que,

B! . WP = ‘B’ . tWE = b . tw = 0 (13)

e Por lo tanto la ortogonalidad de b y *w implica la ortogonalidad de 'Bf y ‘W’
y la de tBP y "W

“Pull-back” de tensores

Dado en la configuracién espacial (!Q2) un tensor de segundo orden

tg _ it tg s tgi tgj " tg_ t_g_j _ tfij tgz‘ tgj -
_ tt” tgi tg] — tfij gz g]

definimos en la configuracién de referencia (°2) los siguientes tensores:

‘T = G G = [T G4 Gp (15.0)
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T = ;G & = T4 G, GP (15.b)

o = @ & = [T GAGE (15.c)

Operando obtenemos,

(TP = o CF % (FH5 (16.0)
(T = 4% CFY)% GF)'g (16.b)
[Tap = "tar (CF)%4 GF)’p (16.c)

Utilizando la notacién de célculo de variedades diferenciables definimos el “pull-
back” de las componentes contravariantes de tg a:

[t¢* (ttij)]AB — [tTﬁ]AB (17.0,)

el “pull-back” de las componentes mixtas de 't a:

Lo (")) = [T% (17.b)

y el “pull-back” de las componentes covariantes de ’t a:

[¢*("tij)lap = ['T’]ab (17.¢)

Podemos escribir a partir de las ecuaciones (16):

et = 4ot PP YA (CFYE Gy Gp

= tyab (ZF_I)/Z (ZF_I)% Gar, Geu QL QM (18.a)
= " (F Y, CF )5 Gar G G

' = k9 CFTYHY, (G GPE G, G = 1% (P (CF)’s Gar GF GP
= "% CF N4, (GF)p G4 GP
(18.0)

M = Yty CF)%Y CF)'p GAY GPM G Gy = to (5F)?y (LF)'5 GA GP
= "t CF)% (F)'p GPF G2 G,
(18.¢)

Dados en la configuracién espacial dos tensores 't y 'z se demuestra a partir de las
ecuaciones (15) que,
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tlb . téﬁ — t;ﬁ . tzb — tgz tg (19)

[Tlap = ["TF; tCpa (20.a)

[Tlap = ['T4FQ LCpa LCoB (20.)

Si en la configuracién espacial existen dos vectores b y ‘w relacionados con el
tensor 't mediante la ecuacién,

th pa— tg . tﬂ (21)

en la configuracién de referencia (°(2) podemos verificar, entre otras, las siguientes
relaciones,

‘B! = 'Tf . W (22.a)
‘Bt = th . (22.¢)

Obtencion de tensores en la configuraciéon espacial partiendo de sus
representaciones en la configuracién de referencia (“push-forward”)

En Secciones anteriores hemos obtenido diferentes representaciones en la
configuracién de referencia de tensores definidos en la configuracién espacial y llamamos
a dichas representaciones “pull-back”, por ejemplo ecuaciones (7) y (17).

La operacién inversa, dada la representacién de un tensor en la configuracién de
referencia encontrar dicho tensor en la configuracién espacial se llama en la literatura
de calculo de variedades diferenciables “push-forward”*¢ y por ejemplo, para un tensor
de segundo orden escribimos, partiendo de las ecuaciones (16):

wab = [t )Y = Ly R TR (23.0)
‘ta = | '$l'Tlap| , = CFVE CFTE T ap (23.)
= [ TV], = LFYy (CFTHE T, (23.0)

La existencia de las representaciones de “ida y vuelta” como “pull-back” y “push-
forward” permite vislumbrar que la solucién de la Ec. (1) pasard por :
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e Obtener una representacién de la Ec. (1) en la configuracién de
referencia.

e Resolver dicha representacién sobre °(2 obteniéndose asi represen-
taciones en la configuracién de referencia de medidas de tensién y
deformacién.

e Obtener los tensores espaciales que caracterizan el estado de tensién
y deformacién a partir de sus representaciones en la configuracién
de referencia.

Medidas de deformacién y tensién

Para resolver la ecuacién (1) utilizando la metodologia expuesta en la
Seccién anterior resulta necesario utilizar representaciones en la configuracién
de referencia de tensores espaciales que se utilicen como medidas de deformacién
y de tension. .

En la presente Seccién analizaremos algunos ejemplos tipicos.

a) Representaciones en la configuracién de referencia de tensores espaciales
que caracterizan el estado de deformaciéon

Un elemento importante para caracterizar la configuracién espacial es el
conocimiento del tensor métrico correspondiente a la misma.

Para obtener el “pull-back” del tensor métrico utilizamos las ecuaciones (18)
y obtenemos,

t¢*(tgas)las G* GP = 'G" = IC (24.a)

to* (g™ Gy Gy = 'GF = L (24.)

Otra importante medida de la deformacién es el tensor de deformaciones
de Almansi, te,“*, para el mismo obtenemos utilizando las ecuaciones (18),

te*(tear)lap G* G = "B’ = ¢ (25.a)
donde ‘g es el tensor de deformaciones de Green-Lagrange' .
Utilizando las ecuaciones (9), (12) y (22) obtenemos:
‘dx - 'e - 'dx = dX - (g - dX (25.b)

De las descomposiciones polares izquierda y derecha'~® surgen el tensor de
estiramiento izquierdo, tV , definido en la configuracién espacial y el tensor de
estiramiento derecho, U , definido en la configuracién de referencia. Utilizando
la ecuacién (18.b) es inmediato demostrar que,
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Vi = U (26)

En muchos problemas relacionados con la metalurgia (por ejemplo
problemas de metal-forming) es costumbre utilizar medidas logaritmicas de la
deformacién'?, por ejemplo, podemos definir en la configuracién espacial,

‘h = 0:¥, (27)

su representacién en la configuracién de referencia es el conocido tensor de
deformaciones de Hencky.

H = 'H' = h!V' = n'U (28)

La importancia practica del tensor de deformaciones de Hencky fue
establecida en la*®* y modernas formulaciones de elementos finitos desarrollados
para modelar problemas de deformaciones finitas elasto-pldsticas lo utilizan,
Vel‘14_21.

Es importante destacar que también obtenemos las ecuaciones (26)-(28)
cuando buscamos las representaciones de !V y ‘h no en la configuracién de

referencia sino en una configuracién que se obtiene desrotando con {RT la
configuracion espacial.

b) Representacién en la configuraciéon de referencia de tensores espaciales
que caracterizan el estado de tensién

En la configuracién espacial definimos el tensor de tensiones de Cauchy (‘o)
y el tensor de tensiones de Kirchhoff (t;)

o _ Py
L=14,2 (29)
donde °p, p son las densidades en las configuraciones de referencia y espacial
respectivamente.
Utilizando la ecuaciéon (18.a) podemos calcular

FIP = ot P GFTYY (30)
que en la literatura es conocido como el sequndo tensor de tensiones de Piola-
Kirchhoff=2 (1S).

Si en lugar de realizar el “pull-back” de r a la configuracién de referencia
buscamos su representacién en una configuracién que se obtiene desrotando con
!R” la configuracién espacial obtenemos,

‘T = (R*('7) (31.q)

con la notaciéon anterior indicamos un “pull-back” con el tensor de rotacién.
Utilizando la ecuacién (18.a) obtenemos, :
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T4 = o GRT), (GRD)S (81)

En Secciones posteriores volveremos sobre el tensor ‘I'?2.

OBJETIVIDAD Y COVARIANCIA

La descripcién de fenémenos fisicos utilizando tensores objetivos o
covariantes'~*?® es un tema central en la Mecanica del Continuo.

Si un cuerpo permanece indeformado a través del tiempo pero va variando
el sistema de coordenadas de referencia, por ejemplo, si en el tiempo ¢ tenemos
{tz°} y en el tiempo f tenemos {*4%}, para un tensor t las componentes en ambos

sistemas estéan relacionadas mediante las transformaciones usuales del calculo
tensorial®:

s otz oigh

tijab __ t4l

= G agm b (32.0)
2 ozl dtz™

A _ t

tap = 5iga igh Liin (32.b)
i 8'3e 9™

i _ t,l

tab = W 8£jb m (320)

Entre las coordenadas del cuerpo en t y f existird un mapeo ((¢) del
tipo descripto por la ecuacién (2.a) y por lo tanto, un tensor gradiente de

deformaciones (F.
Podemos reescribir las ecuaciones anteriores como:

b = (FNY GFT, = [l ()] (33.a)
‘ty = (P I i = [l67(R)] (33.0)
tta — fFa. (fF—l)m fi‘l — fd)*(A{ ) a (33 )

b t4 \¢ b Um AN I <€

Generalizando lo visto arriba llamamos tensor espacial covariante u objetivo
el que al pasar desde una configuracién en t a otra en ¢ ( y ahora no nos
restringimos a cambios de coordenadas) se “actualiza” seglin las ecuaciones
(33)%.

Para un tensor de dos puntos, el criterio de objetividad o covariancia debera
aplicarse solo a las componentes correspondientes a su base espacial*® y un tensor
Lagrangiano es siempre objetivo.

Es facil verificar que en el caso en que los cambios de configuracién se

reduzcan a isometrias, el criterio de covariancia expuesto se reduce al criterio
de objetividad clésico frente a rotaciones™**?.
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Obviamente la representaciéon de una ley fisica es objetiva si todos los
tensores que intervienen en su definicién son objetivos.

LA DERIVADA DE LIE

Para un tensor Euleriano, definimos su derivada de Lie relativa al flujo
asociado (*¢) con la velocidad espacial ‘v como®:

d *
Lu(y) = ‘6. { L6 (01} (34
Es importante notar que L:y(*t) es un tensor Euleriano y por definicién
covariante u objetivo.
Tasas objetivas y derivadas de Lie

Si en el movimiento representado en la Fig. 1, en la configuracion espacial
definimos un tensor ’t (por ejemplo un tensor de tensiones) obtenemos

T = CFT GFHE 4" G4 Gy (35.a)
Sopt o [ GFA N, GFYE R — GFUA GRS e
+ (F7Y%e CF YR 4™ ] G4 Gp
(35.)
Finalmente,
Ltz(tg) — [tt'ab _ ttcb tlac _ tjac tlbc ] tga tgb (350)

En lo anterior ‘I es el tensor Euleriano (no objetivo) gradiente de velocidades.

En el caso de tratarse del tensor de tensiones de Kirchhoff la derivada de Lie
anterior es conocida como tasa de Truesdell y en el caso de tratarse del tensor
de tensiones de Cauchy es conocida como tasa de Oldroyd*.

Podemos también considerar que si ‘t es el tensor de tensiones de Kirchhoff,
su tasa de Truesdell es el “push-forward” desde la configuraciéon de referencia
de la tasa del segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff.

Si en lugar de realizar las operaciones de “pull-back” y “push-forward”
involucradas en el cdlculo de la derivada de Lie utilizando el tensor :F, lo
hacemos utilizando su componente de rotacién {R. obtenemos, N

LER(tg) — [ tt'ab _ tQac ttcb + tyac thc ] tga tgb

(36.a)

donde*?

‘R ='Q - IR (36.b)
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La derivada de Lie anterior es conocida en la literatura como tasa de Green-
Naghdi?*=?" y por la forma en que fue calculada es evidente que es objetiva frente
a isometrias (tasa co-rotacional).

Podemos también considerar que si t es el tensor de tensiones de Kirchhoff,
su tasa de Green-Naghdi es el “push-forward” a través de ‘R de la tasa del
tensor ‘T , definido en las ecuaciones (31). o

La componente antisimétrica de ‘I es el tensor de vorticidad Euleriano y se

relaciona con ') mediante la ecuacién®'?:

o

1 . .
‘v ='Q+ IR [0 U - Ut O] - RS (37)
Claramente si como configuracién de referencia se toma la actual®* resulta,

'w = 'Q (38)

y en consecuencia en la ecuacion (36.a) podemos usar la vorticidad en lugar de
tQ) con la que obtenemos la tasa de Jaumann®.

~ En el conocido ejemplo de un material hipoeldstico sometido a corte,
Dienes®* demuestra, que el utilizar la tasa de Jaumann de tensiones de Cauchy en
lugar de la de Green-Naghdi produce resultados aceptables sélo cuando {U ~ 1,
pero a medida que crecen las deformaciones, los resultados son absolutamente
erréneos pues la velocidad de giro del material, que es la que hay que substraer
de tg para obtener una tasa objetiva, estd representada por Q2 y no por ‘w *.

TENSIONES Y DEFORMACIONES CONJUGADAS

La tasa de trabajo de las tensiones por unidad de volumen de la
configuracion de referencia puede ser calculada, utilizando tensores Eulerianos
como??

W, = %1 %d (39.a)
con

1
'd = 5 (1 + 17 (39.b)

Si deseamos calcular W, usando imégenes sobre la configuracion de
referencia, utilizando la ecuacién (19) obtenemos:

W, = tgﬁ : th (40.a)
De la ecuacién (30) surge que
il (40.b)

y cémo ademds es inmediato demostrar que,
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‘D" = l¢ (40.c)

resulta,

W, = iS: t (40.d)

Si la operacién de “pull-back” la realizamos con {R. , Atluri**> demuestra que
para materiales isétropos, es decir, aquellos en los que las direcciones principales
de !t siempre coinciden con las direcciones principales de {V ,

W, ='r:'H (41)

REPRESENTACIONES DE ECUACIONES DEL CONTINUO

Hemos comentado en las Secciones anteriores la forma de encontrar
representaciones de tensores Eulerianos en la configuraciéon de referencia y
en configuraciones desrotadas de la configuracién espacial. En esta Seccién
aplicaremos lo expuesto para obtener representaciones de algunas ecuaciones
del continuo.

Ecuaciones de Equilibrio

La ecuacién (1) es la ecuacién de equilibrio en la configuracién espacial,
donde b es el vector de fuerzas por unidad de volumen de la configuracién
espacial.

En el sistema de coordenadas {*z?}, la divergencia de ‘o estd dada por?

ato_ab o1 8t 8t . at X
t t b Lt Yap 9ip Yaj t
g = [at:v“ t+ % 2 9% <8t:vj T otza  Jigp ) ] & (42.0)

Dado que V - !¢ es un vector podemos encontrar su representacién en la
configuracion de referencia,

B
(6" (Y - ‘)] = CF Y5 (Y - ‘o) (42.5)
asimismo
ato_ab 3to_ab B
atma = 8XA ((tDF 1)1‘}1 (420)

y teniendo en cuenta las ecuaciones (24) obtenemos

11AB t t t
tgx g ]2 3[2§] t s i\JB 1y ap [8oCAP 9.Cyp 9,Cag
. = =1 )> = —
K] axa T (E)T 507 1%y XA oXP
(42.d)
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Esto se escribe como,*:

(4% - ‘@] = DIV,g (B (12.6)

lo anterior indica que se trata de un calculo de divergencia de la representacién
tnt = [to*(to®)]4B G, Gp utilizando como métrica el tensor de deformaciones
de Green.

Por lo tanto, la representacién de la ecuacién (1) en la configuracién de
referencia (°Q) es

DIV, (‘8" + B' =

o

(42.f)

También podemos escribir,

(o)

<l
lec]
It
=
~
[\]
o
N—

DIV:s (489 +

Relaciones Constitutivas
a) Hiperelasticidad

En un material hipereldstico definimos para un instante ¢ la energia eldstica
almacenada por unidad de masa, ', y utilizando la ecuacién (39.a) obtenemos

o ' i 1 ii d ”
plb ="'ty = SV [ (' (“9i3))] (43.0)
dado que es inmediato demostrar que,

Ltv(tg) = 2% (43.b)

Si ahora analizamos un “pull-back” de la ecuacién anterior a la configuracién
de referencia obtenemos,

2°p p = LS4P LCup (43.c)
y en definitiva
8 ty)
t gAB o
S = 2 ——— 43.d
° 9 LCus (43.d)

Realizando un “push-forward” de la ecuacién anterior y teniendo en cuenta
que,

ot ”
2 bt p-yd @p-iyB (43.¢)

a
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resulta

at
tTabzzop t¢
8gab

La anterior es conocida como férmula de Doyle-Ericksen**°.

Supongamos que ahora queremos expresar la relacién constitutiva de un
material hiperelastico utilizando una ley hipoelastica, derivando respecto del
tiempo la ecuacién (43.d) obtenemos,

(43.9)

ESAB = g® Oy P, 44
o - p 6 ZCAB 8 gCLM o“YLM ( 'a)
definimos,
2t
SEHBEN — 3o, r Y (44.b)

0tCap 0CLum

como el tensor de elasticidad en la configuracién de referencia.
Con un “push-forward” de la ecuacién (44.a) obtenemos

Liy('1) = ‘¢:(o@) : Lty('g) (44.c)

utilizando la ecuacion (43.b) resulta

Il

2t
Liy('z) = 4% syt

t tb tpl ot t
b 8E>CAB aE;CLM OFaA oFB oFL an]t/I dlmgagb (44d)

definimos

i — 9 QABLM tpa, tph @l t (44.¢)

como el tensor de elasticidad en la configuracién espacial.
Notar que :
e La ecuacién (44.c) queda expresada en funciones de derivadas de Lie.
e Si . es un tensor isétropo e independiente de la deformacién, ¢¢ no lo es.

En la?® Simo y Pister demuestran que el asumir que ;¢ es un tensor isétropo

y constante viola las leyes de la elasticidad.
Teniendo en cuenta que, de acuerdo a lo visto arriba,

'T = R ('T) = (Us(s8) (45.a)
y definiendo?®,
‘A = LR*('d) (45.b)

resulta inmediato que
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t

W'/o = tz: tg

[~
>

T (46)

Para obtener otra expresién hipoelastica de un material hipereldstico
partimos de la ecuacién (44.c) y llegamos a :

ng(t;) = ZU*(o@ : ng(éR*(tg))

£ (47.q)
En la ecuacion anterior,
Lig() = WLaLwr () (41.)
es un tensor definido en la configuracién desrotada, ademaés :
Liy(tR'('g)) = ‘A (47.c)

Es importante tener en cuenta?” que no podemos expresar la formulacion
hipoelastica de una relacién constitutiva hiperelastica de la forma :

o~

IINE
[lle!

:'d (48)

donde ti es la tasa de Green-Naghdi del tensor de tensiones de Kirchhoff.

b) Hipoelasticidad

Dado un cierto material,

podemos expresar su relacién constitutiva
utilizando diferentes tasas de tension y de deformacién. Por ejemplo,

Ltv<tg)

(49.a)

(49.)

Es inmediato demostrar que, por tratarse del mismo material en ambos
casos, se debe cumplir la relacién,

t.] tC

1%

_|_tIt

10

(49.¢)
donde tJ = -

o
<k
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c) Plasticidad

La ley de fluencia de von Mises, expresada en funcién de las tensiones de

Kirchhoff® es:

ity — K =0 (50)
donde t;D es el tensor desviador de Kirchhoff.
Realizando un “pull-back” con el tensor de rotacién resulta®—2!:

'T,: 'L, — ¥ =0 (51)

donde T es el desviador de ‘T.

Para lfa representacion en la configuracién de referencia resulta,

LS B LS tCuc tCrp — K2 = 0 (52)

CONCLUSIONES

Hemos tratado de reunir en este trabajo desarrollos provenientes del cdlculo
de variedades diferenciables y traducirlos a un lenguaje usual para los ingenieros
que trabajamos en la resolucién de problemas no-lineales de la Mecéanica del
Continuo utilizando elementos finitos.

Creemos que los desarrollos comentados permiten sistematizar el trabajo
de plantear ecuaciones en la configuracién de referencia o en configuraciones
desrotadas, sin otra herramienta matematica que el andlisis tensorial.

Desde ya no nos pertenecen los méritos de los desarrollos expuestos y si la
posible culpa de una exposicién errénea.
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