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Resumen

Los problemas en redes con k-terminales y con multiterminales (MNRP) se han desarrollado para analizar
la fiabilidad de las redes de comunicaciones. Estos problemas consideran un grafo dirigido G = (N, A),
donde N es un conjunto de nodos y A uno de arcos, y un conjunto especial de nodos 7 = {t1,t2,...tx} C
N denominados terminales que modelizan la posibilidad de comunicacién entre los elementos de 7 bajo
degradacién aleatoria de la red G. Los modelos desarrollados en la literatura trabajan con una funcién de
probabilidad p : A — [0, 1] para describir el estado de los arcos de la red. Para cada arco e € A, p(e) indica
la probabilidad de que el arco e esté “estropeado”. Bajo la hipdtesis de que los arcos estdan “operativos” o
“estropeados” de acuerdo a la funcién de probabilidad p y de que estos sucesos son independientes unos de
otros, el problema de la fiabilidad en redes multiterminales determina la probabilidad que todos los pares de
elementos del conjunto de terminales estén conectados por caminos formados por arcos operativos, mientras
que en el problema de fiabilidad en redes con k—terminales se calcula la probabilidad de conexién entre
un terminal llamado raiz y el resto de terminales. En este trabajo se han generalizado ambos problemas
para introducir la componente temporal de la degradacién de la red. En la formulacién generalizada se ha
modelizado el instante de fallo de cada componente (arco o nodo) mediante una variable aleatoria continua.
El nuevo problema consiste en calcular la fiabilidad del sistema en funcién del tiempo.

Las formulaciones del k—terminal y del multiterminal se obtienen de la formulacién generalizada, cuando
los modelos probabilisticos para describir el comportamiento de los arcos de la red son variables aleatorias
Bernoulli y se considera que los nodos siempre estan operativos durante la vida del sistema. Para ambos
problemas se ha desarrollado un algoritmo basado en la metodologia de simulacién de Monte Carlo y en
los métodos de optimizacién de flujos en redes. Este procedimiento permite generar una muestra aleatoria
de la variable tiempo operativo del sistema, sobre la que se han analizado procedimientos estadisticos para
calcular la funcién de fiabilidad, la media y los quantiles del tiempo operativo del sistema para una precisiéon
dada. Se ha realizado una experiencia numérica que ilustra esta metodologia y motiva la necesidad de este
nuevo modelo.
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GENERALIZED PROBLEMS OF MULTITERMINAL AND k—TERMINAL NETWORK
RELIABILITY

Summary

The multiterminal and k—terminal network reliability problems (MNRP) have been developed in order to
evaluate the reliability of communication networks. These problems assume a directed graph G = (N,
A), where N is a set of nodes and A a set of links, and a special set 7 = {t1,t2,...tx} C N of “terminal
nodes”, the motivating issue of multiterminal network reliability is to model the possibility of communication
between the elements of 7 under random degradation of the network. The models developed in the literature
work with a function p : A — [0, 1] to describe the operating behavior, that is, p(e) for each edge e € A is the
probability that the edge e is “bad”. Under the assumption that the edges are made good or bad according
to independent choices governed by p, the multiterminal network reliability problem is to determine the
probability that for all pairs of the elements of the set of terminals there is a path between them that consists
only of good edges, on the other hand the k—terminal network reliability problem consists of computing
the probability of connection between a root node and the terminal nodes. This study generalizes the
multiterminal and k—terminal network reliability problems (MNRP) in order to introduce the temporal
degradation of the network. In the new formulation the life time of the components (nodes and links) is
taking into account by means of random variables. The new problem consists of computing the reliability
of the system as a function of the time.

The classic formulation of MNRP are obtained when Bernoulli random variables are used to model the link
life and the nodes do not fail.

An algorithm have been developed for generalized MNRP based on Monte Carlo simulation approach and
network optimization. This procedure generates trials of the random variable “operating time” of the system.
We have realized a statistical discussion about the possibility of computing the reliability function, operating
time mean and p—values of its distribution for an accuracy given. We have carried out an computational
experiment in order to illustrate the new model and to motivate its use.

INTRODUCCION

El analisis de la fiabilidad de sistemas se basa en modelos de redes donde sus compo-
nentes fallan aleatoriamente. Esta clase de modelos matematicos ha sido aplicada en una
gran variedad de situaciones tales como: redes de comunicaciones de datos y de voz, redes
de transporte, arquitectura de ordenadores, sistemas de potencia, etc.

Las redes conmutables aparecieron en la década de los anos 60. Esta tecnologia permitia
conducir dindmicamente el trafico, pudiendo evitar los arcos que hubieran quedado fuera
de servicio. ARPANET fue la primera gran red con estas caracteristicas. Los trabajos de
fiabilidad de la década de los afios 70 estuvieron motivados por este tipo de red, provocando
que se desarrollaran medidas de fiabilidad basadas en la conectividad de la red. En la
década de los 80 aparecieron redes comerciales como Telnet & Tymnet que eran muchisimo
més densas que ARPANET y que tenian como resultado una probabilidad de desconexién
casi nula. Como tenfan mayores cargas de trafico, aparecieron problemas de congestion,
dando lugar a medidas de fiabilidad (medidas de rendimiento) que tenian en cuenta la
capacidad de la red y congestién de la misma'.

Las mayores redes de comunicaciones existentes hoy en dia son las empleadas por los
sistemas de telefonia. Un canal es dedicado a un par de usuarios durante toda su comuni-
caciéon. Cuando las componentes del sistema fallan, y esto se produce cuando el nivel de
utilizacion se acerca a la capacidad de la red, se reduce el ntimero de canales que ésta puede
soportar, apareciendo el denominado call blocking y produciendo la desconexién en la red.
Sobre este tipo de redes las medidas de fiabilidad estan basadas en medidas de conectividad
sobre una adecuada definicién de fallo.

Un aplicacién especial aparece en el campo de arquitectura de ordenadores para los
problemas de diseno de redes para procesadores y memorias en paralelo. En este tipo
de sistemas aparecen multiples componentes del mismo tipo y se desea disenar elementos
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redundantes para aumentar la fiabilidad del sistema medido sobre algiin tipo de conectividad
(ejemplo lo constituye el trabajo de la referencia 2).

Una de las més interesantes aplicaciones aparece en redes de transporte urbano. En
este contexto, ciertos incidentes como accidentes, manifestaciones, etc. causan fallos en los
nodos o en los arcos de la red. Es raro que la red de transporte urbano llegue a quedar
desconectada, pues lo que se produce es un aumento de la congestién. La referencia 3
utiliza un modelo de fiabilidad donde las probabilidades de degradacién de las capacidades
son conocidas. Mediante un andlisis de sensibilidad de un modelo de equilibrio con demanda
eldstica, que modeliza el comportamiento de los usuarios en la red de transporte, calcula el
efecto de la reduccién de la capacidad sobre la congestion.

Las técnicas empleadas para evaluar la fiabilidad de redes aleatorias pueden agruparse en
analiticas, determinacion de cotas y técnicas de simulacién. Las primeras asumen que cada
componente del sistema tiene una distribucién aleatoria conocida y calculan explicitamente
los parametros de fiabilidad. Este planteamiento sélo ha sido satisfactoriamente aplicado
bajo severas restricciones tanto en las distribuciones elegidas (normalmente exponenciales
que origina los denominados modelos markovianos) y bajo simplificaciones de la topologia
de la red.

Muchos de los trabajos sobre fiabilidad han estado motivados por redes de comunica-
ciones y se han disenado algoritmos para abordar redes con una topologia general, lo que
ha reducido la aplicacion de técnicas analiticas. En el campo de arquitectura de orde-
nadores estan concentrados en redes altamente estructuradas asociadas con una particular
estructura de ordenador. Esto ha permitido aplicar técnicas analiticas para modelos marko-
vianos. Ejemplos de esta situacién son las referencias 4 y 5 que en el contexto de redes
locales de ordenadores analizan la topologia de la red tipo “calles de Manhattan” y FLBH
respectivamente.

Los modelos que no asumen la hipdtesis probabilistica de distribuciones exponenciales
se denominan no markovianos. El anélisis de la fiabilidad con estos modelos puede ser muy
complicado, de hecho han sido desarrollados pocos modelos® y han tenido una limitada
aplicacién a situaciones reales. Los métodos que calculan cotas de la fiabilidad efectian
simplificaciones de la topologia de la red y sobre ésta calculan los ndices de fiabilidad”.

Los métodos de simulacién de Monte Carlo han sido ampliamente aplicados a la evalua-
cién de sistemas complejos®. Esto ha sido asf por la dificultad de los métodos analiticos de
integrar en un unico modelo matematico el sistema de interés. Los métodos de simulaciéon
tienen gran importancia y pueden recoger aspectos muy variados del problema, propor-
cionando buenas aproximaciones de los indices de fiabilidad del sistema. La referencia 9
constituye una buena monografia sobre esta técnica.

MOTIVACION Y ANTECEDENTES

El andlisis de fiabilidad de redes incluye numerosos aspectos. En este trabajo nos
concentramos en las medidas de conectividad en redes. Los datos basicos para un problema
de este tipo son una red que viene modelada por el grafo G = (N, A), donde N es un
conjunto de nodos y A es un conjunto de arcos dirigidos, y para cada elemento e del sistema
(va sea nodo o arco) una variable aleatoria X, que indica la “salud” de la componente e.
Los problemas puede ser clasificados en:

e FEstados binarios; cuando las variables aleatorias sé6lo pueden tomar los valores 1, si
el elemento esta operativo y 0 en caso contrario.

o Multiestados; en este caso X. toma mas de dos valores diferentes. En este caso la
variable aleatoria X, puede representar una longitud, una capacidad o el tiempo de
duracién de una componente.
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En la primera categoria se encuentra la mayoria de los trabajos desarrollados en el
analisis de la fiabilidad de las décadas de los 70 y 80. El problema mas importante es el
llamado problema del k—terminal. Este problema parte de un conjunto de nodos 7', donde
k = |T|, y un nodo origen s € 7 . La medida de la fiabilidad es la probabilidad que existan
caminos operativos de s a cada nodo de 7. Dos importantes casos particulares de este
problema son el 2-terminales que aparece, cuando |7| = 2, y el todos-terminales, cuando
7 = G. El nodo s también es llamado nodo fuente y T — {s} nodos sumideros.

Las mas importantes medidas de fiabilidad en redes multiestado que han sido estudiadas
son:

e Problema del camino minimo

— Datos: grafo G = (N, A), nodos s y t;
— Pardmetros aleatorios (d;): longitud del arco I;

— Parametro de fiabilidad: longitud del camino minimo entre s y ¢, calculado como
el minpep,, 3¢, di, donde Pyt el conjunto de caminos que unen s con t.

e Problema del flujo mdzimo

— Datos: grafo dirigido G = (N, .A) con nodos s y t;
— Pardmetros aleatorios (¢;): capacidad del arco [;
— Pardametro de fiabilidad: méaximo flujo entre s y t.

e PERT

— Datos: grafo dirigido aciclico G = (N, .A) con nodo fuente s y nodo sumidero t;
— Pardmetros aleatorios (;): tiempo empleado en completar la tarea asociada con [;

— Pardametro de fiabilidad: minimo tiempo en completar el proyecto comenzando
con el nodo s y terminando en ¢, no pudiendo comenzar una tares, si sus prede-
cesoras no estan finalizadas. Equivale a calcular el camino mas largo de s a t en
el grafo G, dgnde sus arcos tienen longitud #;. Es decir, max,ep,, Y e, di, donde
Py es el conjunto de caminos que une s con t.

Los problemas de flujos y caminos aleatorios aparecieron simultdneamente con los pro-
blemas de fiabilidad de estados binarios. El PERT fue el primer problema de grafos aleato-
rios en ser estudiado y es el més popular de estos problemas en redes aleatorias. Un excelente
trabajo que recoge los algoritmos aplicados en su resolucién es el de la referencia 10 y una
extensiva bibliografia la proporciona la referencia 11.

Los modelos matematicos desarrollados y el interés de las medidas de fiabilidad han
estado totalmente marcados por las aplicaciones. Los modelos de la década de los 90,
sobre todo en el campo de las telecomunicaciones, han estado centrados en los fallos como
respuesta a la relacién capacidad-congestién'?. Con el desarrollo de nuevas tecnologias,
como es el uso de la fibra 6ptica, se ha producido un incremento extraordinario de la
capacidad de transmisién. Las nuevas redes son fisicamente menos densas pero légicamente
muy densas y la fiabilidad no esta explicitamente considerada en el diseno de redes a gran
escala. En este tipo de red cada arco tiene una gran importancia en el sistema debido a la
gran cantidad de trafico de datos que soporta. La fibra éptica tiene canales redundantes y
la posibilidad de reenrutamiento. Como resultado, las medidas de conectividad vuelven a
tener importancia.

Los modelos desarrollados han tenido su aplicacién en la evaluacién de la fiabilidad de
nuevos disenos de redes. Este tipo de problemas estd planteado en un contexto de planifi-
cacién estratégica o tactica, donde los aspectos dindmicos no son, en general, importantes.
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Esto ha conducido a modelos estaticos, donde se efectiia un corte transversal en el tiempo
y se plantea, si la red estd operativa o no en ese instante, evitando asi el estudio de su
evolucion en el tiempo. Hoy en dia y con los nuevos problemas tecnolégicos, se requiere de
modelos dindmicos que permitan evaluar politicas del nivel operacional del sistema, como
politicas de mantenimiento preventivo, para las que el factor tiempo es esencial para su
analisis.

El problema que aqui planteamos es un primer paso en esa direccién. Dicho problema
es una generalizacion del problema del k-terminal, planteado en un contexto de estados
binarios a un contexto multiestados. Las variables aleatorias X, recogen la duracién de los
elementos e € AUN. El problema del k—terminal determina la probabilidad de que la red
esté desconectada en un instante determinado, en su generalizacion, se estudia la evolucion
de esta probabilidad en el tiempo. Los algoritmos que se pueden plantear para resolver el
problema generalizado del k-terminal (multiterminal) son de tres tipos: exactos, heuristicos
o métodos de simulacién de Monte Carlo.

La primera motivaciéon para decidirnos sobre el tipo de algoritmo a desarrollar nos la
proporciona el trabajo de la referencia 13 que mostré que el problema del k-terminal es NP-
completo. Si en nuestro problema consideramos que X., e € AUN son variables aleatorias
Bernoulli, aparece la formulacion clasica del problema del k—terminal y por tanto nuestro
problema es NP-completo. Esto ha descartado la elaboracién de algoritmos exactos que
s6lo han dado buenos resultados, cuando la red es pequena o altamente estructurada. Este
resultado fuerza a adaptar algoritmos heuristicos o basados en la técnica de simulacién de
Monte Carlo.

Las técnicas de simulacién de Monte Carlo han sido ampliamente usadas en el anélisis
de la fiabilidad de redes. Estas técnicas constan de dos fases diferenciadas. En la primera se
genera aleatoriamente una realizacién del problema y en la segunda se evalia la fiabilidad
del problema generado. Este procedimiento permite obtener una muestra aleatoria del com-
portamiento del sistema en estudio que permite estimar sus indices de fiabilidad. La mayor
desventaja de esta técnica es que requiere gran cantidad de tiempo computacional. Se ha
dedicado numeroso esfuerzo a estudiar el modo de generar aleatoriamente los problemas en
la primera etapa, de modo que se reduzca el nimero de simulaciones necesarias para obtener
una precisiéon determinada. Los resultados de la referencia 14 muestran que un algoritmo
para redes moderadamente fiables proporciona buenas estimaciones en tiempos razonables.
Solo cuando las redes son altamente fiables, se requiere de estrategias para la reduccion de la
varianza que permitan hacer menor nimero de simulaciones. La referencia 15 analiza estas
mejoras en los algoritmos de simulacion Monte Carlo usados en el problema con estados
binarios. Més recientemente'® se estudian técnicas para la reduccién de la varianza de los
estimadores en algoritmos generales de simulacién de Monte Carlo.

El eje sobre el que se ha elaborado este trabajo es el modo de obtener la estimacién
de la fiabilidad de la red (segunda fase), lo que requiere de la elaboracién de un algoritmo
eficiente que permita reenrutamientos ptimos conforme la red se vaya degradando. Un
segundo aspecto importante del problema es introducir estrategias para la reduccién del
ntmero de simulaciones y por tanto del coste computacional del procedimiento. Estas
mejoras afectarfan al modo de generar el grafo aleatorio y a su representacién (primera
fase). Este aspecto se vuelve crucial para problemas de gran escala o cuando se requieran
estimaciones de gran exactitud. Este no ha sido el interés de este primer trabajo y por
tanto se ha aplicado un muestreo aleatorio simple para generar los problemas.
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EL PROBLEMA GENERALIZADO DEL k-TERMINAL Y DEL
MULTITERMINAL

Fl sistema bajo estudio es una red de comunicaciones que se modela mediante un grafo
dirigido G = (N, . A) compuesto de un conjunto de nodos N y un conjunto de arcos A. En
este problema admitimos que los nodos y arcos tienen la posibilidad de fallar y una vez
que lo hacen, ya no pueden ser reparados. Suponemos que para cada arco [ € A existe una
variable aleatoria §2; que modeliza el tiempo de vida del arco y suponemos que para cada
nodo i € N existe una variable aleatoria I'; que modeliza el tiempo de vida del nodo ¢ € N.
La fiabilidad de cada elemento del sistema (nodo o arco) es independiente del estado de los
otros elementos del sistema.

Tradicionalmente, las redes aleatorias empleadas en el andlisis de fiabilidad asumen
variables aleatorias Bernoulli que dan el estado 1, si el elemento del sistema estd operativo
con probabilidad p, y 0 en caso contrario con probabilidad 1 — p. En este trabajo em-
pleamos variables aleatorias generales que nos proporciona la duracién de cada elemento.
Esta generalizacion plantea el problema en su dimensiéon dindmica. Si consideramos un
corte transversal en tiempo y observamos el estado de los elementos del sistema (sin estédn
operativos o no), aparecerian las cldsicas redes aleatorias con estados binarios.

Sobre esta red generalizada podemos considerar los clasicos problemas de evaluaciéon
de la fiabilidad. El primer problema que consideramos lo denominaremos problema gene-
ralizado de k—terminal. Consideramos un subconjunto de nodos 7 C G (k = |7]) que
denominaremos conjunto de modos terminales y un modo raiz s € 7. Para cada instante
t definimos Y;(G(t)) que toma el valor 1, si en el instante ¢ existe al menos un camino
operativo del nodo raiz s a cualquier nodo en 7 — {s}, y toma el valor 0 en caso contrario.
Y5(G(t)) recibe el nombre de estado del sistema en el instante t y la medida de fiabilidad
que queremos calcular es

Rs(t) = Pr(Ys(G(1) = 1)

que recibe el nombre de funcidn de fiabilidad para el nodo s.

Una variante de este problema, que denominaremos problema generalizado del multiter-
minal, aparece cuando todos los terminales son considerados nodos raices, en este caso la
mediada de fiabilidad que se quiere calcular es

R(t) = Pr(Nser (Ys(G(t)) = 1))

donde R(t) recibe el nombre de funcién de fiabilidad del sistema.

UN ALGORITMO DE SIMULACION DE MONTE CARLO

Comenzaremo s la discusién con el problema generalizado del k—terminal. Sea T la
variable aleatoria “instante de fallo” del nodo s, esto es, el primer instante donde el nodo s
se queda desconectado de algin otro terminal. La funcién de fiabilidad del nodo s se puede
expresar, ya que como el suceso Y;(G(t)) = 1 se puede representar por Ts > ¢, empleando
la variable aleatoria T como

Rs(t) = Pr(Ys(G(t)) =1) = Pr(Ts > t)
=1—-Fs(Ts <)
donde Fj es la funcién de distribucién acumulativa de la variable aleatoria (v.a.) Ts. Esta

ultima féormula pone de manifiesto la importancia de la funcién de distribucién de la v.a T
en el calculo de la funcién de fiabilidad del nodo s.
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El algoritmo de simulacion de Monte Carlo genera una realizacion del grafo aleatorio
G y sobre ésta calcula el valor de la v.a. T, que denotamos por T,. Mas formalmente,
supongamos que tengamos una realizacién del grafo aleatorio G, esto es, para cada variable
aleatoria asociada a cada elemento hemos generado una valor concreto

Qi; = wj; para todo (i,j) € A
I'; = 7; para todoi €¢ N

Sea Py el conjunto de caminos que unen el nodo s con el nodo ¢. La duracién de un
camino p € Py, denotada £(p), es el minimo tiempo de vida de sus componentes. En el
momento en el que algiin elemento del camino falle, el camino deja de estar disponible. Por
tanto

f(p) := min X, = min{ min w;;, min 7; 1
(p) eep e {(i,j)ep e i} (1)

donde la notacién e € p representa que e es un elemento del camino p, ya sea un nodo o un
arco. El instante en el que el nodo raiz s deja de estar conectado al nodo ¢, que denotamos
por Ty, es

~

Ter = max £(p) (2)

El valor 7, representa el instante en el que el nodo s deja de estar conectado con algtin
nodo del conjunto de terminales 7. Esto se producird en el momento en que no exista
ningln camino operativo entre s y alguno de los nodos t € 7 —{s} y por tanto Ty se calcula

Ty= min T,
s tEI'ZI}iI{lS} st

Para ilustrar las ideas anteriores consideramos el grafo de la Figura 1. El grafo consta
de un nodo raiz s y un nodo terminal ¢. El problema es determinar el instante en que no
se puede acceder al nodo t desde el nodo s (se quedan desconectados). Los nimeros indi-

2

Figura 1. Grafo ilustrativo

can la duraciéon de las componentes del grafo, ya sean nodos o arcos. Se han generado
aleatoriamente la duracién de los nodos de la red y se ha obtenido 75, =5, 71 =2, m =4y
7+ = 3, para los arcos se ha obtenido ws; = 3, wsa = 1, w12 = 3 y wor = 1. Hay dos caminos
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que unen s contyestossonp; :=s—1—2—typ:=s—2—ty laduracién de estos
caminos es

{(p1) = min{min{3,3,1},min{5,2,4,3}} =1
{(p2) = min{min{1,1}, min{5,4,3}} =1

por tanto Ty = max{/(p1),4(p2)} = 1 y por tanto T, = Minge7 {5} Ty = 1.

En la Tabla I se recoge un algoritmo de simulacién de Monte Carlo para el problema
generalizado del k—terminal que permite obtener una realizacién de la variable aleatoria
Ts a partir de una realizacién de las variables aleatorios de los elementos del grafo. Este
algoritmo debe resolver el problema (2), que es un problema de caminos extremales en
grafos, donde los costes de los caminos no son aditivos, esto es, no son la suma del coste de
cada uno de sus componentes. Este algoritmo opera con dos tipos de etiquetas: las llamadas
etiquetas permanentes (denotadas por g) y las llamadas etiquetas transitorias (denotadas
por h). El valor g(i) contiene la duracién méxima de los caminos entre s e i y la etiqueta
h(j) contiene la de méxima duracién entre el nodo sy j pero empleando solamente nodos
etiquetados con etiquetas permanentes. En el paso 3 siempre se anade un nuevo nodo a
la categoria de etiquetado permanentemente, ampliando este conjunto y redefiniedo, por
tanto, las etiquetas transitorias. Cuando el algoritmo alcanza el paso 4, ya conoce la méxima
duracién entre el nodo s y el resto de terminales, por tanto el instante, en que se queda
desconectado de alguno de ellos, sera el minimo de estas duraciones.

1. (Inicializacion): g(s) = 75, U = {s}.
For all j € NV do:
If (s,j) € A then h(j) « min{7s,ws;, 7;} else if h(j) < 0.

2. Sea i = arg max;¢;;{h(j)}. If el maximo no es tnico, seleccionar algiin nodo i en el
que se alcance dicho maximo. Tomar U «— U U {i} y g(i) < h(i). If U = T go to
paso 4.

3. For all j ¢ U with (4,j) € Ado: h(j) < {max{min{g(i),w;;, 7;},h(j)} go to paso 2.

4. Calcular T, = miner_53{9(4)}.

Tabla I. Algoritmo para el problema generalizdo del k-terminal (AGKT)

El algoritmo determina sélo las etiquetas g(7), que contienen la duracién maxima de los
caminos que unen s con ¢. Si estuviéramos interesados en conocer uno de estos caminos,
introducirfamos una nueva etiqueta, p(j), que contendria (al terminar el algoritmo) el pre-
decesor del nodo j en un s — j camino de méaxima duracién. Habria que variar la ini-
cializacién anadiendo p(j) < s para los arcos (s,j) € Ay en el paso 3 fijar p(j) a i si
h(j) = {min{g (i), wi;, 75}

Una vez estudiado el modo de obtener una muestra aleatoria de la v.a Ty es sencillo
afrontar el problema generalizado del multiterminal. Sea T la variable aleatoria “instante
de fallo del sistema”, esto es, el instante donde algin par de terminales del conjunto 7°
queda desconectado. La funcién de fiabilidad del sistema es

R(t) = Pr(Y(G(t)) = 1) = Pr(T > 1)
=1-F(T<t)

donde F' es la funcién de distribuciéon acumulativa de la v.a. 1. Esta tdltima relacién
muestra la importancia de la variable T" en el calculo de la fiabilidad del sistema.
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La relaciéon

T= gél%l{Ts}

nos permite calcular realizaciones de la v.a. T a partir de realizaciones de las variables
aleatorias {Ts}sc7. Esto conduce a un algoritmo para el problema generalizado del multi-
terminal, que se muestra en la Tabla II, que permite generar una realizacién de la v.a. T,
que denotaremos T.

1. (Generacion del grafo): Genera aleatoriamente las v.a. de las componentes del
grafo G.

2. For all s € T aplicar el AGKT y obtener T}.
3. Calcular T = minge7{7,}. Stop

Tabla II. Algoritmo para el problema generalizdo del multiterminal (AGMT)

Validacién del algoritmo AGKT

El algoritmo AGKT ha sido construido sobre una extensién del principio de optimalidad
de Bellman que afirma que todo camino 6ptimo en algtn sentido (por ejemplo el camino
de longitud minima) tiene que estar compuesto por subcaminos éptimos.

En el contexto de caminos, cuyo coste viene definido por la expresién (1), este principio
no es cierto, como pone de manifiesto el grafo mostrado en la Figura 1. La duracién méxima
del camino entre el nodo s y t esde 1 y los caminos p;j :==s—1—-2—ty Phb:=s5—2—1
son éptimos, porque la duracién méxima de ambos caminos es de 1, sin embargo el camino
p2 no estd formado por subcaminos éptimos, ya que el subcamino entre s y 2 tiene una
duracion de 1, mientras que la duracién del subcamino éptimo s — 2 es de 2.

La implicacién contraria, si un camino estd formado por subcaminos 6ptimos, entonces
éste es Optimo, es cierta en el contexto de nuestro problema y es la base que fundamenta
el algoritmo AGKT. Este algoritmo va iterativamente construyendo subcaminos éptimos y
obtiene en la dltima iteracién un camino éptimo. El siguiente teorema demuestra, mediante
induccién matematica, que los subcaminos generados son 6ptimos y por tanto demuestra
la convergencia del AKGT.

Teorema 1 FEl algoritmo KGT termina en un numero finito de pasos y el valor de las
etiquetas g(i) con i € T contiene el tiempo de fallo de la conexion s —i.

DEMOSTRACION. Probaremos el teorema mediante induccién. La hipdtesis de induccién es
que después de haber realizado n iteraciones, g(j) para j € U representa el tiempo de fallo
para el par (s,7) v h(j) es la duracién maxima de la conexién (s, j) restringido a que los
nodos intermedios estédn en el conjunto U. Esto es cierto inicialmente, ya que U = {s} y
g(s) = 7s.

De la hipétesis de induccién obtenemos que h(j) < g(j) para todo j ¢ U. Supongamos
ahora que h(i) < g(i), donde 7 estd definido en el paso 2 en la iteracién n + 1. Entonces un
camino s —¢ de maxima duracién debe de contener algin nodo intermedio que no esté en U.
Sea p; uno de estos caminos éptimos y sea | = (r,q) con r € U y q ¢ U el primero de estos
arcos en el camino p;. El camino se puede expresar como dos subcaminos p; = (psq, Pgi)-
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Entonces, por hipétesis de induccién h(q) > £(psq)

g(i) = min{ﬁ(psq),é(pqi)}
min{h(q), £(pqi)} < h(q)
max{h(j)} = h(i)

J¢U

h(4)

ININ A

obteniendo una contradiccién y por tanto es falsa la hipdteisis de h(i) < g(i) y obtenemos
h(i) = g(i), esto es, que en la iteracién n+ 1 el algoritmo calcula el s —i camino de maxima
duracién.

Veamos que si j ¢ UU{i} , h(j) representa ahora la duraciéon maxima de los caminos s—j
con nodos intermedios en U U {i}. Al ampliar el conjunto U respecto a la iteracién anterior
anadiéndole el nodo ¢ se pueden mejorar (no necesariamente) las etiquetas transitorias de los
nodos j ¢ UU{i} accesibles desde i. En el paso 3 se compara el camino éptimo en la iteracién
anterior, h(j), con la méxima duracién del camino s—i—j. Por lo anterior, ¢(7) es la duracién
maxima entre s—i y por tanto la maxima duracién de un camino s—i—j es min{g (i), ws;, 75}
En cualquier caso las nuevas etiquetas definidas por hA(j) <« max{min{g(7),w;;, 7}, h(j)}
contendran la duracién méxima del camino a través de nodos intermedios U U {i}.

Sélo falta demostrar que el algoritmo consigue etiquetar permanentemente todos los
nodos de 7. Para eso es suficiente darse cuenta que el algoritmo en cada iteracién fija un
nodo diferente a los anteriores a la categoria de etiqueta permanente, por lo que a lo sumo
en |7|—1 iteraciones el algoritmo debe parar. Notar que si el grafo G tiene una topologia en
la cual un terminal esta en otra componente conexa a la raiz s, su etiqueta transitoria nunca
variard la inicializacién y cuando el algoritmo termine, tendra el valor 0, lo que representa
que la red estara desconectada desde el primer instante.

[

Implementacion y analisis de la complejidad

En este apartado analizamos la complejidad algoritmica de los algoritmos AGKT y del
AGMT, asi como la implementacién eficiente de los mismos.

Sea f(n) el méximo nimero de operaciones béasicas (sumas y comparaciones) requeridas
por el algoritmo AGKT para un grafo con n nodos. En el paso 1 el algoritmo inicializa U
con sy la etiqueta g(s). Veamos cudntas operaciones hace el algoritmo, cuando [N — U] <
k < n —1. El paso 3 requiere a lo sumo de 3k comparaciones y el paso 2 encuentra el
maximo de k nimeros, que se consigue con menos de k — 1 comparaciones. El ntimero de
operaciones empleadas en todas las iteraciones en los pasos 1 y 2 esta acotado por CZZ;% k
para cierta constante c. El paso 4 sélo se realiza una vez y requiere a lo sumo calcular el
minimo de n nimeros. Entonces el algoritmo es polinomial O(n?).

La eficiencia del algoritmo puede ser vista, observando que cada arco del grafo es exa-
minado solamente una vez. Notar que una pequeiia modificacion del paso 2 consistiria en
anadir a U todos los nodos para los que se alcanzara el maximo.

El algoritmo AGMT emplea |7| veces el algoritmo AGKT por lo que la complejidad
para un grafo con m nodos y |7| terminales es O(n? |T).

El problema aqui planteado es un problema de caminos extremales en un grafo y se
puede aprovechar la experiencia desarrollada en otros problemas relacionados, como el
problema del camino minimo. Sobre este problema han sido desarrollados numerosisimos
algoritmos!”. Unos de los més eficientes es el L-2queue de la referencia 18 y su eficiencia es
debida fundamentalmente a la estructura de datos que emplea. Este algoritmo representa
los grafos en forma de listas de arcos (Figura 2). Esto es, para cada nodo i se proporciona
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la lista de todos los arcos que tienen como nodo inicial a i, F.S[i] = {(i,j) € A}. Cuando
un grafo es poco denso, como ocurre con frecuencia en las aplicaciones, esta representacién
es ventajosa, respecto a la tradicional matriz de “pesos”, debido a que requiere menos
espacio para el almacenamiento de los datos y permite codificaciones computacionales mas
eficientes. Una implementacion de estas listas de arcos consiste en ponerlas todas ellas
consecutivamente en un par de vectores NDJ[| y LNGT|], tal y como se indica en la
Figura 2. En ND]-] se almacenaran todos los nodos destinos de los arcos y en LNGT[] la
duracién de los mismos. Hay un vector de punteros A[-] que proporciona para cada nodo
i la posicién en NDJ:] del primer arco de F'S[i]. Entonces la informacién relativa a F'S|[i]
estd almacenada de la posicién A[i] a la posicién A[i + 1] — 1 en los vectores NDJ[-] y en
LNGTY(]. De esta forma podemos reconstruir F'S[i] = {(i, ND[s]) : Ali] <s < A[i+1]—1}.
Por convenio A[i] := Ali + 1] cuando FS[i] = {0}, y A[n + 1] = m + 1. Notar que esta
representacion es tremendamente 1til en el paso 3 para poder revisar todos los arcos del
nodo 7 seleccionado en el paso 2.

A ND  [NGT
1 | [
> [o LISTA DE ARCOS
e DEL NODO 1
3 [0 I
LISTA DE ARCOS
DEL NODO 2
n-1 _O‘ g
. [©
n+1| Of

LISTA DE ARCOS
VACIA DEL NODO n-1

LISTA DE ARCOS
DEL NODO n

Figura 2. Almacenamiento de un grafo

Figura 3. Grafo con 5 nodos y 9 arcos

Para aclarar esta estructura de datos consideremos el grafo mostrado en la Figura 3. La
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representacién del mismo empleando esta estructura de datos nos lo muestra la Tabla III.

Nodos (i) 1 2 3 4 5 6
Ali] 1 3 5 5 7 10
Arcos(l) 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ND(/] 2 3131 5 2 3 4
LNGT[]] 3 3 4 6 5 1 7 2 2

Tabla III. Representacion del grafo con 5 nodos y 9 arcos

ANALISIS ESTADISTICO

Los algoritmos descritos nos permiten generar una muestra aleatoria de tamano arbi-
trario de la v.a. tiempo de fallo del sistema T y/o tiempo de fallo para el nodo s, Ts. En
esta seccion analizamos, como se puede estimar la funcién de fiabilidad, la vida media del
sistema y los cuantiles de la funciéon de fiabilidad a partir de la muestra aleatoria gener-
ada. La discusién realizada en esta seccion es exactamente idéntica para ambas variables
aleatorias, por lo que expondra sélo para la v.a. T.

Funcién de fiabilidad

Supongamos que hemos generado una muestra aleatoria TV := {t(, ... t(M)} de 1a
variable aleatoria 1", donde NN es el tamano de la muestra. La estimacion de la funcién de
fiabilidad del sistema es

—

R(D) =1 - Fy(T <)

donde Fy es la funcién de distribucién empirica construida a partir de la muestra TV.
Supongamos que hemos ordenado crecientemente la muestra TV y obtenemos que t(1) <

—

t(2) <...<t(N), entonces la funcién R(t) tiene la expresién

- 1 st 0<t<t(l)
Ry(t)=4q 1—-2% si t(i) <t <t(i+1)
0 si t(N) <t

Un problema que se plantea es calcular el nimero de simulaciones para determinar la
funcién de fiabilidad con una precision requerida, o mas formalmente, si denotamos con §
el error prefijado queremos determinar el minimo valor de N que satisfaga

Pr ( max ’R(t) —R/(?)‘ < 5) >q

t€[0,00)

Si observamos la expresién

—

ax. ‘R(t) - R(t)‘

= 1—-F(t)—1+ Fy(t
macx 1= F(t) ~ 1+ Fx (1)

— F(t) — Fx(t
éﬁ@l() N (1)
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observamos que se trata del estadistico de contraste de Kolmogorov-Smirnov'® y su dis-
tribucion se encuentra estudiada. Este estadistico permite construir tablas como la dada en
la Tabla IV, donde se muestran diferentes valores del error § para algunas combinaciones
de n y q. Se observa que el error es proporcional a la raiz cuadrada del tamano muestral,
este hecho hace que normalmente en las aplicaciones se tome N = [(5%)], donde [] es la
parte entera de un ndmero.

q
N 0,90 0,95 0,99
10 0,368 0,410 0,490
20 0,26 0,29 0,35

30 022 0,24 0,29
L2213 L6
>40 % U N

Tabla IV. Valores de § en funcién de N y ¢

Vida media
Un indice ampliamente empleado en el andlisis de la fiabilidad es la vida media del
sistema, esto es E(T) = pp. Su estimador usual es la media muestral de la muestra

aleatoria (m.a.) TV

_ 1 XN @
Ty = — t\*
N N;

El teorema central del limite nos permite obtener intervalos de confianza con un nivel
de confianza de 1 — « para el parametro ur mediante la expresion

Tn —

t1—ay2 —tia }
TN S, Ty + TN St
donde t;_ /5 es el cuantil de orden 1 — a/2 de una distribucién ¢—Student con N —1 grados
de libertad y St es la desviacién estandar muestral.

Un problema asociado a la estimacién de la vida media es determinar el criterio de paro
para las simulaciones de Monte Carlo, esto es, determinar el tamano muestral de la v.a. T.
Un criterio de paro nos lo proporciona el teorema central del limite y el hecho de que para
tamanos muestrales N > 30 la estimacién de op mediante la desviaciéon tipica muestral
es excelente. El ntimero de simulaciones necesario para estimar pp, con una probabilidad
superior a 1 — « de que el error en la estimacién sea inferior a ¢, es tomar

SSO
N > {3O,t1a/2%}

donde S3Y denota la desviacién tipica de la v.a. T con una m.a. N = 30.

La referencia 20 emplea un criterio de paro no aprioristico para detener la simulacién
de Monte Carlo. Si se desea estimar la esperanza matemaética de una v.a. X, la simulacién
se detendrd, cuando el valor

E(X)

o(X)
tienda a estabilizarse alrededor de algiin valor, siendo respectivamente E(X), o(X) la
esperanza y la desviacion tipica del estimador X de X. Para el caso de la vida media del
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. Ny ; Ty
sistema esta expresion seria —~—.
p St/v/n

Estimacion de cuantiles de la funciéon de fiabilidad

En algunas aplicaciones se desea garantizar una determinada probabilidad de que la vida
del sistema sea superior a cierta duracion. En esas aplicaciones el uso de la vida media del
sistema como indice de fiabilidad no es adecuado y hay que recurrir a estimar los cuantiles
de la funcién de fiabilidad, esto es, estimar T, = R~1(q).

Este problema se puede ver como el inverso al tratado por los problemas clasicos del
k-terminal y multiterminal. En estos problemas, dado un instante, se determina la proba-
bilidad de que el sistema esté operativo a partir de las probabilidades de las componenetes
del mismo. En el problema aqui tratado, dada una probabilidad, se desea encontrar el
instante en el que la probabilidad de estar operativo el sistema es dicha probabilidad dada.

Un resultado de los métodos de estimacién robusta es que el estadistico Tq = ﬁfvl (q),
donde R]_\,1 es la inversa generalizada de la funcién de fiabilidad empirica, tiene una distribu-

cién asintética normal de media 7Ty. Si conociésemos la varianza del estadistico T, PR V (T, )
podriamos encontrar intervalos de confianza para la estimacién del cuantil. La dificultad
que se plantea es la estimacion de la varianza del estadistico. Un procedimiento para este
fin consistirfa en generar varias m.a. T y calcular la varianza muestral del estimador.
Este método es computacionalmente muy costoso y no es aplicable para redes o muestras
de gran tamano. Un método para estimar la varianza de un estimador (u otra caracteristica
de su distribucién) es el introducido por la referencia 21. Este procedimiento se le denomina
bootstrap y consiste en considerar la muestra obtenida, como si se tratase de una poblacién.
Mediante el método de Monte Carlo se pueden extraer artificialmente numerosas muestras
(con reemplazamiento) de esta poblacién. De este modo podemos construir una muestra
de estimaciones y sobre ella calcular la varianza muestral, que nos dard una estimacién
“bootstrap” de la varianza del estimador. Lo anterior se concretiza en el procedimiento de
la Tabla V. Este método obtiene buenos resultados para valores de B = 100, sin embargo
aplicado a grandes muestras aleatorias requiere un gran esfuerzo computacional.

(a) Se parte de una muestra aleatoria 7% de tamafio muestral N. Se construye su funcién
de distribucién empirica FV.
(b) Mediante el método de simulacién de Monte Carlo se extraen artificialmente B mues-

tras con reemplazamiento TV?, b =1,..., B de tamafio muestral N a partir de FV.
Para cada una de estas muestras se estima el cuantil de orden ¢, que lo denotamos

por Té’, b=1,...,B.
(c) Calcular

. 1 Sy 12
Nl = o2l
_ 1 B .
con T, = EZ q

=1

Vi(T,) es el estimador bootstrap de V (Ty).

Tabla V. Método de estimacién bootstrap de V(1)
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Otro método de estimacion es el denominado jackknife, que es computacionamente més
eficiente que el “bootstrap”, pero obtiene peores resultados. Este método considera las
N muestras aleatorias que se pueden obtener al eliminar una observaciéon de la muestra
TVN. Para cada una de estas submuestras calcula el cuantil (o la magnitud) deseado, que

denotamos 7, g: *=1,...,N. A partir de estas cantidades calculamos

A . A~ ~

7" = NT,—-(N-1T,; i=1,...,N

A 1 X
) = ST
P>

1 N

Vi(Ty) = m;(fi—ff

El valor Tq‘] es la estimacion jackknife del cuantil Tj, y VJ(Tq) la estimacién de su varianza.

EXPERIENCIA NUMERICA

Los objetivos de esta seccién son ilustrar los procedimientos anteriormente descritos y
motivar la extension de los problemas del k—terminal y multiterminal.

Hemos elegido como red de pruebas la llamada dodecaedro utilizada en los trabajos
Su topologia se muestra en la Figura 4. Hemos supuesto que los nodos de la red no tienen
posibilidad de fallar, mientras que si los arcos. Hemos considerado que todos los arcos son
idénticos y tienen el mismo modelo probabilistico para describir su vida. Hemos conside-
rado un modelo exponencial, uniforme y normal. Para determinar los parametros de estas
distribuciones hemos supuesto que para todas ellas el cuantil de orden 0,95 es el valor 100.

14,22,15

A Terminales O Nodos

Figura 4. Dodecaedro

Es decir, que la probabilidad que un arco determinado esté funcionando después de 100
unidades de tiempo es 0,05. Esta condicién determina univocamente el pardmetro de la
distribucién exponencial, pero para la distribucion normal y uniforme se debe exigir una
segunda condicién, debido a que estas distribuciones estdn parametrizadas por dos valores.
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Hemos supuesto que la desviacién tipica de estas distribuciones es de 20. Sobre esta red
nos hemos planteado el problema del multiterminal, queremos analizar la fiabilidad de la
conexién entre el nodo 1 y 20 y viceversa.

Si deseasemos analizar la fiabilidad de la red en el instante 100, con la formulacion clasica
del problema del multiterminal, los tres modelos probabilisticos, debido a que todos los
arcos tienen probabilidad 0,05 de estar operativos, conducirian al mismo comportamiento
del sistema.

La aplicacion de los métodos de simulacion para evaluar la fiabilidad de sistemas es
tal, que se ha desarrollado software especifico para efectuar la simulaciéon. Programas
como TENDAL 123 son de caracter general o REANIPOS?* son especificos para analizar
la fiabilidad de sistemas de potencia. Por nuestra parte hemos elaborado el programa
LIZARFIB que implementa los métodos anteriormente descritos. Ademas de los modelos
probabilisticos recogidos en esta experiencia numérica, también se han implementado las
v.a. Weibull, ¥ y gama tanto para los arcos como para los nodos. Con este programa
hemos generado una muestra aleatoria de tamafio 10,000. El coste computacional de la
simulacién ha sido de unos 250 segundos de CPU en un ordenador PC Pentium a 400 MHz
con 384 megabytes de memoria RAM.

La grafica de la Figura 5 muestra la estimacién de las tres funciones de fiabilidad. La
mayor discrepancia se observa entre la distribucién exponencial y las otras dos. Esto es
debido al hecho de que la varianza de la vida de los arcos es diferente ente la exponencial
y las otras dos distribuciones. Se observa que para ciertos instantes, alrededor de 40, la
probabilidad de que el sistema con componentes exponenciales esté operativo es casi 0,
mientras que para los otros dos tipos de componentes es casi 1.

1.00 —
| Distribuciones
de probabilidad
0.80 — —+— Normal
—¥— Uniforme
) —@— Exponencial
FO 3t
< 0.60 —
g
P | -
3
o~ 0.40 —
€&
0.20 —
00— 771 T T 1

00 200 400 600 8.0  100.0
Tiempo de vida del sistema

Figura 5. Estimaciones de la funciones de fiabilidad del sistema

La Figura 6 muestra la estimacién de la vida media del sistema y los intervalos de
confianza de un nivel de confianza del 0,99. Se observa que los sistemas tienen vidas
medias diferentes. Nuevamente la vida media con componentes exponenciales es casi la
mitad que para los otros dos tipos de componentes. También se ve que, con muy pocas
simulaciones, la estimacién del valor medio tiende a estabilizarse.
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Figura 6. Evolucién de la vida media del sistema

El tercer tipo de informacién derivada del modelo es la estimacion de los cuantiles de
la vida del sistema. En la Tabla VI se recoge la estimacion del cuantil de orden 0,95 y la
varianza jackknife del estimador. La topologia de la red puede generar redundancias en las
conexiones entre los terminales o, por contra, exigir que muchos elementos estén operativos
para que lo esté el sistema. En esta red ocurre la segunda situacién, donde el cuantil de
orden 0,95 para cada arco es 100, mientras que el del sistema se ve reducido a la mitad.

Tipo de v.a. Estimacién de qp 95 Varianza del estimador

Exponencial 32,02 0,701
Normal 62,18 0,002
Uniforme 54, 89 0,006

Tabla VI. Estimacién del quantil go 95 de la vida del sistema

CONCLUSIONES Y FUTURAS INVESTIGACIONES

Los problemas del k-terminal y multiterminal permiten el estudio de la degradacion de
las comunicaciones dentro de una red. En este trabajo se han generalizado estos problemas
de modo que este andlisis de la fiabilidad de la red se puede realizar en funcién del tiempo
y no necesariamente para un valor fijo del mismo. Esta extensién es importante por dos
aspectos: por un lado permite una modelizacién més precisa (mejores estimaciones) y, por
otro, permite anadir nuevos aspectos dindmicos del analisis de la fiabilidad como decisiones
operacionales (planifiacién a corto plazo), del sistema como el del mantenimiento preventivo,
etc.

Se ha desarrollado un algoritmo de simulacién de Monte Carlo que emplea técnicas de
optimizacién en redes. Se ha desarrollado una implementacién eficiente del mismo basado
en la representacién de grafos y se ha calculado su complejidad computacional.
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Se ha analizado el modo y el tamano muestral necesario para poder estimar la funcién
de fiabilidad, vida media y los cuantiles de la duracién del sistema.

Se ha desarrollado una experiencia numérica, en la que se ponen de manfiesto dos
conclusiones: la primera es la gran discrepancia que puede existir en la evolucion de la
fiabilidad de sistemas en funcién de las distribuciones de probabilidad de sus elementos, pese
a que en un momento dado (7" = 100) todos los sistemas posean la misma probabilidad
de vida; la segunda es que el procedimiento descrito, de simulacion de Monte Carlo, es
aplicable para redes de mediano y pequeno tamano.

Un problema de gran relevancia econémica es el diseno de redes fiables (sintesis de

redes). Este se formula mediante el siguiente problema de optimizacion estocéstica

Min f(y,p)
s.t:Pr((y,p) Q) >P
yey

donde P es una fiabilidad especificada del sistema u otro indice de fiabilidad, p son pardmetros
del sistema, y es el vector de variables de disenio e Y la regién factible para estas variables.
La solucién a este problema proporciona la red m&as econémica que sobrevive a ciertas
situaciones de fallos, es decir, que satisface ciertos estandares de calidad.

Este tipo de problemas es una de las principales tareas de la industria de las tele-
comunicaciones. Los modelos que se han aplicado!? incorporan en el disefio estrategias
para aumentar la fiabilidad del sistema tales como exigir el enrutamiento de la demanda
a través de varios caminos nodos (arcos) disjuntos. Pero no se recogen explicitamente el
comportamiento aleatorio y dinamico de los fallos del sistema. Ambos aspectos pueden ser
incorporados a través de los modelos que aqui planteamos.

La gran dificultad es poder resolver este tipo de problemas en las aplicaciones, ya que
simplemente la evaluacién del indice de fiabilidad para una red (y,p) requiere de un gran
esfuerzo computacional, sin contar que el nimero de variables de disefio puede rondar
las 1000 variables discretas y varias decenas de miles de variables continuas. Este cam-
po, optimizacién de modelos estocdsticos, es bastante reciente y se requiere desarrollar
una metodologia para abordar el problema. Pensamos que ésta pasa por adaptar técnicas
clasicas de descomposicién a este problema de optimizacién combinatoria en un ambiente
aleatorio.
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