
Vol. 15, 3, 315{327 (1999)
Revista Internacional de
M�etodos Num�ericos para

C�alculo y Dise~no en Ingenier��a

Evolu�c~ao linear de dano em materiais el�asticos e
fr�agiles: modelagem e simula�c~ao num�erica

Stella Maris Domingues e Heraldo da Costa-Mattos

Laborat�orio de Mecânica Te�orica e Aplicada

Departamento de Engenharia Mecânica

Universidade Federal Fluminense

24210-240 Niter�oi-RJ, Brasil

Tel.: 55-21-620 70 70, Fax: 55-21-717 44 46

e-mail: maris@caa.u�.br

Fernando Rochinha

Programa de Engenharia Mecânica

Universidade Federal Rio de Janeiro

EE-COPPE/UFRJ

Departamento de Engenharia Mecânica

21945-970 Rio de Janeiro, Brasil

Tel.: 55-21-560 88 32, Fax: 55-21-290 66 26

e-mail: faro@serv.com.ufrj.br

Sum�ario

Nos �ultimos anos, foram propostas v�arias teorias de dano cont��nuo para descrever o comportamento de
materiais el�asticos. Entre essas teorias algumas introduzem gradientes da vari�avel associa ao dano, de modo
a evitar problemas de perda de unicidade ap�os o in��cio do amolecimento. Embora estas teorias permitam
uma modelagem matematicamente correcta do fenômeno de localiza�c~ao, do ponto de vista num�erico elas s~ao
generalment consideradas muito complexas. O trabalho aqui apresentado trata da implementa�c~ao num�erica

de uma teoria dependente do gradiente para o esetudo do dano em materiais el�asticos. �E utilizada para
aproxima�c~ao da solu�c~ao do problema matem�atico n~ao-lineal resultante uma t�ecnica num�erica simples, baseada
no m�etodo de elementos �nitos. O acoplamento entre as vari�aveis dano e deforma�c~ao nas equa�c~oes resultantes
�e contornado atrav�es da t�ecnica de parti�c~ao dos operadores, que peermitem transformar o problema n~ao-linear
acoplado em uma seq�uência de de problemas lineares mais simples.

NONLINEAR DAMAGE EVOLUTION IN ELASTIC BRITTLE MATERIALS: MODELLING AND

NUMERICAL SIMULATION

Summary

In the last years di�erent continuum damage theories have been proposed to describe the behavior of elastic
materials. Among these theories, some introduce higher order gradients of the damage variable in the
constitutive model, in order to avoid the loss of well-posedness in the post-localization tange. Although
such theories allow a mathematically correct modelling of the strain localization phenomena, they ar usually
considered very complex to handle from the numerical point of view. The present work is concerned with the
numerical implementation of a grdient-enhanced damage theory for elastic materials. A simple numerical
technique, bassed on the �nite element methods, is proposed to approximate the solution of the resulting
nonlinear mathematical problems. The coupling between damage and strain variables is circumvented by
means of a splitting technique, which permit to transform the nonlinear coupled problem in a sequence of
simpler linear problems.
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INTRODUC� ~AO

Nos �ultimos anos diferentes teorias de dano cont��nuo foram propostas apra descr-
ever o processo de degrada�c~ao em materiais el�asticos. Inicialmente forma propostas teo-
rias baseadas em aproxima�c~oes loacais, conhencidas como teorias locais de dano, que
freq�uentemente resultam em uma descri�c~ao �sicamente n~ao realista do fenômeno de lo-
caliza�c~ao de deforma�c~ao1;2. Geralmente, este problema �e devido a perda de unicidade de
solu�c~oes apartir do come�co do amolecimento. Em conseq�uência, aproxima�c~oes atrav�es do
M�etodo dos Elementos Finitos passam a apresentar sensibilidade a discretiza�c~ao geom�etrica
utilizada (\mesh dependence")3;7 . Para evitar os problemas de perda de unicidade encon-
trados nas teorias locais e desse modo obter uma modelagem do dano �sicamente mais
realista e aproxima�c~oes num�ericas mais con��aveis, algumas aproxima�c~oes alternativas têm
sido propostas8;12. Nesse contexto surgiram as teorias n~ao locais de dano, que introduzem
gradientes da deforma�c~ao no modelo constitutivo. Apesar de contornar o problema de uni-
cidade, a implementa�c~ao dessas teorias pode levar a algoritmos que, entre outras coisas,
exigem uma modi�ca�c~ao radial do c�odigo de elementos �nitos, di�cultando sua utiliza�c~ao.

Neste trabalho �e considerada uma teoria dependente do gradiente do dano, capaz de
descrever macroscopicamente a degrada�c~ao de materiais el�astics fr�ageis. A abordagem
utilizada no presenta trabalho resulta en uma teoria de microestrutura, onde considera-
se uma vari�avel �, relacionada �aliga�c~ao entre os pontos materiais, que funciona como
um reductor de energia livre devido a degrada�c~ao do material. Como o dano resulta
de movimentos microsc�opicos, �e proposta uma reformula�c~ao da cinem�atica e de alguns
princ��pios b�asicos de Mecânica do Cont��nuo cl�assica de modo a levar em conta esses \micro-
movimentos". A vari�avel � �e introduzida no princ��pio das potências virtuais como uma
vari�avel cinem�atica adicional, onde a potência dos esfor�cos internos n~ao depende somente da
velocidade e de seu gradiente, mas tamb�em da velocidade do dano e de seu gradiente. Al�em
disso, as equa�c~oes constitutivas s~ao desenvolvidas em um contexto termodinâmico, onde
�e suposto que a energia livre depende n~ao apenas da deforma�c~ao e da vari�avel dano mas
tamb�em do gradiente do dano. Dessse modo, o estado termodinâmico de um ponto material,
em um dado instante, passa a ser descrito pelas vari�aveis de temperatura e deforma�c~ao, bem
como pela vari�avel � e seu gradiente.

MODELAGEM

Um corpo �e de�nido como um conjunto de pontos materiais B que ocupa uma regi~ao 

do espa�co euclidiano na sua con�gura�c~ao de referência. Nesta teoria, al�em das vari�aveis
cl�assicas que caracterizam a cinem�atica de um meio cont��nuo (deslocamento e velocidade
de pontos materiais), uma vari�avel escalar adicional � 2 [0; 1] �e introduzida. Esta vari�avel
est�a relacionada com a liga�c~ao entre os pontos materiais e pode ser interpretada como uma
medida do estado de coes~ao local do material. Se � = 1, todas as liga�c~oes s~ao preservadas e
as propriedades iniciais do material est~ao preservadas. Se � = 0, uma ruptura local ocorreu,
j�a que todas as liga�c~oes entre os pontos materiais foram quebradas. A vari�avel � est�a
asociada a vari�avel dano D atrav�es da seguinte rela�c~ao: � = 1 �D. J�a que a degrada�c~ao

�e um fenômeno irrevers��vel, a taxa _� deve ser negativa ou igual a zero. Uma apresenta�c~ao
detalhada dos princ��pios b�asicos que governam a evolu�c~ao desses tipos de cont��nuo podem ser
encontradas em las referências11;12 . Um resumo dos principios b�asicos s~ao apresentados nesta
se�c~ao. Por simplicidade, a hip�otese de processos quasi-est�aticos e isot�ermicos �e adotada ao
longo deste trabalho. All�em disso, tamb�em �e admitida a hip�otese de pequenas deforma�c~oes
e consequentemente o princ��pio de conserva�c~ao de massa �e automaticamente satisfeito.
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O princ��pio das pôtencias virtuais

Seja um corpo que ocupa uma regi~ao 
 � R3 com um contorno su�cientemente regular �
sujeito �as for�cas externas g(t): �2 � � ! R3 e b(t): 
 ! R3, �as for�cas microsc�opicas externas
forces p(t): 
! R e q(t): �2 � � ! R e aos deslocamentos prescritos u(t) = �u(t) em �1 � �,
onde �1 [ �2 e � = �1 \ �2 = �. Sob as hip�otese de processos quasi-est�aticos, os efeitos de
in�ercia podem ser desprezados e o princ��pio das potências virtuais (PPV) pode ser espresso
como

�int + �ext = 0 (1)

para qualquer varia�c~ao admiss��vel dos campos (u e �) que caracterizam a cinem�atica do
cont��nuo. A potência �int das for�cas internas generalizadas pode ser escrita como

�int = �

Z



(� � rû)dV �

Z



(F �̂ +H � r�̂)dV (2)

onde � �e o tensor das tenso~es, F e H as for�cas microsc�opicas internas, û: 
 ! R2 um

elemento do conjunto Vv das velocidades virtuais û tal que ûj�1 = 0 e �̂: 
 ! R �e um
elemento do conjunto V� dos valores admiss��veis de �.

A potência correspondente �ext das for�cas externas generalizadas (b; g; p e q) tem a
seguinte forma

�ext =

Z



(b � û)dV +

Z
�2

(g � û)dA+

Z



(p�̂)dV +

Z
�

(q�̂)dA (3)

onde p: 
 ! R �e de�nida10 como uma for�ca microsc�opica de voplume que age sobre 
 e
q: � ! R �e de�nida como uma for�ca microsc�opica de contato que age sobre �, ambas em
dualidade com �. Essas for�cas microsc�opicas est~ao relacionadas �a a�c~oes n~ao mecânicas, tais
como a�c~oes qu��micas e electromagn�eticas, que podem afetar o estado de coes~ao da mat�eria.

A partir das equa�c~oes (2) e (3), da hip�otese de deforma�c~oes quasi-est�aticas e admitindo
que os efeitos de in�ercia possam ser desprezados, o PPV pode ser reescrito comoZ



[��(rû)�b�û]dV�

Z
�2

g�ûdA+

Z



[H �(r�̂)+F �̂�p�̂]dV �

Z
�

q�̂dA = 0; 8û 2 Vv; 8�̂ 2 V�

(4)

Equa�c~oes constitutivas

Sob as hip�oteses de pequenas deforma�c~oes e de processos isot�ermicos, sup~oe-se que a
energia livre �e fun�c~ao da deforma�c~ao ", da temperatura �, da vari�avel de coes~ao � e de seu
gradiente V �. O contexto termodinâmico utilizado na obten�c~ao das equa�c~oes constitutivas
n~ao �e apresentado neste trabalho, maiores detalhes s~ao encontrados em11;12. As express~oes
resultantes s~ao as seguintes

� = �[�(tr ")I+ 2�" (5)

F =

�
1

2
�(tr ")2 + �" � "

�
�w + �� +C _� + � _�

(6)

H = k(r�) (7)

onde � e � s~ao as constantes de elasticidade de Lam�e, C um coe�ciente relacionado com a
viscosidade, k uma constante difusiva e w est�a associado �a energia de deforma�c~ao el�astica (�e
igual �a �area sob a parte linear da curva tens~ao versus deforma�c~ao). C; k e w s~ao constantes
positivas do material. Os termos �� e � _�

representam os multiplicadores de Lagrange

associados respectivamente �as restri�c~oes � � 0 e _� � 0, elas obedecem as seguintes rela�c~oes

de complementaridade h� � 0, ��� = 0 e � _�
� 0, _��� = 0.
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O problema matem�atico

Substituindo as equa�c~oes constitutivas (5), (6) e (7) em (4), desprezando as for�cas
microsc�opicas externas e considerando a condi�c~ao inicial: �(x; t = 0) = 1, 8x 2 
, o
seguinte problema matem�atico n~ao-linear e com restri�c~oes �e obtido: ache u(x; t) �(x; t)
respectivamente os campos de deslocamento u(t): 
 ! R3, tal que u(t)j�1 = �u(t) e de
coes~ao �(x; t): 
 ! R tal que para todo instante de tempo t 2 [0; � ]

Z



�(t)[�div u div û+ 2�"(u) � "(û)]dV �

Z



b(t) � ûdV �

Z
�2

g � ûdA = 0; 8û 2 Vv (8)

Z



(kr�) � r�̂dV +

Z



�
1

2
�(div u)2 + �" � "�w

�
�̂dV +

Z



C _��̂dV = 0; 8�̂ 2 V� (9)

Sujeito �as seguintes restri�c~oes e condi�c~oes iniciais, respectivamente

0 � � e _� � 0

�(x; t = 0) = 1 e u(x; t = 0) = u0

AN�ALISE NUM�ERICA

A partir do modelo proposto anteriormente, foi obtido um problema no qual os campos de
dano e deslocamento aparecem acoplados. Este problema n~ao-linear acoplado �e discretizado
espacialmente a partir do m�etodo de elementos �nitos (MEF), dando origem a um problema
semi-discreto, ou seja discreto no espa�co e cont��nuo no tempo. Este problema pode ser
aproximado numericamente atrav�es de um esquema monol��tico ou atrav�es de um esquema
particionado. No esquema monol��tico, o algoritmo de discretiza�c~ao temporal �e aplicado
ao problema completo, onde os campos de deslocamento e dano s~ao calculados simultanea-
mente. No esquema particionado �e adotada uma estrat�egia na qual o problema semi-discreto
�e resolvido por meio de algoritmos em est�agios, onde o sistema acoplado �e particionado de
acordo com os diferentes campos a serem calculados (deslocamento e dano) e cada parti�c~ao
pode ser tratada por meio de t�ecnicas usuais de integra�c~ao temporal, eventualmente at�e
diferentes. Este esquema em est�agios pode ser interpretado como um algoritmo de f�ormula
de produto, exatamente como no m�etodo cl�assico de passos fracionados13. Em s��ntese, o
sistema de equa�c~oes diferenciais n~ao-lineares associado ao problema de evolu�c~ao do dano,
resultante da discretiza�c~ao espacial, �e aproximado atrav�es de uma seq�uência de problemas
lineares mais simples, que por sua vez s~ao resolvidos atrav�es de t�ecnicas usuais de integra�c~ao
temporal, tais como Euler impl��cito, Euler expl��cito e a regra do Trap�ezio. Esta seq�uência
de problemas lineares consiste de duas fases: a fase de evolu�c~ao do dano e a fase de evolu�c~ao
do deslocamento. A primeira est�a associada ao esquema num�erico de evolu�c~ao da vari�avel
� entre os instantes de tempo (n) e (n + 1) e mantendo-se a vari�avel de deslocamento u
constante, ou seja igual a calculada no instante n. A segunda �e representada pelo algoritmo
que soluciona o problema de equilibrio, considerando o carregamento externo e o valor do
campo � no instante (n+ 1), resultando no campo de deslocamentos em (n+ 1).
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Problema semi-discreto: m�etodo dos elementos �nitos

Sejam as fun�c~oes de base tradicionalmente fornecidas pelo MEF15, Ni(x) 2 V h
v , onde V

h
v

�e um sub-espa�co �nito do espa�co Vv e 'i 2 V h
� , onde V h

� �e um sub-espa�co �nito do espa�co
V�. Essas fun�c~oes de base permitem a constru�c~ao das seguintes aproxima�c~oes

uh(x; t) =

mhX
i=1

ui(t)Ni(x); i = 1; : : : ;mh e �h(x; t) =

mhX
i=1

�i(t)'i(x) i = 1; : : : ;mh

(10)
onde mh �e o n�umero de pontos nodais da discretiza�c~ao de elementos �nitos e h o parâmetro
de malha, um escalar associado ao tamanho do elemento utilizado, e protanto ao grau de
re�namento da discretiza�c~ao. O problema semi-discreto �e obtido substituindo-se u por uh
e � por �h, de�nidos na equa�c~ao (10), nas equa�c~oes (8) e (9). O problema semi-discreto �e
formado por um sistema n~ao-linear de equa�c~oes difererenciais ordin�ariais de primeira ordem
e restri�c~oes de desigualdade incidindo sobre a coes~ao descritos abaixo

K[(�h)]u = R (11)

C _�������������� +A�������������� +F(u) = 0 (12)

Com as seguintes condi�c~oes iniciais e de restri�c~ao, repectivamente

�h(x; 0) = 1 e uh(x; 0) = 0 0 � �h(x; t) � 1 e _��������������h(x; t) � 0

sendo

K[(�h)]ij =

Z



�h[B
TDB]ijdV; i; j = 1; : : : ; 3 �mh

[R]i =

Z



bkN1dV �

Z
�

gkN1dA

[C]ij =

Z



C'i'jdV

[A]ij =

Z



(kr'ir'j)dV

[F(u)]i =

Z



�
1

2
(BTDBu � u)�w

�
'idV; i; j = 1; : : : ; 3 �mh

onde B denota o operador diferencial discretizado usual e D �e a matriz dos coe�cientes
el�asticos15.

T�ecnica de parti�c~ao do operador aplicado ao problema semi-discreto

A t�ecnica de parti�c~ao do operador �e utilizada como estrat�egia num�erica no sentido de
resolver o problema semi-discreto n~ao linear atrav�es de uma seq�uência de problemas lineares
mais simples. O operador original �e particionado em dois: o primeiro relacionado ao campo
de deslocamentos uk (problema de equilibrio) e o outro ao �h (problema de evolu�c~ao do
dano). O equema proposto pode resultar em dois algoritmos diferentes dependendo da
ordem de seq�uência dos operadores. Esses algoritmos, resumidos abaixo, ser~ao chamados
DANO 1 e DANO 2.

O algoritmo utilizado neste artigo, DANO 1, inicialmente trata o problema de evolu�c~ao
do dano, mantendo o campo de deslocamentos inalterado. Em um primeiro est�agio as
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equa�c~oes diferenciais oridn�arias associadas s~ao resolvidas utilizando-se o m�etodo de inte-
gra�c~ao temporal, que pode ser genericamente descrito atrav�es de

C[��n+1 + (1� �)�̂n] + �t[�A�n+1 + (1� �)A�n] + �t[�~Fn+1 + (1� �)Fn] = 0 (13)

onde � de�ne o m�etodo de integra�c~ao (Euler expl��cito = 0, Euler impl��cito = 1 e regra de
Trap�ezio = 1=2). O ��ndice h foi omitido e n signi�ca que a fun�c~ao �e aproximada no instante

t
n
. Al�em disso ~F n+1 n~ao representada a func�c~ao F �e calculada em t

n+1, j�a que u
n+1 n~ao �e

conhencida. Na primeira fase ( _u = 0) ~F n+1 �e calculada usando-se u
n
.

Na segunda fase de DANO 1 resolve-se o problema de equilibrio

K[(��������������
n+1

)]u
n+1 = R

n+1 (14)

sendo [R
n+1]i =

R


(b

k
)
n+1N1dV �

R
�
(g

k
)
n+1N1dA

O algoritmo DANO 2 consiste na invers~ao dos est�agios de DANO 1. A implementa�c~ao
computacional dos dois algoritmos �e considerada simples, pois ambos podem ser obtidos de
um esquema de elementos �nitos usual. Pode ser observado que a fase de evolu�c~ao de dano
�e similar ao problema de condu�c~ao de calor, enquanto a fase problema de equilibrio �e similar
ao problema el�astico cl�assico. No compara�c~ao entre os resultados obtidos a partir desses
dois algoritmos, ou seja de ordens diferentes de operadores, n~ao foi encontrada nenhuma
diferen�ca signi�cativa nos resultados. Desse modo, utilizou-se neste trabalho o algoritmo
denominado DANO 1.

Exemplos num�ericos

Para avaliar as caracter��sticas do modelo e do algoritmo analisa-se o problema de uma
placa quadrada com um furo circular central. A placa quadrada de 200 � 200 � 1 mm
com um furo circular central de 50 mm de raio, est�a apoiada em uma das extremidades
e �e solicitada atrav�es de um deslocamento prescrito u(t) na outra extremidade, conforme
est�a esquematizado na Figura 1. Por causa de sua simetria a an�alise do problema pode ser
realizada somente em um quarto da placa, o que est�a representado pela regi~ao hachurada
na Figura 1.

Figura 1. Placa com furo circular central

Nesta an�alise considerou-se uma placa de concreto, que possui as seguintes caracter��sticas
f��sicas10: E = 27; 0 GPa, w = 5; 0� 10�5 MPa, C = 1; 0� 10�3 MPa s e k = 0; 2 MPa mm2.
O deslocamento prescrito e o incremento de tempo adotado s~ao dados respectivamente por
u(L; t) = �t, (� = 5; 0� 10�3 mm/s) e �t = 10� 10�4 s.
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Degrada�c~ao do material

Na discretiza�c~ao espacial adotou-se o elemento bi-linear quadril�atero usual. Empregou-
ses uma malha de 594 pontos nodais e 544 elementos conforme o apresentado na Figura 9.
O algoritmo utilizado �e do tipo DANO 1. O m�etodo de integra�c~ao num�erica utilizado no
c�alculo do problema referente �a evolu�c~ao do dano �e o m�etodo de Euler impl��cito.

A evolu�c~ao da vari�avel dano D = (1��) na placa �e analisada em três instantes distintos
de tempo t = 2; 5 s, t = 3; 0 s e t = 3:35 s, que s~ao apresentados respectivamente nas Figuras
2, 4 e 6. Essas �guras demonstram que a medida que o dano evolui surge uma regi~ao de
concentra�c~ao de dano e em seguida uma trinca que se propaga na dire�c~ao da super�cie
livre da placa, perpendicular �a dire�c~ao do carregamento, at�e que atinge-se o rompimento
de�nitivo da placa. As Figuras 3, 5 e 7 apresentam os n��veis de tens~ao na placa nos mesmos

instantes de tempo. �E poss��vel perceber que os maiores valores para a tens~ao se encontram
na regi~ao localizada inmediatamente acima da ponta da trinca. Tamb�em observa-se, abaixo
do local de maiores valores de tens~ao, uma faixa estreita com tens~ao practicamente nula,
signi�cando que houve rompimento do material. Na Figura 7 a placa est�a completamente
quebrada, n~ao h�a mais tens~oes agindo em nenhuma regi~ao.

Figura 2. N��veis de dano t = 2; 5 s Figura 3. N��veis de tens~ao t = 2; 5 s

Figura 4. N��veis de dano t = 3; 0 s Figura 5. N��veis de tens~ao t = 3; 0 s

Figura 6. N��veis de dano t = 3; 35 s Figura 7. N��veis de tens~ao t = 3; 35 s
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Sensibilidade �a malha

Para demonstrar que a solu�c~ao do problema n~ao �e sens��vel �a malha, foram utilizadas
malhas com diferentes discretiza�c~oes espaciais, apresentadas nas Figuras 8, 9 10 e 11. A
diferen�ca entre essas malhas �e grau de discretiza�c~ao (re�namento) na regi~ao onde os maiores
n��veis de dano devem ocorrer. Apesar de ser formada pelo mesmo n�umero do n�os e elementos
que a malha 1 (Figura 8), a malha 4 se diferencia desta devido a regi~oes distorcidas.

Figura 8. Malha 1 (274 n�os e 240 elemen-
tos)

Figura 9. Malha 2 (594 n�os e 544 elemen-
tos)

Figura 10. Malha 3 (819 n�os e 760 ele-
mentos)

Figura 11. Malha 4 (274 n�os e 240 ele-
mentos)

No estudo foram observados os valores do dano e do deslocamento, obtidos a partir das
diferentes malhas, em diferentes pontos sobre a placa. Atrav�es das Figuras 13 e 14 �e poss��vel
perceber o comportamento do dano ao longo das linhas longitudinais A(y = 53; 0 mm) e
B(y = 60; 0 mm) (Figura 12). A forma das curvas e o valor do dano nos diferentes pontos ao
longo das linhas s~ao practicamente os mesmos. Al�em disso, os n��veis e o formato das regi~oes
de dano sobre a placa tamb�em s~ao iguais para diferentes malhas. O mesmo comportamento
�e observado para campos de tens~ao e deslocamento. Um estudo semelhante foi realizado
em16.

Para completar a veri�ca�c~ao de sensibilidade �a malha apresentam-se na Figura 15 as
curvas de for�ca aplicada versus deslocamento prescrito, obtida usando essas diferentes dis-
cretiza�c~oes. O resultado representa o comportamento global de estrutura. Mais uma vez,
�e poss��vel notar que a forma da solu�c~ao n~ao �e signi�cativamente afetada pela discretiza�c~ao
espacial. Esta Figura tamb�em permite observar o fenômeno de amolecimento. O mesmo



Evolu�c~ao linear de dano em materiais el�asticos e fr�ageis: modelagem e simula�c~ao num�erica 323

tipo de n~ao-sensibilidade a malha foi encotrado em muito exemplos apresentados em12. Em-

bora nenhum resultado te�orico seja apresentado, a formula�c~ao apresentada demonstra n~ao

possuir qualquer tipo de patologia num�erica que indique sensibilidade �a malha.

Figura 12. Linhas longitudinais A;B e C

Figura 13. Dano oa longo das linhas A Figura 14. Dano ao longo das linhas B

Figura 15. For�ca versus deslocamento prescrito. Diferentes malhas
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Estabilidade e precis~ao do algoritmo proposto

A an�alise da estabilidade do algoritmo proposto consiste da compara�c~ao entre os resul-
tados das vari�aveis do problema � e u, obtidos a partir de diferentes incrementos de tempo
�t e considerando uma mesma discretiza�c~ao espacial, ou seja a mesma malha de elementos
�nitos (Figura 9). Neste estudo empregou-se o algritmo do tipo DANO 1, j�a apresentado
na se�c~ao anterior. No c�alculo do problema referente �a evolu�c~ao do dano utilizou-se o m�etodo
de integra�c~ao num�erica de Euler impl��cito.

Os incrementos de tempo �t utilizados s~ao: 0,1 s; 0,01 s; 0,001 s; 0,0005 s e 0,0001 s. As
Figuras 16 e 17 apresentam curvas com resultados da vari�avel � obtidos em dois instantes
de tempo diferentes, a saber: t = 2; 5 s e t = 3; 0 s. As Figuras 18 e 19 apresentam os
resultados do deslocamento uy nos mesmos instantes. Os pontos observados est~ao sobre a
linha longitudinal B (Figura 12). A partir dessas �guras �e poss��vel observar que os resultados
das vari�aveis referentes aos incrementos de tempo �t = 0; 0005 s e �t = 0; 0001 s s~ao os
mesmos em todos os pontos observados.

Figura 16. Valores de � obtidos a partir
de diferentes �t, em t = 2; 5 s

Figura 17. Valores de � obtidos a partir
de diferentes �t, em t = 3; 0 s

Figura 18. Valores de uy obtidos a partir
de diferentes �t em t = 2; 5 s

Figura 19. Valores de uy obtidos a partir
de diferentes �t em t = 3; 0 s
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A an�alise de precis~ao do algoritmo proposto consiste da cmpara�c~ao entre os resultados
obtidos usando o problema particionado, que pode utilizar diferentes m�etodos de integra�c~ao
num�erica (Euler expl��cito e impl��cito e regra do Trap�ezio) e os do problema acoplado
(monol��tico), onde os m�etodos de Euler e regra do Trap�ezio s~ao empegados conjuntamente
com o m�etodo de Newton que resolve o sistema n~ao-linear resultante. Atrav�es das Figuras
20, 21, 22 e 23 �e poss��vel observar que os resultados obtidos para � = (1�D) e deslocamento
em dois instantes de tempo diferentes t = 3; 2 s e t = 3; 3 s, s~ao practicamente iguais. A
malha utilizada neste estudo �e a malha 1 (Figura 8), j�a o incremento de tempo do problema
particionado �e �t = 10 � 10�4 s e do problema acoplado �e �t = 10 � 10�5 s. Os pontos
obserados s~ao os pontos nodais localizados ao longo da linha longitudinal C(y = 56; 0 mm)
(Figura 12).

Figura 20. Valores de � = (1�D) t =
3; 2 s

Figura 21. Valores de � = (1�D) t =
3; 3 s

Figura 22. Valores de deslocamento t =
3; 2 s

Figura 23. Valores de deslocamento t =
3; 3 s

Os s��mbolos sepresentam o seguinte: (Æ) Euler impl��cito, (�) Euler expl��cito, ( ) regra de
Trap�ezio e (�) problema monol��tico.

Desse modo, os resultados apresentados nesta se�c~ao demonstram que o m�etodo de
parti�c~ao do operador �e capaz de fornecer resultados com a mesma ordem de precis~ao que os
outros m�etodos que resolvem o problema acoplado. Deve-ser ressaltar que o �ultimo m�etodo
�e computacionalmente mais caro, j�a que exige entre outras coisas mais tempo de processa-
mento.
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CONCLUS~OES

A teoria de dano dependente do gradiente proposta neste trabalho �e capaz de descrever
a evolu�c~ao n~ao-linear do dano, bem como os campos de tens~ao e deslocamento sobre uma
placa formada por material el�astico fr�agil, como por ejemplo, concreto, vidro cerâmica e
geomateriais.

Um m�etodo num�erico simples foi utilizado na aproxima�c~ao do problema matem�atico n~ao-
linear resultante sem a necessidade de uma modi�ca�c~ao radical de um c�odigo de elementos
�nitos usual. Esse m�etodo num�erico �e formado pela combina�c~ao do m�etodo de elementos
�nitos e da t�ecnica de parti�c~ao do operador, que transforma o problema n~ao-linear global em
uma seq�uência de problemas lineares mais simples. Al�em disso, o m�etodo num�erico proposto
tem boa estabilidade e precis~ao. Permite tamb�em uma descri�c~ao matematicamente correta
dos fenômenos de localiza�c~ao e de amolecimento sem apresentar problemas caracter��sticos
de sensibilidade �a malha (mesh dependence)16 . Tais fenômenos podem ser representados,
atrav�es do modelo, a partir dos valores dos coe�cientes k e C, que juntamente com valores
de w simulam os diversos tipos de mateirais el�asticos fr�agiles. Informa�c~oes adicionais sobre
o m�etodo num�erico utilizado podem ser encontradas em12.
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