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Sumadrio

Nos 1ltimos anos, foram propostas varias teorias de dano continuo para descrever o comportamento de
materiais elasticos. Entre essas teorias algumas introduzem gradientes da varidvel associa ao dano, de modo
a evitar problemas de perda de unicidade apds o inicio do amolecimento. Embora estas teorias permitam
uma modelagem matematicamente correcta do fendmeno de localizagao, do ponto de vista numérico elas sao
generalment consideradas muito complexas. O trabalho aqui apresentado trata da implementacao numérica
de uma teoria dependente do gradiente para o esetudo do dano em materiais eldsticos. E utilizada para
aproximacao da solucao do problema matematico nao-lineal resultante uma técnica numeérica simples, baseada
no método de elementos finitos. O acoplamento entre as variaveis dano e deformacao nas equagoes resultantes
é contornado através da técnica de particao dos operadores, que peermitem transformar o problema nao-linear
acoplado em uma seqiiéncia de de problemas lineares mais simples.

NONLINEAR DAMAGE EVOLUTION IN ELASTIC BRITTLE MATERIALS: MODELLING AND
NUMERICAL SIMULATION

Summary

In the last years different continuum damage theories have been proposed to describe the behavior of elastic
materials. Among these theories, some introduce higher order gradients of the damage variable in the
constitutive model, in order to avoid the loss of well-posedness in the post-localization tange. Although
such theories allow a mathematically correct modelling of the strain localization phenomena, they ar usually
considered very complex to handle from the numerical point of view. The present work is concerned with the
numerical implementation of a grdient-enhanced damage theory for elastic materials. A simple numerical
technique, bassed on the finite element methods, is proposed to approximate the solution of the resulting
nonlinear mathematical problems. The coupling between damage and strain variables is circumvented by
means of a splitting technique, which permit to transform the nonlinear coupled problem in a sequence of
simpler linear problems.
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INTRODUCAO

Nos ultimos anos diferentes teorias de dano continuo foram propostas apra descr-
ever o processo de degradacao em materiais elasticos. Inicialmente forma propostas teo-
rias baseadas em aproximacoOes loacais, conhencidas como teorias locais de dano, que
freqientemente resultam em uma descrigdo fisicamente nao realista do fenémeno de lo-
calizagao de deformagao!?. Geralmente, este problema é devido a perda de unicidade de
solucoes apartir do comeco do amolecimento. Em conseqiiéncia, aproximagoes através do
Método dos Elementos Finitos passam a apresentar sensibilidade a discretizagdao geométrica
utilizada (“mesh dependence”)®". Para evitar os problemas de perda de unicidade encon-
trados nas teorias locais e desse modo obter uma modelagem do dano fisicamente mais
realista e aproximagcdes numéricas mais confidveis, algumas aproximacoes alternativas tém
sido propostas®!?. Nesse contexto surgiram as teorias ndo locais de dano, que introduzem
gradientes da deformacdo no modelo constitutivo. Apesar de contornar o problema de uni-
cidade, a implementacido dessas teorias pode levar a algoritmos que, entre outras coisas,
exigem uma modificacdo radial do cédigo de elementos finitos, dificultando sua utilizagao.

Neste trabalho é considerada uma teoria dependente do gradiente do dano, capaz de
descrever macroscopicamente a degradacao de materiais elastics frageis. A abordagem
utilizada no presenta trabalho resulta en uma teoria de microestrutura, onde considera-
se uma variavel 3, relacionada aligacdo entre os pontos materiais, que funciona como
um reductor de energia livre devido a degradacao do material. Como o dano resulta
de movimentos microscépicos, é proposta uma reformulagao da cinematica e de alguns
principios béasicos de Mecanica do Continuo cldssica de modo a levar em conta esses “micro-
movimentos”. A variavel 8 é introduzida no principio das poténcias virtuais como uma
varidvel cinemética adicional, onde a poténcia dos esforcos internos nao depende somente da
velocidade e de seu gradiente, mas também da velocidade do dano e de seu gradiente. Além
disso, as equagOes constitutivas sdo desenvolvidas em um contexto termodinamico, onde
é suposto que a energia livre depende ndo apenas da deformacio e da varidvel dano mas
também do gradiente do dano. Dessse modo, o estado termodinamico de um ponto material,
em um dado instante, passa a ser descrito pelas varidveis de temperatura e deformacao, bem
como pela variavel 8 e seu gradiente.

MODELAGEM

Um corpo é definido como um conjunto de pontos materiais B que ocupa uma regiao €2
do espago euclidiano na sua configuracao de referéncia. Nesta teoria, além das varidveis
classicas que caracterizam a cinemética de um meio continuo (deslocamento e velocidade
de pontos materiais), uma variavel escalar adicional g € [0, 1] é introduzida. Esta variavel
estd relacionada com a ligacdo entre os pontos materiais e pode ser interpretada como uma
medida do estado de coesdo local do material. Se 3 =1, todas as ligagoes sdo preservadas e
as propriedades iniciais do material estao preservadas. Se 8 = 0, uma ruptura local ocorreu,
ja que todas as ligacGes entre os pontos materiais foram quebradas. A varidvel § estd
asociada a varidvel dano D através da seguinte relagdo: § =1 — D. J4 que a degradacao
é um fenoémeno irreversivel, a taxa 8 deve ser negativa ou igual a zero. Uma apresentagao
detalhada dos principios basicos que governam a evolugao desses tipos de continuo podem ser
encontradas em las referéncias!'?. Um resumo dos principios bésicos sdo apresentados nesta
secao. Por simplicidade, a hipdtese de processos quasi-estéaticos e isotérmicos é adotada ao
longo deste trabalho. Allém disso, também é admitida a hipétese de pequenas deformaces
e consequentemente o principio de conservagao de massa é automaticamente satisfeito.
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O principio das pétencias virtuais

Seja um corpo que ocupa uma regido Q2 C R® com um contorno suficientemente regular T’
sujeito as forgas externas g(t): 'y C I' — R® e b(t): Q — R®, as forgas microscépicas externas
forces p(t): Q2 — Req(t): Ty CT' — R e aos deslocamentos prescritos u(t) = a(t) em I'y C T,
onde 'y UTy, e ' =T NIy = ®. Sob as hipdtese de processos quasi-estdticos, os efeitos de
inércia podem ser desprezados e o principio das poténcias virtuais (PPV) pode ser espresso
como

Tint + Text = 0 (1)
para qualquer variacido admissivel dos campos (u e ) que caracterizam a cinematica do
continuo. A poténcia m,; das forcas internas generalizadas pode ser escrita como

it = —/(o-Vzl)dV— /(FB+H-VB)dV (2)

Q

onde o é o tensor das tensoés, F' e H as forgas microscépicas internas, u: — R? um

elemento do conjunto V, das velocidades virtuais o tal que @|T'; = 0 e B:Q — R é um
elemento do conjunto Vs dos valores admissiveis de f3.

A poténcia correspondente 7., das forgas externas generalizadas (b,g,p e ¢) tem a
seguinte forma

foa = [0 @)V + [ (g-0)id+ [ )V + [ (@B 3)

Q T, Q r
onde p: 2 — R é definida'® como uma for¢a microscépica de voplume que age sobre Q e
g:I' = R é definida como uma forca microscépica de contato que age sobre I', ambas em
dualidade com . Essas forcas microscopicas estdo relacionadas & a¢bes ndo mecanicas, tais
como acoes quimicas e electromagnéticas, que podem afetar o estado de coesdao da matéria.
A partir das equacbes (2) e (3), da hipdtese de deformagdes quasi-estaticas e admitindo

que os efeitos de inércia possam ser desprezados, o PPV pode ser reescrito como

/[a.(va)—b-a]dv—/ g-adA+/[H-(v5)+FB—pB]dv—/ gBdA—=0, VieV, VieV,
Q T, Q T "

Equacoes constitutivas

Sob as hipoéteses de pequenas deformacées e de processos isotérmicos, supode-se que a
energia livre é fungdo da deformacao ¢, da temperatura 8, da varidvel de coesdo (3 e de seu
gradiente V3. O contexto termodinamico utilizado na obtencao das equagGes constitutivas
nao é apresentado neste trabalho, maiores detalhes sao encontrados em?!!2. As expressoes
resultantes sdo as seguintes

o= B[A(tr e)I+ 2ue (5)
F = %)\(trs)2+u5-5 —w+A5+CB+AB (6)
H = k(Vp) (7)

onde A e u sdo as constantes de elasticidade de Lamé, C' um coeficiente relacionado com a
viscosidade, k£ uma constante difusiva e w estd associado a energia de deformacao eldstica (é
igual & drea sob a parte linear da curva tensdo versus deformagdo). C,k e w sdo constantes
positivas do material. Os termos A e A; representam os multiplicadores de Lagrange

associados respectivamente as restrigoes 5 > 0 e ﬂ < 0, elas obedecem as seguintes relacoes
de complementaridade hs <0, BAs =0e Ay <0, BAs = 0.
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O problema matematico

Substituindo as equagdes constitutivas (5), (6) e (7) em (4), desprezando as forgas
microscépicas externas e considerando a condigdo inicial: f(z,t = 0) = 1, Vo € Q, o
seguinte problema matemdtico nao-linear e com restricées é obtido: ache u(z,t) B(z,t)
respectivamente os campos de deslocamento u(t):Q — R®, tal que u(t)|r, = u(t) e de
coesdo B(z,t): Q2 — R tal que para todo instante de tempo t € [0, 7]

/Qﬁ(t)[Adiv w div @+ 2p (u) - £(@)]dV — /Q b(t) - adV —/ g-adA=0, VaeV, (8)

L,

/Q (kVB) - VAdV + /

Q

[%A(div u)? + pe € — w] Bdv +/ CBBAV =0, VeV, (9)
Q

Sujeito as seguintes restri¢oes e condi¢Oes iniciais, respectivamente

0<B e <0
Ble,t=0)=1 e u(x,t=0)=u

ANALISE NUMERICA

A partir do modelo proposto anteriormente, foi obtido um problema no qual os campos de
dano e deslocamento aparecem acoplados. Este problema nao-linear acoplado é discretizado
espacialmente a partir do método de elementos finitos (MEF), dando origem a um problema
semi-discreto, ou seja discreto no espaco e continuo no tempo. Este problema pode ser
aproximado numericamente através de um esquema monolitico ou através de um esquema
particionado. No esquema monolitico, o algoritmo de discretizagdo temporal é aplicado
ao problema completo, onde os campos de deslocamento e dano sao calculados simultanea-
mente. No esquema particionado é adotada uma estratégia na qual o problema semi-discreto
é resolvido por meio de algoritmos em estigios, onde o sistema acoplado é particionado de
acordo com os diferentes campos a serem calculados (deslocamento e dano) e cada partigéo
pode ser tratada por meio de técnicas usuais de integragao temporal, eventualmente até
diferentes. Este esquema em estagios pode ser interpretado como um algoritmo de férmula
de produto, exatamente como no método cléssico de passos fracionados'®>. Em sintese, o
sistema de equagoes diferenciais nao-lineares associado ao problema de evolugao do dano,
resultante da discretizagdo espacial, é aproximado através de uma seqiiéncia de problemas
lineares mais simples, que por sua vez sao resolvidos através de técnicas usuais de integragao
temporal, tais como Euler implicito, Euler explicito e a regra do Trapézio. Esta seqiiéncia
de problemas lineares consiste de duas fases: a fase de evolucdo do dano e a fase de evolucgéo
do deslocamento. A primeira estd associada ao esquema numeérico de evolucdo da varidvel
B entre os instantes de tempo (n) e (n 4+ 1) e mantendo-se a variavel de deslocamento u
constante, ou seja igual a calculada no instante n. A segunda é representada pelo algoritmo
que soluciona o problema de equilibrio, considerando o carregamento externo e o valor do
campo § no instante (n + 1), resultando no campo de deslocamentos em (n + 1).
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Problema semi-discreto: método dos elementos finitos

Sejam as fungoes de base tradicionalmente fornecidas pelo MEF!®, N;(z) € V., onde V!
é um sub-espaco finito do espaco V, e ¢; € Vﬁh, onde Vﬁh é um sub-espaco finito do espaco
V. Essas funcgdes de base permitem a construcdo das seguintes aproximagoes

up(,t) = Zjui(t)Ni(x)a i=1,...,my, e Bu(z,t)= Zﬁt(t)%(x) i=1,...,my

(10)
onde mj é o numero de pontos nodais da discretizacdo de elementos finitos e A o parametro
de malha, um escalar associado ao tamanho do elemento utilizado, e protanto ao grau de
refinamento da discretizacdo. O problema semi-discreto é obtido substituindo-se u por wu,
e B por B, definidos na equacdo (10), nas equagdes (8) e (9). O problema semi-discreto é
formado por um sistema n&o-linear de equagoes difererenciais ordinariais de primeira ordem
e restricoes de desigualdade incidindo sobre a coesdo descritos abaixo

K[(n)]lu=R (11)

CB+AB+F(u)=0 (12)
Com as seguintes condigoes iniciais e de restrigao, repectivamente
Bu(@,0)=1 e up(z,00=0 0<Bu(z,t)<1 e B,(x,t)<0

sendo

K[(ﬁh)]m = / ﬁh[BTDB]”dV, ’L,] = 1, .. .,3 * My,
Q
[R],:/kaldV—/gkNldA
Q T

0

2

(AL = [ (bVeTeav
2
1
[F(u)]; :/ [E(BTDBu ‘u) — w] 0, dV, i,5=1,...,3%xmy
Q

onde B denota o operador diferencial discretizado usual e D é a matriz dos coeficientes
elasticos®®.

Técnica de particao do operador aplicado ao problema semi-discreto

A técnica de particdo do operador é utilizada como estratégia numérica no sentido de
resolver o problema semi-discreto nao linear através de uma seqiiéncia de problemas lineares
mais simples. O operador original é particionado em dois: o primeiro relacionado ao campo
de deslocamentos u;, (problema de equilibrio) e o outro ao 3, (problema de evolugdo do
dano). O equema proposto pode resultar em dois algoritmos diferentes dependendo da
ordem de seqiiéncia dos operadores. Esses algoritmos, resumidos abaixo, serao chamados
DANO_1 e DANO_2.

O algoritmo utilizado neste artigo, DANO_1, inicialmente trata o problema de evolugao
do dano, mantendo o campo de deslocamentos inalterado. Em um primeiro estigio as
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equacoOes diferenciais oridnarias associadas sdo resolvidas utilizando-se o método de inte-
gragao temporal, que pode ser genericamente descrito através de

ClA8™ ! + (1 — 0)3"] + At{AS™ ! + (1 — 0)AB™] + AtIF™ ! + (1 —0)F"| =0 (13)

onde 6 define o método de integracao (Euler explicito = 0, Euler implicito = 1 e regra de
Trapézio = 1/2). O indice h foi omitido e n significa que a funcdo é aproximada no instante

t,. Além disso F'"*! ndo representada a funcgao F' é calculada em t,,, j& que u,4; nao é

conhencida. Na primeira fase (¢ = 0)13””rl é calculada usando-se u,,.
Na segunda fase de DANO_1 resolve-se o problema de equilibrio

K[(ﬁ'n+1)]u'n+l =R, (14)

sendo [R,,41]i = fQ(bk)nHNldV — fr(gk)nHNldA

O algoritmo DANO_2 consiste na inversao dos estagios de DANO_1. A implementacao
computacional dos dois algoritmos é considerada simples, pois ambos podem ser obtidos de
um esquema de elementos finitos usual. Pode ser observado que a fase de evolucdo de dano
é similar ao problema de conducao de calor, enquanto a fase problema de equilibrio é similar
ao problema eldstico classico. No comparacdo entre os resultados obtidos a partir desses
dois algoritmos, ou seja de ordens diferentes de operadores, nao foi encontrada nenhuma

diferenca significativa nos resultados. Desse modo, utilizou-se neste trabalho o algoritmo
denominado DANO_1.

Exemplos numéricos

Para avaliar as caracteristicas do modelo e do algoritmo analisa-se o problema de uma
placa quadrada com um furo circular central. A placa quadrada de 200 x 200 x 1 mm
com um furo circular central de 50 mm de raio, estd apoiada em uma das extremidades
e é solicitada através de um deslocamento prescrito u(t) na outra extremidade, conforme
estd esquematizado na Figura 1. Por causa de sua simetria a analise do problema pode ser
realizada somente em um quarto da placa, o que estd representado pela regido hachurada
na Figura 1.

u(1)

AP

&
N

b—— 200mm ——

Figura 1. Placa com furo circular central

Nesta andlise considerou-se uma placa de concreto, que possui as seguintes caracteristicas
fisicas!’: £ = 27,0 GPa, w = 5,0 x 107°> MPa, C'=1,0 x 1072 MPa s e k = 0,2 MPa mm?.
O deslocamento prescrito e o incremento de tempo adotado sdo dados respectivamente por
u(L,t) =oat, (¢ =5,0 x 107% mm/s) e At =10 x 10~ * s.
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Degradacao do material

Na discretizagdo espacial adotou-se o elemento bi-linear quadrilatero usual. Empregou-
ses uma malha de 594 pontos nodais e 544 elementos conforme o apresentado na Figura 9.
O algoritmo utilizado é do tipo DANO_1. O método de integra¢dao numérica utilizado no
calculo do problema referente a evolucdo do dano é o método de Euler implicito.

A evolugdo da varidvel dano D = (1 — ) na placa é analisada em trés instantes distintos
de tempot =2,5s,t=3,0set =3.35s, que sdo apresentados respectivamente nas Figuras
2, 4 e 6. Essas figuras demonstram que a medida que o dano evolui surge uma regidao de
concentracdo de dano e em seguida uma trinca que se propaga na direcdo da superficie
livre da placa, perpendicular & direcdo do carregamento, até que atinge-se o rompimento
definitivo da placa. As Figuras 3, 5 e 7 apresentam os niveis de tensao na placa nos mesmos
instantes de tempo. E possivel perceber que os maiores valores para a tensdo se encontram
na regiao localizada inmediatamente acima da ponta da trinca. Também observa-se, abaixo
do local de maiores valores de tensdo, uma faixa estreita com tensdo practicamente nula,
significando que houve rompimento do material. Na Figura 7 a placa estd completamente
quebrada, ndo hd mais tensdes agindo em nenhuma regido.

pp—— - — -4

Figura 2. Niveis de danot =2,5s Figura 3. Niveis de tensao t = 2,5 s

Figura 4. Niveis de danot = 3,0 s Figura 5. Niveis de tensao t = 3,0 s

L

Figura 6. Niveis de danot = 3,35 s Figura 7. Niveis de tensdo t = 3,35 s
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Sensibilidade a4 malha

Para demonstrar que a solugdo do problema nao é sensivel a malha, foram utilizadas
malhas com diferentes discretizacGes espaciais, apresentadas nas Figuras 8, 9 10 e 11. A
diferenga entre essas malhas é grau de discretizagéo (refinamento) na regido onde os maiores
niveis de dano devem ocorrer. Apesar de ser formada pelo mesmo nimero do nés e elementos
que a malha 1 (Figura 8), a malha 4 se diferencia desta devido a regides distorcidas.

i )

T T

I 1T
|

]
Figura 8. Malha 1 (274 nds e 240 elemen- Figura 9. Malha 2 (594 nds e 544 elemen-
tos) tos)

S8 777

Figura 10. Malha 3 (819 nds e 760 ele- Figura 11. Malha 4 (274 uds e 240 ele-
mentos) mentos)

No estudo foram observados os valores do dano e do deslocamento, obtidos a partir das
diferentes malhas, em diferentes pontos sobre a placa. Através das Figuras 13 e 14 é possivel
perceber o comportamento do dano ao longo das linhas longitudinais A(y = 53,0 mm) e
B(y = 60,0 mm) (Figura 12). A forma das curvas e o valor do dano nos diferentes pontos ao
longo das linhas sao practicamente os mesmos. Além disso, os niveis e o formato das regices
de dano sobre a placa também sao iguais para diferentes malhas. O mesmo comportamento
é observado para campos de tensido e deslocamento. Um estudo semelhante foi realizado
em'S.

Para completar a verificacdo de sensibilidade a malha apresentam-se na Figura 15 as
curvas de forga aplicada versus deslocamento prescrito, obtida usando essas diferentes dis-
cretizagoes. O resultado representa o comportamento global de estrutura. Mais uma vez,
é possivel notar que a forma da solugdo ndo é significativamente afetada pela discretizagdo
espacial. Esta Figura também permite observar o fenémeno de amolecimento. O mesmo
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tipo de nao-sensibilidade a malha foi encotrado em muito exemplos apresentados em!?. Em-
bora nenhum resultado tedrico seja apresentado, a formulacdo apresentada demonstra néo
possuir qualquer tipo de patologia numérica que indique sensibilidade & malha.

164

50 -

igo

X

Figura 12. Linhas longitudinais A, B e C

DANO

T~ LINIA A
! MALHA-1
R4l
‘\ MALHA-2
1
» Y MALHA-3
0.6 - )
. ! Y MALILA-4
0.40 }

020

0.ou
k)

POSICAC - X

Figura 13.

Dano oa longo das linhas A

Lon - LINHA B
g MALHAA
Gy MATHA-?
]
=0 - MATITA-3
060
Z N MALHA-
£ G
S oq0 2
. %
= .
- .
: Rt
———
[EXUT pa—
000 60 4006 &DO0 BBO0 10000
POSICAC - X

Figura 14.

A0Q.0 ﬁ: MMATLHA-|
3 MALHA-2
=]
009 3 7 ' —— - MALHA
i 4 . -~ MALHA4
: | 7 R —
El ;
L wen S 4 N
= i
£ 5
4 ki
i /’
100.0 5
1
S/
3
2.0 S -
GO0E D B.OOE-3 1.60E-2
£0)

Figura 15. Forca versus deslocamento prescrito. Diferentes malhas

Dano ao longo das linhas B
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Estabilidade e precisao do algoritmo proposto

A andlise da estabilidade do algoritmo proposto consiste da comparagdo entre os resul-
tados das varidveis do problema § e u, obtidos a partir de diferentes incrementos de tempo
At e considerando uma mesma discretizacdo espacial, ou seja a mesma malha de elementos
finitos (Figura 9). Neste estudo empregou-se o algritmo do tipo DANO_1, ja apresentado
na secao anterior. No cédlculo do problema referente a evolucao do dano utilizou-se o método
de integracao numérica de Euler implicito.

Os incrementos de tempo At utilizados sdo: 0,1 s; 0,01 s; 0,001 s; 0,0005 s e 0,0001 s. As
Figuras 16 e 17 apresentam curvas com resultados da variavel 8 obtidos em dois instantes
de tempo diferentes, a saber: ¢ = 2,5 s et = 3,0 s. As Figuras 18 e 19 apresentam os
resultados do deslocamento u, nos mesmos instantes. Os pontos observados estao sobre a
linha longitudinal B (Figura 12). A partir dessas figuras é possivel observar que os resultados
das variaveis referentes aos incrementos de tempo At = 0,0005 s e At = 0,0001 s sao os
mesmos em todos os pontos observados.

1.00 1.00
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A andlise de precisao do algoritmo proposto consiste da cmparagdo entre os resultados
obtidos usando o problema particionado, que pode utilizar diferentes métodos de integracao
numérica (Euler explicito e implicito e regra do Trapézio) e os do problema acoplado
(monolitico), onde os métodos de Euler e regra do Trapézio sdo empegados conjuntamente
com o método de Newton que resolve o sistema nédo-linear resultante. Através das Figuras
20, 21, 22 e 23 é possivel observar que os resultados obtidos para § = (1— D) e deslocamento
em dois instantes de tempo diferentes ¢t = 3,2 s e t = 3,3 s, sdo practicamente iguais. A
malha utilizada neste estudo é a malha 1 (Figura 8), j& o incremento de tempo do problema
particionado é At = 10 x 107* s e do problema acoplado é At = 10 x 107° s. Os pontos
obserados sdo os pontos nodais localizados ao longo da linha longitudinal C'(y = 56,0 mm)
(Figura 12).
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Os simbolos sepresentam o seguinte: (o) Euler implicito, (e) Euler explicito, (o) regra de
Trapézio e (x) problema monolitico.

Desse modo, os resultados apresentados nesta secdo demonstram que o método de
particado do operador é capaz de fornecer resultados com a mesma ordem de precisdo que os
outros métodos que resolvem o problema acoplado. Deve-ser ressaltar que o ultimo método
é computacionalmente mais caro, ja que exige entre outras coisas mais tempo de processa-
mento.
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CONCLUSOES

A teoria de dano dependente do gradiente proposta neste trabalho é capaz de descrever
a evolug¢ao nao-linear do dano, bem como os campos de tensdao e deslocamento sobre uma
placa formada por material elastico fragil, como por ejemplo, concreto, vidro cerdmica e
geomateriais.

Um método numérico simples foi utilizado na aproximacao do problema matematico nao-
linear resultante sem a necessidade de uma modificagdo radical de um codigo de elementos
finitos usual. Esse método numérico é formado pela combinacdo do método de elementos
finitos e da técnica de particdo do operador, que transforma o problema nao-linear global em
uma seqiiéncia de problemas lineares mais simples. Além disso, o método numérico proposto
tem boa estabilidade e precisdo. Permite também uma descricio matematicamente correta
dos fenomenos de localizacdo e de amolecimento sem apresentar problemas caracteristicos
de sensibilidade & malha (mesh dependence)'®. Tais fendmenos podem ser representados,
através do modelo, a partir dos valores dos coeficientes k e C, que juntamente com valores
de w simulam os diversos tipos de mateirais elasticos fragiles. Informagoes adicionais sobre
o método numérico utilizado podem ser encontradas em!?.
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