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CALCULOS DE CONVECCION NATURAL EN UNA CAVIDAD
USANDO EL METODO DE SEGUNDOS MOMENTOS
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RESUMEN

Un método numérico cuasi-Lagrangiano usado principalmente para problemas de transporte en
el medio ambiente se utiliza aquf para resolver el conjunto de ecuaciones para transporte convectivo
de calor en una cavidad calentada en forma diferencial. El método numérico calcula las distribuciones
de los momentos cero, primero y segundo de la vorticidad y temperatura en una celda computacional.
Un procedimiento Lagrangiano que utiliza las distribuciones de momentos es usado para resolver los
términos de adveccion para poder eliminar los errores por dispersion numérica. Como el modelo
mantiene una resolucion a nivel sub-malla, distribuciones en una sola célula computacional y 4reas de
cambios violentos se pueden resolver sin introducir cantidades significativas de amortizacién computa-
cional. El método de etapas fraccionadas se utiliza para calcular los términos de adveccion y difusion
en forma separada. La técnica es particularmente atractiva para cédlculos de simulacién de transmision
de calor hasta nimeros de Rayleigh moderamente altos; sin embargo, se requieren limites pequefios
en el nimero CFL para niimeros de Rayleigh mayores que 10%.

SUMMARI

A quasi-Lagrangian numerical method used primarily for environmental transport problems is
used to solve the equation set for convective heat transfer within a differentially heated enclosure.
The numerical method calculates the zeroth, first, and second moment distributions of vorticity and
temperature within a cell. A Lagrangian procedure which uses the moment distributions is used to
solve the advection terms in order to eliminate numerical dispersion errors. Since the method maintains
subgrid scale resolution, single cell distributions and areas of steep gradients can be resolved without
significant computational damping. The method of fractional steps is used to calculate the advection
and diffusion terms separately. The technique is particularly attractive for heat transfer calculations
and low to moderate Rayleigh number simulations; however, low CFL limits are required for Rayleigh
numbers greater than 10%.

INTRODUCCION

Conveccién natural en una cavidad calentada en forma diferencial se ha estudiado
durante muchos afios. Artfculos acerca de investigaciones tanto experimentales como
numérica se encuentran con abundancia en la literatura. Técnicas bastante sofisticadas
se han desarrollado para obtener soluciones para un intervalo amplio de nameros de
Rayleigh y Prandtl, los efectos obtenidos de la interacién entre las ecuaciones de
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transporte para momento y energfa proveen una base confiable para evaluar métodos
numeéricos.

Una técnica numérica de alta exactitud usada principalmente para calcular transporte
de cantidades escalares en 4dreas del medio ambiente** se utiliza aquf para calcular
conveccion natural en un dominio rectangylar. El algoritmo numérico utiliza el método
de segundos momentos para calcular los términos de adveccién en las ecuaciones gober-
nantes, y diferencias centrales standard para los términos de difusion. Esquemas
compactos de orden mayor también se pueden aplicar para resolver los términos de
difusion. El método de momentos nos asegura la conservaciéon de las distribuciones de
momentos cerc hasta segundo de las variables dependientes. La combinacion de la
técnica de segundos momentos con un procedimiento Lagrangiano nos permite resolver
los términos de conveccidén en las ecuaciones gobernantes sin introducir dispersién
numérica. :

El método numérico se basa en el cdlculo de las distribuciones de momentos cero,
primero y segundo de la vorticidad y temperatura en una célula computacional. Por
gjemplo, el momento cero corresponde a la cantidad de vorticidad en una celda, mientras
gl primer y segundo momentos corresponden al centroide de la distribucién de vorti-
cidad y momento de inercia respectivamente. Sumando los momentos sobre el dominio
completo, y utilizando un esquema de adveccién Lagrangiano, el campo de vorticidad
se desplaza en una malla Euleriana. Como el método mantiene la apariencia de una
resolucion a nivel sub-malla, singuldaridades en las células computacionales y regiones
de cambios violentos en los gradientes de vorticidad se pueden calcular sin introducir
la cantidad significativa de amortiguacién numérica que se atribuye normalmente a
métodos mds convencionales. Para suponer la complejidad de programacion y la inefi-
ciencia computacional, el método de etapas fraccionadas se utiliza para calcular los
términos de adveccion y difusién.

ECUACIONES DE MOVIMIENTO

El conjunto de ecuaciones gobernantes para convecciéon natural en un dominio
rectangular se pueden escribir en forma no-dimensional® como

w s 30
4+ V. Vw =P Viw + PR, — (1)
ot ox
236 -
AV Ve = V20 2)
at
V-V=0 (3)
V2o = .w 4

donde w e» la vorticidad, © la diferencia en temperatura, ¥V es el vector de velocidad
(uv)T, ¥ es la funcién de corriente, B es el ntiimero de Prandtl, y R, ¢s el nimero de
Rayleigh. El dominio computacional se muestra en la Figura 1 y consiste en una cavi-
dad rectangular con una pared vertical caliente y la otra pared vertical enfriada; las
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paredes de arriba y abajo estdn aisladas. Las condiciones de borde para las ecuaciones
(1) y (2) son

u(0,y) = u(ly) = v(x,0) = v(x,1) = 0

e(ly) =1

©0,y) =0

00
—(x,0) =0
oy .

(5)

00
— &1 =0
oy :

_ Wi+t _‘I’w
O v S
n

en que el sufijo w indica valor en la pared, y n es la direccién normal a la pared.

T T
frio " caliente
y

l 0,1
X

Figura 1. Cavidad rectangular

METODO DE MOMENTOS

Los momentos se escriben en forma integral (en una dimensién para mayor claridad)
como

¢, = ﬁj: 6 (x,) dx, 6)
F = /ij: o(x)x;dx; /¢, @)
st =12 [ o) R dxy ®

donde x; denota el desplazamiento relativo del.centro de la celda de la variable, ¢;, en la :
celda i; Fj es el primer momento, S; es el segundo momento; x; varfa de -0.5 a 0.5 que
corresponden a los bordes izquierdo y derecho de la celda. Las integrales se evaluan por
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medio de cuadraturas para cada elemento de la malla en términos de la distribucion de
¢. Por ejemplo, las relaciones para la vorticidad asociadas con las ecuaciones (6-8) se
transforman (suprimiendo en la notacién la dependencia funcional (x;) para simplificar)
en

Wil = 2 w}!  N=n? denodos )]
i=1
> wh !
Flll+1 — L (10)
Win+1
(sr)” JEWPSIT gy | ZEEYT (2w (th
1 w{z+1 Wlﬂ"'l Wl'n+1

El supertndice n+ 1 denota valores calculados en el nuevo nivel de tiempo. F; y S,
son los valores de primer y segundo momentos de la distribucién cero de vorticidad.
Una relacion similar para la temperatura se puede escribir simplemente cambiando
w por O,

La adveccion de vorticidad y temperatura en la malla se obtiene por medio de un
parametro de distribucién P. Estos pardmetros desplazan la distribucién de celda en
celda en un sentido Lagrangiano usando el ntimero de Courant para la celda, y los
momentos primerc y segundo; esta técnica elimina los efectos problemdticos de disper-
sion y amortiguaciéon numérica asociados con los métodos Eulerianos mds convencio-
nales. Sin embargo, el método es explicito, y puede consumir mucho tiempo de
computacién. El pardmetro de distribucién determina la fraccién de la funcién escalar
que se transporta a las celdas adyacentes a través de la relacién?.

Pl' = (Sl"— 1 +20’i(ﬁ}' +0l')/|0il)/2Si (12)

en que o; es el namero de Courant (uAt/Ax) para la celda i Si P; < 0 la variable no se
desplaza a la celda i+1,si P; = 1 tcda la cantidad variable se traslada. Si 0<P;<l1, P; ¢;
se traslada mientras (1-P;). ¢; se queda en la celda i. Los pardmetros de distribucion
utilizados en adveccion bi-dimensional se encuentran en la Figura 2.

(1-P)s, P LS,

(1-P IS, P, = (S, - 1420, (F +0,)/10, 1)/25,

Py =[S, - 1420 (F *o,) /10, 1}/25,

f i i+l
— X

Figura 2. Pardmetros de distribucién para adveccién bi-dimensional
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Figura 3. Adveccion unj-dimensional para una sola célula

Estudios de adveccién utilizando el método de momentos han sido realizados por
varios investigadores®®. En la Figura 3 se muestra adveccion de una sola célula en una
dimension, El valor maximo es 100 y el nimero de Courant es 0.5, Para efectos de
comparacioén, un modelo usando elementos finitos lineales se aplicé a la misma distri-
bucién. Los resultados utilizando el método de momentos no muestran distorsiéon
alguna de la distribucién como funcién del tiempo y distancia. Losresultados utilizando
el método de momentos no muestran distorsién alguna de la distribucion como funcién
del tiempo y distancia. Los resultados utilizando elementos finitos lineales muestran
una cantidad significativa de dispersiébn y amortiguacién numérica. En ejemplos con
distribuciones iniciales mds uniformes y suaves los elementos finitos son, en embargo,
muy exactos®, mientras que el método de momentos requiere algunas modificaciones
menores. Una lista del programa para adveccién de una sola célula en una dimension
se incluye en el apéndice.

Los términos con segundas derivadas en el espacio en las ecuaciones de vorticidad
y temperatura se pueden resolver de varias maneras. El método utilizado aquf es el de
diferencias centrales. El uso de splines cibicos y otros esquemas compactos de orden
mayor se ha discutido en la referencia®. Como en este estudio el flujo estd dominado
principalmente por adveccién, los errores asociados con el uso de diferencias centrales
son pequefios; ademds el método es facil de formular. También se puede reestructurar
la ecuacién de adveccion y difusién en la forma de una ecuacién s6lo de adveccion,
usando términos de velocidad que representan una pseudo-difusién. Esta técnica ha
sido util para calcular transporte por mareas®.

Una vez que se han evaluado los términos de segundo orden, los momentos pr1mero
y segundo se reajustan para asegurar conservacion de los momentos. Usando la ecuacion
de vorticidad como ejemplo, los términos de difusién se escriben como

wi.:’-}l = [(1-20&2 2a)w -+ oo (WH,” + Wu;) + o (w,,}+11+ w”_l)] (13)

en que i,/ denotan la ubicacién de la celda, oy = At/Ax?;y o = At/Ay*. El primer
y segundo momentos se recalculan mediante la siguiente relacién general (escrita para
la direccion x, i, y omitiendo el subindice j)
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1 1
R = W20 + gl Fla el Bl | [l

(Sfy? = [(S" + 12 (FF-F)? }(1 -20)) +
+ o er'l+1 [(Sl+1 2 +12 (F?ﬂ - F?Ii 2] +

b ol [T + 2, At | { o

(14

(15).

La extension del procedimiento a dos y tres dimensiones es inmediata. Las relaciones
de momentos usadas en este estudio estdn escritas para una malla rectangular; sin
embargo, extensiones de la técnica para acomodar una red triangular, o la formulacién

en el contexto de una base de Galerkin son posibles.

RESULTADOS

STREAMLINES &
1SOTHERMS VELOCITY VECTORS

b) R, = 10%
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¢) R, = 10°

Figura 4. Conveccion natural en una cavidad rectangular como funcién del nimero de Rayleigh.

En la Figura 4 se muestran simulaciones de conveccién natural laminar en estado
estacionario para Ry = 102, 10* y 105. El nimero de Prandtl es igual a uno. Una malla
de 21 x 21 se utiliz6 para discretizar la cavidad; el intervalo de tiempo se ajustd para
mantener el ndmero de Courant menor que uno en la malla, Cada solucién se comenzé
suponiendo condiciones iniciales homogéneas para la vorticidad y velocidades. Los
resultados concuerdan en general con trabajos publicados anteriormente!! . Dos celdas
de rotaci6én opuesta aparecen en la cavidad cuando R, = 10%; la aparicién de estas
celdas de circulacién secundaria es tipica para Rg > 10%. A medida que el nimero de
Rayleigh aumenta, también aumento la circulacién en las celdas. Asimismo, las isotermas
se hacen m4s pronunciadas en la cercanfa de las paredes y mds constantes en el centro,
a medida que la circulacion aumenta.

Los requerimientos de memoria para los tres casos fueron 300 Kbytes (sin incluir
graficos) en un computador IBM 3081. Se determiné que la soluciéon habfa alcanzado
un estado estacionario cuando (W -w")/w™?! <10® para R,<10%. Utilizando
elementos finitos con elementos lineales el estado estacionario para Ry = 10% se
obtuvo en 281 intervalos de tiempo, mientras que el método de momentos requirié
321; se utilizaron aproximadamente 2 minutos de CPU. Para R; > 105 el intervalo
de tiempo At debe reducirse para asegurar conservacién de momentos.

El método de momentos se ha extendido a tres dimensiones principalmente en el
drea de dispersiéon en el medio ambiente para la ecuacion escalar de transporte®. Una
.aplicacion particular de la técnica se ha efectuado para calcular dispersién en tres
dimensiones de partfculas radioactivas (didmetro < 10 micrones) en la presencia de una
tormenta con cardcter de tornado!?; un vértice tridimensional se transporté en un
campo de vientos. Datos reales para el campo de vientos se utilizaron para las velocida-
des. Los efectos de la fuerza del viento, zonas de flujo vertical hacia arriba y hacia
abajo v lluvia se incluyeron en el modelo. En la Figura 5 se muestran secciones del
campo de vientos y distribuciones de dispersion. Los puntos denotan lluvia y las 1fneas
cortadas la concentracion de partfculas radioactivas en el aire en gm/m®. Una pelfcula
de 16 mm. del proceso de dispersién en el plano medio x-z (Figuras S a, b, ¢) muestra
que las particulas eventualmente llegan a la estratosfera. Se requiri6 aproximadamente
1000 Kbytes de memoria y el cdlculo. tomé mds o menos 30 minutos para simular
varias horas de tiempo real.
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d) Concentracion en el aire a nivel del suelo en el plano x - y para r = 40 minutos

(los nimeros representan potencias de -10);

los vectores de velocidad representan los vientos del tornado.

Figura 5. Modelado de vientos conteniendo vientos tornddicos.

Lineas cortadas denotan concentraciones (partfculas radioactivas); puntos denotan lluvia;

las flechas son vectores de velocidad.
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CONCLUSION

El método de segundos momentos es un método numérico explicito, quasi-Lagran-
giano que calcula advecci6n de una variable sin introducir adveccion numérica, amorti-
guacion o errores de fase. La técnica es especialmente atractiva para calcular temperat-
turas y otras ecuaciones de transporte escalar, y ha sido utilizada principalmente para -
modelos del medio ambiente. La aplicacién de la técnica a problemas de conveccion
natural indica que el método puede adaptarse para calcular el transporte de vorticidad
para nameros de Rayleigh bajos o moderados. De hecho, ecuaciones de transporte
similares a la ecuacién de vorticidad se pueden resolver con esta técnica, siempre y
cuando la ecuacion se pueda quasi-linealizar. El uso de esta técnica en ecuaciones alta-
mente no-lineales (e.q. shocks) puede ser problemdtico. En problemas de adveccion
no-lineales, inestabilidades pueden desarrollarse como resultado de la amplificacion de
los nameros de onda grandes y la conservacion en las relaciones integrales. Como la
técnica mantiene informacion a una escala sub-malla en lo que concierne a la posicién
y distribucién de una cantidad en una celda computacional, mallas menos densas se
pueden utilizar en la cercanfa de zonas donde se producen cambios violentos. Numeros
de CFL pequefios se necesitan para describir el campo de velocidades cuando R, > 10%.
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APPENDIX A, PROGRAM LISTING FOR ONE-DIMERSIONAL ADVECTIONR
OF A CELL

[ THIS PROGRAM 1S CALLED ADVEC
DIMENSION C(8. 8),F(8.8),R(8,8),P(20)
KN={
KMAX =8
N=§
NN=7
Um, 5
DT=1,00
DX=t.
S=U#DT/DX
Ami,
IF(S.LT.0.)A==1,
DO 4 I=1,N
C(l.1)=0Q,
R(I, 1)=t,
IF(1.EQ.2)C(], 1)=100,
Ft(l.1)=0,00
P(I)m(2. #(F(1, 1)+S8A)+R{I. {)~1,3/(2,#R(1, 1))
WRITE(S, 100)1,. C(1, 1), F(L, 1), R(L, £), P(I)

4 CONTINUE

2 K=KN+L
DO 1 I=2,NN
L=g
ARP=pP (I-L)

IF(S.LT.0. L=~
IF(P(I).LE.O.)CR=C(I, K~1)
IF(P(I).LE. Q. )FR=F (I, K~1)+ABS(S)
IF(P(I).LE. Q. )RR=R (I, K~1)
IF(ARP.LE. 0, )CA=Q, -
IF(ARP.LE. Q. )FA=Q,
IF{(ARP.LE. O, }RA=Q,
IF(P(I).CE. 1, )CR=0,
IF(P(1).QE. 1. )FR=0Q,
IF(P(I).GE, 1. )RR=Q,
IF(ARP.GE. 1. )CASC(I-L, K-1)
IF(ARP.QE. 1. )FAuF (I~L., K~1)+ABS(S)~1,
IF{ARP,.GE. 1. IRA=R (I~{., K~1)}
IF(P({1).OT. Q. AND,P(I).LT.§,. )CRu(f. ~P(I))aC (], K=1)}
IF(P(1).0T. Q. AND. P(I).LT. 1. )FRe({, =R(I, K=1)+P{])#R(I. K=1))/2
IF(P(1). QY. 0. AND. P(1).LT. 1, )RR=(1.=P(I))#R(I, K~1)
IF(ARP. GT. 0. AND. ARP.LT. 1, )CASARP#C(1~L, K-1)
IF(ARP.QT. 0. AND. ARP.LT. 1. )FAR(ARP#R (I-L, K=1)=1.)/2,
IF(ARP.GT. 0. AND. ARP.LT. 1. )RABARP#R (I~-L, K~1)
C(I,K)=CR+CA
IF(C(I.K).LE.0.)60 TO S
FCI, K)m(CReFR+CA®FA) /C(I, K)
CRRR=CR# (RR#RR+12. #(F (I, K)~FR)##2)}
CARARCAS® (RASRA+12. #(F (], K)=FA)ea2)
R{L. K)m(CRRR+CARA} /C(I.K)
R{I.K)=SGRT(R(I.K))
@0 TO 1
-] R(I. W)=y,
F(I.K)=O0,
1 CONTINVE
WRITE(S, 103)KN
R(8B. K=y,
F(8.: K)=0,
R(1, k)=,
F(1,K)=0,
DO 3 I={,N
PLIIm(. #(F (I, R)+SeAI+R{I, K)=1,) /(2. #R(I, K))
3 WRITE(S, 1O 1. C(I. K),F(I, KXY, R(L,K). P(])
READ(S3, 1043 1STOP
IF(1STOP.NE.O)STOP
KN=KN+1 .
IF(KN.LT.KMAX)GO TO 2
100 FORMAT (46X, 14, 2X, ‘C=',F8,3,2X, ‘F=’,FB, 3, 2X. ‘R=’,FB8. 3, 2X, 'P=’, FB,. 3)
103 FORMAT(2X, ‘KN=’, 14)
104 FORMAT(13)
sSTOP
END
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APPENDIX B. PROGRAM OUTPUT
__Mosents y
Portioning
x-location Zero Pirst Second Parameter
>RUN ADVEC
1 C= 0.000 F= 0.000 R= 1,000 P= 0.500
2 C=100.000 F=z 0,000 R= 1,000 P= 0,500
3 C= 0.000 F= 0,000 R= 1.000 P= +300
4 C= 0.000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0,500
S C= 0,000 F= 0,000 R= 1.000 FP= 0,500
é = 0,00 F= +000 Rs= 1,000 = +30
7 €= 0,000 F= 0,000. R= 1.000 P= »50
8 Ca= 0,000 F= 0.000 R= 1.000 P= 0,500
KN= 1
1 C= 0,000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0,500
2 C= 350,000 F= 0,250 R= 0.500 P= 1,000
3 C= 30.000 F= -0,250 R= 0,500 P= 0,000
4 C= 0,000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0.500
S C= 0,000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0.500
6 €= 0,000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0.300
7 €= 0.000 F= 0.000 Rs 1,000 P= 0.500
8 C= 0,000 F= 0.000 R= 1.000 P= 0,500
KN= 2
1t C= 0.000 F= 0.000 R= 1,000 P= 0,500
2 C= 0,000 F= 0,000 R= 1,000 Ps 0,500
3 €= 100,000 F= 000 R= 1,000 P= +30
4 C= 0,000 F= 0,000 R= 1.000 P= +30
S €= 0,000 F= 0,000 R= 1.000 P= 0,500
6 C= 0,000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0.500
7 C= 0,000 F= +000 R= 1.000 P= 0,500
8 €= 0.0 F= 0,000 R= 1,000 P= 0,500
KN 3
1 C= 0,000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0.500
2 Cs 0,000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0,500
3 C= 50,000 F= 0.250 R= 0.500 P= 1,000
4. C= 350,000 F= -0,250 R= 0.500 P= 0.000
5 C= 0,000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0,500
6 C=  0.000 F= +000 R= 1,000 P= 0.500
7 C= 0,000 F= 0,000 R= 1.000 P= 0.500
8 C= 0.000 F= 0,000 Rz 1,000 P= 0.500
KN= 4 .
1 C= 0.000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0.500
2 €= 0.000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0,500
3 C= 2000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0.500
4 C= 100,000 F= 0,000 R= 1.000 P= 0,500
S C= 0,000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0.500
6 C= 0.000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0.500
7 C= 0,000 F= 0.000 R= 1,000 P= 0.500
8 C= +000 F= 0,000 R= 1,000 PF= 0.500
KN= 5
1 C= 0,000 F= 0.000 R= 1,000 P= 0,500
2 C= 0,000 F= 0,000 R= 1,000 F= +300
3 C= 0,000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0,500
4 C= 50.000 F= 0.250 R= 0,500 P= 1.000
S €= 50.000 F= -0.250 R= 0,500 P= 0.000
6 C= 0,000 F= 0,000 R= 1.000 P= 0,300
7 C=  0.000 F= 0.000 R= 1,000 P= 0,500
8 C= 0,000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0,500
KN= 4§
1 €= 0,000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0.500
2 C= 0,000 F= +000 R= 1,000 P= 0,500
3 C= 0.000 F= 0.000 R= 1,000 F= 0,500
4 C= +000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0.500
S C= 100.000 F= 000 R= 1.000 P= 0,500
6 L= 0.000 F= 0.000 R= 1,000 P= 0.500
7 €= 0,000 F= 0.000 R= 1,000 P= 0.500
8 C= 0,000 F= 0.000 R= 1.000 P= 0.500
KN= 7 .
1 C= 0.000 F= 0,000 R*r 1,000 P= 0.500
2 €= 0,000 F= 0.000 R= 1,000 P= 0,500
3 C= 0,000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0.500
4 C= 0,000 F= »000 R= 1,000 P= 0.500
S C= 50.000 F= 0.250 R= 0.500 P= 1,000
6 C= 000 F= -0.250 R= 0.500 P= 0.000
7 C=  0.000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0.500
8 C= 0.000 F= 0,000 R= 1,000 P= 0.500
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