Rev. Int. Mét. Num. Célc. Dis. Ing.

Vol. 21, 1, 23-45 (2005) Revista Internacional de

Métodos Numéricos para
Calculo y Diseno en Ingenieria

Analise de placas laminadas compdsitas através de
funcoes de base radial e polinémios de Legendre

Antonio J.M. Ferreira

Departamento de Engenharia Mecanica e Gestao Industrial
Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto

Rua Dr. Roberto Frias, 4200-465 Porto, Portugal

Tel.: 351-22-957 87 13; Fax: 351-22-953 73 52

e-mail: ferreira@fe.up.pt

Resumen

Neste trabalho utiliza-se uma teoria de deformagao de primeira ordem baseada em expansoes de Legendre
para placas laminadas compédsitas e uma discretizagao por fungdes de base radial. Este método sem malha
combinada com esta teoria de deformacao permite calcular deslocamentos e tensées com grande qualidade.

ANALYSIS OF COMPOSITE PLATES USING A FIRST-ORDER SHEAR DEFORMATION
THEORY BASED ON LEGENDRE POLYNOMIALS AND A MESHLESS FORMULATION BASED
ON THE MULTIQUADRIC RADIAL BASIS FUNCTION METHOD

Summary

In the present study a first-order theory for composite laminated plates based on Legendre polynomial
expansion through the thickness is discretized using a meshless method based on the multiquadric radial
basis function method. The method allows a very accurate prediction of the field variables.

INTRODUCAO

As placas de materiais compdsitos sao uma importante aplicagdo dos materiais com-
positos. As camadas de materiais compdsitos sao empilhadas de forma orientada para
construir laminados de espessura fina ou espessa. Para a andlise destas placas ¢ habitual
utilizar teorias de deformacao cléssica, de primeira ou terceira ordem e ainda teorias com
aproximacao por camadas' 3. Neste trabalho utiliza-se uma versiao de primeira ordem da
teoria de ordem superior de Batra e Vidoli'*!®, através do uso de polinémios de Legendre
em z como uma func¢ao basica para o desenvolvimento duma teoria adequada.

Os métodos sem malha tém constituido uma alternativa eficiente ao método dos e-
lementos finitos. Os métodos sem malha podem ser classificados como Smooth Particle
Hydrodynamics'6~'8, Diffuse Element Method', Element Free Galerkin?°—22, Reprodu-
cing Kernel Particle Method?*~2® and HP Clouds®’.

Neste trabalho utilizam-se as fungoes de base radial, que foram inicialmente usadas por
Hardy33! na interpolacio de dados geogréficos e posteriormente usadas por Kansa para
a solucao de problemas de derivadas parciais®®33. Existe uma boa revisdo das diferentes
funcdes de base radial no livro de Liu3*, destacando-se as funcdes geradas por Powell??,
Coleman®®, Sharan et al.?”, Wendland3®, entre outros.

Este método foi usado em problemas de engenharia
sionais*?~%* e mais recentemente pelo autor em estruturas de materiais compdsitos

Este artigo foca pela primeira vez a utilizagao das funcoes de base radial numa teo-
ria de primeira ordem baseada em expansoes de Legendre. Utilizam-se as fungoes multi-

3941 problemas de sélidos bidimen-
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4732 embora se possam também usar outras funcdes com semelhante resultado

quédricas
final.

O artigo esta organizado da seguinte forma: na seccdo apresenta-se em resumo a
metodologia de solugao por fungoes de base radial. Na sec¢do apresentam-se os detalhes
da formulacao baseada em expansao de Legendre. Na seccao apresenta-se o método de
calculo dos factores correctivos de corte. Na seccao realiza-se a interpolagao das equagoes de
equilibrio estatico e das condigbes fronteira. A seccao apresenta e discute alguns exemplos
numeéricos de placas de compdsitos. Finalmente apresentam-se as principais conclusoes do

trabalho.

%?AII,)I{E%O DE PROBLEMAS DE FRONTEIRA POR FUNCOES DE BASE

As funcoes de base radial geram-se através da distancia entre os nés da rede de pontos,
tendo em conta um centro x; e a funcdo na forma g(||x —x;||). Eventualmente, a funcao de
base radial depende dum parametro de forma ¢, tomando entdo a funcéo de base radial a
expressaos233:48:4749,50 o (|x . ¢[)4]. E o caso por exemplo das funcoes multiquadricas ou
multiquadricas inversas. Algumas das fungoes tipicas usadas para a solucdo de problemas
de fronteira, sao as multiquddricas g;j(x) = (||x — x;||* + 02)%, as multiquédricas inversas
g;(x) = (|lx — %% + 02)_%, as gaussianas g;(x) = e~ Ix=%I* ¢ ag splines poliharménicas
g;(x) = ||x — x;*log ||x — x;||. Neste trabalho usamos as fun¢des multiquidricas.

Usando o método nao simétrico de colocacdo proposto por Kansa3233 é possivel resolver
um problema de fronteira, com dominio €2 C R™ e um sistema de equagoes de derivadas
parciais na forma

Lu(z) = s(x) CR" (1)

Bu(z)jpn = f(x) € R" (2)

onde 02 representa a fronteira do problema. Consideram-se pontos ao longo da fronteira,
(xj,7 = 1,...,Np) e no interior do dominio (x;,j = N +1,..., N). O interpolante para a
solugao u(x) é agora definido como

N
s(x,¢) =) ajg(lx — %], 0) 3)
j=1

Colocando os valores de fronteira e as equacoes de derivadas parciais nos pontos da
fronteira e no interior do dominio, respectivamente, estabelecem-se as seguintes equagcoes
lineares

N
sp(x,¢) =Y a;Bg(|lx = xjl,¢) = A(xi),i = 1,..., Np (4)
j=1
N
sp(x,¢) =Y a;Lg(|[x — x|, ¢) = ®(x;),i = Ng +1,.., N (5)

j=1
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onde A(x;), ®(x;) sdo os valores prescritos nos nés de fronteira e os valores das fungoes nos
nos de dominio, respectivamente.

Temos entao um sistema de equacoes com uma matriz de coeficientes nao simétrica,
estruturada na forma matricial como

Bg A
FHEEF ®
Torna-se importante referir que este sistema poders vir a tornar-se mal condicionado”
tendo em conta a estrutura cheia da matriz.

TEORIA DE PRIMEIRA ORDEM

A teoria de primeira ordem usada neste trabalho baseia-se nas mesmas suposigoes da
teoria classica, com a excepcao de permitir a relaxagao da condigao de normalidade da
"normal” & superficie média da placa, através da expansao dos deslocamentos (u,v,w)
como fungoes de Legendre na direcgao da coordenada da espessura. Esta teoria, na sua
versao aqui apresentada é semelhante a teoria de Mindlin de primeira ordem. Assim, as
normais a superficie média nao permanecem normais a superficie média apds a deformacao
da placa. As normais a superficie média permanecem inextensiveis, pelo que o deslocamento
transverso w nao é uma fun¢do da coordenada da espessura z.

O campo de deslocamentos correspondente é definido por

w(z,y,2) = Lo(2)uo(z,y) + Li(2)ua(z,y) (7)
v(z,y,2) = Lo(z)vo(x,y) + L1(2)vi(z,y) (8)
'LU(.CC,y,Z) = Lo(z)wo(x,y) (9)

Os polinémios de Legendre sao obtidos por

t/2
/ Li(z)L;j(z)dz = 6;5,4,5 = 0,1,2, ... (10)
—t/2

Em particular os primeiros dois polinémios sao obtidos por

Lo(z) = %,Ll(z) _ %ﬁz (11)

As relagoes deformacao-deslocamentos sao dadas por:

€yy g_;j L 31}0 + 1L 81}1
Yy = g—z + g—g = Loavo + L1 81)1 + LoauO + L1 8u1 (12)
Yz % + ‘3_;’ Lo 3w0 + %u
O B Lol 4 o,

Jy
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Entao as deformacoes sao expressas por

(0) (1)

€xx €xx €xx
ow =t ) pel o
1
ey vy 1y
0
Yzz 'Yg(vz)
- (14)
Tyz %2
onde as componentes de membrana, flexao e corte sdo obtidas, respectivamente, por
el Lo%e
0
(= Loy (15)
"y Lo + Lo
et Ligu
ey (= L%} (16)
e LiGy + Lt
7 L2 4 91y,
= ) (17)
W Lo%e + %o

Considerando um laminado de camadas ortotrépicas e desprezando a tensao o, em cada
camada, as relagoes tensao-deformacao no sistema coordenado local, para cada camada,
podem ser expressos por

o1 Q11 Q12 0 0 0 €1
02 Q12 Q22 0 0 0 )
T2 =1 0 0 Q@3 0 0 Y12 (18)
T3 0 0 0 Qu O Y23

T31 0 0 0 0 Qs5 Y31
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onde os indices 1 e 2 sdo respectivamente as direccoes das fibras e ortogonais as fibras, 3
representa a direccao normal a placa, sendo os componentes de rigidez reduzida @);; obtidos
por

E E
Q=——"— Qu=—"— Qu2=r12Qn
1 — viov9 1 —viov9
Q33 = G12 Qa4 = k2Ga3 Q55 = k1G31
Es
Vo] = Vg —0
2 = Vi g

(19)

onde E1, Es, v12, G192, Gag e G31 sao as propriedades materiais da camada. Os factores de
corte ki, ko sao calculados com base numa metodologia explicada mais adiante.

Tendo em conta uma adequada transformacao de coordenadas, as relagoes tensao-
deformagao no sistema de coordenadas global (z — y — z) podem ser obtidas, para cada
camada, por

ja)
ja)

Oy Qu Qm Qlﬁ

Ex

Oy Q2 @ Qo 0 0 Ey
Tay =| Qi Qo Qg 0 O Vay (20)

Tyz 0 0 0 Q44 945 Yyz

Tzx 0 0 0 Q45 Q55 Vzx

As equacoes de equilibrio da primeira teoria sao derivadas pelo principio dos trabalhos
virtuais, onde a energia virtual de deformagao (6U) e o trabalho virtual realizado pelas
forgas aplicadas (6V') s@o expressos por

h/2 (0) (1) ©0) )
oU = /QO {/h/2 |:U:E:E (563;:1: + 25633:1:> +Uyy (5€yy +256yy>

_ /Q <Nm(56§22 Mo bel) + Nyybel®) + Myy8ell) + Ny 570
0

+ Moy 075 + Qu07Y + anfyg;)) dz dy

oV = —/ qéwo dz dy (22)
Qo
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onde )y representa o plano médio do laminado e

v b= Ll
= O dz 23
{ 3 o (23

h/2
Qo = Onzdz (24)
onde a, § tomam os simbolos z,y. Os mom&%gs e as forgas de corte sao obtidas por
2 3 8’&1 81)1
Myy = =t/ = | Di11— + D1o— 25
zx t\/;< 1183:+ 128y> (25)

2 3 8U1 (%1
My, = =1/ = | Dia—=—— + Dog——
w= 7\ 7 < 12 O + D2 )

Qy = Au (%—U; +2 §1> (29)

Note-se que nesta abordagem de primeira ordem e considerando apenas laminados
simétricos, ug, vg e os correspondentes esforcos resultantes podem ser retirados das equagoes
de Euler-Lagrange. Substituindo em U, V', tendo em conta que as deformacoes virtuais
podem ser expressos em termos dos deslocamentos generalizados, integrando por partes
para libertar as derivadas dos deslocamentos generfalizados e usando o lema fundamental
do célculo de variacoes, obtendo-se assim as equacoes de Euler-Lagrange'?

0Q.  0Q, 2wy 2 \/§ Ouq ?wy 2 \/§ o
Yy = Ass [ L S22 A | L=t + 222 =
8x+8y Hr=0= 55<08$2+t t Ox A 08y2+t t Oy =0

(30)
OMy, OM,
L — Qz =
Oox dy
HE\/§ o Pu p P o (OPa e\ ) %ﬁ\ﬁu .
tVt 1922 12 0xdy 33 oy?2  Oxdy S e A
(31)
OMyy | OMy, _
Ox + Jy @ =0

2 3 82U1 621]1 8211,1 6201 8'LUO 2\/§
22 (b DwZ 4 D A Lo Z 220 ) =
- t\/;< 2 oy T Pngm T s <8x8y T o >) Mgy TIVEn 0

(32)
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As componentes de rigidez sao obtidas por
nc ) 1 nc )
Ay =Y Qi lzrr1 — zliinj = 4,5; Dij = §Zsz [2ip1 — 20li4,7 =1,2,3  (33)
k=1 k=1

onde zi e zx11 sdo as coordenadas z da camada inferior e superior da camada k" sendo o
ntmero de camadas definido por nc.

As condicbes fronteira para um bordo arbitrario com condigoes simplesmente apoiada,
encastrada ou livre sdo as seguintes:

a) simplesmente apoiada

e SS1, w=0; M,,=0; Mps=0
e SS2, w=0; M, =0; 6,=0

b) encastrada, w =0; 6, =0; 0, =0
c) livre, @, =0; M, =0; M,s=0

Nestas equagoes, os indices n e s referem-se as direc¢oes normal e tangencial do bordo,
respectivamente; M,, M,s e Q,, representam o momento flector normal, momento torsor e
esforco de corte no bordo da placa; 0,, e 05 representam as rotagoes segundo as coordenadas
normal e tangencial do bordo da placa. Os esforgos resultantes e momentos num bordo da
placa cuja normal é representada por n = (n,,n,) podem ser expressos por

My = My + 2ngny My, + no M, (34)
My, = (n2 — ni)Mxy —ngny(My — Mx) (35)
Qn = nzQz +nyQy (36)

On = Nzl + nyb, (37)

0s = ngly —nyb, (38)

onde n, and n, sao os cosenos directores dum versor num ponto da fronteira.

FACTORES DE CORRECAO DE CORTE

Nas interfaces das camadas, requere-se a continuidade das tensoes de corte transversas.
Tendo em conta esta deformag@o de primeira ordem, a deformacao de corte transverso é
constante através da espessura, sendo esta uma aproximagao grosseira da variacao real.
para secgoes transversais homogéneas é aceite ser uma funcao parabdlica de z. Logo, o
factor de correccao de corte k deve ser introduzido para aproximar em média a energia de
deformacéo transversa. Assumindo uma placa heterogénea, livre de traccoes tangenciais, a
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equacao de equilibrio na direccao x pode ser expressa como

0oy . OTay . OTzz

ox y 9z 0 (39)

Assumindo, por simplicidade, a situagao de flexao cilindrica, entao

2 Doy /z OM, D1(z) Qe [* Qz
z == dz = — zdz = —— Di(2)zdz = =
e / hj2 O hp 0 Ry RiJ_ps 1(2) R

g9(z) (40)

onde @), é a forga de corte no plano xz; Ry = fhf/52 Di(z)z 2dz é a rigidez de flexao da

placa na direcgao x; z é a coordenada através da espessura; g(z f hy2 Di(2)zdz é a
fungado de forma de corte.

A funcao g(z) que define a forma do diagrama da tensdo de corte ¢ independente do
carregamento, assumindo-se entdo a forma parabélica g(z) = [D1h?/8][1 — 4(z/h)?] para o
caso da secgao transversal homogénea. A componente de energia de deformacao é dada por

h/2 72 Q h/2 2(2)
ws = L _dz= =2 dz 41
/_h/z Grs() T R L Gralo) 4D

onde G13(z) é o médulo de corte do plano xz, varidvel através da espessura. A componente
de energia de deformacao, sob a suposicao de deformacao de corte constante, é dada por

h/2 Q2 Q2
W = Y2 G13(2)7,, dz = hG == 42
/h/2 13(2) h2G. el “2)
onde
_ h/2
hGl = Glg(z) dz (43)
—h/2

e 7, representa o valor médio das deformacoes de corte. Assim, é possivel calcular o factor
de correcgao de corte k1 no plano xz como

Ws _ Rt
Ws hGlfhf/ng (2)/Grs(z) dz

Para ko o calculo efectua-se de forma semelhante. Esta metodologia pode ser aplicada
a seccOes transversais simétricas e nao-simétricas®’.
As tensoes de corte podem ser calculadas pelas equagoes de equilibrio. No caso da

tensao 71,, pode usar-se
z 0oy 8Txy>
/h/2 ( Ox dy (45)

Tendo em conta a implementacao numeérica, todos os integrais sao substituidos por so-
matorios ao longo da espessura, o que possibilita a consideracao de camadas com diferentes
materiais®!. No caso do método aqui apresentado, as derivadas e os integrais em (45) podem
ser calculados analiticamente, tornando a formulacao ainda mais simples.

(44)




Anélise de placas laminadas compdsitas através de fungoes de base radial e polinémios de Legendre 31

INTERPOLACAO POR FUNCOES DE BASE RADIAL

Aplicando o método anteriormente apresentado, as equagoes de equilibrio sao agora
interpoladas, em cada né i, na forma

N 82 2 3 9y e 02 0
Z¢° % ;\/;Z@la—ggj + Ay Z¢0L aht \[Zqﬁl )+
j=1

+f=0
(46)
NN
2 3 uy 82 u1 U1 8 g]
Vi Dllz¢j 8:13 122¢] 35 Das Z¢ +Z¢J dxdy
j=1
(47)
NN NN
2 [3 0 079 Py L9
Vi 122% - oy 2;¢11W+D33 ;% oy Z% a2 | ) ="
(48)

onde NN representa o nimero total de pontos da rede. O vector de incégnitas é agora
composto dos pardmetros de interpolagao ¢;, para wg,u1,v1, respectivamente. Assim, o
vector de incdgnitas ¢, ¢ @7 possui dimensdao 3NN.

Para cada né de fronteira, a interpolagao por multiquédricas segue a equagao (4). Como
exemplo, uma condi¢cdo simplesmente apoiada no eixo x = a corresponde a impor duas
condicgoes de fronteira

Wyeq = 0 (49)
8u1 8’01 .
D11%+D12a—y =0 (50)

A interpolagao por multiquadricas das equagoes (49) e (50) produz uma mudanga no
sistema de equagoes global. Para cada né ¢ onde w = 0, impoem-se as seguintes equacgoes
interpoladoras

NN NN
S 6k 0) = 30600\ (i — )2 + (i — )2+ 2 =0 (51)
j=1 j=1

Para cada né ¢ com momento nulo, a interpolacao por multiquadricas é agora obtida
como

DAY wiaj + D12y qs’fliyj =0 (52)

Para o caso encastrado, as condicbes fronteira no eixo x = a sao dadas por

w(x=a)=0 (53)
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A interpolagao por multiquadricas (54) é agora obtida por
NN
> ¢igi(x,c) =0 (55)
j=1

EXEMPLOS NUMERICOS

Placa quadrada isotrépica em flexao, sob carga uniforme

Neste primeiro exemplo, considera-se uma placa quadrada isotropica simplesmente apoia-
da (w = 0; M, =0, ¢5s = 0), sob carga transversal uniforme. A geometria da placa é
apresentada na Figura 1. Apresenta-se também nesta figura a discretizacao com uma rede
de 11 por 11 nés. Ilustram-se os nés de fronteira e os nés de dominio.

—_
)

\
Y

1.0

OO 0 0 000000
P OO OO O O0OO0OO0O0Ce

X

P OO OO O0OO0OO0O0OO0e
P OO OO O0OO0OO0O0OO0 e
P OO OO O0OO0OO0OO0O0Ce
P OO OO 00000 e
P OO 0O O0OO0OO0O0OO0Ce
P OO OO0 O0OO0OO0OO0O0e
P OO OO O0OO0O0O0OCO0e
P OO OO O0OO0OO0O0OO0e
P 6006006000 00

Figura 1. Rede regular com 11 x 11 nés para placas quadradas simplesmente
apoiadas (exemplos 1 a 3); e - nés de fronteira; o - nés interiores

As propriedades materiais sdo

El = E2 = 10920; G12 = G13 = G23 = E2/2,5; V1ig = 0, 25 (56)

Os resultados sao normalizados por

S Bh’10°w(a/9,a/2,0)
- 4
qa
_ oz(a/2,a/2,h/2)h?
Or = P

e sao apresentados na Tabela I. Os resultados da presente formulagao sao comparados com
uma solucio exacta (analitica) de Reddy!!. Sdo ainda comparados com uma solugao de
elementos finitos de Reddy®®, onde se usou uma malha 2 x 2 quadrética, com integracio
completa. Verifica-se que a actual solugao se compara muito bem com os resultados exactos
apresentados em la referéncia 11 e com os resultados de elementos finitos de la referéncia 54,



Anélise de placas laminadas compdsitas através de fungoes de base radial e polinémios de Legendre

£ Método | w | o
10 Reddy™* 4,770 | 0,2899
exacto!! 4,791 | 0,2762
Ferreira et al.™
N=11 4,7015 | 0,2739
N=15 47634 | 0,2767
N=21 4,7866 | 0,2777
Formulagao presente
N=11 4,7525 | 0,2747
N=15 47812 | 0,2758
N=21 4,8020 | 0,2764
20 Reddy>* 4,570 | 0,2683
exactol! 4,625 | 0,2762
Ferreira et al.®
N=11 4,5594 | 0,2737
N=15 4,5983 | 0,2755
N=21 4,6132 | 0,2761
Formulagao presente
N=11 4,7320 | 0,2813
N=15 4,6166 | 0,2759
N=21 4,5958 | 0,2754
50 Reddy™* 4,496 | 0,2667
exacto!! 4,579 | 0,2762
Ferreira et al.™
N=11 4,6341 | 0,2787
N=15 4,5735 | 0,2761
N=21 4,5753 | 0,2762
Formulagao presente
N=11 5,4962 | 0,3180
N=15 1,5812 [ 0,2764
N=21 45881 | 0,2774
100 Reddy”* 4,482 | 0,2664
exacto!! 4,572 | 0,2762
Ferreira et al.®
N=11 4,7525 | 0,2844
N=15 4,5925 | 0,2772
N=21 4,5737 | 0,2764
Formulagao presente
N=11 6,9573 | 0,3847
N=15 4,5905 | 0,2771
N=21 4,5647 | 0,2760

Tabela I. Placa isotrépica sob carga uniforme
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quer em termos de deslocamento transversal, quer em termos de tensoes. Na Figura 2
apresenta-se a evolucao das tensoes o, na direccao da espessura.

~04 L L L L L L L L
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Figura 2. Variacdo da tensdo normal o, normalizada com z

Placa quadrada laminada (0°/90°/90°/0°) sob carga sinusoidal

Considera-se uma placa laminada quadrada de lado a = 1 e espessura h, composta de
quatro camadas de igual espessura orientadas a (0°/90°/90°/0°), conforme ilustrado na
Figura 1. A placa estd simplesmente apoiada em todos os bordos e sujeita a uma carga
sinusoidal transversal na forma

p, = Psin (E) sin (ﬂ)
a a

considerando a origem das coordenadas no canto inferior esquerdo do plano médio da placa.
As propriedades materiais da camada compdsita orientada a 0° sdo as seguintes

E1 = 25,0E2 G12 = G13 = 0, 5E2 G23 = 0, 2E2 Vg = 0, 25

Os resultados numéricos estdo apresentados na Tabela II, na forma normalizada de
acordo com as expressoes

10%w(a0020h° B2 ou(a)2,a/2,h/2)R2  _  o,(a/2,a/2, h/4)h?
Pa* Oz = Pa? oy = Pa?

E:

T:2(0,a/2,0)h  _  7py(a,a,h/2)R?
Pa Tey = Pa?

Tzx =

Na Tabela II a placa laminada é analisada com N = 11 x 11,15 x 15 and 21 x 21 pontos.
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z Método | w Ty Ty Tee Tay
4 3 Strip57 1,8939 | 0,6806 | 0,6463 | 0,2109 | 0,0450
HSDT®® 1,8937 | 0,6651 | 0,6322 | 0,2064 | 0,0440
FSDT® 1,7100 | 0,4059 | 0,5765 | 0,1398 | 0,0308
elasticidade®® 1,954 0,720 0,666 0,270 | 0,0467
Ferreira et al.®® (N=11) | 1,8804 | 0,6665 | 0,6292 | 0,1415 | 0,0423
Ferreira et al.*® (N=15) | 1,8846 | 0,6660 | 0,6307 | 0,1372 | 0,0429
Ferreira et al.*® (N=21) | 1,8864 | 0,6659 | 0,6313 | 0,1352 | 0,0433
presente (N=11) 1,7126 | 0,4098 | 0,6273 | 0,2181 | 0,0326
presente (N=15) 1,7108 | 0,4074 | 0,6249 | 0,2240 | 0,0308
presente (N=21) 1,7110 | 0,4075 | 0,6250 | 0,2240 | 0,0309
10 3 Strip57 0,7149 | 0,5589 | 0,3974 | 0,2697 | 0,0273
HSDT®® 0,7147 | 0,5456 | 0,3888 | 0,2640 | 0,0268
FSDW 0,6628 | 0,4980 | 0,3615 | 0,1667 | 0,0241
elasticidade”® 0,743 | 0,559 | 0,403 | 0,301 | 0,0276
Ferreira et al.*® (N=11) | 0,7142 | 0,5464 | 0,4380 | 0,3267 | 0,0264
Ferreira et al.*® (N=15) | 0,7150 | 0,5465 | 0,4382 | 0,3305 | 0,0266
Ferreira et al.*® (N=21) | 0,7153 | 0,5466 | 0,4383 | 0,3347 | 0,0267
presente (N=11) 0,6666 | 0,5035 | 0,4233 | 0,3223 | 0,0241
presente (N=15) 0,6638 | 0,5001 | 0,4213 | 0,3125 | 0,0242
presente (N=21) 0,6639 | 0,5001 | 0,4212 | 0,3123 | 0,0242
20 3 strip®’ 0,5061 | 0,5523 | 0,3110 | 0,2883 | 0,0233
HSDT™ 0,5060 | 0,5393 | 0,3043 | 0,2825 | 0,0228
FSDT® 0,4912 | 0,5273 | 0,2957 | 0,1749 | 0,0221
clasticidade™ 0517 | 0,543 | 0,300 | 0,328 | 0,0230
Ferreira et al.*® (N=11) | 0,5074 | 0,5413 | 0,3650 | 0,3744 | 0,0227
Ferreira et al.*® (N=15) | 0,5071 | 0,5407 | 0,3649 | 0,3789 | 0,0228
Ferreira et al.®® (N=21) | 0,5070 | 0,5405 | 0,3648 | 0,3818 | 0,0228
presente (N=11) 0,4972 | 0,5342 | 0,3617 | 0,3235 | 0,0222
presente (N=15) 0,4922 | 0,5285 | 0,3590 | 0,3628 | 0,0221
presente (N=21) 0,4921 | 0,5285 | 0,3590 | 0,3644 | 0,0221
100 3 strip®’ 0,4343 | 0,5507 | 0,2769 | 0,2948 | 0,0217
HSDT®® 0,4343 | 0,5387 | 0,2708 | 0,2897 | 0,0213
FSDT®Y 0,4337 | 0,5382 | 0,2705 | 0,1780 | 0,0213
elasticidade®® 0,4347 | 0,539 0,271 0,339 | 0,0214
Ferreira et al.*® (N=11) | 0,4535 | 0,5596 | 0,3427 | 0,4417 | 0,0229
Ferreira et al.®® (N=15) | 0,4406 | 0,5456 | 0,3376 | 0,4223 | 0,0218
Ferreira et al.*® (N=21) | 0,4365 | 0,5413 | 0,3359 | 0,4106 | 0,0215
presente (N=11) 0,4995 | 0,6082 | 0,3642 | 0,2257 | 0,0264
presente (N=15) 0,4361 | 0,5410 | 0,3357 | 0,3365 | 0,0215
presente (N=21) 0,4348 | 0,5396 | 0,3352 | 0,3745 | 0,0213

Tabela II. Placa quadrada laminada (0°/90°/90°/0°) sob carga sinusoidal
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Figura 3. Deformada da placa (N = 21)
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Figura 4. Variagao do deslocamento transversal normalizado com a razao a/h

Os resultados da abordagem presente sdo comparados com os resultados de multiquadricas
e teoria de terceira ordem de Ferreira et al.*® e outros métodos numéricos. Compara-se em
particular com as solucoes analiticas de Reddy®, Pagano®® e com uma solucio de elementos
de tira de Akhras®”, que usou trés tiras. Pode observar-se que a metodologia aqui apre-
sentada tem boa qualidade para a andlise de laminados compositos. Quer o deslocamento
transverso, quer as tensoes normais e as transversais de corte sao calculadas de forma ade-
quada. Na Figura 3 ilustra-se a deformada da placa (rede de 21 x 21 nés). Na Figura 4 é
apresentada a variacdo do deslocamento transversal normalizado com a razao a/h. Como
se pode verificar a solugao presente é melhor que a de Reddy ou Akhras, estando mais
préxima que estas da teoria exacta de Pagano.

Note-se que as tensoes de corte sao calculadas pelas equacoes de equilibrio.

Na Figura 5 apresenta-se o perfil de tensoes normais. Na Figura 6 apresenta-se o perfil
de tensoes de corte transverso.
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Figura 6. Variacao da tensdo de corte transverso 7, normalizada com z

Placa sandwich sob carga uniforme

Considera-se uma placa sandwich quadrada simplesmente apoiada em todos os bordos,
com trés camadas, sob pressao transversal uniforme, ¢, cuja geometria é idéntica a da
Figura 1. As propriedades materiais do nicleo (camada central) Q,,,cico S80 dadas por

0,999781 0,231192 0 0 0
0,231192 0,524886 0 0 0
Quore = 0 0 0,262931 0 0
0 0 0 0, 266810 0

0 0 0 0 0,159914

As propriedades das peles (camadas superior e inferior da sandwich) est@o relacionadas
com as do nucleo através dum factor R na forma

Qpele = RQnucleo
O deslocamento transverso e as tensoes estao normalizadas através de

0,999781 _ Oap _
w— Taf = —— Ta = —
hq Ty “P Ty

w =
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Tabela IV. Placa sandwich sob carga uniforme, R
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Tabela V. Placa sandwich sob carga uniforme, R
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Nas Tabelas III, IV e V sao apresentados os resultados da presente formulagao e sao
comparados com outras formulacdes. Compara-se com a solucio exacta de Srinivas®® e com
solugoes de elementos finitos de primeira e terceira ordem (malha de 4 x 4) de Pandya e
Kant®”. Compara-se também com uma solucdo do autor em elementos finitos de casca la-
minada (malha 4 x4) e com uma solugao por multiquédricas de ordem superior apresentada
pelo autor e colegas®®. Na Figura 7 apresenta-se a evolucdo das tensdes normais o, com
z, para R = 5. Na Figura 8 apresenta-se a evolugao das tensdes normais 7., com z, para

R =5.
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-0.05,
-80

Figura 7. Variacdo da tensdo normal o, normalizada com z, para R =5
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Figura 8. Variacao da tensdo de corte transverso 7., normalizada com z, para
R=5

Verifica-se uma boa qualidade da solucao para todos os casos, quer para o deslocamento
transverso, quer para as tensoes normais e de corte transverso.

CONCLUSOES

Neste trabalho apresentou-se uma formulacao baseada em expansoes de Legendre através
da espessura, com base numa teoria de Batra e Vidoli para placas homogéneas'*1°. Esta teo-
ria é aqui interpolada com funcoes de base radial, em particular através de multiquadricas.
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Derivam-se as equagoes de equilibrio e as condigoes fronteira que sao posteriormente
interpoladas.

Estudam-se trés exemplos numéricos, uma placa isotrépica uma compdsita laminada e
uma sandwich. Em todas elas os resultados sao de grande qualidade, provando-se que este
método é adequado para a solucao de problemas de materiais compdsitos.
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