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Resumen

En este trabajo se propone un modelo hiperelastico generalizado para el andlisis de elastémeros multi-fase. El
modelo se desarrolla en grandes deformaciones en funcién de los estiramientos principales. Debido a la cuasi-
incompresibilidad de los elastémeros, se supone un comportamiento diferente para las partes volumétrica
y desviadora de la deformacién. Se utiliza teoria de mezclas para incorporar las expresiones constitutivas
bésicas propuestas para cada material, viscoelasticidad para el caucho y elastoplasticidad para las particulas
agregadas, en una formulacién de s6lido compuesto. La resolucién numérica del modelo se implementa en
una formulacién lagrangeana total con elementos de presién constante. Mediante condensacién estitica se
elimina el grado de libertad de presién del elemento. La contribucién del modelo propuesto es su capacidad
para capturar el comportamiento elastico fuertemente no lineal con deformaciones extremas de los cauchos
naturales y de alto amortiguamiento y sus caracteristicas disipativas. El comportamiento de la formulacién
propuesta y su aplicacion numérica se ilustra por medio de resultados numéricos y su comparaciéon con
resultados experimentales.

NUMERICAL ANALYSIS OF MULTI-PHASE ELASTOMERS IN PRINCIPAL STRETCHS

Summary

A phenomenology motivated hyper-elastic model is proposed to analyze quasi-incompressible rubber-like
materials (elastomers). The large strain model is formulated in terms of principal stretches. Due to the
quasi-incompressibility of rubber, the approach suppose a different behaviour of the volumetric and isochoric
parts of the deformation. As hysteretic damping depend on the components of rubber, different models are
considered for each substance: Rubber is supposed to respond to a viscoelastic basic constitutive model
and carbon black particles are supposed to be elastoplastic. The global behaviour of the multi-phase
composite solid is influenced by the mechanical characteristic of each simple component according to its
volume proportion. Kinematics compatibility at all times is accepted as closing equation. The material
model is implemented in a total Lagrangian formulation. A single pressure point is considered for each
element with the pressure assumed constant over the element. Static condensation is used to eliminate the
pressure degree of freedom at element level. The novelty of the model is its capability to capture the highly
nonlinear elastic behavior of natural and high damping rubber and its energy dlss1pat10n characteristics.
The performance of the proposed formulation and its numerical implementation is illustrated by means of
numerical simulations and comparing them with experimental results.
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INTRODUCION

En este articulo se utilizan indistintamente los términos elastomero o caucho para de-
signar el material denominado en la bibliografia anglosajona rubber. El término caucho,
originalmente se utilizd para designar el material obtenido en zonas tropicales de América
del Sur de arboles Hevea brasiliensis. Actualmente se hace una distinciéon entre caucho crudo
y vulcanizado; el término elastomero es el preferido para designar caucho vulcanizado. Las
férmulas de cauchos industriales son raramente publicadas por los fabricantes y en general
contienen, ademés de caucho crudo, una parte importante de agregados, aceleradores y/o
activadores del proceso de vulcanizado, antioxidantes y agentes que retardan el proceso de
envejecimiento, sulfuros, oxido de zinc y productos anti-llama como componentes principales.
Segin el monémero utilizado en la reacciéon quimica base y los distintos elementos agregados
en el proceso de elaboraciéon pueden obtenerse elastémeros de muy variadas caracteristicas.

Este trabajo es una contribucion al andlisis numérico de los elastémeros, cauchos natu-
rales o mezcla de naturales y sintéticos y siempre vulcanizados (Natural Rubber). De los
agregados, el denominado carbon black obtenido de la combustion incompleta de gas natural
o petrdleo, es muy utilizado, en forma de polvo y a efectos de incrementar las propiedades
disipativas del caucho (High Damping Rubber).

DESCRIPCION DEL MODELO PROPUESTO

Los elastémeros sometidos a grandes deformaciones responden en forma principalmente
eldstica y cuasi-incompresible y, desde un punto de vista macroscépico, como sélido ho-
mogéneo e isétropo. Ensayos en laboratorio de dispositivos de elastémero laminado con
cargas ciclicas indican una componente no elastica en su respuesta, siendo esta componente
de mayor magnitud en el caso de dispositivos construidos con elastémeros de alto amor-
tiguamiento (High Damping Rubber). Como ya se menciond, en este tipo de elastémeros
una importante proporcién de particulas (carbon-black filler) son agregadas al caucho a
efectos de incrementar sus propiedades disipativas.

La mayoria de los modelos constitutivos que pueden encontrarse en la literatura adop-
tan un enfoque fenomenolédgico, considerando los elastémeros como material homogéneo
e isétropo y tratan solo sus caracteristicas elasticas'™*. En algunos casos se incorporan al
modelo constitutivo efectos disipativos mediante viscoelasticidad®®, plasticidad” o viscoelas-
ticidad y plasticidad®?. Excepcionalmente se ha tratado la modelizacién de elastémeros con
una aproximacion micro-mecanica, pero al resultar esta modelizacién inviable computa-
cionalmente para la soluciéon de problemas practicos, se debe pasar de ésta formulacién
a una de tipo fenomenoldgico'®. Algunos autores han desarrollado modelos constitutivos
inspirados en la micro-mecanica pero implementados en forma macroscépical’ 3.

En este trabajo se propone un modelo fenomenolégico, donde no se consideran aspectos
micro-mecanicos. Debido a la cuasi-incompresibilidad de los elastémeros, se tratan las partes
volumeétrica y desviadora de la deformacion de forma independiente. Y, considerando que la
magnitud del amortiguamiento depende de las componentes del material, diferentes modelos
son considerados para cada sustancia, viscoelasticidad para el caucho y elastoplasticidad
para las particulas agregadas. Utilizando teoria de mezclas' se incorporan las expresiones
constitutivas bésicas de cada componente en un sélido compuesto multi-fase. El compor-
tamiento global del compuesto es influenciado por las caracteristicas mecanicas de cada
componente simple de acuerdo a su proporciéon en volumen. Como ecuacién de restriccién
o cierre del modelo se admite una perfecta compatibilidad cinematica en todos los instantes
de tiempo del proceso analizado. Finalmente, al no incluir la temperatura como variable
de las funciones energia de deformacién, el modelo propuesto estd limitado a condiciones
térmicamente estables.
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Limitando la energia libre especifica a una funciéon dependiente solo del gradiente de
deformacion F, quedando fuera de consideracion la temperatura 6 y, por el momento, las
variables internas e, un cuerpo hiperelastico B es caracterizado por la existencia de un
potencial W(F,X) del cual se obtiene el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff
como

oW (F, X)
oF

donde X € B representa puntos materiales de B y el tensor de segundo orden F' es el
gradiente de deformacién en estos puntos. La funcion W se denomina funcion energia de
deformacion o funcién potencial. Para simplificar la notacién, de aqui en adelante se omiten
los puntos materiales X en la funcién W.

La funcién energia de deformacién W en (1) debe expresarse como funcién de las nueve
componentes de F (F puede ser asimétrico) y ademds cumplir con la restricciéon antes
senalada de no ser afectada por movimientos de sélido rigido. Esto es, segin el principio
de objetividad material, para cualquier rotacién en el espacio se debe cumplir la igualdad,
W(F)=W(Q-F) donde @ es un tensor de rotacién de cambio de base. Utilizando ahora la
descomposicién polar de F, se puede expresar W(F) = W(Q - R-U) donde R es un tensor
de rotacién y U el tensor de estiramiento derecho; y al ser Q un tensor ortogonal cualquiera,
puede ser Q = RT, entonces

PF.X)= (1)

WF(EF) =wY(U) (2)

Existe una correspondencia tnica entre las componentes del tensor de estiramiento U y
el tensor derecho de Cauchy-Green C, U = Cl/z, las direcciones principales de C coinciden
con las de U y para un tensor gradiente F' dado es mads facil calcular C, o b, que U; por lo
que se puede expresar W en funcién de las seis componentes del tensor derecho (simétrico)
de Cauchy-Green, el cual no cambia su valor con movimientos de sélido rigido

W(F) =W¢(C) (3)

A partir de (1) pueden calcularse los tensores de tensiones en funcién de la energia de
deformaciéon W, en la forma:

OWe(C) W)
S=2———~+ Jo=2F —F 4
ac ol aC )
donde S es el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff y o es el tensor de tensiones

de Cauchy.

Si el material es isétropo W€ tendria la misma forma cualquiera sea el sistema de ejes
coordenados tomado como referencia, por lo que W es un invariante del tensor C, y puede
ser expresado en funcién de otros invariantes de C, en la forma

We(C)=WI(l,1,, 1) (5)

Si ademas el material es incompresible, I; = 1. Esto conduce a una simplificaciéon en
la expresiéon de W, pero genera otras dificultades. La incompresibilidad es una restriccién
cinemdtica, cuyo efecto mecanico es generar una fuerza reactiva o presion hidrostatica, la
cual no depende de la ecuacion constitutiva y debe determinarse por medio de ecuaciones de
equilibrio y condiciones de borde'®. Para superar esta dificultad y desacoplar las respuestas
volumétrica y desviadora, F' es descompuesto multiplicativamente

F - FvolF) Fﬂol = J1/317 F — z]_l/SF (6)



118 0. Salomén, S. Oller y A.H. Barbat

donde J = det[F] = det[F,,;], det[F]=1. De aqui en adelante, una variable sobre-lineada
() implica que se trata de la parte desviadora de la misma.

Utilizando (6) la funcién energia de deformacién puede ser expresada en una descom-
posicién aditiva de sus partes desviadora y volumétrica

W =w(J)+W(C) (7)

siendo C la parte desviadora del tensor derecho de Cauchy-Green, C = F'F.

Funciones energia de deformacién desacopladas conducen a relaciones tensién-
deformacion desacopladas. Asociada con la deformacién volumétrica, existe una presion
hidrostatica p

p=8,W(J)=W'J) = e, =Wl (8)

O, en términos del segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, S, = JF 'a,F ", y
considerando que el tensor de tensiones de Cauchy, o, solo tiene elementos no nulos en su

diagonal, S, puede ser expresado como S, = JF'F e, =JC "o, esto es

S,=JwW'(J)C™! (9)

Con relacién a la parte desviadora del modelo, considerando (6) y (7) y de la ecuacién
de restriccidon, esto es compatibilidad cinemadtica en todos los instantes de tiempo, puede
escribirse

Fcaucho = Fparticulas = F (]‘0)

Debe ahora considerarse que la respuesta del caucho y de las particulas agregadas no
es el mismo. Para la parte elastomérica se propone un modelo constitutivo basico de
tipo viscoeldstico, con W (C) valido para historias de deformacién infinitamente lentas
W>=(C). Para deformaciones dependientes del tiempo, se incluyen en la funcién energia

de deformaciéon W variables internas a: que toman en consideracién los efectos viscoelasticos

Wcaucho - er (C_') a) (]‘]‘)

Para las particulas agregadas se propone un modelo elasto-plastico, en consecuencia, F'
es descompuesto multiplicativamente

— € 1 7€ € _CT

F=FF — b =FF
siendo b° la parte elastica del tensor izquierdo de Cauchy-Green, la cual es utilizada para
escribir la funcién energia de deformacion de la componente particulas

Wpa'r‘ticulas = Wﬁp (Beﬂ 6) (12)

Utilizando teoria de mezclas, el comportamiento global del sélido compuesto puede
expresarse en forma aditiva!®

W =W(J) + kr[W..(C,@)] + kp[W., (5%, €)] (13)

donde kr y kp son las proporciones en volumen de las componentes caucho y particulas
agregadas. Considerando ahora esta expresiéon aditiva de la funciéon energia de deformacion,
el tensor de tensiones resulta

S =8, +krS,. +kpS., (14)
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En las secciones siguientes se analiza la derivaciéon de las componentes del modelo,
comenzando con la componente eldstica y la forma de obtener el tensor de tensiones y
constitutivo a partir de una funcién energia de deformacién. Posteriormente se analizan la
extension viscoelédstica y la componente plastica del modelo.

COMPORTAMIENTO ELASTICO DE LOS ELASTOMEROS

Partiendo de los trabajos pioneros de Mooney!'” y Rivlin'®, diferentes funciones energia
de deformacién W han sido propuestas para analizar elastémeros (rubber-like materials).

En el modelo Mooney-Rivlin generalizado! la funcién energia de deformacién se
expresa Como

W =SS5 Gl — 37 (B — 3)° (s — 1 (15)

donde r,s,? son ndmeros enteros que pueden variar, teéricamente, de 0 a co y C,.,; son
parametros que representan constantes materiales. Este modelo tiene la ventaja de su
forma polinémica, con lo cual, disponiendo de resultados de ensayos de laboratorio pueden
obtenerse los valores de los parametros materiales de tal manera de aproximar el modelo,
tanto como se desee, a éstos resultados. Un procedimiento de minimos cuadrados puede
utilizarse para esta parametrizacion, limitandose los valores 7, s,t a un rango “razonable”,
por ejemplo de 0 a 2.

En caso de incompresibilidad total se tiene I; = 1, y tomando de (15) solo los términos
lineales en [; e I,, se obtiene el denominado modelo Mooney-Rivlin de dos parametros

WI=Cl(]1 _3)+C2(IZ_3) H Cl Eclu, CZ EC(H (]_6)

Este modelo solo cuenta con dos términos lineales. Por ello, su utilizacién, si bien més
simple, no permite una buena aproximacion a resultados experimentales, especialmente en
el rango de las grandes deformaciones (> 50%) de los elastémeros. Si en esta funcién C, = 0
el modelo Mooney-Rivlin se reduce al conocido como modelo Neo-Hooke

W!=Cy(I, - 3) (17)

Debido a que estas funciones de energia de deformaciéon de la familia Mooney-Rivlin
no son validas (excepto en su forma generalizada) para modelar elastémeros sometidos a
estados de tensiones complejos y para rangos de deformacién que cubran desde posiciones
cercanas a la inicial hasta aquellas préximas a la rotura, se han propuesto otras funciones
en base resultados experimentales. Gadala? realiza un tratamiento unificado para distintas

i d la de def i6n W(I; id do adema lai ibilidad
expresiones de energia de deformacién ;) considerando ademds que la incompresibilida
puede no ser total y por lo tanto I3 # 0.

Funciones energia de deformacién en estiramientos principales

Como se ha senalado la funcién energia de deformacién puede ser expresada en funcién
del tensor de Cauchy-Green (3), o de sus invariantes (5), y los invariantes de un tensor
simétrico de segundo orden pueden expresarse en funcién de los valores propios de este
tensor

L=tr(C) =X+ A+ A]
L=1/2(IF —tr(C?)) = A2- A2+ X2 - X2 + 22 )2 (18)
L=X )\
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siendo A; los valores propios del tensor U, U = Cl/z, que reciben el nombre de estiramientos
principales (principal stretches).

Por lo tanto, una forma alternativa de expresar la funcién energia de deformacion es
utilizar los valores propios de los tensores U o C, en la forma

WU(U) =" (>‘17>‘27>‘3) (19)

A partir de una funcién energia de deformacién expresada en términos de los estiramien-
tos principales, los tensores de tensiones pueden obtenerse recordando (4) y aplicando la
regla de la cadena. Asi, para el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff se obtiene

3

(9WC 1 OWM A, Az, As) O(NY)
= 20
S = =25 o oc (20)
Aplicando una descomposicion polar al tensor gradiente de deformacién, se obtiene
F=RU=VR (21)

donde el tensor ortogonal R es el tensor de rotacion y los tensores simétricos definidos
o

positivos U y V son los tensores de estiramiento derecho e izquierdo, respectivamente. Los

tensores derecho e izquierdo de Cauchy-Green, C y b, se definen como

C=F'F y b=FF" (22)

y teniendo en cuenta (21) y que siendo R un tensor ortogonal, RR™ = R"R = 1, éstos
pueden expresarse en la forma

c=U’ y b=V? (23)
Siendo U y V tensores simétricos, éstos admiten una descomposicion espectral
3 3
U=> \MN;®N; y V=) Anon (24)
=1 i=1

donde {A;, Az, A3} son los autovalores de U y de V', denominados estiramientos principales
y los vectores N; y m; son autovectores unitarios de U y de V, respectivamente. Los
conjuntos {N,, N, N3} v {n,,n,,n;} forman bases ortonormales que definen las direcciones
principales lagrangeana y euleriana, respectivamente.

Utilizando las ecuaciones (23) y (24), se tiene

3 3
C=) MNs&@Ns y b=> Mn.®n, (25)
1=A A=1

donde A% son los valores propios de C 0 b, y N4 y n4 son sus respectivos autovectores
unitarios, definidos por el problema de valores propios

CNA = )\?NA y bnA = )\an (26)
De esta tltima ecuacién puede obtenerse para dcA% en (20), la siguiente expresion®

O(\4)
aC

=N,®N, (27)
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Esto permite expresar el segundo tensor de tensiones de Piola Kirchhoff § como

3
S=) BaMs con  My=)’Ns@N, (28)
A=1

donde (B4 expresa las tensiones principales desviadoras
Ba = AOW™/ON\4 (29)

En forma andloga y recordando (4), se puede expresar el tensor de tensiones de Cauchy
o en la forma

1 3
a:—g m con J = det|F
JA71,BA A [ ] y (30)

ms=n,Qn,=FM,F"

Las expresiones Ny ® N4 y nas ® ny pueden expresarse, en forma explicita, a partir de

los tensores C' y 22!
—(I; = N .20t
NA®NA=AZC (1 A)1+3AC
Dy
B — (I, — A3)b+ ;2521 51)

NsQny = D
A

_DA - 2)\?4 - ]1)\?4 +_[3)\:42

Derivando nuevamente (20) a partir de (28), aplicando la regla de la cadena y (27), se
obtiene el correspondiente tensor constitutivo en la configuracién no deformada

3 3 3
oM .
@:Z[Z')/ABMA@)MB +Z2,6A 6CA (32)
A=1 LB=1 A=1
donde 4 responde a la ecuacién (29)
0 ow?
= =Ap——(Aa—— 33
YAB = YBA Ba/\B( A 3)\3) (33)

y OcM 4 se obtiene a partir de (31a), utilizando (27) y las siguientes relaciones

VU T ) VS V) VI VRS ¥-) vy

= = = 4
O, 2Dy’ oI, 2Dy’ 0l; 2 Dg4 (34)
donde D4 viene dado por (31c). De esta forma se llega a obtener
OM 4 1 - -
= — [I- LX2(C™! g
5C -DA[ 11+ L2, (CT C c )]
+ 5= NAOMAs+M,y®1)—1/2D' A sM , @ M 4] (35)
A
1

— _D_ [13)\:42(0_1 ®MA +MA ®C_1)]
A
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siendo I el tensor identidad de cuarto orden, y

Dy =8\ — 2L A4 — 2L ;°
(IC 1)ABC'D 1/2(0 IACC 1BC+(Y 1ADC lBC) (36)

El tensor constitutivo en la configuracion espacial € se obtiene mediante una operacién
push-forward de su forma material C (32).

3 3
C= %Z [Z’)/ABmA@mB

A=1 LB=1

3

2 (9mA
+5 AZ B4, (37)

donde, al igual que en (32), B4 responde a (29) y yap a (33). La expresion d,m, =
F@cMAFT tiene la forma

8mA 1 _
- —[m, - LA, 1
99 DA[ bbb+ 2,’(1®1— 1)
101, 1,
+ oo |:>\:4(b®mA +m,sRb) — §DA)\AmA ®my (38)
A

1
-5 LA Aems+ma®1)]

A

siendo

1
(Ib)abcd — 5(bacbbd 4 badbbc) (39)

Noétese que las ecuaciones (20) a (39) son validas para cualquier funcién energia de defor-
macién y por lo tanto constituyen un planteo general de elasticidad en grandes deformaciones
formulado en términos de los estiramientos principales.

Funcién energia de deformacién de Ogden

Ogden! ha utilizado los estiramientos principales A4 o valores propios del tensor U para
proponer una funcién energia de deformacién de la forma

E |

WA, Aay Ag) E“ A% LAY LAY - 3) (40)
donde o; (i = 1,...,N) son nimeros reales y N es un entero positivo, tal que
N
D o =2p (41)
i=1

siendo u el modulo de corte del material en la configuraciéon de referencia.
Utilizando valores propios (L;) de C, esta funcién toma la forma

N
W (Ijl’Iﬁ)’Ij3 :ZZ_ 05/2 a/2+L05/2 3) (42)

En caso de incompresibilidad total, I; = AJAJA; = L, L,L; = 1.
Al igual que lo sefialado para la funcién de Mooney-Rivlin generalizada (15), la funcién
energia de Ogden puede representar la respuesta de materiales reales mediante la asignaciéon
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de valores a los pardmetros «; y p; y cuanto mayor sea el nimero de términos N considerado,
mayor serd la aproximacion a la respuesta obtenida mediante ensayos en laboratorio. Ogden
ha determinado los valores de estos pardmetros (para N = 3) de forma tal que las tensiones
resultantes del modelo ajusten a curvas experimentales de ensayos previamente realizados
por Treloar®? con caucho natural vulcanizado. Considerando N = 2 el modelo de Ogden
puede representar el modelo Mooney-Rivlin de 2 parametros y con N = 1 se obtiene el
modelo Neo-Hooke.

La funcién energia de deformacion de Ogden ha sido aceptada en los dltimos afios como la
mejor alternativa para simular numéricamente el comportamiento de los elastémeros®*°, y es
la utilizada en este trabajo como base del modelo hiperelastico para modelar la componente
eldstica de estos materiales. En este caso, 54 y yap en (29) y (33) vienen dados por

N 3
. 1., .1 o
SIA:B—>’)/AB: E J 2% [g)\Al-i-g E )\cz] (43)
=1 Cc=1

N 3
: E : 1 ; 1 o; 1 § : o;
SIA#B—)’)/AB: 22 [—g)\A'—gABz'i‘g ACl]
=1 C=1

Deformacién desviadora y volumétrica

Ensayos realizados con elastémeros’ demuestran que para grandes deformaciones el cam-
bio de volumen, en este material, es pequefio pero no nulo (J — 1 = 107*). Por lo que la
hipétesis de incompresibilidad total debe ser sustituida por una de cuasi-incompresibilidad
(I; = 1).

En este caso resulta conveniente descomponer el gradiente de deformacién en sus partes
desviadora y volumétrica (6); entonces, las funciones de energia de deformacién pueden
expresarse como

W/\(Xla X27 X37 J) = W)\(Ala >‘29 >‘3) (44)
siendo A\; = J 73N, v J = A Aoy, tal que Aj o)y = 1.

Considerando estos estiramientos modificados A;, el modelo de Ogden puede expresarse
como

WA\ =W (J) +WA\) (45)

donde W (J) describe el cambio de energia libre debido al cambio de volumen del sélido y
W*(\;) describe el cambio de energia libre debido a deformaciones a volumen constante. il
potencial en funcién de los estiramientos modificados, A;, se escribe

N
WAR) = Y B () - 3] (46)
p=1 9P
o utilizando los autovalores L; del tensor C, se puede reescribir el potencial
WML =W(J)+W?(L;)

N
WAL) = 3 2L [ + L5 4 L) (L Lo L)~ — 3
p=1 7
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Esta descomposicién aditiva de la funcidon de energia libre implica una descomposicion
aditiva de sus derivadas, el tensor de tensiones y tensor constitutivo tangente.

Tal lo senalado, asociada a la deformacién volumétrica se tiene una tensién media o
presién p (8), con la cual se obtuvo la parte volumétrica del segundo tensor de Piola-
Kirchhoff (9). Derivando (9) respecto a C se obtiene la parte del tensor constitutivo en la
configuracion material correspondiente a la deformacién volumétrica

C,=[JW (N]JICT@C™ — JW'(J)lg-: (48)

donde I-: viene dado por la expresién (36).
El correspondiente tensor constitutivo en la configuracién espacial, parte voumétrica C,,
puede obtenerse mediante una operacién push-forward de su forma material C,,

=[JW'())])1e1-2W'(J)I (49)

Utilizando las ecuaciones (9) y (48), y recordando (28) y (32), el segundo tensor de
tensiones de Piola-Kirchhoff S y el tensor constitutivo material C, empleando estiramientos
modificados \;, estdn dados por

S=JW'(I)C " +> BaM, (50)

W/'(NHNC'@CH+IJW'(NC'eC™ =T+
3

Z'YABMA(X)MB

B=

2 51
+Z25A30MA (51

A=1

Z

A=

donde B4 y yap han sido dados en (43) para la funcidn energia de deformacién de Ogden y
la derivada oM 4 viene dada en (35-36).

En forma andloga, utilizando (8) y (49) y recordando (30) y (37), pueden expresarse
el tensor de tensiones de Cauchy o y el tensor constitutivo espacial € en funcién los
estiramientos modificados \;,

oc=W'(J)1+ %ZﬁAmA (52)
e

c=W'(INNel1+JW' (J)[1®1- 20+

+ = Z[Z7ABmA®mB
A=1 |B=

3

+ 7 Az_:l 284 99

con B4y vap dados por (43) y la derivada 9,m, dada por (38-39).
En este trabajo se propone utilizar para la parte volumétrica de la funcién energia de
deformacion, la expresién

W(J)=1/2k(J —=1)> con J=1L" y I =det(C) (54)
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siendo x el modulo volumétrico del material en la configuracién de referencia. De esta forma
se tiene

Wi(J)=p=r(J-1) v W'(J)==x (55)

COMPORTAMIENTO VISCOELASTICO DE LOS ELASTOMEROS

Los elastémeros, especialmente aquellos denominados de alto amortiguamiento, cuando
son sometidos a cargas ciclicas presentan en su respuesta fuerza-desplazamiento una com-
ponente no-eldstica. La amplitud de esta componente no-eldstica depende naturalmente del
tipo de elastémero y también es funcién de la frecuencia de los desplazamientos impuestos?®,
lo cual motiva la consideracion de modelos viscoelasticos en la simulacién numérica de estos
materiales.

En esta seccion se analiza una formulacién de viscoelasticidad en grandes deformaciones
de tal manera que para deformaciones infinitamente lentas la respuesta del material sea
elastica, colapsando en el modelo de Ogden, mientras que para deformaciones de velocidad
finita el material presente memoria®?*. El modelo estd formulado en la configuracién
material, suponiendo condiciones isotérmicas con temperatura por sobre el limite de crista-
lizacién. La funcién energia de deformacion total tiene la estructura aditiva indicada en (13)
y, considerando que los elastémeros son materiales cuasi incompresibles, se supone que los
cambios dependientes del tiempo solo afectan a la componente desviadora de la deformacién
v que la parte volumétrica es totalmente elastica.

Modelo reolégico

Considérese un mecanismo uni-dimensional tal como el indicado en la Figura 1, com-
puesto por una combinacion de muelles lineales con constantes elasticas F y Ei a E, y
amortiguadores con coeficientes de viscosidad 7; a 7,.

7/

E —>¢&

+=:>71 —————+—0 |f’>0'

E, «— 7
q o
_/\/\/\/\/\N\,_II_

o
Te=Nu/Ex >7

N

Figura 1. Modelo reolégico uni-dimensional

Por condicién de equilibrio se tiene una tensién total

c=F ¢+ Z q” (56)
a=1
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donde ¢ es la deformacion del mecanismo y g* las tensiones en los « dispositivos de Maxwell
incluidos en el modelo. Si se asume una relaciéon constitutiva lineal entre la fuerza viscosa
y la tasa de deformacién en los amortiguadores

q“ = Ea(s - 7a) = Na¥" (57)
donde v* representa las deformaciones ineldsticas de los amortiguadores.
La variacién respecto al tiempo de estas tensiones internas ¢ representan las ecuaciones
de evolucién del modelo
o g d
Y4 — = —(F,¢ 58
i+ T = L) (59)
siendo 7, = 1,/ FE, el tiempo de relajacién del elemento a.
Una generalizacion de este modelo se logra definiendo una funcién energia de deformacion
de la forma

W=W=(e)+ iW“(s,fya) (59)

donde las deformaciones ineldsticas de los amortiguadores y* se introducen como variables
internas. Si se eligen formas cuadraticas para la energia de deformacién, se puede escribir

1 2 = 1 a2
W = EEOOE + E §Ea(6 —7%) (60)
—_— =] N ——
Wee Wea

y de aqui, la tension y disipacién del modelo,

d . qa d d
— — E (64 e ) —_ (07 1
o= - = Fxet a§_1 q y ¢+ Pl [—dg W (8)] (61)

resultan iguales a las ecuaciones (56) y (58), respectivamente.
Para un tiempo t = 0, g = E,£o; mientras que para un tiempo t — oo, ¢, = 0, por
lo que se recobra el modelo eldstico clasico.

Modelo generalizado en grandes deformaciones

Como se menciono, se supone que la parte volumétrica de la deformacion es elastica y
que los efectos dependientes del tiempo afectan a la parte desviadora de la deformacidn.
Por analogia con el modelo reolégico, se propone para la parte viscoelastica de la energia de
deformacién W,, en (13) la forma aditiva

W,.(C,T) = W=(C) + W*(C,T°) (62)

donde W"o((:') describe la respuesta desviadora del material para un tiempo t — oo, siendo

C la parte desviadora del tensor derecho de Cauchy-Green, C = F'TF', con F dado por (6).
La otra componente, W<(C,T'*), describe la parte viscosa del modelo, la cual desaparece
progresivamente durante el proceso de relajacion, siendo I'* variables internas tipo tensores
de deformacién andlogas a v* en (59). El comportamiento viscoso es modelado mediante o«
procesos de relajacién con 7, € (0,00) tiempos de relajacién.

Una forma de la segunda ley de la termodindmica es la desigualdad de Clausius-Duhem.
Esta desigualdad, para procesos isotérmicos y en su forma lagrangeana, se expresa como

Dint=8:C/2—W >0 (63)
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siendo D;,,; la disipacién interna. Una particularizacién de (63) se obtiene diferenciando

(62)
Dine = (8 = 20cW,.) : €/2 = (BpaW,.) : T >0 (64)

Considerando que esta desigualdad se debe cumplir para todo proceso termodinamico
(en este caso solo mecdnico) y para cualquier tasa de deformacién, de aqui se obtienen el
tensor de tensiones S y la desigualdad de disipacién interna D;,,;

S=20Wye ¥y Dim=_ [~(0raWy,)] : I >0 (65)

a=1

Aplicando el modelo constitutivo dado por (62) se obtiene para la parte desviadora del
tensor de tensiones una forma aditiva de tensiones en equilibrio y no-equilibrio

Se = 206W>(C) +20eW*(C,T*) =87 +> Q" (66)
a=1

siendo Q” tensiones no equilibradas termodinamicamente.

De acuerdo con el modelo reolégico, se define @ como variables conjugadas a I'* con una
relacién constitutiva Q® = —0r-W*(C,I'*). En esta forma, la produccién local de entropia
(65b) es dada por la relacién

Dint = ZQQ : ]f‘u Z 0 (67)

a=1

Por analogia con el modelo reoldgico se propone para la ecuacién de evolucién de Q“ la
siguiente expresion
(o4
o @ d o
Q + — = —[20:W<(C)] (68)
Ty dt
donde W es una funcion de energia libre que corresponde a los a procesos de relajacion con
T, tiempos de relajacién. La respuesta instantanea, ¢t = 0, viene dada por Qy = 20-W*(C))
Una solucién de la ecuacién de disipacién se obtiene en forma de integral de convolucién

t

Q"= exp[—t/Ta]q/;’é[Q(?@Wx(C_'n)] +/,‘}/§o exp[—(t — 3)/Ta]%[236ﬁ/m(és)]ds (69)

0

donde se supone la relacién
W*(C) =y W>(C) (70)

siendo 7% € (0,00) factores asociados con 7,. Esta adopcién viene motivada por el hecho
de que el medio viscoeldstico es obviamente el mismo material elastomérico que ha sido
modelado previamente como elastico. Por lo que, la funcién energia de deformacién W>(C')
utilizada en este trabajo para modelar los elastémeros es la funcién energia de Ogden.

En funcién de las ecuaciones (69-70) la parte desviadora del segundo tensor de tensiones
de Piola-Kirchhoff (66), resulta

8.0 = 9(O20W(C0)] [ ot = 9) 2060 ~(C.)Jds ()
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donde

g(t) =14 % exp(—t/7)

es una funcién normalizada de relajacion.

En la formulacién del procedimiento en pasos discretos de tiempo la evaluacion de la
integral de convolucién en (69) puede realizarse mediante una relacién recursiva. Esta
integral es definida como H”

B = [ el (= 5)/m] 200W(C.)lds (72)

De la ecuacién (71) para el tensor el tensiones y (72) definiendo las variables internas
H®, puede expresarse

N
S,.=8"+> +*H" (73)

a=1

COMPORTAMIENTO ELASTOPLASTICO DE LOS ELASTOMEROS

En los elastémeros frecuentemente se incorporan particulas (carbon-black filler) a efectos
de incrementar sus propiedades disipativas, dando lugar a elastémeros denominados de alto
amortiguamiento (High Damping Rubber). Naturalmente, el comportamiento mecénico del
caucho y de las particulas agregadas no es el mismo y este hecho debe considerarse al formu-
lar un modelo constitutivo que represente el compuesto, caucho de alto amortiguamiento.
En este articulo se propone un modelo hipereldstico basado en teoria de mezclas'*, donde
la componente elastomérica es tratada mediante un modelo de viscoelasticidad en grandes
deformaciones y la componente particulas es modelada mediante elastoplasticidad, también,
en deformaciones finitas. La funcién energia de deformacién W para el sélido compuesto
ha sido expresada en (13), separando las componentes volumétrica y desviadora de la de-
formacién y considerando para esta ultima contribuciones viscoelasticas y elastoplasticas
segln las proporciones en volumen de las componentes elastémero y particulas, respectiva-
mente. En esta seccién se desarrolla el tratamiento del modelo elastopléstico, considerando
en primer lugar una formulaciéon general de elastoplasticidad en deformaciones finitas y
particularizando luego esta formulacion para el modelo propuesto.

Modelo constitutivo elastopldstico en grandes deformaciones

Esta formulacién estd basada en la descomposicién multiplicativa del gradiente de defor-
macién F en sus partes eldstica y plastica

F = F°F® (74)

y mantiene la estructura de los modelos clasicos de plasticidad infinitesimal, con las siguien-
tes diferencias:

el predictor elastico es evaluado utilizando cinematica de grandes deformaciones,
se realiza una descomposicién espectral de este predictor eléstico,

se utilizan deformaciones logaritmicas,

el algoritmo predictor-corrector se plantea en tensiones principales.
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La utilizaciéon de deformaciones logaritmicas en modelos de elastoplasticidad es relativa-
mente reciente?® 2%, conduce a simplificaciones en el algoritmo de integracién de tensiones
y permite la aplicacién del algoritmo corrector plastico de plasticidad en deformaciones in-
finitesimales al caso de deformaciones finitas. Ademas, preserva exactamente los cambios
de volumen pléstico en caso de criterios de fluencia insensibles a la presion.

En base a la descomposicién multiplicativa del gradiente de deformacién (74), se define
una funcién energia de deformaciéon W en la forma

W=W(®,8 con b°=FF" (75)
donde b° es la parte eldstica del tensor izquierdo de Cauchy-Green y £ es un tensor de
variables internas, ¢ = —9:W.

El dominio elastico es definido por un criterio de fluencia en el espacio de tensiones

¢(T,q9) <0 (76)

donde 7 es el tensor de tensiones de Kirchhoff en la configuracién espacial y g es un tensor
caracterizando el endurecimiento en la respuesta del material. La superficie de fluencia es

definida por ¢(7,q) =0

Ecuaciones constitutivas. Desigualdad de disipacién

La funcién de disipacion local asociada con un punto material se obtiene a partir de la
segunda ley de la termodinamica en su forma denominada desigualdad de Clausius-Duhem.
Esta desigualdad, reducida a procesos isotérmicos se expresa como

Dipe=1:d— W (b€ >0 (77)

siendo d el tensor tasa de deformacién, d = sim[l] = 0.5(I+1"), y I el tensor gradiente de
velocidad, I = FF~'. Es decir, la disipacién es definida como la diferencia entre el trabajo
realizado por las tensiones en el punto y la variacién en la funcién de energia y resulta nula
(Dint = 0) en caso de procesos de deformacion elasticos. A partir de (74) puede expresarse

b¥=FC®” 'F* con C'=F'"TF" (78)
donde C” es el denominado tensor de deformaciones plastico de Cauchy-Green. Derivando
esta ecuacion se tiene

sp —1

b =1b°+0b1" +Lb° con Lb=F[C
siendo £b° la derivada de Lie de b° ?°.

Utilizando esta relacién, la derivada de la funcién energia puede expresarse como

W = 8, Wb + bl + Lb] + 9. WE

|F" (79)

1 - (80)
= [20, Wb [T + 1/2(LH°)d° | + O WE
Reemplazando esta ecuacion en la (77)
Dipy = [T — 20, W b]d + [20,-W b°][—1/2(Lb)b" '] — O:WE > 0 (81)

De esta ecuacién, considerando que debe cumplirse para todo proceso termodindmico y
para cualquier tasa de deformacion, se obtienen la ecuacion constitutiva para el tensor de
tensiones y la forma reducida de desigualdad de disipacién interna

T=20, Wb y Dy =7[—1/2(L6)b ']+ g€ >0 (82)
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Ecuaciones de evolucién. Disipaciéon maxima

De acuerdo al postulado de méxima disipacién, el estado actual (7,q) en el cuerpo

plésticamente deformado con configuracién intermedia prescrita y tasas {L£b",&} prescritas
es aquel que conduce a un maximo en la funcién de disipaciéon D;,,;. Esto es

[r— 71~ 1/2(Cb )6 '] + g — 1€ > 0 (83)

para todo (77,q") admisible. Para que se cumpla esta desigualdad {[—1/2(Lb%)b° '], €}
deben estar dentro del cono normal al dominio eldstico en el punto (7,q). Por lo tanto, si
el criterio de fluencia es definido por (76), las ecuaciones de evolucién son

—1/2 Lb° = [0, ¢(T,q)]b°

v >0, #(1,q9) <0,  yp(1,q9) =0

Predictor eldstico y corrector plastico

El problema planteado en las ecuaciones (84) puede ser resuelto con una metodologia
de pasos fraccionales. Para un incremento dado de desplazamientos, reemplazando (84) en
(79), se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

b = (16" +b1"] — 29[0,¢(T, q)]b*

. (85)
=17 8(1(]5(7'7 q)
con restricciones : v >0, ¢(7,9) <0, ~o(1,9) =0
Este sistema de ecuaciones se divide en dos problemas:
1. Predictor eléastico
b))t =16+ b1"
) =1 | 56
£€=0
con restricciones : Ninguna
2. Corrector plastico
b)? = —29[0,6(T, q)]b°
) = ~2110-6(r.q) .
=7 8{1925(7-7 q)
con restricciones : v >0, ¢(7,9) <0, ~o¢(1,9) =0
Recordando que la solucién a una ecuacién del tipo 2(¢t) = Az(t) en el intervalo de

tiempo [t,,t,11] viene dada por z(t) = exp[(t — t,) A]z(¢,); una aproximacién a (87) puede
expresarse como

b; = exp[—2A70,¢(T,q)]b;”
ft == f,n + A78q¢(Ta q)

donde Ay = [t —t,]y y b} es el predictor eldstico determinado en el paso I.

(88)



Simulacién numérica de elastémeros 131

Algoritmo predictor-corrector en direcciones principales

Como resultado de la restricciéon a un comportamiento isétropo, las direcciones princi-
pales del tensor de tensiones de Kirchhoff 7 y del tensor elastico izquierdo de Cauchy-Green
b° coinciden, siendo sus formas espectrales

3

b = Z(AZ)ZTLA Xna T = ZﬁAnA‘X’ (89)

A=1 A=1

donde {A;, A2, A3} son los estiramientos principales, autovalores del tensor de estiramiento
izquierdo V, b= V?, y {n,,n,,n3} son las direcciones principales de b (25). {1, 32,55} son
las tensiones principales (30).

Ademis, esta restricciéon implica la existencia de una funcién ¢(1,q) = ¢(B1, 52,03,9)
con descomposicion espectral

0-$(1,9) = > 05, 6(Ba,@)na @ na (90)

A=1
Despejando b de (88), resulta
b = exp[2A40,¢(T, q)1b° (91)

y reemplazando (89) y (90) en esta dltima

3

b = [(A%)? exp[2A78;, (B4, q)Ins S 1 (92)
A=1
Comparando esta expresién con la descomposicién espectral de b

3

B = (\p)’*nf @nf (93)

A=1

por unicidad en la descomposicién espectral, se obtiene

ny =n’ (94)

(A%)* = exp[-2A995, ¢(B4, 9] (AY)’ (95)

Esto es, las direcciones principales n, de la configuracién eldstica final coinciden con
las direcciones principales del estado eldstico predictor n’{, y en consecuencia, el algoritmo
corrector plastico se produce con ejes principales fijos definidos por el estado elastico de
prueba.

Operando con logaritmos a ambos lados de la igualdad (95) y denominando €4 = log[A 4]
y € = [e1,€,€5]T, se obtiene

€ =e'"" — Ay0s¢(B,q) (96)
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Algoritmo predictor-corrector en tensiones principales desviadoras

El modelo propuesto en este trabajo para modelar elastémeros descompone la defor-
macién en sus partes volumétrica y desviadora, asignando a la parte volumétrica un compor-
tamiento totalmente elastico. La parte desviadora es considerada con modelos viscoelasticos
y elastoplasticos segun las proporciones de caucho y de particulas en el compuesto. Se im-
plementa aqui la parte elastopldstica del modelo, combinando (6) con (74), esto es, con-
siderando un gradiente de deformacién de la forma F = (J/3I)F°F”, donde F* y F" son
respectivamente las componentes eldstica y plastica de la parte desviadora del gradiente de
deformacion.

A efectos de obtener un algoritmo predictor-corrector idéntico al utilizado en plasticidad
con deformaciones infinitesimales, se procede de la siguiente forma:

En primer lugar se determina un estado elastico de prueba, para un incremento prescrito
de deformaciones en el intervalo de tiempo [t,,,%,+:]. Este predictor eldstico supone que las

deformaciones plasticas F* quedan fijas en el tiempo t,

Fetr LT

=€ —=e T = ~D —
b'n,+1 = F‘IL+1FIL+1 = Fn‘H-C'lr)L Fn-l—l (97)

, . e e tr . . ’ . . .
Después de una descomposicion espectral de b, , los estiramientos logaritmicos princi-
pales elasticos son definidos como

& =log\4"], com  A=1,23 (98)

La funcién energia de deformacién (75), se particulariza para la parte desviadora de la
deformacién (12), eligiendo una forma desacoplada cuadrética en estiramientos logaritmicos
principales

Wep(gibg) = :"L[Ec ’ EL] + K(S) (99)

donde K (&) es una funcién caracterizando el endurecimiento isétropo en la respuesta del
material.

Las tensiones principales desviadoras 8 generadas por las deformaciones logaritmicas €
y asociadas con el modelo cuadrético (99), B = 0. W,,(€4,£), son

,3::+1 = 2“‘?:}31 (100)

e

Estas tensiones principales B,,; corresponden al estado de prueba. Si d)(ﬂZH,qH) <0,

el incremento deformacion-tension es puramente elastico, por lo tanto

(')n+l = ()Zrﬂ (101)

. tr . tr e
En caso contrario, ¢(8,,,,q,) > 0, las tensiones B, son proyectadas sobre el dominio

eldstico definiendo las tensiones reales B; ,, en cada punto del material.
Multiplicando ambos lados de la igualdad (96) por 2u se obtiene un algoritmo en tensiones
principales

Brii = Byiy — Av2005¢(B, q) (102)

Para definir el dominio elastico se utiliza el criterio de fluencia de Von Mises, que es
escrito en su forma clésica

¢(1,€) = ||dev[r]]| - \/g[ffy +K'(§)] <0 (103)
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donde oy es la tensién de fluencia, £ es la deformacion pldstica equivalente, ||dev|[T]|| es la
raiz cuadrada del invariante J, del tensor de tensiones de Kirchhoff 7. De esta manera, las
tensiones B en (102) se expresan como

Brii = Bri1 — 20 Wiy (104)

siendo v el vector unitario normal al cilindro de Von Mises en el espacio de tensiones
principales

Vit = B i1 /IBoiill 5 lldevir]l] = I8l (105)
y de (88)

2
o =6+ 207, Ay 20 (106)

De la condicién de consistencia, ¢, ;1 = 0, se obtiene la ecuacién para Ay > 0 durante
el proceso de carga pléstico

buvs = 2y — 206+ 2) — K] = 0 (107)

Y la ecuacién (107) se expresa como

H 2 2
b1 — 28071+ @] - \/;[K’(én + \/;AV) — K'(£&.)] =0 (108)

Resuelta (104) y utilizando (100) el estado de deformacién logaritmico es conocido. El
tensor eldstico final b°, que serd utilizado en el calculo del tensor de deformaciones plastico
C” en (97), se obtiene mediante un algoritmo exponencial®

3
ZQZZXZZnA(X)nA , Ay =exp(éq) , CF

A=1

(109)

Control de cambio de volumen

La descomposicién del gradiente de deformacion en sus partes desviadora y volumétrica,
—C =P . o . . , . .oz
F = (J'3I)F F", junto con (97) condicionan un predictor eldstico con preservacién de los

cambios de volumen, det[b;] = 1. Y, si en la expresién del corrector plastico (88) se opera
con determinantes a ambos lados de la igualdad, se obtiene

det[b}] = det[exp[—2A70,¢(T, q)]] det[b;']

— expl 20 t1[0,6(r, g)]] det b o

Si en esta ecuacion
tr[0,¢(T,q)] =0 — det[b;] = det[b}] (111)
Por lo tanto, para criterios de fluencia insensibles a la presién, tr[d.¢(T,q)]] = 0, el

esquema predictor-corrector aqui planteado preserva exactamente los cambios de volumen,
independientemente de la magnitud de deformaciones.
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IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

Es conocido que la formulacién tradicional del método de los elementos finitos en despla-
zamientos, presenta problemas de mal condicionamiento de la matriz de rigidez y bloqueo
de la solucién cuando se tratan materiales cuasi incompresibles®':*°~3?. A fin de superar
estos problemas han sido propuestas varias formulaciones?!*!:*3, Todas ellas se basan en
la descomposicion del gradiente de deformaciéon en sus partes desviadora y volumétrica.
Estas formulaciones pueden agruparse en dos familias: Multicampos (multifield or mized
principles) e Integracién Reducida-Selectiva (Reduced selective Integration Penalty approach,
RIP).

En las formulaciones multicampos, el principio variacional incluye, ademas del campo
de desplazamientos, los campos de deformacién volumétrica y presién®2!. En su forma més
general tienen el inconveniente de incrementar el nimero global de incégnitas del problema,
pero este inconveniente puede superarse en ciertos planteos condensando a nivel de elemento
algunas de las variables.

Los métodos de integracion selectiva suelen integrar el campo de desplazamientos corres-
pondiente a la deformacién desviadora en forma estdndar y en forma reducida, con reglas de
integracién de bajo orden, la deformacion volumétrica, reduciendo de esta manera el efecto
de bloqueo causado por la restriccion volumétrica. Este planteo puede presentar problemas
al tratar con elementos sujetos a grandes deformaciones y muy distorsionados®®.

Se han realizado estudios que demuestran la equivalencia®, bajo ciertas condiciones
y para ciertos casos, entre ambos procedimientos (principios multicampo e integracién
reducida). No obstante, debido al problema sefialado de los métodos de integracién selectiva
y a la mayor generalidad de las formulaciones multicampo, estas dltimas gozan de mayor
aceptacién.

En este trabajo se utiliza un tratamiento en dos campos, en desplazamiento y presion,
formulacién u/p. Estos campos son considerados variables independientes, lo que permite
expresar el principio de trabajos virtuales en la forma

/ETS'dV—/evpdV:R (112)
v \'

donde R indica el trabajo virtual de las fuerzas externas, y S y € son tensiones y deforma-
ciones desviadoras.
En esta formulacién, se realiza una interpolacién usual del campo de desplazamientos u

u=H, i (113)

siendo H, la matriz de interpolacién de desplazamientos y @ el vector de desplazamientos
nodales, con lo cual se calculan las deformaciones

€= B, €, =B, -1 (114)
Ademas, se debe interpolar por separado el campo de presion p
p=H, p (115)

Reemplazando las ecuaciones (113) a (115) en las (112), se obtiene

& x5 15) e
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con
Kw=/33:@:3ddv
v
K.,= —/ B) -H,V =K,, (117)
\4
1
K, =- /V H;f;deV

siendo By y B, las matrices de relacion deformacion-desplazamiento para deformaciones
desviadoras y volumétricas, respectivamente, € la parte desviadora del tensor constitutivo
y R el vector de cargas aplicadas.

A diferencia del campo de desplazamientos, que se considera continuo entre elementos,
para la presion no se requiere tal continuidad y esta es considerada propia de cada elemento
y por lo tanto puede ser condensada a nivel de elemento, antes de proceder con el ensamblaje
de estos elementos®®2.

Despejando p de la segunda linea de (116), resulta

y reemplazando esta en la primera linea de la (116), el sistema queda reducido a un sistema
equivalente en desplazamientos

K‘&:R con K:Kuu—KupK;pl 'Kpu (119)

Considerando que en las formulaciones u/p se interpolan tanto los campos de desplaza-
mientos como de presién, debe optarse por el orden de interpolacién para ambos. Si el orden
de interpolacion del campo presiéon es muy bajo la presion estimada puede no ser suficien-
temente buena; si en cambio es muy alto, el elemento resultante se comportaria como uno
basado en desplazamientos y presentaria los mismos problemas de bloqueo en la solucién.
En base a esto, la mejor opcién consiste en optar por una interpolacién de la presiéon un
orden inferior a la elegida para interpolar el campo de desplazamientos®?. En caso de utilizar
elementos de cuatro nodos con variacion lineal en el campo de desplazamientos, la opcién
natural para el campo de presién es considerar a esta constante, en este caso, en (115)
H,=[1] y = [p)

Naturalmente, para el andlisis de elastémeros esta formulacién u/p, ecuaciones (112) a
(119), debe extenderse a grandes deformaciones, en este caso utilizando una formulacién
lagrangeana total.

La utilizacién de este desarrollo en una formulacién u/p implica la modificacién de la
funcién de potencial, basada en desplazamientos u o variables derivadas de estos (invariantes
de las deformaciones o estiramientos principales), a efectos de incluir en la misma la presién
p. Una forma posible para esta funcién W es la dada por Sussman y Bathe?’,

1 2
W =W, (o (120)
2K
siendo p la presién obtenida a partir del campo de desplazamientos y p una presion inter-
polada independientemente.

La implementacién en un cédigo de elementos finitos que incluya grandes deformaciones
se realiza de forma similar a la expresada en las ecuaciones (116-117). A nivel de elemento
se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

] B -1 R
U, U . — _ -;1 (121)
[K;u K ||p 0 F
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t+ At . .
donde R"™*" son las fuerzas nodales correspondientes a las cargas externas en el tiempo
t + At. Suprimiendo de aqui en adelante el superindice de tiempo ¢ a efectos de simplificar

la nola(,iéll
u Y ) P 9%

OoF, oF, OF, oF,
K““ ot ’ KUP 8ﬁ ) KPU’ KPP 6ﬁ ( 3)
Efectuando estas operaciones
F, = / BT .S dv (124)
v

.. Op
Fy= | =Cp(p=p) 55 dV =0 (125)

\% P
K, = / BT :C,,: B, dV + / B}, -S-By, dV (126)

v v

1%
K., :/ Cpp dV (128)
v

siendo By y By las clasicas relaciones deformacion-desplazamiento lineal y no lineal,
respectivamente

1 dp

Cpp = _;7 C'u.p = _Cpp 87]61 (129)
T Op 9p . Op
wu — _— — P — 1
(DUJUJ (D + Cpp aEkl aErs + Cpp(p p) aEklaErs ( 30)
A partir de aqui, se obtiene el segundo tensor de Piola-Kirchhoff como
_ B [‘)p

- _ 131
§=8+Cup—p) OFE., (131)

siendo S y C la parte desviadora del segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff y del
tensor constitutivo de cuarto orden en la configuracién de referencia, respectivamente, ya
calculados (ecuaciones (50) y (51)); k es el modulo volumétrico del material, que para forzar
una deformacién a volumen cuasi constante debe tener un valor suficientemente alto, y F
es el tensor derecho de Green-Lagrange.

Considerando para la deformacién volumétrica la funcién energia de deformacién (54)
resulta la siguiente expresién para la presiéon dependiente del campo de desplazamientos

p=r(Js—1) (132)
Las derivadas de la presién respecto a E vienen dadas por

Op
OE},

%
aZ?klal?rs

=—rJsC "y =k JsC'RC -k J;!2Q (133)
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donde J3; = I;/z, C es el tensor derecho de Cauchy-Green y la forma matricial de @ es

0 033 022 0 _023 0
0 011 0 0 _013
0 —611‘) 0 0
_ 2 134
[Q] —,5033 .5031 -5023 ( )
sim. —-.5C,; .bC,
—.5022

La presién p, depende del cambio de volumen (.J3), producido por el campo de desplaza-
mientos en cada punto de integracién. Disponiendo de estas p, se obtiene una presién media
p a nivel de elemento. Naturalmente, y a diferencia del campo de desplazamientos, esta
presion resulta discontinua entre elementos y por lo tanto también lo seran las tensiones.

La condensacién de la presién se realiza en la forma indicada por las ecuaciones (118-
119), se plantean las ecuaciones de equilibrio (121) y se despeja la presién de la segunda de
ellas

o (-F,— K, -) (135)

y luego se la reemplaza en la primera ( 1), quedando el siguiente sistema condensado

K-4=R-F (136)
donde

K=K.-K., K, K, (137)

F=F,-K., K, -F, (138)

De esta forma, condensada a nivel elemental la variable de presién, se tiene una formu-
lacién en desplazamientos, con matrices de rigidez y vectores de fuerzas incrementados pero
sin adicionar variable alguna al sistema global.

Esta metodologia se ha implementado en programa general de elementos finitos utilizando
una formulacién lagrangeana total.

VALIDACION DEL MODELO

En esta seccién se presentan algunos ejemplos a efectos de ilustrar el comportamiento
del modelo constitutivo propuesto para elastémeros, cuya formulacién se desarroll6 en las
secciones anteriores. En el primer ejemplo, traccién homogénea, se trata tnicamente con
la parte elastica de la formulacién y se utiliza la funcién energia de deformacién de Ogden
con los pardmetros dados por el autor! y posteriormente utilizados por Simo y Taylor? y
Miehe® entre otros. La funcién energia de deformacién de Ogden (40), puede expresarse en
la forma

N

W, Aoy Ae) = G %(A?" FAZ A —3) (139)
i=1 v

donde A4 son los estiramientos principales o valores propios del tensor de deformaciones U,
N
wiy a; (i=1,...,N) son nimeros reales y N es un entero positivo, tal que Z o, =2. G

es el modulo de corte del material que se pretende modelar en la conﬁguracmn de referencia.
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Para N = 3, los valores de los pardametros dados por Ogden son.

G (kg/em?) | py Ha K3 ay Qz Qs
4.225 1.491 | 0.003 | -0.0237 | 1.3 5.0 -2.0

(140)

Traccién simple, deformacién homogénea

Se analiza una pieza de dimensiones unitarias modelada con un unico elemento de 4
nodos y 2x2 puntos de integracién. El problema se trata como estado plano de deformacién,
imponiendo desplazamientos en direccién X, con libertad de vinculos en direccién Y.

Ogden teorica —
Ogden numerica <
Mooney-Rivlin, Neo-Hooke -----

60 /
50

Fuerza (kg)

30

20

10

4 5
Estiramiento principal x

Figura 2. Respuesta F; — A; de los modelos Ogden, Mooney-Rivlin y Neo-Hooke en traccién
homogenea.

Se aplican incrementos de desplazamientos de 0.20 de la longitud total inicial, hasta
alcanzar un desplazamiento igual a 7 veces el valor de la longitud original (estiramiento
principal A; = 8), consiguiendo convergencia en cuatro iteraciones en todos los incrementos
de carga. En la Figura 2 se grafica la fuerza F); producida por el estiramiento principal
A;. Esta respuesta es coincidente con la respuesta tedrica publicada por Ogden! para un
material totalmente incompresible, F' = 23:1 (A%~ — XA=*=1) Ogden, pp. 498, ecuacién
7.2.33. También es coincidente con las respuestas numéricas obtenidas por Simo y Taylor®!
y Miehe®, utilizando técnicas multicampo.

A efectos de comparar distintos modelos materiales, en la misma figura se presenta la
respuesta de los modelos Neo-Hooke y Mooney-Rivlin. Se debe remarcar que la formulaciéon
presentada permite utilizar estos tres modelos (Ogden, Mooney-Rivlin y Neo-Hooke) cam-
biando unicamente los valores de las constantes indicadas en (140). En el modelo Mooney-
Rivlin los parametros a utilizar son p; — ps =1, oy = —as = 2 y en el modelo Neo-Hooke
estos se reducen a dos constantes, y; =1y a; = 2.

El excelente comportamiento del modelo numérico puede observarse en la Figura 2. Para
obtener esta coincidencia con la respuesta tedrica de un material totalmente incompresible
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se trabaja con un moédulo volumétrico k suficientemente elevado, de manera de forzar una
deformacion a volumen cuasi constante. En este caso se utiliza un valor k = 10000 con lo
cual se obtiene una deformacién volumétrica 0.0 < (J — 1) < 0.0172 para 1 < A; < 8.

Dispositivos de apoyo

Verificado el comportamiento de la formulacién numérica adoptada (parte eldstica), a
continuacion se ensayan dispositivos de apoyo de caucho laminado a corte simple. Se ensayan
dispositivos de caucho natural (NRB = Natural Rubber Bearing)y de alto amortiguamiento
(HRB = High Damping Rubber Bearing). Las caracteristicas de los dispositivos ensayados,
que aqui se analizan numéricamente, son las indicadas en la Figura 3.

Diametro

Altura
Tipo NRB HRB
Didmetro (mm) 1600 1420
Area, 7 ®* /4 (m?) 2.0106 | 1.5837
Altura (mm) 440 620
Espesor de las ldminas de caucho (mm) 11.5 8
Numero de laminas de caucho 19 31
Espesor de las laminas de acero (mm) 4.5 5.8
Nimero de laminas de acero 18 30
Carga vertical, £y (T) 500 500
Frecuencia natural horizontal,fy (Hz) 0.5 0.5
Frecuencia natural vertical,fy (Hz) 20 20

Figura 3. Caracteristicas geométricas y mecanicas de los dispositivos ensayados. NRB =
Natural Rubber Bearing. HRB = High Damping Rubber Bearing. SMiRT11
(1991).

Con el objetivo de determinar su rigidez horizontal y su amortiguamiento, al igual que
confirmar similitudes entre modelos a escala real y modelos a escala reducida, estos disposi-
tivos de apoyo fueron ensayados® bajo cargo ciclica de baja frecuencia (0.01 Hz). Sobre los
modelos a escala real se aplicaron cuatro ciclos de desplazamiento horizontal sinosoidal con
carga vertical constante y amplitud variable entre un +25% y un +200% de deformacién
cortante. Estos porcentajes de deformacion cortante se refieren a la altura total de la
componente elastomérica de los dispositivos. Sobre los modelos a escala reducida (1/1.58
para dispositivos de caucho natural y 1/1.83 para dispositivos de alto amortiguamiento) la
amplitud de los ciclos de desplazamiento horizontal se extiende hasta 4 400%.

En el andlisis numérico se utiliza un elemento tnico con un ancho igual al didmetro del
dispositivo y un espesor tal de conseguir una seccién transversal equivalente. La altura
del elemento que se considera en el analisis es la correspondiente a la suma de todas las
laminas de caucho del dispositivo. En el andlisis de los dispositivos de caucho natural
(NRB) el modelo material aqui utilizado incluye sus partes hipereldstica y viscoeldstica. La
parte plastica del modelo se adiciona a las anteriores en el andlisis de dispositivos de alto
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aln

ortiguamiento (HRB). Los pardmetros utilizados en el modelo hipereldstico, comunes

para ambos casos (NRBy HRB), son los siguientes:

de

G (kg/em?®) | i Ha s o | oy |
4.5 1.03 0.002 -0.02 1.9 5.9 -1.6

Para el tiempo de relajacion se utiliza un valor 7 =0.5 en el andlisis de los dispositivos
caucho natural y 7 =0.9 en el andlisis de dispositivos de alto amortiguamiento. La

parte plastica del modelo, utilizada sélo en el caso de dispositivos de alto amortiguamiento,
se obtiene al considerar una tensién de fluencia o, = 3.06kg/cm?, con endurecimientos
isotrépico y cinematico nulos.

En las Figuras 4 y 5 se comparan las respuestas numéricas de este andlisis con las

experimentales®. De estas se obtienen las siguientes conclusiones:

Dispositivo de caucho natural.

El modelo desarrollado, con los pardametros materiales aqui utilizados, consigue repro-
ducir correctamente la forma del diagrama fuerza-desplazamiento. Este resultado se
consigue utilizando sélo las componentes eldstica y viscoeldstica del modelo.

Los picos de tensiones maximas para toda la historia de desplazamientos, con defor-
maciones de corte de hasta =+ 400%, son capturados de forma exacta por el modelo
propuesto.

El fenémeno de degradacion, esto es la perdida de rigidez del caucho para ciclos de
deformacion de amplitud superior a la alcanzada en ciclos previos, no puede ser capturado
por el modelo numérico al no haberse incluido en el anélisis la componente de dafo del
modelo material.

La disipacién energética del modelo numérico, bucle de histeresis, es algo inferior a la
observada en los resultados experimentales.

Dispositivo de alto amortiguamiento.

La forma global del diagrama fuerza-desplazamiento experimental es aproximado por
la simulacién numérica, utilizando las componentes elastica, viscoelastica y plastica del
modelo material.

Con los pardmetros materiales utilizados, el modelo captura con exactitud los picos de
tensién en la zona central del diagrama (deformaciones del orden de +200% y + 300%).
Para deformaciones menores, de hasta +100%, el modelo numérico estima las tensiones
por defecto; y para deformaciones mayores, & 400%, la estimacion es por exceso.

El no poder capturar con exactitud los picos de tensiones en todo el rango de defor-
maciones (£25% a £400%), sefialado en el punto anterior, se debe a la muy fuerte
degradacién de rigidez de este material (véase la figura ™™ curva experimental). Esta
degradacién no es capturada por el modelo numérico al no haberse incluido en el andlisis
la componente de dano del modelo material.

Los resultados experimentales indican una mayor disipacién energética, con relaciéon a
dispositivos de caucho natural. Esta mayor amplitud de los bucles de histeresis se con-
sigue aproximar razonablemente bien en la simulacién numérica con la incorporacién de
la componente plastica del modelo material, y una mayor participacién de la componente
viscoelastica (7: 0.5 — 0.9).
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Figura 4. Dispositivo de caucho natural. Comparacién de resultados numéricos (izquierda)
con experimentales -SMiRT11 modelo a escala 1/1.58- (derecha).
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Figura 5. Dispositivo de alto amortignamiento. Comparacién de resultados numéricos
(izquierda) con experimentales -SMiRT11 modelo a escala 1/1.83- (derecha).
CONCLUSIONES

Se ha propuesto un modelo fenomenolégico en grandes deformaciones derivado a partir de
una formulacion general termodinamicamente consistente para simular el comportamiento
mecéanico de los elastémeros. Considerando que en los elastémeros se pueden incorporar
particulas a efecto de incrementar sus propiedades disipativas, se ha propuesto utilizar
diferentes modelos para cada una de las dos componentes, concretamente, viscoelasticidad
para el caucho y elastoplasticidad para las particulas agregadas. El comportamiento global
del compuesto es influenciado por las caracteristicas mecanicas de cada componente simple
de acuerdo a su proporcién en volumen. Como ecuacién de restricciéon o cierre del modelo se
admitié una perfecta compatibilidad cinemdtica en todos los instantes de tiempo del proceso
analizado.

La cuasi-incompresibilidad de los elastémeros ha sido tratada a nivel constitutivo me-
diante descomposiciéon multiplicativa del gradiente de deformacion en sus partes desviadora
y volumétrica, lo cual ha conducido a una descomposiciéon aditiva de la funcién energia de
deformacion y, en consecuencia, a una descomposicién aditiva de los tensores de tensién
y constitutivo. La implementacion del modelo en un cdédigo de elementos finitos se ha
realizado mediante una formulacién mixta desplazamiento/presién. A diferencia del campo
de desplazamientos, que se considera continuo entre elementos, para la presién no se requiere
tal continuidad y esta es considerada propia de cada elemento y por lo tanto puede ser
condensada a nivel de elemento, antes de proceder con el ensamblaje y resolucion del sistema
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de ecuaciones. Se logra la cuasi-incompresibilidad buscada, atin en casos de deformaciones
extremas.

El modelo numérico desarrollado, en su parte eldstica y con las constantes materiales
dadas por Ogden, reproduce exactamente respuestas fuerza-desplazamiento de elastomeros
publicadas previamente. En tracciéon simple homogénea se logra total coincidencia hasta
deformaciones de siete veces el valor de la longitud original de la pieza ensayada. En la
simulacién numérica de ensayos de dispositivos de apoyo de elastémero laminado con des-
plazamientos ciclicos impuestos hasta deformaciones préximas a rotura (£400%), el modelo
numérico, con los pardmetros materiales aqui propuestos, consigue reproducir razonable-
mente bien la forma de los diagramas fuerza-desplazamiento.
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