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Resumen

Se presenta un procedimiento para el cdlculo de las solicitaciones, deformaciones y desplazamientos en la
superficie media de una ldmina que funciona esencialmente en el estado membranal. Se hace la formulacion
mediante el MEF a partir de un enfoque que introduce una superficie de referencia S como superficie de
célculo y una ecuacién relativa que relaciona la superficie real S* con la de referencia. Por consiguiente, la
discretizacion se realiza sobre la superficie de referencia y esto ofrece ventajas. En este primer trabajo se le
brinda al analista cuatro superficies de referencia: la propia superficie media de la 1dmina, el plano cartesiano,
el plano polar y un cilindro coaxial en el caso en que la superficie media sea también de revolucién. Lo
anterior equivale, en definitiva, a una formulaciéon mediante el MEF de la citada teoria en, respectivamente,
coordenadas curvilineas, cartesianas, cilindricas e intrinseco-cartesianas.
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FORMULATION BY MEANS OF THE FINITE ELEMENT METHOD OF THE SHELL
MEMBRANE THEORY IN RELATIVE COORDINATES AND PROYECTED DEFORMATIONS

Summary

A procedure is presented for the calculation of the solicitations, deformations and displacement on the middle
surface of a shell that functions essentially in membrane state. The formulation is done through the FEM
from an approach that introduces an S-reference surface as calculation surface and a relative equation that
relates the S* real surface with the S-reference one. Consequently, the discretization is carried out on the
reference surface, which offers certain advantages. In this first work, the annalist is offered four reference
surfaces: the very middle surface of the shell, the Cartesian plane, the polar plane and a coaxial cylinder
in the case the middle surface is also a revolution surface. All this is definitely equivalent to a formulation
through the FEM of the said theory in curvilinear, Cartesian, cylindrical and intrinsic-Cartesian coordinates,
respectively.
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INTRODUCCION

Se presenta un método de cédlculo de ldminas sobre superficies de referencia basado
en el enfoque unificado de andlisis de las ldminas, desarrollado por Herndndez'? y en la
introduccién de las deformaciones proyectadas y corrimientos transformados para la teoria
de la membrana. Se utiliza para ello el método de los elementos finitos. Se recuerda que
en esta teoria se admiten las condiciones de Goldenveiser, suficientes, aunque no necesarias,
para que una lamina funcione esencialmente en el estado membranal.

Una superficie puede quedar definida por su ecuacién cartesiana z = f(z,y). Para
nuestros propositos es mas conveniente definir una superficie en coordenadas curvilineas
de Gauss, o en coordenadas relativas. En las primeras se define por el conjunto de tres
ecuaciones paramétricas

Xy = xl(a17a2)
Lo = xQ(a17a27 (()[1,0[2) € §R (1)

I3 = xs(OmOQ)
Las x1, x2 y x3 son las coordenadas cartesianas de un punto genérico P de la superficie
(Figura 1), expresadas como funciones de los pardmetros «; y ay. Estos tltimos se denomi-
nan coordenadas curvilineas de P. Las funciones x1, 2 y x3 deben ser definidas, continuas

vy unievaluadas en sus dos variables a; y «g; los valores de estas tdltimas deben limitarse,
pues, para que a cada par de valores corresponda un punto P y solamente uno.

H

Figura 1. Sistema de coordenadas cartesianas

Las curvas descritas por el extremo P del vector 7 cuando oy (0 a) se mantienen cons-
tantes, se denominan curvas paramétricas o coordenadas. Se sabe del andlisis vectorial que
la derivada de un vector i en la direccién de la curva paramétrica as = cte) (respectivamente
a; = cte) es un vector tangente a la superficie en la direccién de oy (de ay). Por definicién,
los pardametros de Lamé A, , A, viene dados por

or(ay, az)
6041

6’/7(041, 042)

A = Al(OmOQ) = Do
2

Ay = A1(0¢170¢2) =
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Los vectores unitarios en la direcciéon de las curvas paramétricas son, respectivamente

5 1 8F 81‘1 - 8332 - 8.173 -
€1 = €1, az) = =

A_150¢1 A130¢1Z + Alaalj + A16041

(2)

. 1 or 81'1 - 81’2 - 81’3 g
€y = 62(a17042) = =

A_Qaag Agaagz + A28a2] + AQaOZQ

y el vector unitario normal

€, = en(ag,an) =€) X € (3)

Se supondra que las curvas coordenadas son ortogonales, para lo cual la condicién

necesaria y suficiente es que €; - €; = 0. Para los radios de curvatura geodésicos se tienen
las relaciones

A1 Ay A1 Ay
p1 = pi(on, a2) = 55—, p2 = p2ou,00) = —5—
Bag Exn
y para los radios de curvatura principales
ArA Ax Ay
Ry = Ri(ay, az) = T T e Ry = Ra(ay, ay) =~ S 7
" 9a? €n a2

Se admitird ademads, que las curvas coordenadas coinciden con las lineas de curvatura de
la superficie.

Para definir la superficie media S* de una ldmina en coordenadas relativas, se define
previamente una superficie de referencia S mediante un sistema de coordenadas curvilineas
de Gauss a1, ay (Figura 2). Se considera que las curvas paramétricas coinciden con las lineas
de curvatura de la superficie de referencia.

X

Figura 2. Sistema de coordenadas relativas
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Se denomina ecuacion relativa de S* a la ecuacién f = f(aq,az), donde f es la distancia
PP* de un punto genérico P* de la superficie media a la superficie de referencia, medida
por tanto segiin una normal a la superficie de referencia. Si f es igual a cero, la superficie
media coincide con la de referencia. Para f distinto de cero, se obtienen distintos casos
importantes en la practica.

De acuerdo con la definicién de coordenadas relativas, la ecuacion vectorial de S* es
7 = 7oy, )+ f(aq, az)é,, en la que 7 = 7y, as) es la ecuacién vectorial de la superficie de
referencia S. Diferenciando la ecuacion anterior, el vector elemental tangente a la superficie
media es

Y. of Y.  Of .
= A 1+ = —_— Ay [ 14 = —_—
dr [ 1 < + I el + aalen dog + | Ay + 7 €y + 80426" dos

Si solamente una de las dos coordenadas varia, dr* es tangente a la correspondiente curva
paramétrica, obteniéndose

F\2 of . S\ - af
— 1+ = - A = 1+ = A
dry [< + 7 €1 + 100, €n| Arday  dry + 7 €y + Lo €, | Asdas

Los médulos de estos vectores, es decir, las longitudes de los elementos de arco de la
superficie media son

|d7_’T’ = dS;< = K1A1d0[1 = Kldsl, ‘d?j;| = dS; = K2A2da2 = KQdSQ

siendo

K1:

£\ of '\’
<1+R_2> +<A28a2>]

£\ af \’ B
<1+R_1> +<A180¢1> ]’ R =

Los dngulos 31 y (2 pueden calcularse por las férmulas

af of
B, = tan 3, = 419 , By=tanpg, = Az0az 4
1 B 1+Ri1 2 B2 1+1Tf2 ( )

Los vectores unitarios de la superficie media se pueden entonces escribir en la forma
€] =¢é1cos B + €, sin By, €5 = €yc08 [y + €, sin (s
El dngulo w se obtiene por
cosw = sin 3, sin By

El vector unitario normal a la superficie media de la lamina vale

o €1 X €  sinfcos [y e cos (31 sin (3, &+ cos 31 cos B2 P
=== - 1 - 2 - n
" sin w sin w sin w sin w
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ECUACIONES BASICAS

Sea P’ un punto genérico de la superficie media deformada (Figura 3).

Superficie medio
deformodo

Figura 3. Vector de desplazamientos

El vector de posicién 7 de P’ vale 7 = 7 + 4, donde 4 = u,€; + us€3 + u, €, es el vector
de los desplazamientos de un punto de la superficie media pero expresado como combinacién
lineal de los vectores ortonormales de la superficie de referencia. Por esto se le llama vector
de desplazamientos proyectado y se denota por

uy (o, az)
u = ux(ag,as) (5)
U (g, i)

Si representamos este vector como combinacién lineal de los vectores i, j, k y tenemos
en cuenta (2) y (3), se obtiene la relacién entre las componentes en el sistema local €, €,

€, vy el sistema cartesiano global i, j, k

global 8551 8$1 axQ axf& _ 8$2 85113 local
Uy A18a1 A28a2 A18a1 AQ@O&Q AQ@OCQ A18a1 Uy
. 0To 0% Ors Oxry  Oxz Oxg _ T
w2 - Ala()él A26a2 Ala()él AQ&OZQ A28a2 Ala()él 2 - (T) u

82133 8333 81‘1 81‘2 _ 81’1 8x2 U
A18a1 AQ@O&Q A18a1 A28a2 AQ&OCQ A18a1 "

Unp,

(el superindice T indica transpuesta.)
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Por conveniencia, como se verd mds adelante, se define un vector de desplazamientos
transformado de componentes u;, % y U, por

(5 1 0 B1 (751
u= Uo =10 1 B2 U (7)
Uy, 0 0 1 Up

donde B; y By son los conocidos parametros que relacionan la superficie real y la de referencia
dados en (4).

Si g7, €5, €3 son las deformaciones de la superficie media, es decir, €f, i = 1,2, es la
elongacién relativa de la superficie media en direccion de la curva o; €7, es el deslizamiento,
igual al cambio en el dngulo comprendido entre las curvas coordenadas, y o7, o3, o7, son
las correspondientes tensiones. Se sabe de la teoria de la elasticidad que se verifica la ley de

Hooke generalizada'®'®
&1 :E(Ul —vo3) +aT), 5225(‘72_V‘71)+0‘T7 f2= 75 %2 (8)

siendo E y v las constantes eldsticas del material; el término o' tiene en cuenta las posibles
deformaciones térmicas. Las ecuaciones (8) implican la suposicién de que el dngulo w que
forman los vectores €7 y €; de la superficie media vale 7 (si w # 7 se verifican otras ecuaciones
mas complicadas). Asimismo las ecuaciones (8) suponen que el estado tensional de la lamina
es plano. Se admite ademds la hipdtesis de la conservacién del elemento normal.?

Por hipétesis, las tensiones estan uniformemente distribuidas en el espesor de la lamina
y por tanto

N: . N;
“G BT

L (9)

*

0,

*

012 =

donde Ny, NJ, Ny, son las solicitaciones reales y h es el espesor de la ldmina. Sustituyendo
(9) en (8) se obtienen las relaciones entre las deformaciones reales y las acciones interiores
reales. En el caso general de w # 7 viene dada por?

e =F'N* (10)
siendo € = [eje5el,]T, N* = [Ny Ny Nj,]7, respectivamente, el vector de deformaciones
reales y el vector de solicitaciones reales.

cscw (cot?’w —v)sinw  2cotw

F"=F"(a,a3) = ﬁ (cot? w — v) sinw cscw 2 cotw
(1+v)cosw (14 v)cosw 2(1+v)

Se define el vector de deformaciones proyectadas € mediante

g1 K, sec 5, 0 0
€= €9 = Ae" = 0 K2 sec /32 0 e (11)
¥ K Kycosw K Ks;cosw KiKssinw

y las solicitaciones proyectadas por las relaciones
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Nl :K2 COSﬁlNl*, N2 :Kl COS,ﬁgN;, N12 :K2 COS,82N1*2, N21 :Kl COSﬁlNgl
El vector de acciones interiores proyectadas N por
N — [Nl N2 S]T

dondeS:Nlez:ﬁAzf, )\1:1+RL1, )\2:1+RL

2
La relacion entre N* y N se puede escribir en la forma

sec 31 0 0

K
N=| g s¢f 4|N=CN (12)
e
0 0 1

Combinando (10),(11) y (12) se obtiene

e=Aeg" = AF'N" = AF'CN =FN

% sec? 31 cscw sec (31 sec B2(cot? w — v) sinw 2K sec 31 cot w
1
F= Tn | s B sec fBa(cot? w — v)sinw % sec? By csc w 2K sec 3o cot w
2K sec 31 cot w 2K 5 sec B2 cot w 2K Kslcoswceotw + (1 + v) sinw
o también

N=F'e=De (13)

Las relaciones entre las componentes del vector de deformaciones reales y las compo-
nentes del vector de desplazamientos proyectado ya fueron obtenidas? para el caso w = z-
Ellas presentan varias incongruencias, por ejemplo, figuran las derivadas parciales de los
tres desplazamientos u;, us y u, y en la teoria membranal los desplazamientos sélo pueden
cumplir dos condiciones de contorno, correspondientes a sus componentes en el plano tan-
gente a la lamina. Estos inconvenientes se solucionan expresando las ecuaciones geométricas
en funcién de las deformaciones proyectadas y de los desplazamientos transformados que
toman la forma, para el caso general, w # 5

e=Gu+Lu (14)
donde G es la matriz
) B ) _
R ) ¢
G = G(au, ) = s —% C, (15)
1, B 1 B
RACES RS YR




470 M.A. Martinez

_1+B2 B, 0B BB, B, 9B 1+B2 B 9B,

Ci

R, P1 A10aq P R, P2 Az0a ’ - R, P2 Az00,

BB, B 0By
C=XMC5 = XCho; Cip = 4+ = —
1021 20123 12 R o L0a,

vy L es la matriz de operadores

0
Alaal 0 0

_ 0

L= 0 yre s (16)
o) 0

)\1 AQBOZQ )\2 Alaal 0

Sustituyendo (14) en (13) se verifica
N =F 'e = De = D(Gu + Lu) = (DG + DL)u

Se obtienen las ecuaciones de equilibrio haciendo uso del Principio de los Trabajos
Virtuales (PTV). Este principio, en su forma general, puede expresarse en la forma dw; =
dwg 40wy, donde dw;y, dwg, y dwy son, respectivamente, los trabajos virtuales de las acciones
interiores reales, de las cargas de superficie (o volumen) reales y de las fuerzas en el contorno.
Representando por dw;, dwe v dwp ,respectivamente, los trabajos virtuales de las acciones
interiores proyectadas a través de las deformaciones virtuales proyectadas, de las cargas de
superficie (o volumen) proyectadas y de las fuerzas en el contorno proyectadas a través de
los desplazamientos virtuales proyectados, se obtiene que®

6(,(}] = //[N1(551 + N25€2 + S(57]A1A2d041d04 =

Ny
= //[681,5626’7] { N2 } AlAQdOéldOZQ = //[5E]TNA1A2dOéldOéQ = 5&);
S

dwe = //[CJ15U1 + @20us + ¢, 0u,]) A1 Asdaydoy =
= //[Q15U1 + G20us + (@ + B1q1 + B2G2)0u, ] A1 Asdaydas =

= //[615711 + @01Us + §,0U,] A1 Asdaday =

7 _
= //[(5U1,6U275Un] { QQ }AlAgdaldOéQ //[6ﬁ]TbA1A2dOé1dOé2 = (SWE

an
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siendo g1, @2 ¥ ¢ las componentes de la carga distribuida, medida por unidad de area de
superficie de referencia y siguiendo, respectivamente, las direcciones de los tres vectores
unitarios €1, € y €, y que llamaremos cargas proyectadas. Por conveniencia se han definido
las cargas transformadas por

q_1 1 0 O q1
b=Db(aj,a)={ G p=1| 0 I 0 q2 (17)
qn -B; —-By, 1 an

Los valores de ¢1, ¢ y g, se calculan segin las igualdades

a 8331 —I—b 81‘2 +e 83:3
A18a1 Alaal Alaal

q1 = Q1(Oé1,042) = K1 Kygsinw <

b
A28a2 + AQaOZQ + CA28a2

0 0 o
g2 = go(u, ) = K1 Kpgsinw <a 1 L2 T3 >

(18)
a b c

8301 81‘2 8303
A18041 A18041 Alaal
0x, Oz, Oz
A28a2 A28a2 A28a2

en las que g es la carga distribuida por unidad de superficie media, de manera que el vector
carga elemental

qn = Qn(ah a2) = K1 Ksygsinw

dq_': |dﬂ€3 = qu*é'g = KlKquASinwgg

a, by cson los cosenos directores de €3 (se suponen conocidos).
Finalmente, el trabajo virtual de las cargadas de borde viene dado por

dwp = j([[plfsul + padug + ppou,|ds = }1{[@15161 + padus + (Bip1 + Bops)ou,]ds =

P
= j{[pﬁul + pgéﬂg]ds = %[5’11,1, (5@2, (Sﬂn] D2 ds = %[(Sﬁ]TtdS = 5W*B

0

en las que pi, p2 ¥ p, son las componentes de la carga de borde, medida por unidad de
longitud de superficie de referencia y siguiendo, respectivamente, las direcciones de los
vectores unitarios €1, €5 y €,, que llamaremos cargas de borde proyectadas. Ellas estan
relacionadas con las cargas de borde reales p} y p} por

P1 K, cos 34 0
2
Dy p = 0 K, cos 3, (19)

12
Pn Koc Sinﬂl Ka Sinﬁl
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en las que K, = %. Obsérvese que si a = 0, entonces K, = K, y si a = 7, entonces
K, = K; (Figura 4). Estos casos particulares son los mas frecuentes, pues el contorno
coincide en ellos con una curva paramétrica, ds es un elemento de arco de la superficie
de referencia. Notese ademads que pi, ps y p, no son independientes, pues se verifica que

Pn = Bip1 + Bapo. Por tanto la expresion integral de equilibrio toma la forma

//[(56]TNA1A2d061d042 = //[6u]TbA1A2dO¢1dO¢—i—%[(su]TtdS

Figura 4. Cargas reales en el contorno y cargas proyectadas

FORMULACION MEDIANTE EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Se considera inicialmente una discretizacion de la superficie de referencia en elementos
finitos de m nodos cada uno, para después, en dependencia de la superficie de referencia
elegida, particularizar para distintos valores de m.

De (14), (15) y (16) se deduce que en las integrales del PTV sélo intervienen primeras
derivadas de los desplazamientos, lo que exige continuidad de clase Cj a la aproximacion
de elementos finitos, es decir, campo de desplazamientos continuos. Obtendremos las
expresiones bésicas de la formulacién de elementos finitos para un elemento de lamina curvo
isoparamétrico de m nodos y mas adelante se particularizard para el de cuatro nodos.

Se supone que se ha discretizado la superficie de referencia S en elementos finitos de
m nodos cada uno de manera que los lados de los elementos estan situados sobre las
curvas paramétricas (Figura 5). Para un elemento finito genérico (e), dado en el espacio de
coordenadas cartesianas globales x1, xq, T3 por las ecuaciones paramétricas (1), se define un
sistema de coordenadas curvilineas local normalizado £ y n por las ecuaciones
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(Bl o)) | Ra(al o)
%dSl ’ %ng

donde ag? y a;i) son las coordenadas curvilineas del centro del elemento. Obsérvese que esta

transformacion garantiza que sobre los lados del elemento £ y 1 valen +1 y en el interior estan

entre -1 y +1. Ademds, sobre cada elemento las curvas paramétricas & cte (respectivamente

7 cte) siguen siendo lineas de curvatura de la superficie de referencia (Figura 6).

=3
g
Al 8¢,
i /
\ :
g
Al
Figura 5. Sistema de coordenadas curvilineas normalizado
7]'
4 3
7 2 £
ot o ‘f
2 @ 1

#y 1 1 5

MNoda £ 7

1 —1 -1

S X, z 1 —

3 +1 +1

4 —1 +1

}{1

Geormetria regl. Gecmetria normaolizada,

Figura 6. Geometria real. Geometria normalizada. Elemento isoparamétrico de cuatro nodos
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Interpolando las componentes del vector de desplazamientos proyectado dadas en (5) en
funcién de los correspondientes desplazamientos de los nodos en la forma usual, se obtiene

ui(€,m) = u = Ni(&n)ut” + ...+ Ny (& n)uld
us(€,m) = v = Ny (&,m)0S” + ...+ N (€, )0

un(&,m) = w = Ny (&n)wi” + ...+ N (€, m)w

que se escribe en forma matricial por

N, 0 0 ul®
N,=|0 N 0] y a?={,®
0 0 N w'®

son, respectivamente, la matriz de funciones de forma y el vector de movimientos nodales
(e)

aq

locales del nodoi y N =[N;...N,,] y a® = : son la matriz de funciones de forma
agy)

y el vector de movimientos nodales locales del elemento (e). N; = N;(§,7n), i =1,2,...,mes

la funcién de forma del nodo 7, que como se sabe es un polinomio interpolador de Lagrange.
Teniendo en cuenta (6) se obtiene

[ 81171 8%1 81172 8.’E3 _ 8%2 81173
Alaal A23a2 Alaal Agaag AQ@O&Q Alaal

(a(e))global _ (9372 8$2 81'3 axl o (9:63 (9371 (a(e))local —
1 A16a1 A20a2 A16a1 AQ@O&Q A28a2 Alaal 1
81’3 8£U3 81’1 8:1:2 o 8%1 81’2 (20)
L AlaOél A26a2 AlaOél A28a2 A28a2 Alaal Jerzere
= (T(ar02))"| (@)™ = (T(&m)"| _ (ay)=

y considerando (7), para el vector de desplazamientos transformados u resulta la aproxi-
macién

u=[N;...N,J]a® = N© (21)

en la que
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Ni 0 Bi(&n)N:

Ni = O Ni BQ(&,’/])NZ
0 0 N;

Sustituyendo (21) en (14) se obtiene la expresién del vector de deformaciones proyectadas
locales en la discretizacion
e =Gu+Lu=GNa® + LNa® = (GN + LN)al® = B(¢,n)a® (22)

De acuerdo con (11), la relacién entre el vector de deformaciones proyectadas locales € y
el vector de deformaciones reales locales €* se escribe ahora en la forma

€ =A"e=A"(GN+LN)a® =A"'Ba®

en la cual
[ cos 1 1
K, 0 0
-1 cos (3o
A = 0 K, 0
_coswcos By cosw cos By 1
| K sinw Ky sinw K Kssinw |

Teniendo en cuenta (13) y (22) se obtiene la relacién entre el vector de deformaciones
proyectadas locales y el vector de acciones interiores proyectada locales en la discretizacién
N = De = D(GN + LN)a® = DBa® (23)
Como es sabido, a partir de aqui, se puede obtener el vector de acciones interiores reales
utilizando (12), esto es
N* = CN = CDBa"” (24)
En todas las igualdades anteriores las matrices que intervienen deben ser expresadas en
las coordenadas £ y 7.
Como es usual, se establece primero la ecuaciéon de equilibrio para un elemento genérico
(e) de la superficie de referencia, para después llegar a la ecuacién de equilibrio de toda la
malla. Para ello se hace uso del PTV.

Se supone que sobre el elemento de la superficie de referencia actiian las correspondientes
representaciones de las fuerzas reales que actian en la superficie media y que son debidas a:

1. Fuerzas distribuidas, medidas por unidad de area de la superficie de referencia S y si-
guiendo las direcciones de los tres vectores unitarios cuyas componentes se han represen-
tado por q; , g2 ¥ ¢, y que se calculan segin (18). Ellas estan relacionadas con las cargas
transformadas por (17).

2. Fuerzas repartidas por unidad de longitud del contorno de (e) en sus lados. Estas pueden
ser de dos tipos:

a) Debidas a fuerzas exteriores que actiian sobre los lados del elemento que forma parte
del contorno exterior de la superficie media S*, cuyas componentes respecto a los
vectores €1, € y €, de la superficie S, se han representado por py, p» ¥ p, y que estan
relacionadas con las cargas de borde reales mediante (19).
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b) Debidas a las fuerzas de interaccién entre elementos que se transmiten a través de
sus lados comunes en la superficie media. Estas tltimas pueden ignorarse desde un
principio, pues se anulan en el ensamblaje.

Supondremos ahora que el equilibrio del elemento se establece tinicamente en los nodos.
Podemos entonces definir unas fuerzas puntuales que actiien sobre los nodos y que equilibren
las fuerzas debidas a la deformacion del elemento y al resto de las fuerzas actuantes sobre
el mismo. Al vector de estas fuerzas que actia sobre el nodo i se le representa por

Ui

El trabajo virtual de estas fuerzas sobre los desplazamientos virtuales duy,, dus, y oy,
viene dado por

Z(éuh Ui + dua, Vi + du, W;) = [5a(‘3)] ’ q'®

K2

Asi, teniendo en cuenta las acciones y deformaciones que contribuyen al trabajo virtual
de la estructura, la expresion del PTV puede escribirse por dw; = dwe + dwp + dwp, siendo
dwp el trabajo virtual de las fuerzas puntuales.

Sustituyendo en la expresion obtenida para el PTV, teniendo en consideracion que los
desplazamientos virtuales son arbitrarios y que todos los términos que dependen de a; y az
deben expresarse en funcion de £ y 7, se obtiene la ecuacién de equilibrio del elemento

// BTDBa(e)AlAQdaldag — / NTBAlAQdOéldOéQ — f NTtdS = q(e)
Ale) Ale)

1(e)

o lo que es lo mismo

<// BTDBAlAQdOéldOé2> a(e) — // NTBAlAQdOlldOZQ — f. NTtdS = q(e)
Ale) Ale) (e

que es usual escribir en la forma

K®al® — o) = g(® (25)
en la que
K®© = / / B"DBA; Aydo, dav, (26)
Ale)
£ = / NTbA; Aydorday — ¢ NTtds (27)
Ale) 1(e)

La ecuacién de equilibrio global de la malla se obtiene, como es habitual en el MEF,
estableciendo simplemente que la suma de las fuerzas nodales de equilibrio en cada nodo
debe ser igual a la fuerza nodal exterior. Asi pues, tras el ensamblaje, la ecuacién matricial
global se puede escribir como

Ka=f
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donde K a y f son, respectivamente, la matriz de rigidez, el vector de desplazamientos
nodales y el vector de fuerzas nodales equivalentes de toda la malla.

Para poder sumar las fuerzas nodales en el ensamblaje de las ecuaciones de rigidez es
esencial que todas las fuerzas estén definidas con respecto al mismo sistema de referencia.
Por tanto, en los nodos comunes a elementos que estdn referidos a ejes locales distintos es
obligatoria una transformacién de fuerzas y movimientos a un sistema de ejes globales antes
del ensamblaje. Asi pues, la relacién entre componentes locales y globales de movimientos
y fuerzas debe escribirse como”®

af =T, £ =TF, i=12...m (28)
donde

&' = [ o w T, = [ 0 )T

son, respectivamente, los vectores de movimientos y fuerzas del nodo 7 en ejes globales y

T§€> es la matriz se transformacion del nodo i de ejes locales a globales x1, zs y x3. De (28)
se deduce que

a, ) © Ta, \“ 1T, o 0o o Y (a "
T2a/2 0 TQ O O
al® = = = = T(e)al®
a, : 0o 0 . 0 a
A, \ Tma/m L 0 O Tm a;n

y de forma andloga
flo) — T(e)f/(€>7 q'® = T(e)ql(e) (29)

Haciendo uso de (24) y (29) se obtiene

q/(E) K@y _ g

que es la nueva ecuacién matricial de equilibrio del elemento en ejes globales. En la relacién
anterior se ha hecho

K/(e) _ [T(e)]TK(e)T(e) f/(e) — [T(E)](T)f(e)

que son la matriz de rigidez y el vector de fuerzas nodales equivalentes del elemento en ejes
globales. En la practica no es necesario efectuar el triple producto anterior. Asi, operando

con (26) se deduce que una submatriz tipica K’ Ej) puede obtenerse por

K\ = [T9)"K{[T})] = / / B'”"DB''Y A, Ayda, dov, (30)
Ale)

J

donde

B\ = BT (31)
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es la matriz de deformacién del nodo i del elemento en ejes globales y

£ = [T = [T (£), + (£)) =

Q1 P1
= / Ni [TEE)]T q2 AlAQdO[ldCEQ + Ni [Tge)]T P2 ds =
Ale) qn 1(e)

DPn
ul P}
= // Nz q/2 A]_Agdald()ég —{—% Nz p/2 ds
Ale) q;L 1(e) /

D

En el calculo de una lamina el interés se centra en la obtencién de movimientos globales
y de esfuerzos en ejes locales de cada elemento. Los esfuerzos locales pueden calcularse en

funcién de los movimientos globales utilizando directamente la nueva matriz B’ Ej) Asi, de
(23) y (24) se deduce que

N = De = DBa® = DBT®a'' = DB'“a'®
N* = CN = CDBa® = CDB'“a’

Teniendo en cuenta (20) resulta que

T =T =... =T =
Oz Oxo 03
Ai10a A0 A10ay
— 8%1 83:2 81‘3
Z230@ A250Q 7{25062

8:32 8353 81’2 81’3 81’3 81'1 5.%3 axl axl 8x2 a$1 axg
Alaal A28a2 A28a2 Alé)al A18a1 Agaag A28a2 A18a1 Alaal A28a2 AQaQQ Alé)al

evaluada en el centro del elemento.

ALGUNOS CASOS PARTICULARES

La superficie media de la lamina coincide con la superficie de referencia

Como en este caso f = 0, las ecuaciones paramétricas de la superficie real y la de
referencia coinciden y vienen expresadas por (1). De aqui que
1 1
BlngzO, )\1:>\2:1, Clzﬁl, CQZR—Q, OZO

y con ello @t = u, N = N. Para un elemento isoparamétrico de cuatro nodos (Figura 6) se
tiene

on = an(Em) = 30 M€ M (@) = (@) + 5l — (o) le
e (32)
= z(&,m) = Z;Ni(fv"?)(%)z('e) = (az)? + %[(0‘2)4@ — (e2){In

donde N;(&,m) = 2(1+£&&)(L+nm:), i=1,2,3,4 es el conocido polinomio interpolador de
Lagrange.
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La matriz de deformacién B toma la forma

B=(G+L)N=(G+L)N=

1 1 o)
i I v
& o R% | o0 712—5% 0 | IN{N,N;NJ=  (33)
1 _1 9 9_
P1 P2 A0 A0
= [Bl B2 B3 B4]

Para obtener las derivadas parciales con respecto a a1 y s de las funciones de forma
hacemos uso de la regla de derivacion en cadena

8Nz 8041 80&2 aNZ 8Nl

3 W S D vzl G

ON, ([~ |2 9as | ) onN, [ ON,

a1 oo |\ Ja, das

de donde

ON, ON, Oag  _0ay ] ( 9N,
q o [J(e)] 1 Tg i ]_ 87" 85 T&
ON; [ ON, [~ O] | _0u  dny ON,
Doy an dn0€ an

Aqui J® es la matriz jacobiana de la transformacién de coordenadas naturales a
intrinsecas. Para calcular los términos de esta matriz hacemos uso de (32) obteniendo

ONi(, y©  ONi( \@ (1)S) — ()}
o=y | % ()i Tpgtlea) | 0
= G Glian)? 0 (02 — ()"
y con ello
um_Fm»—mmﬁkaW—mﬁq
2 2
(042)4 — (042)1 0 (e)
3 = -

[( )é )~ (al)?)][(%)g@) - (042)§e)] 0 (@1)2 — (@1)y

y finalmente
ON; (1 +nm:)& ON; (1 +&&)n

Oar  2[(an)s” — ()] Doz 2[(an){? — (a2)\)
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Volviendo a (33) se obtiene

p(§,m)  Ri(&m) A1(&,m)0
Bil&m) = | e O RmeEn |t 0 A€, 7)0ar,
Ew mew 0 | [ EmEnie mEanom

donde se ha destacado que A, As, p1, p1, R1 y Ry deben ser expresadas en funcién de &, 7
utilizando (32). La matriz de deformacién del nodo ¢ en ejes globales se obtiene haciendo
uso de (31). Como ademds K; = Ky =1, 31 = 3, = 0y w = 7 (las curvas paramétricas son
lineas de curvatura), se obtiene la conocida matriz constitutiva

1 v 0

p_ _Lh 10
1 -2

1—v

00 =

_ P1 Py

Por otra parte b=Db, t = { Do } = {p§ } o sea, las cargas distribuidas transformadas
0 0

coinciden con las cargas distribuidas proyectadas que coinciden a su vez con las reales, las

cargas de borde proyectadas coinciden con las reales. Teniendo en cuenta la interpolacién

isoparamétrica de la geometria, (30) puede escribirse en la forma

K = / / B/ (€, )] DB (€, m) Ay (6,m) Ao(€, )| T dedn, 0,5 = 1,2,3,4
—1

y el vector de fuerzas nodales equivalentes del nodo i del elemento en ejes globales en la
forma

/ [ I I BE M)A 1) At I3 i
+f Nl

f/z(ﬁ [v:[w(e ]Tf(e) T

la udltima integral sélo tiene sentido en aquellos lados del elemento situados en el contorno
sobre el que actuan fuerzas exteriores (proyectadas).

Si el plano de referencia es cartesiano
Haciendo oy = = y as = y, las ecuaciones paramétricas de la superficie de referencia S y
de la superficie real S* son, respectivamente
x =z (x,y) ==z =
SR xo=xe(x,y) =y S*:Qxi=y
x3 = cte x; = cte + f(z,y)
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De aqui se obtienen los pardmetros caracteristicos de S, es decir A} = Ay, = 1, Ry =

Ry =00y p1 = po = 00 y los que relacionan S con S§*

Blzg:tanﬁl, Bgzgztanﬁg
ox oy

2 2
K, =4/1+ % =secf, Ky=/1+ g = sec By
ox Oy

Como ademads

B0 P o A B i N id |
o2’ P oy’ - Ox0y  Oyox’

C’1: Alz)\gzl

se obtiene, para un elemento isoparamétrico de cuatro nodos (Figura 7) en el que

4
e 1 e e
206 — ZNZ’(&H):EE‘) — IL‘EE) + §(xg) _ ."L‘g ))5

i=1

4
e e 1 € €
g =Y N(E =yl + S i
=1
*
cte

que

Oz
N = [Nl e N4] donde Nl = 0 Ni %Nz

B == [Bl B2 B3 B4]
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con
[ _Pf ] 9
00 Ox? ox 0 0
2 _ _
B=[0o 0o -5f N+ |0 £ 0| Ni=
0 f 209
_0 0 _26x8y_§m dy Ox &m
[ 0> f ] " ON; 0(B1N;) 1
00 —52h or 0 R e
_ o*f ON, 0(B2N;)
=00 -GN | o+ 0 G 5
’f ON; ON; O(BiNi) , 9(ByN;)
_0 0 _28x8yNi_ em LOy Oz gy T Oz en
ON; _ (14 nm:)& ON;  (1+&&)n
0x 20y 2] Oy 2l — 4]

BN, O ON,  9(BuN) . Of ON;
o N 8 D) o + B1(§>77) + or ; ay — Nz 61/2 o + 32(577’) + ay
A(BLN;) o2 f ON,  O(B,Ny) o2 f N,
=N, B = N, B

ay ay@x + 1(5)77) + 8y ) 8.15 za$ay o + 2(5777) + 8m

, _, pues en este caso TZ(-E) coincide con la matriz identidad.
La matriz constitutiva del elemento se puede obtener invirtiendo la matriz

y con ello B'¥) = BEE)TEG) =B

% sec? B cscw (cot2 w — V) sec (1 sec fa sinw 2K sec By cotw
F:ﬂ (cot2 w—v) sec 1 sec fa sinw % sec? By cscw 2K sec B2 cot w
2K sec 31 cot w 2K 5 sec B2 cot w 2(1+4v) K1 K5 cos w cot w sinw e

Una submatriz tipica de la matriz de rigidez del elemento en ejes globales toma entonces
la forma

K = // B (¢,m)]TDB'\ (€,9)| 3 |dedn, 0,5 =1,2,3,4

y el vector de fuerzas nodales equivalentes en ejes globales del nodo i del elemento debido
a, por ejemplo, fuerzas repartidas en la superficie y en el contorno, la forma

FO_E), (1=, 4 1= [ [N o L 13@)aga N b
ij —( b )z+( t )z—(b )’L"‘(t )z— o 1(5’77) q2 | ’ §dn + o iy P2 S
-1 Gn ‘ P
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La ultima integral debe evaluarse en aquel lado del contorno donde actdan las cargas,
que corresponde en el dominio normalizado con uno de los segmentos £ £1 o n + 1. Las
componentes ¢, g2 y ¢, se calculan segin (18) y toman la forma

q1 = (h(fay) =aK  Kygsinw, Q1(f,77) =q1 (JUay)]ﬁ,n

g2 = QQ(%Z/) = bK,  Kygsinw, Q2(5777) = Q2(5L’>y)]£m
dn = Qn(%y) = CK1K2qSinw7 qn(fa 77) = qn(x7y)]§,n

a, by ¢ son los conocidos cosenos directores y p1, p2 v Pn pOr

p1=pi(z,y) = Kopicos B,  pi(&,n) = pi(z,y)ey
P2 = pz(a:,y) = Kap;‘ cos 3, pz(fﬂ) = pz(l‘a y)]iﬁl
P = Pu(®,y) = Kapisin B + Kapysin B2, pa(§,1) = pul®,y)]ey

Si el plano de referencia es polar (coordenadas cilindricas)

Haciendo a; = p y as = 0, las ecuaciones paramétricas de la superficie de referencia Sy
de la superficie S* son, respectivamente

x1 =x1(p,0) = pcosh x] = pcosb
S 9 =x2(p,0) = psind S*: < x5 = psinf
x3 = cte x5 = cte+ f(p,0)

De aqui se obtienen los pardmetros caracteristicos de S, es decir
Ai=1,A=p, Ri=Ry =00y pp =Yy p2 = py los que relacionan S con S5*

0 0
Blza—iztanﬁl, Bzzrafé:tanﬁg
o\’ af\?
K, =4/1+ (3_,];) =secf,, Ky=4/1+ (,079@) = sec [y
Como ademas
o*f o*f O*f o*f o*f
G op?’ C: pOp  p2002’ ¢ 0200  popde’ 7

se obtiene, para un elemento isoparamétrico de cuatro nodos (Figura 8), en el que

4
P =D Ni(&mp? = ol +

i=1

1 e e
5 (057 = pi)e

4
e e 1 € €
09 =3 Ni(&,mp” =0 + 5057 = 01 )n
i=1
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}(3

%y =) 7
cie \ \

#+ 3 ‘,}Ow)
£Q)

£
2 p—
% S s =0

Figura 8. El plano polar como superficie de referencia

of
]Vv 0 a_pNz
N =[N,...N,] donde N; = - Of N
N NoJ donde Ny =) g v, S,
o o N
B == [Bl B2 B3 B4]
con
] 5 _
0 0 ~27 K3
dp’ ap 0 0
_ |1 _of _ of . 0 o
B,=1% 0 pdp ~ 2062 N,+| O 200 0| N, =
1 of  _0f 9 0
R 2(p239 p0p00) | pdd  dp
[ o° 1 row, A(B.N,) T
0 0 _9 1N, ON, (BN,
0z’ op Y o
_ | N BN, _(9f | &f \ N ON, 9(ByN;)
=70 P <pap 2007 ) i O Lo p0f
0 _Ni BN o of  f N, ON; ON; O(B.1Ni) d(ByN;)
L p p 0’00  pdpdl Z—gn L pd0  pd pdd " 9p 1.,
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ON; L+m:)&i ON;  1+&&)n
Op  20py —pi9) PO 2p[057 — 61]

8(31]\71) o 82f 8N’L

o - N; 7)., + Bi(&,n) + o
BN [ 10f 16 ON,
= N; < T + 2000 ) |, + Ba(&,m) + o
ABN) 1 ([ O o,

200 p <N1896p . +Bil&m) + 55
O(BoN;)

)1/ 10 N,
—_—m = — N‘ B
206 p ( aazﬂ + Bl +

y con ello

[ cosf sinf® 0
B — g@T© _ g@© —sinf cosf 0O

0 0 1

do=0,

La matriz constitutiva del elemento se puede obtener inviertiendo la matriz

% sec? B cscw (cot2 w — V) sec [y sec By sinw 2K sec 31 cot w
F = o (cot? w — v) sec By sec o sinw % sec? B csc w 2K sec B2 cot w
2K sec (31 cot w 2K sec B2 cot w 2(1 4+ v)K1 K5 cosw cotw sinw e

Una submatriz tipica de la matriz de rigidez del elemento en ejes globales toma entonces
la forma

K/(e / / (e) é— ,’7 TDB/(C (é— ’]7)|J 6)‘p(€ n)dé_dn’ i j _ 1 2 3 4
—1J -1

y el vector de fuerzas nodales equivalentes en ejes globales del nodo 7 del elemento debido
a, por ejemplo, fuerzas repartidas en la superficie y en el contorno, la forma

1 el q1
cosf. —sinf, 0 / / M(ﬁ,n){qz} 13O (€, m)dedn+
—1J -1
In ) ¢n

gl _ (f/(_e))_ +(f’£e))'= sinf. cosf. O _
1 b 1 1

0 0 1 P1
Jr?{ N; { p2
i) Pn

ds
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La ultima integral debe evaluarse en aquel lado del contorno donde actdan las cargas,
que corresponde en el dominio normalizado con uno de los segmentos € =1 o n £ 1. Las
componentes qi, g2 ¥ ¢, se calculan segin las férmulas

@ = qi(p,0) = K1 Kzgsinw(acosf +bsind),  qi(&n) = q1(p, 0)]e,
%2 = @2(p,0) = K1 Ksgsinw(—asind +bcost),  q2(&,n) = q2(p, 0)]¢y
an = Qn(p70) = CKIKQQSinwv Qn(£777) = qn(p>9)}5,n

a, by ¢ son los conocidos cosenos directores y py, p2 v pn por
pr=pi(p,0) = Kapicos B, pi(&n) = pi(p, 0)]ey

D2 = p2(/)7 9) = K,p; cos B2, Pz(& 77) = P2(Pa 9)]5,71
DPn = pn(pa 9) = [{ozpi< sin ﬁl + KaP§ sin /627 Dn (55 77) = pn(pa 0)]5,7}

La superficie de referencia es un cilindro coaxial de radio r; (coordenadas
intrinseco-cartesianas) y la superficie media es de revolucién

Haciendo a; =ty ay = z, las ecuaciones paramétricas de la superficie de referencia S y
de la superficie S* son, respectivamente

xy = x1(t, 2) = rocost x} =rocost + f(z)cost
S: To = x2(t,2) = rosint S*:q xy =rgsint — f(z)sint
x3(t,z) = z Ty =2z

De aqui se obtienen los parametros caracteristicos de S, es decir, A, = rg, Ay = 1,
Ry =19, Ry =00, p1 =00 y ps = 00, y los que relacionan S con S*

2
Blz():tanﬁl, Bgza—f:tanﬁg, K1:1—|—i K2: ].+ 8—f zsecﬁz
0z Jro 0z
Como ademas, C; = =, C; = % y C = 0, se obtiene, para un elemento

isoparamétrico de cuatro nodos (Figura 9), en el que

4
e € e 1 € e
1= SN = 60+ S e

=1

1 € €
JELREL

4
29 =Y N6 m =2 + 5
1=1

N = [Nl PN N4] donde Nl = 0 N1 a—le

B - [Bl B2 B3 B4]



Formulaciéon mediante el método de los elementos finitos 487

(e) _(e)
5<t5 123 )

e

Figura 9. Un cilindro coaxial de radio 7o como superficie de referencia

con
_ 1 7 P
0 0 =
7,(2) T'()at 0 0
_ O f N 0 N —
B,= 0 0 922 N+ O B 0[N, =
6/; 9 9
__’I“O z (1 - Ti()) 0 Jen 0z Toat 0
r N, y - -
0 0 Vg 1 ON;
r oo 0 0
f ON, O(ByN;)
— 0 0 =L N; i 2 Vi
= 822 + 0 W TZ
BE —<1+ ro Vi —<1+F0)Nim_£n | 9z To ot rdt e,

1ON;:  (I4+mm)& ONi (1 +E&&)m

ro O oltl? — 1) 0z 9 — 2]

9z oz

8(B,N;) Naﬂ g} ON, O(B,N;) 1 ON,df
3 &

+ : == =t
y 0z 0z 700t ro Ot 0z en
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y con ello

[—sint cost O

B e _pge | 0 0 1

cost sint O

L 4 t=¢,

La matriz constitutiva del elemento se puede obtener inviertiendo la matriz

0 —vsec By 0
F = o —vsec By %‘ sec? (3, 0
0 0 21+ VK K, |,

Una submatriz tipica de la matriz de rigidez del elemento en ejes globales toma entonces
la forma

1 1
K’ = / / B (¢, n)]"DB (¢, n)[ IO |rodedn, 1,5 =1,2,3,4
-1/ -1

y el vector de fuerzas nodales equivalentes en ejes globales del nodo i del elemento dabido
a, por ejemplo, fuerzas repartidas en la superficie y en el contorno, la forma

_ . _ 1 1 QI
—sint, 0 cost,. / Ni(gan){q2} |J(E)|r0d£dn+
—1J -1

f/(e)_(f/ge))_{_(f/(e))._ cost, 0 sint,
i b 7 1T

t
0 1 0 P1
i ] +j{ N; { p2
e Pn

La ultima integral debe evaluarse en aquel lado del contorno donde actdan las cargas,
que corresponde en el dominio normalizado con uno de los segmentos £ £1 o n = 1. Las
componentes qi, ¢z ¥ ¢, se calculan segiin

@1 = qi(t,z) = K1 Kagsinw(—asint + beost), a(§;n) = q(t,2)]e,
¢z = @2(t, z) = cK 1 Ksgsinw, (M) = @2(t, 2)]en
Gn = qn(t,2) = cK1Kygsinw(acost 4 bsin t), (&, M) = ¢u(t,2)]ey

a, by c son los conocidos cosenos directores y pi, p2 ¥ pn por

p=mt2) = Kapy,  pi(&n) = pa(t, 2)]en
P2 = pa(t, z) = K,.pj cos (s, ]92(5777) = pQ(ta Z)]ém
Dn = pn(t7 Z) - Kap; Sin 527 pn(gu 77) = pn(t) Z)]{J]
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CONCLUSIONES

Con este trabajo ha quedado completamente concluida la formulacién mediante el MEF
del mencionado enfoque de la teoria membranal de las ldminas para cuatro superficies
de referencia distintas, una de las cuales es la propia superficie media. Ello posibilita el
andlisis de varios sistemas de referencia antes de abordar el calculo de una ldmina dada y
escoger aquel que con mayor facilidad y profundidad pueda conducirnos a la obtenciéon de
la solucién buscada. Puesto que, tedricamente, para una misma superficie media de una
lamina existen innumerables superficies de referencia, o lo que es equivalente, diferentes
sistemas de coordenadas, se puede continuar realizando las correspondientes formulaciones
para otras superficies. En un préximo trabajo se mostraran los resultados obtenidos con el
correspondiente programa de calculo en la solucién de diversos problemas practicos.
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