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RESUMEN !

A partir del programa original de Rogallo (1981) y del derivado por Lee y Reynolds (1985),
se ha elaborado un programa de simulacién directa de la turbulencia homogénea bidimensional.
Este programa se ha usado para medir la velocidad de retorno a la isotropia en un flujo
turbulento homogéneo inicialmente no isotrépico y para deducir el efecto de los esfuerzos
normales sobre la turbulencia bidimensional isotrépica. Los resultados obtenidos han permitido
observar que (1) si que existe retorno a la isotropia cuando se relaja uy campo inicialmente no
isotrépico y se mantiene la bidimensionalidad y (2) la deformacién de un campo bidimensional
isotrépico no introduce ninguna anisotropia.

SUMMARY

The effects of anisotropy on the decay of two-dimensional turbulence have been studied
using a computer code for the direct numerical simulation of homogéneous two-dimensional
turbulence, developed from the original code of Rogallo (1981) and the subsequent code of Lee
and Reynolds (1985). Also, the effects of normal strain on isotropic two-dimensional turbulence
have been established. Results show that (1) it exists return to isotropy during the relaxation
process of an initially non isotropic, two-dimensional, homogeneous flow and (2) the deformation

of an isotropic two-dimensional field by means of a plane strain does not produce any anisotropic
effect.

INTRODUCCION ‘

El régimen de flujo turbulento es el mds comin en la mayoria de flujos a escala
ingenieril o geofisica. La importancia prictica de la turbulencia, juntamente con el
desafio intelectual que representa el hecho de constituir el dnico problema no resuelto
de la mecdnica cldsica, ha atraido la atencién de muchos 1nvest1ga.dores desde los campos
de la fisica, la ingenieria y las ciencias matematicas.

Actualmente, se puede considerar que el estudio de los ﬁuJOS turbulentos tiene
abjertos tres frentes de ataque, el experimental, el tedrico y el computa.monal siendo
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este tltimo el que, impulsado por el advenimiento y posterior desarrollo de los
ordenadores digitales, ofrece mds perspectivas de crecimiento.

La turbulencia consiste en un movimiento caético, a menudo coexistente con
estructuras persistentes (remolinos y similares), con un rango de escalas que crece
muy rapidamente con el nimero de Reynolds, de tal manera que la resolucién
numeérica completa de las ecuaciones que rigen el flujo turbulento solamente sea posible
actualmente a nimeros de Reynolds muy bajos, con un valor limite que depende de
la capacidad del ordenador. Cuando el rango de escalas excede el permitido por la
capacidad del ordenador algunas se han de eliminar del cdlculo, modelizindose su
efecto mediante consideraciones tedricas y/o empiricas. En este sentido se puede hablar,
pues, de simulaciones “directas” o “completas”, DNS o FNS (Direct o Full Numerical
Simulation), y de simulaciones de “grandes remolinos”, LES (Large-eddy simulation).

El aumento continuado de las prestaciones de los ordenadores permite, de hecho,
la simulacién de flujos turbulentos a nimeros de Reynolds cada vez mas elevados y,
por tanto, de mayor interés industrial directo. Sin embargo, no es la utilidad industrial
de las simulaciones lo que las impulsa sino su utilidad como complemento, y en algin
caso substitucién, de la experimentacién. Efectivamente, los resultados aportados por
la DNS o la LES sirven primordialmente para suministrar “medidas” de cantidades
dificilmente obtenibles experimentalmente, magnitudes que los modelizadores utilizan
a posteriori para el desarrollo y mejora de modelos aplicables a nivel industrial. En
este sentido, los cdlculos efectuados a niimeros de Reynolds inferiores a los encontrados
en el mundo real tienen mds bien una aplicacién tedrica.

El concepto de turbulencia homogénea tal y como Batchelor (1953) la define,
movimiento cadtico cuyas propiedades estadisticas son independientes de la posicién en
el fluido, es en sf una idealizacién dado que no existe ningin método conocido de sintesis
rigurosa de este flujo en el laboratorio ni ha sido detectado, de manera exacta, en la
naturaleza. De hecho, los flujos reales objeto de estudio tanto en la naturaleza como en
la aerondutica, la hidrailica o la ingenierfa quimica son, a menudo, més complicados ya
que cualquier inhomogeneidad, siendo las principales las introducidas por la presencia
de limites fisicos, da lugar a términos de transporte debidos a la diferente intensidad del
movimiento fluctuante en diferentes puntos del espacio. A pesar de que el estudio de
la turbulencia homogénea no tenga una aplicacién prictica inmediata, ha sido y es una
piedra angular en la construccién de modelos para flujos turbulentos més generales.

La turbulencia tampoco es nunca bidimensional; muchos investigadores
(MacWilliams 1983-84; Lesieur 1983; Basdevant et al 1984; Sommeria 1986; Lesieur
et al 1988; etc...) justifican el estudio tedrico de la “turbulencia bidimensional” en base
a las diferentes situaciones naturales o ingenieriles en que las fuerzas de volumen o
las condiciones de contorno impiden el crecimiento de perturbaciones en una direccién
(flujos rotativos, flujos en pelicula, metales fundidos sometidos a campos magnéticos,
flujos atmosféricos u ocednicos ... ), pero el verdadero interés del estudio de una
abstraccién como la turbulencia bidimensional reside, en opinién de este autor, en

- que los resultados que se derivan de la resolucién completa de su modelo matematico
pueden ser utilizados como restricciones que tienen que cumplir los diferentes modelos
de turbulencia en el limite de la bidimensionalidad.

Finalmente, la turbulencia, homogénea o inhomogénea, generalmente es no
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" isotrépica. En un campo inicialmente isotrépico, la anisotropia puede ser producida
por la accién del esfuerzo medio, de manera que cuando se suprime este esfuerzo es de
esperar que el flujo retorne a la isotropia. Debido a la dificultad en medir la escala fina
de la turbulencia no hay atn suficiente evidencia experimental, y menos en el limite
de la bidimensionalidad, que soporte esta hipdtesis, asi que la simulacién directa de la
turbulencia constituye hoy en dia la mejor herramienta para obtener informacién que
permita modelizar la velocidad de retorno a la isotropia en funcxon de la escala del
movimiento.

Tras el trabajo original de Patterson y Orszag (1971, 1972), la turbulencia
homogénea isotrépica ha sido profundamente estudiada mediante técnicas DNS (Clark
et al 1977, 1979; Schumann y Patterson 1978; etc...) o LES (Kwak et al 1975; Shaanan
et al 1975; etc...). El caso no isotrépico ha sido también objeto de estudio, entre otros,
por Kwak et al (1975) mediante LES y por Rogallo (1981), Lee y Reynolds (1985), Wu et
al (1985). En cuanto a la turbulencia bidimensional, sélo el caso jsotrépico ha merecido
atencion mediante DNS: Lilly, 1969; Batchelor, 1969; Herring et al, 1974; Fornberg,
1977; MacWilliams, 1983-84; Lesieur, 1983; Basdevant y Sadourny, 1983; Brachet et
al, 1984; Brachet et Sulem, 1984; Basdevant et al, 1984; Herring'y MacWilliams, 1985;
Sommeria, 1986; Legras et al, 1988, entre otros. Asi, el presente“trabajo representa un
primer paso en el estudio numérico del efecto de la anisotropia, en la evolucién de la

turbulencia homogénea bidimensional. |
|
|

FUNDAMENTOS ;

Ecuaciones .bédsicas de transporte |

Se considera un fluido newtoniano de propiedades fisicas cornstantes, densidad p y
viscosidad v, moviéndose en régimen turbulento en un dominio iI‘}ﬁnito (sin fronteras).
Suponiendo validas las hipdtesis de Stokes, los campos instantineos de velocidad y
presion satisfacen la ecuacion de continuidad

>

uh !
preall @
y las de Navier-Stokes
D'U! 1 8p’ 8%ul |
a0 ! 2
Dt p oz; v 8z,8mJ | )

|
donde D’/dt simboliza la derivada substantiva, siguiendo el movimiento instantineo
del fluido. : !
Utilizando la descomposmlon de Reynolds entre campo medlo (maydsculas o

sobrebarra) y campo fluctuante: |

W =U+u pP=P+p | (3)

se obtiene que el campo medio cumple !
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ou;

B 0 (4)
DU; ~-16P 8%U; OR;;
Dt = 5 0w V8,00,  Oa; ®)

donde R;; = ;4; es el tensor de Reynolds.
Por su parte, el campo fluctuante responde a

Oou;

30 = 0 (6)
DU; -1 dp 0%y, O(uiu; — Ry;) ‘aU,'
Dt p Oz; +V3:I3j6:l:j - 8x1~ uja_mj (7)

Evidentemente, se cumple que (1) = (4) + (6) y que (2) = (5) + (7). El término
medio hace referencia, aqui, a una media de conjunto, i.e. valor medio obtenido con
un gran conjunto de (usualmente hipotéticos) experimentos andlogos (Batchelor §2.1,
1953).

En un flujo homogéneo las magnitudes estadisticas tienen que ser independientes de
la posicién (si fuesen ademds independientes de la orientacién del sistema de referencia
el flujo serfa isotrépico) y una condicién necesaria para cumplir esta restriccién es que
el gradiente de velocidad media dependa Unicamente del tiempo, i.e. la velocidad media
es una funcién lineal de las coordenadas, condicién que puede deducirse, por ejemplo,
- de la ecuacién de transporte de los tensores de Reynolds (Reynolds, 1987). De manera
que, en turbulencia homogénea, (7) queda como

DU _ -1op . 0w ou _ 3 -
Dt~ p 9z;  0z;0z; ’Oz; O0z;

Correlaciones y espectros

Las propiedades estadisticas de los campos homogéneos aleatorios se describen
mediante correlaciones y espectros. En turbulencia homogénea el tensor correlacién
de velocidad, i.e. la media del producto diddico de la velocidad en dos puntos, y su
transformada de Fourier tienen gran importancia. El tensor correlacién de velocidad
en dos puntos separados por el vector r es

Qij(r) = ui(x)uj(x+r) (9)
El tensor @;; puede ser expresado como la transformada de Fourier de un tensor
complejo (Batchelor, §2.4, 1953)

Qi) = / Ei;(k)e* dk (10)

donde E;;(k) es el tensor espectro tridimensional de energfa, igual a la transformada
inversa de Fourier del tensor correlacién de velocidad:
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Ei(k) = (1/27) / Qij(x)e*dr (11)

Cuando r = 0 el tensor correlacién de velocidad queda“ reducido al tensor de
Reynolds, de manera que: ‘

Ry = Qs(0) = [Ey(kdk (12)

El tensor espectro unidimensional de energia, o tensor espectro radial E;;(k), se
define como una funcién de la distancia radial ¥ = |k| en el espacio transformado de
I

Fourier: |
Byk) = [ Eai0ds(0 (13)
Evidentemente, se cumple que
Ri; = / Ey(k)dk | (14)

La contribucién de cada nimero de onda a la energia cinética turbulenta viene
dada por la mitad de la traza de E;;(k): !

E(k) = (I/Q)E,';(k) ! (15)

La funcién F(k), lamada espectro de energia, cumple, por lo tanto,

b

¢?/2 = Ry/2 = / E(k)dk | (16)

Tensor anisotrdpico e invariantes
|

Una medida del nivel de anisotropia la da el tensor anisotrépico del esfuerzo de
Reynolds (de aquf en adelante dnicamente tensor anisotrépico): -

bij = (Rij —¢°6:;/3)/¢* | (17)

Por definicién, el tensor anisotrépico tiene traza nula

by =0 | (18)

|
de manera que, en coordenadas principales de b;; inicamente dos elementos del tensor
son independientes. Esto implica que la anisotropia puede caracterizarse por dos
invariantes independientes (Reynolds, §6.1, 1987)

II = ‘;bijbji/2 III = bijbjkbki/3 | (19)

Evidentemente, el primer invariante, I es igual al determinante y es, por tanto,
|

nulo.
|
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En turbulencia bidimensional existirdn dnicamente dos componentes de la
velocidad, de manera que el componente nulo, a, no contribuye al esfuerzo de Reynolds:

Row = 0 boa = —1/3 (20)

En el caso limite de la turbulencia unidimensional toda la energia se concentra en
un solo componente:

Ryo = q2 boo = 2X3 (21)

Puede verse, asf, que los componentes de b;; pueden tener valores comprendidos
entre -1/3 y 2/3.

Una manera mas general de caracterizar el estado de anisotrpia, y también la
turbulencia, es mediante el mapa invariante de anisotropfa (Lumley, 1970) en el cual
todos los estados posibles de turbulencia caen en el interior de una regién encerrada en
el mapa —II = f(III). En este mapa, el limite de la turbulencia bidimensional viene
dado por una linea recta que satisface

IT+3II14+1/9=0 (22)

y que se extiende desde el punto de isotropia bidimensional, IT = ~1/12 y III =
—1/108 hasta el punto de turbulencia unidimensional, IT =2/27y III = 1/3.

PROCEDIMIENTO NUMERICO

El programa de célculo desarrollado en este trabajo es la versién bidimensional
del programa de Lee y Reynolds (1985), derivado asimismo del programa original
de Rogallo (1981) para el estudio de la turbulencia homogénea tridimensional. A
continuacién se enumeran las caracteristicas principales del esquema de cdlculo y se
explicita la forma final del sistema de ecuaciones resuelto en este trabajo. El detalle de
estas caracteristicas puede encontrarse en las referencias citadas.

a) El programa es pseudo-espectral: se simula la evolucién temporal en el espacio
transformado de Fourier. Para aproximar las derivadas espaciales que aparecen en
el modelo matematico presentado, todas las variables fisicas son expandidas en series
truncadas de Fourier. Considerando tnicamente una variable a(z) unidimensional y N
{finito) nimeros de onda,

a(zn) = 3 (ke mer (23)

m

la, amplitud de Fourier a(k,,) viene dada por

i(kp) = % > a(z,)eHFmon (24)

n

Para un espaciado de red constante A, las posiciones de los puntos de célculo en
los espacios fisico y transformado son
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Ty = B, n=0,1,2,...,N -1 (25a)
k, =27 /NA, m=-N/2,---,-1,0,1,N/2 (25b)

Y, finalmente, la derivada espacial en el punto z, se aproxima mediante

?_i. = 3 ik (k)P ‘ (26)

b) Por definicién, la turbulencia bidimensional homogénea se extiende hasta el
infinito. Desde un punto de vista computacional es necesario confinar el estudio a una
caja finita e imponer condiciones de contorno periédicas. Es ¢bvio que la caja tiene
que ser suficientemente grande, i.e. significativamente mds grande que la distancia a la
que las correlaciones de velocidad en dos puntos se anulan, para que esta condicién de
contornoartificial pueda ser aplicada. Otra condicién es que explicitamente desaparezca
la velocidad media, que dnicamente depende de la posicién; ello es posible mediante
el uso de un sistema de coordenadas mdévil solidario al flujo medio (Rogallo, 1981).
El sistema de coordenadas mévil se relaciona linealmente con el sistema de referencia
inercial segtn: "

‘

& = Bij(t)e; ! (27)
donde el tensor transformacién Bj; se selecciona de tal manera que se cumpla
dB;; AUy l.
B; =0 2
dt i 0¢; ! (28)

y las ecuaciones de continuidad y de transporte de cantidad de movimiento turbulenta
(6) y (8) pueden ser expresadas como

Ou;
B;ja—fj =0 | (29)
du,- oU; ap/p ‘ %u;
o T Ugg; T Pnige, = v PnI Bn 6§m6§m (30)

¢) Para que la simulacién numérica sea capaz de captar una distorsién rapida y, por
lo tanto, evitar limitaciones de estabilidad en el paso de tiempo, se define una nueva
variable dependiente \

a = ua/Baoz | (31)

d) A su vez, se define una nueva variable 3 |

% = p/p+ (Baova)? ‘ (32)

;
que permite reducir el nimero de variables a utilizar en cada punto de cdlculo.
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e) Finalmente, los términos viscosos son tratados de manera implicita mediante el
uso de un factor integrante F.

F= exp[ukmkn/Bm,'andt] (33)
que en nuestro caso bidimensional equivale a:

1dF
F dt

Una vez introducidas estas definiciones y cambios de variables en el modelo
matemiético descrito y trabajando en el dominio transformado de Fourier se obtiene
que para simular numéricamente la evolucién de un flujo turbulento homogéneo y
bidimensional, el sistema de ecuaciones a resolver es:

14 [(leu)Z + (kgB22)2] = ’ (34)

Bk:%y + Bkyy = 0 (35)
dFX) o .
L= —FN, (36a)
dEX) _ _pg, (360)
i
donde
Xl = ”Dl + Zkl’lz; (37(1)
Xy = By + ikotp (37b)
. 0 |(v1B11)* — (v2Ba2)* 9
M= }'{ [ 5 | + 332% (37¢)
No=F {Bfl%—”—z} (37d)
31

siendo F el operador transformada de Fourier y

¥ = (1/F) / Fipdt (38)

Las ecuaciones (36) se han resuelto simultineamente mediante un esquema
predictor-corrector Runge-Kutta de segundo orden. En cada paso de tiempo se utiliza
la relacion

; B2k Xy + Bk X,
(B11k1)? + (Ba2k2)?

¥= (39)
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combinacién de (35) y (37), para calcular los nuevos valores de veloc1dad que satisfacen
la ecuacién de continuidad.

Finalmente, es preciso remarcar que los errores de solapamlento que se producen
a elevados niimeros de onda (Patterson y Orszag, 1971) se han suprimido utilizando el

método mixto de truncamiento { a k2 = 2/9N?) y desplazamiento descrito por Rogallo
(1981).

CONDICIONES INICIALES

Para proceder a la integracién del modelo matemdtico' descrito es necesario
disponer de unas condiciones iniciales que satisfagan la ecuaaon de continuidad y que
correspondan al espectro inicial de energia deseado.

Turbulencia isotrépica

Siguiendo un procedimiento paralelo al utilizado por Batchelor (1952) o Reynolds
(1987) para turbulencia isotrépica tridimensional se llega a que, en el caso bidimensional
isotrdpico, el espectro de energia responde al siguiente modelo: '

Eij(k) = E(k) [8; - kik;/k*| [zk (40)

el cual satisface simultdneamente las condiciones de isotropfa
Rin=Rn=¢/2= /E(k)dk " (41a)
Ri3=0 '. (41b)

y la ecuacién de continuidad “
kjEij=0 '. (42)

Para generar un campo de velocidades que esté de acuerdo con (40) es preciso, tan

solo, imponer que :
|
I

Uy = vV Eq1 exp(igr) ‘ (43a)

Uy = V Exzexp(ips) ‘I (43b)

donde ¢ y ¢, son valores aleatorios distribuidos uniformemente éntre 0 y 2x.
El cumplimiento de la ecuacion de continuidad implica también que ¢, = ¢2 = ¢
Asi, se obtiene que la distribucién inicial de velocidades en un campo bidimensional

isotrépico es funcién dnicamenrte del espectro de energia E(k) deseado:

~ _  [E(k) ks . |
U= exp(iyp) | (44a)

Uy = \/-f;(—’}?"T’“exp(igo) “. - (14b)
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Este resultado resulta idéntico al que se obtiene siguiendo el procedimiento
alternativo descrito por Rogallo (1981) y también seguido por Lee y Reynolds (1985).

Turbulencia ligeramente no isotrépica

Una gran parte del trabajo en modelizacién de la turbulencia se dedica al
establecimiento de un buen modelo para el espectro tridimensional de energia, a partir
del cual se pueden evaluar directamente los tensores de Reynolds asi como importantes
términos de sus correspondientes ecuaciones de transporte. A continuacién se desarrolla
uno de dichos modelos para sintetizar un campo de velocidad bidimensional que
presente, ya inicialmente, un nivel deseado de anisotropia. Suponiendo que E;; puede
ser expresado en funcién de los tensores é;;, k; y bi;, Reynolds (1989) propuso que para
niveles bajos de anisotropfa tinicamente fueran tomados en consideracién los términos
lineales en b. De este modo, la forma -més general posible para E;; es:

Eij(kK) = C16i; + Cokikj/k? + Cabij + Ca(binknk; — binknks)/k*+
+ Cyséijbnmknkm/kz + C'Gbnmk/"n,kmkikj/k4 + O(b2)

donde las C; son funciones de k, médulo de k.
Al tener en cuenta la restriccién de incompresibilidad (ecuacién de continuidad}) se
obtiene

(45)

Ca=-Cy (46.a)
Cy=~Cs (46.5)
Cs+4+Ce=0Cs (46.6)
y, consecuentemente,
C5 = aC3; Cs = (1 - a)03 (46.d)

Quedando, pues, 3 coeficientes, Cy,C3 y a, por deierminar. Asi, la ecuacién (45)
se reescribe como:

Ej (k) = C1(6i; — ki kj k%) + Ca[bij — (binkn kj + bjnks k:i)/k*+

2 4 2 (47)
@bijbrmknkm [k* + (1 = )bpmky km ki ki /K] 4+ O(b%)
Para evaluar C1,C3 ¥ « es preciso tener en cuenta que:
/ Eij(k) dk = Rij = ¢*(8i;/3 + bi;) (48)

Centrdndose en el caso bidimensional conviene redefinir, tunicamente en este
apartado, los tensores §;; y b;; de acuerdo con '

b =2 (49.0)
bij = (Rij — ¢%6i;/2)¢* (49.)
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1
|

y hacer uso de las siguientes relaciones:

T

/ C(l;)dk - / / Ck)d k d 8 =2r / kC(kydk=1 (49.¢)

/ Ck) (ki ki kP)dk = (1/2)18; (49.9)
/ )k ko ki K3 /E)dK = (1/8)] Acmn (49.)
donde I
Aijmn = 6ij6mn + 6inim + Simbjn | . (49.1)

Con lo cual, e integrando la ecuacién (47), se obtiene finaltente

L=¢y I3=4¢°/(1-0) |

de donde se deduce que Cy = E(k)/7 k. '

Estos resultados permiten observar que el primer termin‘p de (47) corresponde
exactamente a la parte isotrépica del espectro. Por otra parte, los resultados sugieren
una relacién de proporcionalidad directa entre Cs yCj: y

(50)

Cs3=4 Ek)/n k(1 - a) ! (51)
{
Finalmente, si se expresa (47) en los ejes principales de b;;(b11 = —ba2 y b2 = 0)

la dependencia del pardmetro o desaparece: '

Eyy = (E(k)/7 B)[1 — 4by1 (k2 — k2)/K?](K2/K?) (52.a)
Eg = (E(k)/7 k)[1 — 4bn (k] — k3)/K*)(k}/F) (52.0)
Ey3 = (E(k)/7 k)1 — 4b11 (k2 - k2) /kz](—k1k2/k2~) (52.c)

La ecuacién (52) sugiere que el modelo para el espectro de energfa en turbulencia
lineal débilmente no isotrépica se puede expresar como el producto del espectro de
energia para el caso isotrépico y una funcién de anisotropia ¢(b11,8), donde

1

=1 — 4byy(k¥ - k2)/K?
=1- 4611(c032®—sin2®)= 1 - 4611C082@ (53)

De manera que, finalmente, se obtiene

Eij(k) = (E(k)/k)(6;; — kik; /K2 $(by1, ©) . (54)

2 . . , v qe | . ;.
Nétese que, sea cual sea el nivel de anisotropia, en el caso bldquen51onal linicamente
un componente del tensor espectro de energia es independiente, ya que el cumplimiento
de la ecuacién de continuidad implica
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Eyy = Exy(k}/k2) y Exa = Exy(—k1/k2) (53)

El modelo (54) ha sido obtenido bajo la hipdtesis de anisotropia débil pero cabe
preguntarse, jcudl es el nivel midximo de anisotropia que el modelo puede admitir?.
Para responder a esta cuestion es preciso invocar una de las condiciones de factibilidad
de la turbulencia, en particular, se ha de tenér en cuenta que E,, no puede tomar
nunca un valor negativo, lo cual implica que ¢ > 0 VO, o, en terminos bidimensionales,
que

[b11] £ 0.25 (56)

Niveles superiores de anisotropia (conviene recordar que de su definicién
bidimensional 4;; puede tomar valores comprendidos entre 0 y 0.5) corresponderian
a esfuerzos de Reynolds fisicamente posibles pero no tratables con este modelo.

Como en el caso isotrépico, el campo de velocidad inicial se calcula una vez escogido
el espectro de energia E(k) deseado:

iy = \/%ﬁ%% exp(ip) (57.a)
Uy = \/%%)é-_kﬁ exp(ip) (57.0)

Espectro inicial de energia

El espectro de energfa E(k) inicial tiene una importancia clave en la simulacién
de la turbulencia bidimensional. Como ya puntualizé Batchelor (1969), la dindmica
de la turbulencia bidimensional estd caracterizada por la ausencia del mecanismo
de estiramiento de los remolinos (“vortex stretching”), propio del caso general
tridimensional, de manera que la enstrofia (cuadrado de la vorticidad) dnicamente
puede ser destruida por la viscosidad. En la relajacién de la turbulencia bidimensional
la energia y la enstroffa decaen continuamente, transfiriéndose energia desde las escalas
finas hacia las mds grandes, i.e. disipdndose los pequefios remolinos y creciendo los més
grandes, de manera que el nimero de remolinos contenidos en la “caja” de simulacién
decrece con el tiempo. Por lo tanto, conviene tener la prevision de que el nimero
inicial de remolinos sea lo suficientemente grande como para permitir la simulacién de
la evolucién temporal de la turbulencia durante un lapso de tiempo significativo.

Por otra parte, de acuerdo con Herring et al (1974), para simular correctamente la
dindmica de la turbulencia bidimensional es necesario resolver adecuadamente todas las
escalas del movimiento que contribuyen significativamente a la disipacién de enstrofia,
condicidn ésta que es andloga a la de resolver las escalas disipativas de energfa (escalas
de Kolmogorov) en turbulencia tridimensional.

Las dos condiciones enunciadas, tomadas en consideracién conjuntamente, levan a
un compromiso para el reparto inicial de energia entre los modos de vibracién. Si ésta
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se concentra en los bajos nimeros de onda, para asi resolver a.d!,ecua.damente las escalas
disipativas de enstroffa, entonces la simulacién tiene validez durante poco tiempo ya
que disminuye muy rdpidamente el nimero de “muestras”, de remolinos en la caja de
célculo. Si, en cambio, se concentra la energia en los grandes nijmeros de onda, para asi
permitir un mayor tiempo de simulacién, entonces las escalas de disipaciéon de enstrofia
no quedan bien resueltas ya que forzosamente se ha de cortar e| espectro a niimeros de
~ onda con nivel de enstrofia significativo. ' '

El 4rbitro en esta cuestién lo constitiye la cantidad de nimeros de onda a utilizar
en la simulacién. En este trabajo se han usado 256 niimeros de onda en cada direccién,
limite de la memoria central disponible en los ordenadores utilizados. Atn siendo
posible usar un nimero superior de puntos de cdlculo, se ha evitado recurrir al uso
de dispositivos de memoria auxiliar de acceso muy répido (la SSD, Solid-State Storage
Device, del NAS), para que el programa de célculo no fuese excesivamente dependiente
de los sistemas de ordenadores de NASA Ames, centro en el que ha sido ejecutado, y
tuviese asi una mayor portabilidad.

En cuanto a la forma concreta del espectro de energia, dlferentes trabajos de
simulacién directa han utilizado diferentes E(k). Sin embargo, todos los casos se
caracterizan por dar un méximo de energifa a las escalas intermedias, usualmente
mediante algun tipo de funcién exponencial. Como referencia, en este trabaJo se ha
utilizado uno de los modelos utilizados por Herring et al (1974).;

i

E(k,t=0) = (k/1.5)exp(—k/1.5) | (58)

¥, finalmente ha sido propuesta una distribucién inicial de E(k) que estd de acuerdo
con las directrices generales sefialadas en la bibliografia. En particular se impone un
crecimiento inicial segin una ley k3, tal como recomienda Batchelor (1969), para,
a partir de un mdximo deseado, decaer segin k~%. Esta segunda region es la
mas conflictiva ya que se argumenta que el estadio ﬁnal de equilibrio lleva a una
funcionalidad £~3 (Batchelor, 1969; Lily, 1969; Herring et al 1974; Lesieur, 1983;..),
aunque parece que se llegue a él a partir de pendientes superiores. En este trabajo se
ha adoptado el expornente -4, recomendado por Saffman (1971), para asi permitir, en
su caso, una evolucién temporal hacia el -3 y a la vez una mejor definicién inicial de
las escalas disipativas de enstroffa. A partir de un cierto nimero de onda, inferior al
de corte (cut-off) del espectro, se hace decaer el espectro de energfa segiin una ley k8.

ESCALAS DEL FLUJO BIDIMENSIONAL

|

En el apartado anterior se ha hablado de energfa, enstroffa y disipacién de la energfa

y de la enstrofia. Estas magnitudes son las utilizadas para tener una idea de cudles

son las diferentes escalas del flujo. En este apartado se muestra como se procede a su

célculo, tanto en el espacio fisico como en el transformado, y como se utilizan en el

caso particular de la turbulencia bidimensional para conocer el tamano de las grandes
escalas y de las escalas disipativas.

En la relajacién de la turbulencia bidimensional se puede demostra,r (Batchelor,

1969; Herring et al 1974) que
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2
of(th/2) =-2U0=¢ (59.a)
liAY)
=" (59.5)

donde ¢?/2 es la energia cinética turbulenta, ¢ la velocidad de disipacién de energfa,
Q la enstrofia y 7 su velocidad de disipacién. Usando magnitudes del espacio fisico se
cumple que

/2 =1/2 < wiu; > (60.a)
N=1/2 < wjw; > (60.b)
1= v < (€ikwk, ) Eimnnm) > (60.c)

donde wjy, la vorticidad, se define como

Wi = EijkUk,; (ﬁﬂ.d)

Y €ijk representa el tensor permutacién. Todas estas cantidades pueden ser evaluadas,
también, desde el espacio transformado de Fourier segin

/2= / E(k)dk (61.a)
Q= / K2 E(k)dk (61.5)
n=2 / KAE(k)dk (61.c)

De acuerdo con Herring et al (1974), la escala de longitud asociada con los grandes
remolinos se puede calcular como

(62)

y puede interpretarse como la escala de los remolinos que contribuyen a la cantidad
total de enstroffa. El nimero de Reynolds de grandes escalas serd, pues,

2/

Rp = Py (63)

En turbulencia bidimensional se puede, también, definir una micro-escala y el
correspondiente nimero de Reynolds, de manera andloga a como se hace en el caso
general tridimensional:

v
L= 4]— 64
” (64)
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. , . bo. . ,
Finalmente, el ntimero de onda asociado a las escalas disipativas de enstrofia,
andlogo a la escala de Kolmogorov en tres dimensiones (disipativas de energfa) se define
como \

= (n/v?)/8 “ (66)

Este ndmero de onda tiene, ciertamente, importancia porque representa un limite
inferior para el corte del espectro. Se ha de procurar que este corte, necesario para evitar
los errores de solapamiento, se produzca a k > k,, para que 'las escalas disipativas
de enstroffa estén bien calculadas. Segin Herring et al (1974) los nimeros de onda
con k >> k, no tienen efectos importantes sobre la regiéon k < k,, de manera que la
turbulencia bidimensional puede ser estudiada como un sistema dindmico con excitacién
significativa dnicamente en la regién 0 < & < k,,. Esta simplificacién tiene su analogfa
en tres dimensiones, donde el estudio se cifie a la regién de nimeros de onda inferiores
al nimero de onda de la escala disipativa de Kolmogorov. !

RESULTADOS Y DISCUSION

Los resultados obtenidos con el programa de cilculo debarrollado se pueden
clasificar en tres grupos: los obtenidos en la busqueda de cond1c1qnes iniciales 6ptimas,
en los cuales inicamente se han estudiado un nimero limitado de pardmetros durante la
relajacién de la turbulencia isotrépica; los obtenidos, una vez escbgldas las condiciones
iniciales, en el estudio del efecto del nivel inicial de amsotropla y, finalmente,. los
correspondientes al estudio del efecto de la distorsién sobre un campo inicialmente
isotrépico.

Eleccién de las condiciones iniciales '

Como ya se ha expuesto, la eleccién de las condiciones iniciales resulta de relevante
importancia en el estudio de la turbulencia bidimensional, ya qye se ha de procurar
una descripcién adecuada de las escalas disipativas de enstrofia y,mmultanea,mente, se
ha de conseguir que el tiempo de cdlculo sea suficiente.

Dado que las escalas del flujo vienen afectadas dxre(:ta,mem;e| por las condiciones
iniciales, las diferentes evoluciones temporales obtenidas se han ¢omparado mediante
el uso de una escala de tiempo caracteristica de la turbulencia bid‘imensiona.l:

|

t* = tpl/3 | (67)

i
Los pardmetros mds significativos usados en la eleccién de las cond1c1ones iniciales

han sido: |

1) La evolucién temporal del segundo invariante del tensor a,nisot#épico b;; durante la
relajacién isotrépica, puesto que idealmente este parametro tendria que mantenerse
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constantemente igual a -1/12. Una separacion ostensible de este valor durante la
simulacién seria debida a la aparicién de anisotropia asociada a un tamafio de
remolino del mismo orden que el de la caja de simulacién.

2) El espectro de disipacién de la enstrofia. El punto de corte del espectro tendria
que corresponder a un valor de 7 significativamente menor que el de los remolinos
con elevada disipacién de enstrofia. Un valor significativo de 7 en el corte, k.,
implicaria una deficiente resolucién del espectro de disipacién de la enstrofia y, por
lo tanto, de las escalas del flujo que disipan esta enstrofia.

3) La evolucién temporal del total de energia, enstrofia y disipacién de la enstrofia.
Dado que en este problema el tiempo de simulacién es una variable de elevado valor
econémico, se ha de procurar que desde el principio la evolucién desafortunada de
las condiciones iniciales puede comportar la pérdida el tiempo de cdlculo necesario
por el establecimiento de un estado de relajacién “normal”.

Con estos criterios, se han estudiado las siguientes condiciones iniciales:

Casol: E(k)=(k/1.5)exp(—k/10)
Caso2: E(k)=(k/10) exp(—k/10)
Caso3: E(k)=(k/1.5)exp(~k/1.5)
Caso4: E(k)=Ek® k<kf
E\kTk™* k; <k<kp
EkTktk™  kp<k
con kr=10kp =80y  E; = (12/7)(1/k})
Caso5: E(k)=Ek® k<kr
EkTk™ kr <k <kp
EkIESE™®  kp <k
con ky=8, kr =60y Ey = (12/7)(1/k})

El caso 3, o “caso Herring”, ha sido tomado como referencia para validar
los resultados obtenidos, ya que los obtenidos con este espectro se corresponden
perfectamente con los de Herring et al (1974). En todos los casos, excepto en el de
Harring y el caso 1, se ha utilizado inicialmente un coeficiente de viscosidad de 0.001.
Como se vera mas adelante, el valor final adoptado ha sido el de 0.0025, valor también
utilizado en los casos 1y 3.

En la Figura 1 se presenta la evolucién temporal del segundo invariante obtenida en
los cinco casos. Teniendo en cuenta que II (b;;) en ningiin caso puede alcanzar valores
superiores a -1/12 y que, idealmente, se tendrfa que mantener en este valor durante
todo el proceso de relajacién isotrépica, vemos que en todos los casos propuestos en
este trabajo la turbulencia se puede considear isotrépica durante todo el tiempo de
simulacién. En cuanto al caso 3, o “caso Herring”, se observa como desde el inicio
el flujo se separa ostensiblemente del estado de isotropia, lo que dnicamente puede
ser debido a la concentracién de energia en las grandes escalas, es decir, al tamafno
excesivamente grande, dada la caja de cilculo, de los remolinos presentes.
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Figura 1. Evolucién temporal del segundo invariante del tensor de anisotropia. Casos
1-5.

La Figura 1 pone de manifiesto la utilidad de II (b;;) comg medida del nivel de
anisotropia. El Caso de Herring et al no es tnico, son muchos los autores que mantienen
haber realizado simulaciones directas del proceso de relajacién isotrépica y que no han
comprobado, de hecho, el mantenimiento de la isotropia a lo largo del proceso de
simulacién. .

En las Figuras 2a y 2b se han representado los espectros de disipacién de la enstrofia
en el instante inicial y a tiempos finales comparables. En la 2a se han agrupado los
tres primeros casos mientras que el 4 y el 5 se muestran en la 2b. También aqui merece
mencién especial el caso Herring; al concentrar la energfa inicialmente en los nimeros
de onda pequeiios, la disipacién de enstrofia (k*E(k)) correspondiente a nimeros de
onda grande resulta exageradamente pequena, de manera que a lo largo de la simulacién
se “genera” enstroffa a nivel de las pequefias escalas. Las otras ¢urvas de esta figura
corresponden a los casos propuestos, andlogos al de Herring. Como'se observa, el simple
desplazamiento del espectro hacia grandes nimeéros de onda no representa una buena
solucién ya que se llega al punto de corte del espectro con mvele$ de disipacién de la
enstroffa demasiado elevados (incluso crecientes en el caso 1). |

Frente a la necesidad de permitir la disminucién de 7 antes de ilegar a k., se
ha propuesto el modelo de espectro correspondiente a los casos 4 y 5, con el cual se
dispone de una mayor gobernabilidad sobre la distribucién inicial dél nivel de disipacién
de enstrofia entre los diferentes niimeros de onda. La Figura 2b muestra los espectros
correspondientes a estos casos, donde resaltan las respectivas zonas centrales de los
espectros iniciales, perfectamente llanas, de acuerdo con un espectro inicial de energia
con una pendiente -4. Una vez construido el modelo correspondiente al caso 4, el
caso 5 fue propuesto con el propésito de obtener unas condiciones iniciales con una
disminucién mas acusada del nivel de disipacién de enstrofia en los grandes nimeros de
onda. Como se puede observar en la figura, inicialmente la diferencia entre el maximo
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Figura 2b. Espectros de disipacién de la enstrofia. Casos 4y 5.

de 1 y su valor a k. es inferior a un orden de magnitud en el caso 4 mientras que es
practicamente el doble en el caso 5.

La evolucién temporal del total de disipacién de enstrofia, representada en la Figura
3 para los cinco casos citados, pone en evidencia un punto comentado en el apartado
anterior. Una mala descripcién inicial del nivel de disipacién de la enstrofia provoca el
crecimiento inicial del total de disipacién de enstrofia por “generarse” ésta a numeros
de onda elevados, hasta que se alcanza un estado de equilibrio a partir del cual 7 decae
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Figura 3. Evolucién temporal del total de disipacién de la enstrofia. Casos 1-5.

en una forma auto-similar. Esto ocurre en el caso 3, donde 7 4 grandes nimeros de
onda era practicamente inexistente, y también en el caso 1, donde el espectro de 7 era
cortado cuando atin tendfa a crecer. Sugiere, pues, esta figura que conviene “acertar”
las condiciones iniciales para poder partir, ya de entrada, de un'flujo en el que tanto
la energfa como la enstroffa y la disipacién de enstroffa decaigan ‘de una manera auto-
similar. “

Para corroborar esta hipétesis se ha llevado a cabo un experimento adicional, caso
6, consistente en partir de las condiciones iniciales del caso 5 modificadas de manera que
para k > kr(kr = 60) E(k) =, es decir, para k > 60 tanto la energia como la enstrofia
y la disipacién de enstroffa se consideran nulas. Esta modificacién, no demasiado
significativa en terminos de energfa, da como resultado una pérdida considerable del
nivel inicial de disipacién de la enstroffa (k*E(k)). “

En la Figura 4 se muestran los espectros iniciales y finales (a tiempos comparables)
de disipacién de la enstrofia para los casos 5 y 6. Resulta evidente que a lo largo
de la simulacién se reducen la diferencias entre ambos casos ya 'que se produce una
“generacién ” neta de disipacién de enstrofia en las escalas donde inicialmente no habia
sido adjudicada. Este fenémeno queda perfectamente reflejado en la Figura 5, donde
se comparan la evolucién temporal del total de enstrofia en ambos casos.

Como se observa, en el caso 6 se produce un crecimento inicial del total de enstrofia
para mds adelante decaer de manera auto-similar. ‘

Una segunda visita a las Figuras 3 y 5 permite constatar que, de hecho, la evolucién
temporal observada en el caso 5 también muestra ciertas irregularidades iniciales, sin
llegar al extremo de aumentar con el tiempo. El nivel de disipacién de la enstrofia parece
que también en este caso 5 se reajusta hasta que aproximadamente t* = 1 empieza a
decaer de manera normal. Atribuyendo esta “anormalidad” a unadistribucién inicial
de energia no suficientemente realista, se ha estudiado un nuevog caso, caso 5b, en
el cual la tnica diferencia con el caso 5, a partir de ahora 5a, ra,dilca, en e] valor de la
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Figura 5. Evolucién temporal del total de disipacién de enstrofia. Casos 5 y 6.

viscosidad: 0.001 en 5ay 0.0025 en 5b. Una mayor viscosidad deberia traducirse en una
disminucién més répida de los niveles de energfa, enstroffa y disipacién de la enstrofia,
conjuntamente con un estrechamiento del margen de nimeros de onda significativos, lo
cual ha de conllevar una mejora en la calidad de la simulacién, claro que a expensas de
resolver un flujo a nimero de Reynolds menor.

La Figura 6 muestra una comparacién de la’evolucién de los espectros de energfa
y de disipacién de la enstrofia en los casos 5a y 5b. La principal conclusién que se
puede extraer de la lectura de estos grificos es que el aumento de la viscosidad mejora
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Figura 6. Comparacidn de espectros. Casos 5a y 5b. Superior: Espectros de energia.

Inferior: Espectros de disipacién de enstrofia. |
la calidad de la simulacién ya que aumenta la diferencia ente el valor de 7 en las escalas
disipativas de enstrofia y su valor en el punto de corte del espectro.

En la Figura 7 se presenta la evolucidén temporal del segundd invariante del tensor
de anisotropia en los casos 1, 2, 4, 5a y 5b, sin presentar el caso 3, claramente no
isotrépico. Como se observa, todos los casos presentan eventuales separaciones del
punto de isotropia (11 = —0.0833), todas ellas de érdenes comparables; en este sentido
no se puede hablar de ninguna diferencia entre los casos 5a y 5b.’

Finalmente, en la Figura 8 se muestra la evolucién temporal del total de disipacién
de enstroffa para todos los casos, excepcién hecha del caso 6. Aqui si que se observa
una diferencia notable entre 5a y-5b ya que mientras el caso' 5a presenta ciertas
irregularidades en los estadios iniciales, 5b decae, desde el principio, de manera auto-

|
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similar.

A modo de resumen, la Tabla I recoge las magnitudes significativas, escalas y
nimeros de Reynolds de los diferentes casos estudiados.

La conclusién final de este apartado es la eleccién del caso 5b como sistema de

trabajo dado que presenta los mejores resultados frente a las exigencias que se se habian
planteado:

— Permite un tiempo de simulacién miximo ya que se minimiza el tiempo de
adaptacién inicial y se mantiene en el punto de isotropia durante la relajacién.
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Caso 1 Caso 2 Caso 3 | Caso4 | Caso b5a | Caso 5b | Caso 6

v 0.0025 0.001 0.0025 0.001 0.001 0.0025 0.001
¢ 133.10 1.25 2.82 2.00 2.00 2.00 2.00
Q 39913.0 374.18 20.25 182.50 11.36 1136 113.51
€ 199.60 0.748 0.101 0.365 0.233 | 0.582 0.22

n | 392201.0 | 1470.75 | 4.556 | 309.12 | 123.85 | 300.63 | 92.96
-3 | 0.014 0.088 | 0.603 | 0.148 | 0201 | 0.148 0.221

kr, 9 14 1.4 8 4.98 | 76 4.53
kn 171 107 25.8 82.2 70.6 | 52.0 67.3
L 0.016 0.016 0.105 0.024 0.031 | 0.031 0.035
Ry, 363.7 2081.1 31417 10985 17237 | 2758 17649
R. 20.33 4.92 20.00 7.98 10.13 |, 4.05 13.01

Tabla I. Magnitudes significativas, escalas y nimeros de Reyqolds de los casos
estudlados

|

|
— Presenta un margen estrecho de nimeros de onda significativos en términos de
disipacién de la enstrofia, lo cual garantiza, con 256x256 puntos de calculo, una
adecuada descripcién de los espectros de energia, enstrofia y disipacién de la

enstrofia. !
|

Turbulencia inicialmente no isotrépica “

Utilizando el espectro de energfa y la viscosidad correspondiente al caso 5b, se
ha estudiado la evolucién de 4 casos mds, ademds del caso de 'relajacién isotrépica
descrito, correspondientes a condiciones 1n1c1ales ligeramente no isotroplca,s descritas
por el modelo (52). El nivel anisotropia de los cinco casos se dxferqnma, de acuerdo con
(53), mediante un tdnico pardmetro, b;1(0). Conviene recordar en este punto que los
valores de by; en la ecuacién (53), y por lo tanto en el modelo (52) corresponden a una
descripcién bidimensional, (49f), del tensor b;; y que basta con sumar 1/6 a un valor
dado de b,] para obtener el valor correspondiente a la descr1pc1on‘tr1d1mens1ona1 (17).
Asi, los cinco casos considerados en este apartado son:

Caso 560 b11(0) = 0.0 |

Caso 5b1 b11(0) = 0.05 ‘

Caso 563 b1;(0) = 0.15 ‘

Caso 564 b1;(0) = 0.20

Caso 565 b11(0) = 0.25

La Figura 9 muestra la evolucién temporal del segundo invari“ante de b;; para los

cinco casos. Esta figura da, directamente, respuesta a uno de los interrogantes que
impulsaron el trabajo: en todos los casos con anistropia inicial el ﬂILIJO evoluciona hacia
a la isotropia.

La Figura 10 presenta los espectros de disipacién de la enstrofia obtenidos a un
mismo tiempo (t* = 8) para dos de los casos estudiados (ﬁnica“mente dos por dar
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Caso 5b - Viscosidad = 0.0025
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Figura 9. Evolucién temporal del segundo invariante del tensor de anisotropia. Efecto
del nivel inicial de anisotropia.
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Figura 10. Espectros de disipacién de la enstrofia. Efecto del nivel inicial de

anisotropia.

mads claridad al grifico). Esta figura da una informacién inicialmente no buscada
¥, por lo tanto, no esperada: los espectros de energia, enstrofia y disipacién de la
enstrofia evolucionan de la misma manera, independientemente del nivel de anisotropia
La generalizacién de los resultados de esta simulacién significarfa que cualquier
modelo para el tensor espectro de energfa se tendria que expresar, en el limite de
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la bidimensionalidad, de acuerdo con la ecuacién (52).
Finalmente, la Figura 11 muestra, consecuentemente con el
el total de disipacién de la enstrofia (igual que ocurre con la

parrafo anterior, como
energia y la enstrofia)

decae en la misma medida y con la misma velocidad en todos [los casos estudiados, es

decir, resulta independiente del nivel de anisotropia.

Caso 5b - Viscosidad=0.0025

1.0 [ - ; T
8 : :
] . : ’
% 7 \ b11(0)=0.0 {+1/6 en notacion 3D)
‘;'5 . A e 511{0)0.15
S 6 S U S DI b11{0)=0.25
% 5 ; : ;
2 4 N\ ; :
3
@ 3
o
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A ==
0
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Figura 11. Evolucién temporal del total de disipacién de enstro
inicial de anisotropia.

Distorsién de la turbulencia isotrépica

La segunda cuestién a la que se queria dar respuesta
un esfuerzo normal provocaria en un flujo turbulento bidime
separacién de la isotropia. Con esta finalidad, se ha estudiado ¢
normal plano, S1; = —Ss2 = s? = 10, sobre el flujo inicial descr

0. 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8. 9.

fia. Efecto del nivel

con este trabajo es si
nsional isotrépico una
pl efecto de un esfuerzo
ito para el caso 5b.

Como que el efecto prolongado de un esfuerzo normal plano provoca la distorsién
proporcional de la red de célculo empleada, debido al uso de las coordenadas

transformadas de Rogallo (Rogallo, 1981), es necesario preven
administrado no sea excesivo. Definiendo el esfuerzo total, de ¢

Sr=e

ir que el esfuerzo total
=0at=1,como

(68)

se obtiene, de (28), que en el mismo lapso de tiempo la red se habrid deformado de

acuerdo con

B11(t)/B11(0) = St

(69)
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Caso ST Caja Inicial Caja Final
Ta 1.82 1:1 0.55:1.82
7b 3.32 1:1 0.30:3.32
7c 3.32 1.82:0.55 0.55:1.82

Tabla II. Casos estudiados: Esfuerzo total administrado y deformacién producida.

En la Tabla II se resumen los 3 casos estudiados, tomando siempre como base el
caso 5b.

En los tres casos el esfuerzo se ha empezado a aplicar en el mismo momento (200
intervalos de tiempo desde el inicio del cdlculo) y con la misma intensidad (s? = 10).
Las unicas diferencias entre los tres radican en la duracién: para el caso 7a el esfuerzo
se aplica durante 100 pasos de tiempo y para los casos 7b y 7c durante 200 pasos;
y en el aspecto de la caja inicial: para los casos 7a y 7b se ha utilizado la misma
caja computacional que en el caso 5b, es decir, una caja cuadrada (1:1), mientras que
en el caso 7c se ha utilizado una caja rectangular (1.82:0.55), es decir, inicialmente ya
distorsionada en el sentido contrario a la deformacién que habra de producir el esfuerzo.
Como referencia, se ha repetido el caso 5b con la misma caja inicial que 7c.

Los resultados obtenidos se muestran en la Figura 12. Estos resultados permiten
responder la cuestién planteada ya que, como se observa, iinicamente el caso 7b presenta
separacion de la isotropia, lo cual sélo puede ser atribuible a la distorsiéon exagerada

-.08
SRR Ty o ST — e T v,
-.09 o T v
© Relajacion isotropica; caja 1:1
% 10 | Xy e Esfuerzo total=1.82; caja 1:1
= < Esfuerzo total=3.32; caja 1:1
2 ----------------------------- Esfuerzo total=3.32; caja 1.82:0.55 -
:: -.11 Relajacion isotropica; caja 1.82:0.55
© :
c
o -12
%]
Iy
L
@ -.13
o
-14
-.15

0. 1. 2. 3. 4 5. 6. 7. 8. 9.
Tiempo adimensional

Figura 12. Evolucién temporal del segundo invariante del tensor de anisotropia. Efecto
de un esfuerzo normal.

que sufre esta caja de cdlculo, de manera que en la direccién de aplicacion del esfuerzo
se hace demasiado pequefia (hasta llegar a una relacién de 1:10 entre las dos direcciones
del plano) dado el tamafio de los remolinos que contiene. Por contra, en el caso 7c,
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con el mismo esfuerzo total administrado, el flujo no se separa de la isotropia porque
la caja de cdlculo en ninglin momento se hace demasiado distorsionada (la relacién
méxima entre direcciones es de 1:3). Lo mismo sucede en el daso 7a, donde, con una
caja inicialmente cuadrada, la distorsién final no es excesiva y, por lo tanto, el flujo

permanece isotrépico. I
1

CONCLUSIONES ‘

Los resultados obtenidos permiten responder las cuestiones inicialmente
formuladas, lo cual constitufa el objetivo de este trabajo, y, al nhsmo tiempo, permiten
plantear una nueva hipétesis.

Concretamente, de los resultados obtenidos y analizados en ‘el apartado anterior se
puede concluir que

1) Un flujo turbulento bidimensional inicialmente no isotrépico evoluciona hacia la
isotropfa si se le deja relajar libremente. |

2) Un flujo turbulento bidimensional isotrépico no se ve afectado por la accién de un
esfuerzo normal plano. |

Finalmente, los resultados relativos a la independencia de la evolucién de los
espectros de energia, enstrofia y disipacion de la enstrofia respecto del nivel inicial
de anisotropia permiten, de acuerdo con la demostracién incluida en el anexo, formular
la siguiente hipdtesis: !

|
3) Cualquier modelo para el tensor espectro de energia ha de poder ser expresado, en
el limite de la bidimensionalidad, como el producto del espectro isotrépico y de una
funcién de anisotropia, la integracién de la cual, para cualquier nimero de onda

fijado, da un valor constante. |
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!
ANEXO.- ESPECTRO DE ENERGIA EN TURBULENCIA
BIDIMENSIONAL ANISOTROPICA,

|
En turbulencia bidimensional, la ecuacién de continuidad

kiE;; =0 | (A.1)
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Se expresa Como

: klEn + k2E12 =0 (A2a)
6
kiEi2 + koFEqy =0 (A.2b)
lo cual implica que A
E12 = (—kl/kg)En =0 (A3a)
Eg = (K /k2)2E11 =0 (A.3b)

De manera que el espectro de energia E(k) puede escribirse como

E(k) = Eii/2 = 1/2[E11(k) + Eg(k)] =

5 (A.4)
= 1/2(k/k2)* F11(k)
mientras que el espectro unidimensional de energfa, E(k), es
27
E(k) = / 9S00 = / E(K)kd6 (A.5)
k=|k
o bien
27
1= / [E(K)k/E(k)|do (A.6)

Si E(k) es invariante respecto del nivel de anisotropia y es funcién exclusivamente
de k, reexpresando (A.6)

1= (k/BER) [ E(k)do (4.6)

se observa que F(k) se ha de poder expresar como [E(k)/k]¢ donde ¢ es una funcién
del nivel de anisotropia II y de k, de manera que se cumple

E(k) = [E(k)/k]¢ (4.8)

1= / " (11, k)8 (4.9)

La combinacién de (A.8), (A.4) y (A.3) lleva a poder afirmar que, en turbulencia
bidimensional, si E(k) no depende del nivel de anisotropia, el espectro tridimensional
de energia E;;(k) se puede expresar como
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|

\

|

Eu = 2(E(k)/k)p(k3/K?) | (A.10a)
Eag = 2(E(k)/k)¢(ki/K?) | (A.100)
Eyg = 2(E(k)/k)$(—kikz[k*) (A.10c)
0, en notacion tensorial, |
Fij(k) = (2B(k)/Hbi; — kik; [RI(IL, ) (4.11)

Si se compara (A.11) con el espectro correspondiente al caso isotrépico (E, %)
|

E%(k) = (E(k)/7k)[6:; — kik;/k?] | (A.12)
se puede escribir, finalmente, que |

o) = ByMp(LY) (4.13)

donde ¢ = 27¢, es decir ‘

(A.14)

2T .
o1 = / $(ILk)d6, VILk

De la funcién ¢ se sabe, Ginicamente, que ha de satisfacer (A.14) ¥y que para II=-
1/12, valor de II en el punto de isotropia bidimensional, se ha de cumplir que

P(-1/12,K) =1, V k ' (A.15)

Por integracién de (A.13) se pueden evaluar los esfuerzos de Reynolds, R;;:

/ Epndk = / / (E(k)/7 k)p(k2/k*)kdkdd = |
= (1/) / E(R)] j o(k2/k2)dbdk = (1/x) / E(k) / psin0d6]dk =
= (1/7) / E(k)[r - 1/2 / pcos20db)dk, (A.16)

ya que 27 = [*" pdf.
Finalmente, (A.16) implica que
Rux = (2/2) — 1/2x / (E(k)/k)pcos26dk (A.17a)
k i

y, también, |

Ry = (¢%/2) + 1/27r/k(E(k)/k)(,ocos20dk ‘\ (A.17b)

|
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Riz=—1/2x /k (E(k)/k)psin26dk (A.17¢)

Resulta interesante, también ver como se expresa el tensor anisotrépico (en notacién
bidimensional):

by = —l/2q2?r/k(E(k)/fc)gocos29dk (A.18a)
bo = +1/2¢%r /k (E(k)/k)pcos26dk (A.18b)
by = —1/2¢%x /k (E(k)/k)psin20dk (A.18¢)

Finalmente, se puede comprobar que el modelo lineal propuesto para turbulencia
débilmente anisotrépica cumple todas las relaciones expuestas:

@ = 1— 4by1c0520 (A.19a)
=1 (A4.195)
27 -
pdf = 27 (A.19¢)
27
b1 = —1/47r/ pcos26d6 (A.194d)

El modelo (A.19) no puede constituir un modelo general ya que las condiciones
de factibilidad de la turbulencia limitan los valores posibles de b1; al margen (0,0.25)
mientras que el margen de variacion posible de 411 es de 0 a 0.5. Pero, jpuede esperarse
encontrar una funcién ¢ general que satisfaga (A.19b), (A.19¢) y (A.18)?. La cuestién
estd abierta.
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