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Resumen

En este trabajo se desarrolla la formulacién del método sin malla de puntos finitos (MPF) para el andlisis de
problemas de la dindmica lineal de sélidos. El método utiliza una aproximacién por minimos cuadrados con
una funcién de ponderacion fija y un esquema de colocacién puntual. Para resolver el sistema de ecuaciones
dependientes del tiempo se ha implementado un esquema de integracién temporal explicita de diferencias
finitas centradas. Para mejorar la aproximacién de la solucién en las regiones cercanas al contorno se utiliza
una técnica de estabilizacién basada en el procedimiento de cédlculo finitesimal. Los ejemplos numéricos
desarrollados muestran que con esta técnica se pueden corregir las inestabilidades tipicas que introduce el
procedimiento de colocaciéon puntual, principalmente en aquellos subdominios de interpolaciéon de formas
asimétricas.

Palabras clave: métodos sin malla, método de puntos finitos, cdlculo dindmico.

A FINITE POINTS METHOD FOR SOLIDS DYNAMIC PROBLEMS

Summary

In this paper the formulation of meshless finite points method (FPM) for the analysis of lineal dynamic solids
problems is developed. The method is based on a weighted least square function approach, with collocation
scheme. To solve the system of dependent equations of the time, a method of explicit temporary integration
named centered finite differences has been implemented. To improve the approach of the solution in the
boundary regions, a stabilization technique based on the procedure of finite calculus is used. The numeric
examples developed show that with this technique, the typical problems that introduces the collocation
procedure can be corrected, mainly in those sub-domains with asymmetric shapes.
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INTRODUCCION

Desde sus inicios el Método de Puntos Finitos (MPF) ha demostrado ser una efectiva
técnica sin malla para la resolucién de problemas de la mecénica de fluidos y sélidos®56:11,
En el MPF la aproximacién local se obtiene mediante la técnica de minimos cuadrados
ponderados, utilizdndose colocacién puntual para obtener el sistema de ecuaciones diferen-
ciales.

En este articulo se desarrolla la formulacién de esta técnica para su utilizacién en pro-
blemas de la dinamica de sdlidos. Un aspecto fundamental del MPF en las aplicaciones
para problemas de la dindmica, consiste en la estabilizacién del sistema de ecuaciones
diferenciales. A diferencia de lo propuesto en otros métodos sin malla para este tipo de
aplicaciones®'613:15 "en el MPF la forma estable del sistema de ecuaciones diferenciales se
obtiene por medio del procedimiento de calculo finitesimal”%19.

En los siguientes apartados se presentan los principales aspectos de la implementacién
del MPF para la solucion de problemas en la dinamica lineal de sélidos; los ejemplos
numéricos desarrollados permiten corroborar la importancia de la técnica de estabilizacién
utilizada.

APROXIMACI()N POR MINIMOS CUADRADOS CON FUNCION DE
PONDERACION FIJA

Se presentan a continuacién las principales expresiones de la técnica de interpolaciéon
por minimos cuadrados utilizada en el MPF. Un estudio méas extenso de esta técnica, sus
propiedades y caracteristicas respecto de las aproximaciones utilizadas en otros métodos
sin malla, ha sido desarrollado por los autores en'?.

En el MPF la aproximacién local de la funcién incégnita u(x) en el subdominio o nube

Q; se construye de la siguiente forma

m
u(x) 2ix) =Y pix)e; =p’(x)a  Vx; € QVx € (1)
i=1
siendo af'=[ay, as, ..., o] un vector de pardmetros constantes, es decir, validos inicamente
p )

en la respectiva nube €7 y que no dependen de las coordenadas espaciales x, y p’ (x) la
base de interpolacién que contiene tipicamente monomios. Tal como en una interpolacién
por minimos cuadrados, la condiciéon de que el niimero de puntos n en la nube sea mayor
que el nimero de términos m de la base de interpolacién, impide que la aproximacién u(x)
se ajuste a todos los valores nodales u(x;) = u;‘ con j = 1,....,n. Para solventar esto se
recurre a la minimizacién de la suma del error en cada punto, ponderado por una funcién

fija como
n 2
Jr =Y wixi = x;) (uf = p" (x;)) (2)
j=1
cuya forma compacta matricial es

Jp = (uh—P(xj)a)T V7 (uh—P(xl)a) (3)

donde

T
u = {u?,ug, . ,uﬂ ,€ Vec(n)
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pi(x1) p2(x1) pm(X1)
Pl = | 110 PRl ) (4)
) pa(xa) < pmlxa)
wixi—x1) 0 0
Wi = (:) w(XI;_ = ? , € Mat(n x n) (5)
b () w(XI'_Xn)

siendo w(x; — x,) la funcién de ponderacién fija de Gauss!®'!. La minimizacién estdndar
del funcional (2) respecto del vector o permite obtener

a zéfluh, coné}l =A;'B; (6)

con A; = A (x7) (matriz de momentos) y By = B (x;), respectivamente

A[ = PT(X[)W[P(X[) (7)

[Af]ij = Zpi(Xk-)U}(X[ — X1 )p; (Xk) ,j=1,....,m (8)
k=1

B; =P7(x;)W; 9)

[B]]ij :pi(Xj)w(X]—Xj) izl,...,m jzl,...,n (10)

La aproximacién final en el MPF se consigue reemplazando la expresién (6) en (1), con lo
que se obtiene

u(x) = d(x) =p’(x)C; u

= >3m0 Al [Bilyy, i=1,.n (12)

Si en (2) se elige una funcién de ponderacién igual a la unidad, se obtiene una aproximacién
por minimos cuadrados estandar. Se debe notar, de acuerdo con la expresién (1), que la
aproximacién se define para cada subdominio de interpolaciéon §2;. En consecuencia, un
punto ¢ que pertenezca a dos nubes ; y €);, respectivamente, y entre las cuales exista
cierto traslape, tendré asociadas diferentes funciones de forma segin si se adscribe a una u
otra nube, lo que significa ¢! (x) # ¢%(x). La interpolacién resulta ahora multievaluada en
1, por lo que es preciso tomar alguna decisién que limite la eleccién a un tnico valor. En el
MPEF, por ejemplo, esta disyuntiva se resuelve utilizando un procedimiento de colocacién
puntual®6:911,
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FORMULACION DEL PROBLEMA DINAMICO

En este apartado se desarrolla la formulacién del MPF para su aplicacion en ejemplos de
la dindmica lineal de sélidos. Se pretende de esta manera extender el campo de utilizacién
del MPF a problemas donde intervienen fuerzas de inercia, pero sin considerar fuerzas de
amortiguamiento. Sin pérdida de generalidad, a continuacién se ejemplifica la obtencion
del sistema de ecuaciones para el caso 2D. Igual procedimiento se puede adoptar para el
caso 3D. Utilizando los conceptos del célculo finitesimal”, se plantea el equilibrio de fuerzas
en el interior del cuerpo para el dominio finito de espesor unitario mostrado en la Figura 1.

(o)

y

T

yXx

Ak l
B

Fi=fuerzas de inercia

Figura 1. Dominio finito en el interior del cuerpo

El sistema de ecuaciones que se obtiene es

% [fo) 4+ (2)p) = S [(2) + (02)5) + = [(re) 4 + ()] -
—};—z [(Tyz) ¢ + (Tya) p] + hahypby = m i (13)
para el eje x.
ha ha

B o)+ (00)4] = 22 [0 + (0] + 22 ()5 + ()] -

h .
_73/ [(Txy)D + (Txy)A} + hyhypby = m v (14)

para el eje y, respectivamente. Las fuerzas de inercia se han reemplazado por el producto
de la masa m del dominio y la correspondiente aceleracién u o v.

Utilizando una expansion en serie de Taylor de tercer orden para los esfuerzos en B, C,
D en las expresiones anteriores y simplificando por el producto (hshy), se obtiene

[Gaw N 0Ty N pbm] e [aQUQE 827-%} by [82030 827'%]

Ox Oy 2 | 02 0z0y 2 |0zdy ' 9y2 = pu
2 2 2 2

doy N OTay + by | - @ 0“0y 07Ty B @ 0“0y 0°Tuy ~ L

Oy Ox 2 | 0xdy Ox? 2 | 0y Oxdy
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o en forma compacta matricial

Ty — 5hT Vry = 0 (15)
donde
0oy OTuy
_ __ % baj _
" ox oy PPt
do 0Ty .
Ty = —ayy ay—f-pby—pv

siendo V el operador gradiente y el vector h

hy
El sistema de ecuaciones (15) se puede particularizar para los casos que se ejemplificardn
mas adelante, es decir, cuando no existen fuerzas masicas y se utiliza un polinomio base de

interpolacién cuadrético (m = 6). Bajo estos supuestos, el sistema final de ecuaciones en
el dominio es

0oy OTuy .
= _— — frg 0
"3 ox + oy p
Joy  OTuy .
e _— —_— — — 1
T4 3y + o PV 0 (16)

Para obtener el sistema de ecuaciones estabilizado en el contorno de Neumann se plantea
el equilibrio de fuerzas horizontales y verticales sobre el prisma de espesor unitario mostrado
en la Figura 2.

A

<
T, )
< Y n -
n t
—> _ S \a
v GX « l
Q
< by
FI%’IH hy T
< t
Fiy

F;= fuerzas de inercia

< C D hx
«— <«— «— «— «— «— E
Ty
Y Y Y Y v v v
G,

Figura 2. Dominio finito en el contorno del cuerpo
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Reemplazando los términos de las fuerzas de inercia como antes, el sistema adopta la
siguiente forma

4 . N
Y Fe = (02)52hy + (Tya) p 2he — Shahypbe —Tol +m ii=0

4 . )
Y F, = (0y)p2he + (Tey) g 2y — Sty pby =Tyl +m 5= 0 (17)

utilizando una expansion en serie de Taylor de segundo orden para los esfuerzos en B, D se
tiene en (17)

2h,, 2hy - 2hghy [00p Oy )
x5 7 —loe— — 7 | 5 b:c - =
T T I {33:—’_834 TP pu 0
2h, 2h _ 2hh, [Oo 0Ty .
Ty~ + sz—ly YT T . [—8; 8; +pby —p U] =0 (18)

Notando que las componentes de la normal unitaria en el punto A del contorno son

o, o
e = T v
y que
Wuhy  hohy  hohy  heng  hyn, 1
= + o + 5 —Q[hmnx—i-hyny]

se tiene finalmente en (18), cuando no existen fuerzas de cuerpo, el siguiente sistema

0oy OTys .
o ay " u}
% + Oy —p i}}
Ox Ay

- 1
OxNyg + TypNy — Ty — 5 [hang + hyny] [

_ 1
OaNy + ToyNg — Ly — 5 [hang + hyny) [
el cual puede ser expresado en forma compacta como
_ 1. 7
(02na + Toyny — t) — §h ‘nlr3] = 0
_ 1. 7
(azny + ToyNg — ty) - §h ‘nfrq] = 0 (19)

siendo el vector normal n

Es interesante destacar cémo el sistema de ecuaciones (19) incluye el efecto de los puntos
adyacentes al contorno de Neumann, términos r3 y 74, respectivamente.

IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

La solucién al problema dindmico se encuentra resolviendo para cada instante de tiempo
el sistema que forman (16) y (19) més las condiciones de contorno de Dirichlet. Para resolver
el sistema final de ecuaciones, ademads de reemplazar las relaciones tensién-deformacion
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y deformacién-desplazamientos para un material eldstico lineal, es necesario implementar
un esquema de integracién temporal para obtener los desplazamientos en un determinado
paso de tiempo. Utilizando un esquema explicito de diferencias centradas, se tiene que los
desplazamientos en el intervalo de tiempo (¢ + At) se calculardn recursivamente como?!

Upgay = U — Ugoay + A T
Varan = 200 — va—an + A U (20)

lo que supone conocer o calcular el desplazamiento y la aceleracién actual (u(t), fd(t)), pero
también el desplazamiento previo u;_as). Para esto se utiliza la siguiente relacién

} At? .
UG Ar) = Ugr) — At U T e (21)
donde la velocidad es

U+ A T U(-AY)
4= 2At

Similares relaciones se emplean para v(;_as). Se debe tener presente que en el inicio, es
decir, en t = 0, es necesario calcular u(_x; mediante la relacién (21) para que dé comienzo
el algoritmo (20). Esto supone conocer como dato inicial el desplazamiento y la velocidad
ent =0 (up y vo). Notar en este caso que la aceleracién en t = 0 () se obtiene resolviendo
inicialmente el sistema que forman (16) y (19).

Por dltimo, para encontrar la solucién del problema dindmico es necesario calcular las
componentes del vector h. Para esto se utilizan los conceptos de las distancias minimas
caracteristicas en la nube descritos en la referencia 12.

EJEMPLOS NUMERICOS

Propagacién de una onda 1D

Como primer ejemplo se analiza el comportamiento del MPF para el problema de propa-
gacién de una onda en un medio unidimensional. La Figura 3 muestra las caracteristicas
geométricas del modelo, siendo las propiedades mecénicas del material: E = 3,0 x 107 psi,
p=17,35x107% slug/in? y el drea de la barra A = 1in?. La barra se somete a un esfuerzo
axil impulsivo, constante en el tiempo, de og = 1000 psi. Para obtener la solucién numérica
en el caso del MPF se ha utilizado un paso de tiempo At = (Lyin/c), donde Ly, es la

distancia minima entre dos puntos y ¢ = (E/ p)l/ 2 1a velocidad de propagacion de la onda
en el cuerpo.

P
o
>

v

L =100 [in]

A

v |

Figura 3. Barra sometida a carga impulsiva
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La solucién tedrica para este ejemplo viene dada por la referencia 1

u(z,t) =

80‘0L
mE

SEA(C oL\ W LTI

(2n —1)?

T—

5 7 (22)

expresién que permite ademas encontrar la velocidad u y la deformacién wu .

Los resultados indican el correcto comportamiento del método, tanto en desplazamien-
tos como en tensién, para las distintas discretizaciones utilizadas. En todos los casos se
han utilizado nubes de n = 5 puntos y una base de interpolacién cuadrética (m = 3). Por
ejemplo, las Figuras 4, 5 y 6 muestran la convergencia hacia la solucién teérica del desplaza-
miento, la velocidad y el esfuerzo para un punto ubicado en el centro de la barra (z = 50).
En el caso de los desplazamientos se comprueba que con 33 puntos la soluciéon numérica
coincide con la expresién (22); esta buena correlacién con los valores tedricos también se

logra para la velocidad y el esfuerzo con tan sélo 41 puntos.

0.004

0.0035

0.003

i
o
S
al

0.002

0.0015

Desplazamiento [in]

0.001

0.0005

-0.0005

7-puntos
11-puntos -
33-puntos
teorica

0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003
Tiempo [9]

0.0035 0.004

Figura 4. Desplazamiento del punto central para distintas discretizaciones

Figura 5.

Velocidad [in/g]

0.0005

0.001
Tiempo [s]

0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004

Velocidad del punto central para distintas discretizaciones
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2500 T T T
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11-puntos -
41-puntos  +
2000 teorica 1
1500 |
2
R
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Figura 6. Esfuerzo en el punto central para distintas discretizaciones

Finalmente, la Figura 7 muestra la posicién de la onda de 1000 psi en un instante de
tiempo, durante su viaje de propagacién a través de la barra. Se aprecia claramente cémo
el perfil de la onda comienza a definirse a medida que se aumenta el niimero de puntos,
lograndose ya con 41 puntos el perfil esperado.

1600 11-puntos
21-puntos ---------
1400 - 33-puntos - 1
41-puntos
1200 b
—1000 ]
)
=
Q 800 [ b
g
o 600 i
400 i
200 b
0 m
200 ‘ ‘ ‘ ‘
0 20 40 60 80 100

Posicion (x)

Figura 7. Distribucién del esfuerzo axil en el vigésimo paso de tiempo

Ejemplo 2D. Ménsula sometida a carga impulsiva

La ménsula de la Figura 8 estd sometida en su extremo libre a una carga impulsiva
de magnitud Py = 1000 Ib. Sobre el empotramiento se prescriben los desplazamientos
de acuerdo con la solucién tedrica para un caso estitico!?, utilizdndose una discretizacién
regular de 27, 95 y 175 puntos. Para las propiedades del material se han utilizado los
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siguientes valores: médulo de elasticidad E = 2,08 x 106 psi, coeficiente de Poisson v = 0, 3
y densidad p = 7,35 x 10~*slug/in. El problema se ha resuelto considerando condiciones
de deformacion plana, una base de interpolacién cuadratica y nubes de 9 puntos.

En este caso se ha efectuado una modelacién mediante el método de elementos finitos
(MEF) para comparar los resultados; también en la referencia 2 se analiza el comportamien-
to dinamico de la ménsula de este ejemplo. Los resultados que se obtienen para las tres
configuraciones de puntos muestran un adecuado comportamiento respecto de la modela-
cién con el MEF. A continuacién se muestran los principales resultados para el arreglo
regular de 95 puntos.

v

Figura 8. Ménsula sometida a carga impulsiva

Las Figuras 9 y 10 muestran la variacién temporal del desplazamiento en el punto A de
la ménsula, para un tiempo total de andlisis de 0,025 s. Esta vez el paso de tiempo se ha
calculado como At = 0,1(Lpin/c). En ambos casos los resultados que se obtienen con el
MPF se comparan favorablemente con aquéllos que entrega el cddigo de elementos finitos,
usando elementos CST.

0.04

MPF —
0.035} MEF — |

0.03 - 4
0.025+ 4
0.02+ 4

0.015+ 4

Desplazamiento (in)

0.01 - 4

0.005-

. .
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
Tiempo (s)

Figura 9. Variacién temporal del desplazamiento horizontal para el punto A de
la ménsula
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Desplazamiento (in)

-0.25

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Tiempo (s)

Figura 10. Variacién temporal del desplazamiento vertical para el punto A de la
ménsula

Finalmente, a través del analisis con el MPF se ha calculado un periodo fundamental
de 0,0123 s para la ménsula, valor que se compara favorablemente con los 0,0124 s que se
obtienen en la referencia 2.

CONCLUSIONES

Se ha desarrollado la formulacién de las ecuaciones estabilizadas que rigen el compor-
tamiento dinamico 2D, de un sdélido lineal elastico, para ser implementadas numéricamente
en el método sin malla de puntos finitos. Este desarrollo se puede extender sin dificultad
para un caso 3D. La técnica de estabilizacién mediante el procedimiento del célculo finites-
imal resulta fundamental de cara a obtener resultados satisfactorios en el andlisis dindmico
mediante el MPF.

Los resultados de los ejemplos 1D y 2D muestran una adecuada convergencia del método
y se comparan favorablemente con los que proporciona el MEF. En el caso 1D el método de
puntos muestra una convergencia mas rapida que el MEF para las diferentes discretizaciones
analizadas. En el caso 2D el método de puntos y el MEF muestran una convergencia
similar, sin embargo, el intervalo de tiempo critico condiciona notablemente los resultados
en el MPF. Como se sabe, el esquema de integracién de diferencias centradas que se utilizé
es condicionalmente estable; esto supone calcular un intervalo de tiempo At critico para
prevenir posibles problemas de estabilidad.
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