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Analisis de puentes mediante el método de la
banda finita

Por Eugenio Ofiate
Ing. de Caminos, M. Sc.

RESUMEN

Se presenta el andlisis general de estructuras formadas por un ensamblaje de placas y
vigas y con seccion transversal constante, mediante una combinacion de elementos finitos
transversalmente y series de Fourier en direccion longitudinal.

Se ha tenido en cuenta en el andlisis el efecto de la deformacién transversal debida al
esfuerzo cortante, que puede ser importante si los espesores de los componentes que forman
la estructura son considerables.

Debido a la generalidad del andlisis se evita la dificultad de tener que establecer hipote-
sis simplificadoras para idealizar la estructura, a veces lejos de la realidad, como ocurre en el
andilisis clisico mediante las teorfas de Guyon-Massonet o la de la losa ortotropa. Asimismo
permite el estudio de estructuras complejas, como puentes con seccidn transversal tipo cajén,
ele., resultando ser uno de los métodos mds versdtiles y econbmicos para el andlisis de puen-
tes de los mas diversos tipos.

Al final del estudio se analizan diversas estructuras tipo puente, comparindose los resul-
tados obtenidos aplicando el método de la banda finita, el método de los elementos finitos
y el método del prisma finito.

LAMINAS PLEGADAS

1.1. Introduccién

El andlisis de estructuras formadas por un ensamblaje de placas y vigas ha sido el centro
de atencion de numerosos investigadores, pudiendo encontrarse una excelente recopilacion
sobre este tema en una publicacion del ASCE (1) y en un articulo de Samartin y Martfnez
(2). El método elistico desarrollado por Goldberg y Leve (3) y més tarde programado y apli-
cado por De Fries y Scordelis (4) ha sido bastante popular y muy usado como “método de
rigideces” dando excelentes resultados. Sin embargo, tiene la desventaja de ser muy comple-
jo y diffcil de aplicar a estructuras plegadas ort6tropas y en andlisis dindmico, Scordelis,
Chu y Dudnik (5), (7), lo han usado para estudiar puentes con seccion transversal en cajon
simplemente apoyados.
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Usando la teorfa de liminas junto con elementos finitos se han desarrollado diversos
programas para el andlisis de puentes (6). La estructura se divide en un ensamblaje de cle-
mentos laminares como se muestra en la figura 1(a). Debido a que se necesitan muchos cle -
mentos, ¢l nimero de ecuaciones que hay que resolver es grande y, por consiguiente, el mé-
todo de los elementos finitos es caro en tiempo de computacion.

Entructura raal

Elamanto laminar

>

{a) Andiisis tridirmansional
madiants slamantos-finltos

Prisma flnlte

(b} Anallsls tridimaensional usande
prismai flnltos

Banda finlta

{c) Anilisis madiants bandas Tinitas usando la
taarin da |[Aminas plegadas,

Fig. 1,—Diferentes métodos para analizar estructuras celularas

Si una estructura plegada tiene una seccién transversal constante y extremos apo-
yados, se puede efectuar un andlisis mucho mis econdmico, considerando la estrugtura co-
mo un ensamblaje de prismas o de bandas. Usando prismas (Método del prisma finito) (10)
la estructura es analizada como un sélido tridimensional a partir de las ecuaciones generales
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de la elasticidad para el sdlido en tres dimensiones. Si en vez de prismas consideramos ban-
das, tenemos el Método de la banda finita, basado en la teorfa de liminas plegadas. En am-
bos casos, los desplazamientos dentro de cada prisma o banda se expresan en funcion de
desplazamientos nodales, funciones polindémicas en direccién transversal y desarrollos de
Fourier longitudinalmente. En general, el método de la banda finita ¢s mucho mis econd-
mico al necesitar menos nudos para definir la seccidén transversal; y en €l concentraremos
nuestro estudio.

El método de la banda finita fue introducido originalmente por Cheung (8) (9), para

analizar puentes del tipo de los que se muestran en la figura 2 y cualquier otra estructura for-
mada por un ensamblaje de placas y vigas. Sin embargo Cheung, en su andlisis, no considera

Matal Mo sa musstran los rlgldlzadores en las 00010 NGE SXTrEM AN

Fig. 2.—Diferentes tipos de puentes que se pueden analizar con el método de la banda finita’
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los efectos de la deformacidn transversal debida al esfuerzo cortante, que puede ser de gran
importancia si los componentes que forman la estructura tienen un espesor considerable,
como ocurre en el caso de puentes en cajon de hormigoén pre o postensado, Con objeto de
hacer el estudio lo mds general posible, se ha tenido en cuenta dicha deformacion; siendo
vilido el procedimiento cualquiera que sea el espesor de los componentes de la estructura,

1. 2. Teoria general de liminas plegadas

Expondremos brevemente las bases de la teorfa seguida en el andlisis.
Seguiremos las hipdtesis de Mindlin para la flexion de placas:
a) Los desplazamientos perpendiculares al plano medio de la placa son pequefios.

b) Las lineas originalmente perpendiculares al plano medio de la placa, se mantienen
rectas despuéds de la deformacion, pero no necesariamente normales al plano medio.

¢) Las tensiones en la direccidn perpendicular al plano medio de la placa son cero,
independientemente del tipo de carga.

Segln esto, el campo de desplazamientos totales de la limina se puede expresar como:

ux,y,z)=ug(x,y)—z0, (x,y)
Vi, y,z2)=ve (x,y) =20, (x,¥) [1]

WX, v, 2)=w(x,y)

Ug (X, ¥)
Vg (X, ¥)
como ¢l valor medio de las rotaciones.

en donde: son los desplazamientos en el plano, y 0, 8, se pueden considerar

Debido a la hipotesis b) se produce cierta distorsidn en la seccion y hemos de efectuar
una correccion para permitir una distribucidn no uniforme del esfuerzo cortante. En la fi-
gura 3 el dngulo ¢ denota la deformacion media debida al cortante, teniendo que, para am-
bas direcciones x ¢ v (véase figura 3):

A

~t

Dafarmacidn raal

Daformacibn asumida |

Mormal a la suparflcle madia

Fig. 3.—Teor(a de Mindlin para flexién do placas

_dw
Ox = ax T
[2]
_dw
0y =5 + by

bg
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Siguiendo la hipbtesis ¢) o, = 0 y usando las relaciones generales de la elasticidad entre
tensiones y deformaciones se obtiene la siguiente expresion:

Oy _Cu Ci; Ci3 O 0] €y

2 = ‘r_“r = (113 (123 Caa 0 0 73‘!!' = E E [3]
THH 0 0 0 an C45 "f”,
Tye _U 0 0 CH CH!_ . Yyz ]
donde para materiales ortotropos:
C3=Cy=Cy=0
Cy = B Cn=E
Ciz=vy Eg Ca = Gyy (4]
Caa ™ Gy Css =Gy,
(B}, E})= t—— (Ey, E,)
y N 3 Ay 1 = “'.u Hy X ¥

Sustituyendo en el vector de deformaciones € las expresiones de los desplazamientos

obtenemos:
[\ (@ g 0,
Ex ax ax o
av vy ; 08y
€y pr -EF | Aa—y
au , av | | dug vy : (36‘, %) o
==yt ™ (B T | +{ -2 by Tox/ [ TEm T o 15}
dw . ou dew
1wl I=+t% 0 ax  Ox
D OV ﬂ__w__
Tye E‘lﬂgz 0 dy 9?‘

La expresion para la energia total de la lamina es:

w=3 ff (41" € e dv -/fj (BI" & dv —ﬂ (81" 5ds—[F]" & (6]

siendo § el vector de desplazamientos de la estructura.

Fn esta expresion la primera integral representa la energfa de deformacion y los térmi-
nos 2, 3 v 4 representan el trabajo efectuado por las fuerzas de volumen, superficie y pun-
tuales, respectivamente,
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Considerando solo la energia de deformacién de la ldmina podemos escribir:

. 1 — - T e -
ED=3 [ﬁ:[ﬂT Es,d“%[ﬁ:‘im +2)" C(En +E)dv=
= ﬂf [En]" C Emdv + ff 1617C &y dv + ﬂ] [€a)'C & dvt
v et ¥ Wt v
+ Uj [€]' C & dv
N ¥

Efectuando las integrales anteriores se obtiene que:

f[/ [E]" € Em dv=0
AR

ﬂ [€n]” C &y dv=0 18]
y fﬂ [Em']T E Em dv = jj [,_“_-'_,m ]T Dy €4y dv

S v v

du g/ ox
£m = { dvo/dy [9]
kauﬂfay + dvy/dx

donde:

es el vector de deformaciones en el plano y

Cii Cia Cyy
Dy =1 |C; Gy Cy [10]
Cia Ciy Cyy

siendo t el espesor del elemento.

Procediendo de la misma manera se obtiene:

j]j [6:]" C & dv= ﬂ/ Lenl” Dy €5 dv (1]
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donde:

— 80, /9x
— 90, /dy
£y =( — (30,/ay +a0y/dx) [12]
~ (8, — dewfdX)
(8, — dew/dy)

s el vector de deformaciones en la flexion: y para materiales ortotropos:

b, D,y 0 0 0

Dy, Dy O 0 0

D,=| 0 0 Dy 0 0 [13]
0 0 0 Dy O
0 0 0 0 Dg

donde:
(Dyy, Dya, Daga, Dag) = (Ey vy ES, By, ny)t!'m

(Dq;, D55)= kz t({\;u- {-}yr_) [Iq]

(B}, E)) = (Ex, By) T——

= R e by l_y"yy

Siendo k un coeficiente para incluir los efectos de distorsion en la seccidn; en nuestro
caso hemos tomado k= 5/6.

Con esto se puede reesceribir la energla de deformacion comeo:

1-:1;:1)_r /// Lewl" Do e dv +'§ ﬂ‘ Leal Dy e dy [15]
*"nfm v s ¥

Vemos que los términos debidos a las fuerzas en el plano y a la flexion, actian inde-
pendientemente.

En vez de trabajar en funcién de las tensiones, operaremos en funcion de las tensiones
resultantes definidas como:

E‘_R = |Ng| Nyt Ngym Ms‘ My: MHY‘ QHF Q!l’lr - Iﬂglﬁ‘i! Eg}l [lﬁl
donde:
" +t/2 .
Em" [Nx-st ny] o [Uunﬂwfx}-]dz
o =12
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* /2
T
[Mxr MY! M:r] . [ [(Fx, a:.'l ’l'_lt',hr ]T Z d?- [17]
R _ Y=
s
T. b T
[pr o)r] = [f!ﬂ": TKIJ dz
J=t22
y observando que:
“ /2
IR
./-ua (0%, 0y, 7y ] d2= D €
T t)2 Hgl
/ " [(Ox, Oy, Txy) 2, Tay, 7s )T dz= Dy, @,
Jm=i iyl _—
tenemos que.
13 R RqT - T ~m Am
"q. =[£m|£b] ;lgm EII‘I!EBHE_J‘I] = [19]
0 Qh £
b
=Bz (20

Por consiguiente, tras sustituir [15] en [7] se obtiene, para la energfa potencial total:

W=3 J|] 1aT" Du e dv+§fj Leo]" Dy €5 dv-
aied ¥ v
- [ e [fisr sas-imr s 21]
¥ [ ]

y usando [19] ¥ [20]:

W=%_[ﬂ [gl"':qgav--[ﬂlgfg;dv-ﬂ[gfgds-[g]‘" (22]

1.3, Andlisis semianalitico medianie ¢l método de 1a banda finita

Se divide la estructura en bandas longitudinales del tipo de la que se muestra en la
figura 4.

Documento descargado de www.e-ache.com el 21/01/2019



Fig. 4.—Ejemple de banda finita

Usando simples funciones polinbmicas en la direccién transversal y desarrollos de
Fourier en direccidn longitudinal, los desplazamientos de un punto cualquiera se pueden
expresar en funcién de los corrimientos nodales como:

o it
u= E E Niufscn E‘g—‘y)

-
|
-

V= i E N.vf cas(ﬂﬁﬂ)

=1 im1

w= E E N; mf sen(ﬂzfy) [23]

f=1 i=

6, = i “E N.oflm(?)

L ¢
o= £ 5 N oboos (L)

Bmi im1

donde N; representa la funcién de forma para el nodo i, n es el nimero de nodos de la es-
tructura y € indica el nimero de términos en ¢l desarrollo de Fourier.

Estas expresiones describen totalmente los corrimientos de un punto cualquiera de la
estructura. Sin embargo, las funciones armdnicas escogidas implican siempre unas determina-
das condiciones en los apoyos, que en este caso son:

a0, av y=0
u—v—ﬂx—a—y—a—y—o para = [24]

que equivale a extremos simplemente apoyados con corrimiento vertical nulo en todos los
puntos de la seccidn del apoyo (equivale a que la seccidn estd rigidizada en su plano).

Usando dichas expresiones para los desplazamientos, la matriz de deformaciones €

é1
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definida en [20] se puede expresar como.

= n
=L T g (25]
fm1 im1
donde:
du/ax
av/dy
(du/dy + av/ax)
_ — a6, [ax
=( ) (26]
~ 30,/dy
- (80 /ay + ad,/ax)
~ (0, — dew/dx)
— (0, — Bw/dy)
) |
3 /- 0 0 0 0
?
0 —NLTWS 0 0 0
e C _(Bﬂq
p N\ )C 0 0 0 il
aM ¢
0 0 0 —(_I)S 0 Vi
2 dx
B = D L 8 ={ wf [26]
0 ool
0 0 0 b N oY
Lx S alN ¢
0 0 0 =N (::f)cj Oy
aN,)
¢ o (F)e -Ns o
¢ C
0 0 5 N 0 -N;C
= !
siendo:
4 ¢
S=‘“‘5n( Ey). C=IL'-H5( :y)
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Para un nimero finito de armonicos r:

¢ =BY 35 127]

¢ s : g i
donde f.f y & representan respectivamente la matriz de deformaciones y el vector de corri-
mientos, para toda la estructura, para ¢l arménico £

Expresando igualmente las fuerzas que actGan en la estructura en funcidén de des-
arrollos en series de Fourier, tenemos que un vector de fuerzas cualquiera se puede expre-
54r comao.

r
BB yi+Ryat o+ gtk Bym T Ry [28]
L=

: : . Lw
siendo yg una funcibn armoénica del tipo sen L & cos P'T“ yn[:R el vector de amplitudes de

la fuerza de intensidad P para el -ésimo armonico y que viene dado por la expresion:

[hP d
Jo ~ YRy

B (28

h
2
d
'AWY

Advirtiendo que se puede escribir:

Pl
P=[L ¥y 1 9)0 0} =R P* [29]
pr
¢
; LIl
=T nlINM.INI{: =3 gy s
£=1 ¢ Qmi
1 = Matriz unidad 8y
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podemos expresar la energlia potencial total como:

l I *b P T
w=§j [ [5*1" (B*]
o Jo

i

Y2 fa ['b . i
_I / / [RP*]" 3 ygN* 5" dxdydz—
g 0

=12 SO . Omi

:—II

) BY 5% dx dy —

{

o g 3 " ,
‘/ _[ RS*'" 3 voN* 8% dx dy —[ RE*" 3 yoN*8'dy  (30]
W0 e Q= V0 Qui

Usando del principio de la energia potencial minima que establece que:

aw |
}W = () [31]

y de las propiedades ortogonales de las series de Fourier:

‘b
g £
/ sen z sen ycly
L )

b b
=0 sil¥Fm [32]
Y gy Lry
cos cos ——dy

_/u b b

‘b
(h / YoYm dy =0 si!h&m)

«f O

; ; : 4 : ¢ iy
se obtiene, tras efectuar la derivacién parcial de W con respecto a todos los §°, una expresion
de la forma:

fi! .

I Lk

wr=K (& (33]
i L

donde _[;E representa el vector de fuerzas nodales de toda la estructura para el armonico £
siendo una contribucion tipica para un nodo i de la forma:

w12 s ['b ‘s ['b b
ﬂ=[ [ [ NiFl:Q yﬁdx dy dz+/ / N; Eﬁyﬁdx dy+/0 EF'y%dy [34]
' 0 /0 1] v

-2 . SO,
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Asimismo en la expresion [33] ﬁﬂ representa el vector de desplazamientos nodales in-
cognita parh el armonico €, y K es la matriz de rigidez de toda la estructura, que se puede
escribir comao;

L]

‘bofa i
K:/ I (8", 8%, BY .. B" B (B!, B2,..., B, ... Bl dx dy (35]
O

~y A

en la que una contribucion tipica para los nodos iy j seria:

¢ L
1;:,.;“=j / [Bil D B' dx dy [36]
SO0 40

. ; 2
Asimismo, de la ecuacién [26] podemos expresar B como:

- 'R - Qx
Ef=§.¥ 5cnu-g-¥-+l}j cos by [37]
y tras sustituir la expresion anterior en la ecuacion [ 36] se obtiene:
=
B en LEY
' . | Iy
b a — E T M ﬂ i =
!‘Qldim =/ / [[E’flr sen by ' |§}1T CosTy] D dx dy [38]
g -l_;'ll'l i lﬂl'ﬂ'y
Bi" cos =
sicndao;
_ | o
Ly _ y
0 b
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[
g 0 0 0 0
0 -N&7T
A 0 0 0
0 0 0 0 0
N
0 0 0 - 0
B} = [39]
L
0 0 0 0 N 5=
0 0 0 0 0
N
0 0 "5'.“_ — Ni 0
0 0 0 0 0
- =
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
g aN|
= N, oo 0 0 0
B 0 0 0 0 0
Bl = [40]
0 0 0 0
i aN,
() ﬂ O = T Nl ax
0 0 0 0 0
¢
0 0 =N 0 N,
L =)

Teniendo en cuenta que las integrales en las que aparecen productos de senos y cose-
nos se anulan, se obtiene:

*bo("a _ i ¢ m
Kﬁm:j ] (B{1' DB sen —— sen 5 T dx dy +
g I TR o

i Y A 0
+ [ / (B{' DB" cos ___tzy cos m;r Y dx dy [41]
0 0
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siendo (véase [10]y [1.3])

e 'l_znl U r
D= [42]
0 D,

Debido de nuevo a la ortogonalidad de las series de Fourier se obtiene:

Ki"=0 sil#m [43]

Por consiguiente la matriz de rigidez global resulta ser diagonal y cada término corres-
pondiente a cada armdnico se desdobla independientemente de los otros, en la forma:

0

KB!
(44]

; Qe 2 Cily s
donde una submatriz K, uniendo los nudos i y j, viene dada por:

b i = e S
Eﬁﬁﬁ[{, (B}I" DB+ BII" DB dx [45]
o bien:
TR R
Kij _E.L (B DB/ dx )
Asf pues, el sistema final de ecuaciones tiene la forma de:
f‘l _Kll D N ﬁl
f:'. K_'li 82
{ 1 F E“ | EE [47]
tr" 0 K" 5"
Pt ||| £ A o~

Podemos pues, claramente, separar la expresion anterior, en r diferentes sistemas de
ecuaciones. Para cada arménico de carga solo hemos de resolver un sistema de ecuaciones
para obtener el valor de ER. Los desplazamientos totales se obtienen como suma de las r

amplitudes individuales,
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Una vez calculado el vector de desplazamientos para un arménico £, se pueden obtener
facilmente las tensiones para dicho arménico mediante:

n
'=bp's'=D T Bl (48]

Ver [20] y [25]

Finalmente las tensiones totales se obtienen como suma de las obtenidas para cada
armonico,

1.4, Ensamblaje de elementos. Transformacion de coordenadas

Para ensamblar la matriz de rigidez total de una estructura plegada a partir de las ma-
trices de rigidez individuales de cada elemento, es necesario transformar las matrices de rigi-
dez de elementos adyacentes de manera que en cada nodo comun los desplazamientos no-
dales v las fuerzas estén definidos en el mismo sistema de coordenadas. Se observard, sin
embargo, que los desplazamientos nodales expresados en el sistema de coordenadas del ele-
mento, solo contienen dos componentes de giro 0, y 0, (véase figura 5). La tercera compo-
nente &, (giro alrededor del eje z) no aparece en la formulacidn empleada. En la teoria de

Fig. 5.—Desplazamientos en al
sistema de coordenadas local

liminas plegadas, no se necesita de esta rotacidén para describir el comportamiento de la es-
tructura. Sin embargo, al transformar las propiedades de elementos que teniendo un nodo
comun se encuentran en diferentes planos, a un sistema general de coordenadas (figura 6),
necesitamos tener en cuenta dicha rotacion.

— — e S E—

x.l"

Fig. 6.—Sistemas de coordenadas general v local
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Asf pues, los desplazamicentos v fuerzas nodales se reescriben como: *
f

uj fei
vi fyi
g=“ =l (49]
0% xi
vi | My
2l 0

y la nueva matriz de rigidez que conecta los nodos iy j es:

i ki'Gxs) o
Ky (6%6)= [50]
0 0

Las sextas fila y columna de ceros se afiaden solo para facilitar la transformacién al sis-
tema de coordenadas general x, v, z.

La relacién entre las matrices de rigidez en los sistemas de coordenadas local y general
5 la conocida:

Y 31 T ;
Ky =T Ky [Tyl [51]
siendo T tal, que para el nodo i del elemento que contiene a los nodos iy j, se cumple:

8 =T, & [52]

cosf 0 —senf 0 0 0
0 1 0 0 0 0
o senfi 0 cosfg O 0 0
= 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 cosff —senf
0 0 0 0 senf cosf

b= ad

[53]

En general, la matriz E%ﬂ (en el sistema de coordenadas general) no presenta ninguna
particularidad y, por consiguiente, @, serd un grado de libertad independiente. Surge sin em-
bargo un problema cuando todos los elementos asociados con un nodo particular estin en el
mismo plano (nodo co-planar) (figura 7), ya que los coeficientes de la matriz de rigidez co-
rrespondientes a @, son todos nulos. Esta singularidad de la matriz de rigidez, se ha evitado
ensamblando las ecuaciones correspondientes a los tres giros en el sistema local de coorde-

* El superindice * denota sistema local de coordenadas.
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O Nodo coplanar
® Roda ne coplanar

- 43 a ]

Fig. 7.—Ejemplos de nodos coplanares y no coplanares

nadas si ¢l nodo s co-planar, colocando a continuacion un numero cualquiera en el sexto
coeficiente de la diagonal de Eh“. Con esto L sexta ecuacion es una pseudo-gcuacion, pero
no afectard a la solucién ya que no estd conectada con las ecuaciones de equilibrio expre-
sadas por la matriz de rigidez.

Este artificio, sugerido por Clough y Wilson (11), tiene la ventaja de que todos los no-
dos (tanto co-planares como no co-planares) tienen los mismos grados de libertad (6 en
cada), siendo esto necesario si el proceso para encontrar la solucién no permite distinto ni-
mero de grados de libertad en nodos diferentes, La desventaja obvia es que envuelve una
mayor computacion. Sin embargo este costo extra no es significativo ya que los nodos co-
planares seran relativamente pocos.

1.5. Elemento usado y funciones de forma

Se¢ ha empleado un elemento parabélico como el de la figura 8. Las funciones de forma

Fig. 8.—=Funciones de forma para el elemento parabblico

para dicho elemento son:

Nl =51 p S

Ny=1-§? [54]
Si

N3=S+T
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1.6. El programa M-FIST (12) (13)

El método de andlisis apuntado se ha recogido en un programa de ordenador des-
arrollado en Swansea (pais de Gales) por el autor de este trabajo,

El lenguaje empleado en el programa M-FIST ha sido el standard Fortran - [V,

Se ha incorporado en el programa un esquema de flexibilidades para analizar estructuras

de tramos continuos,

A continuacidn se muestran diversos ejemplos de aplicacion del método para analisis de

estructuras celulares,

Todos los cilculos se han efectuado en ¢l computador ICL 19045 del Centro de Com-

putacion de la Universidad de Swansea.

EJEMPLO 1. PUENTE ISOSTATICO DE HORMIGON CON SECCION EN CAJON

Las dimensiones del puente que se muestra en la figura 9 han sido escogidas a partir de
un estudio estadistico de puentes de hormigdn en cajéon (14), siendo muy similares a las de
muchos puentes ya construidos. Las propiedades eldsticas del material son las representativas
del hormigén: E= 25 Newton/mm? v v=0,15. La longitud del vano es de 30 metros y los

extremos se suponen apoyados,
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Fig. 9. —Puente de hormigbn con seccidn en cajon
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Se analizan tres casos diferentes de carga con una fuerza puntual de 1,000 kg. actuando
alternativamente en las posiciones B, Cy D, a la mitad del vano.

En la citada figura 9 se muestra la idealizacion de la estructura en bandas. La seccion
transversal se ha dividido en 14 elementos.

Se comparan los resultados obtenidos usando el programa M=FIST con los obtenidos con

el programa de elementos finitos QUEST (6), v el programa basado en el prisma finito
PRIS (15).

A titulo de comparacion, se muestra también en la figura 9 la idealizacion del puente
para el andlisis mediante ¢l prisma finito.

Los corrimientos verticales se muestran en la figura 10 para cada estado de carga. La
comparacion de los resultados obtenidos con M-FIST y los obtenidos con QUEST y PRIS
es excelente,

En las figuras 11 y 12 se puede apreciar la distribucion transversal de las tensiones
longitudinales Ny, a la mitad del vano, para las distintas posiciones de la carga; y la distri-
bucién transversal de las tensiones transversales, en dicha seccion, para la carga en la po-
sicion B,

EJEMPLO 2. PUENTE ISOSTATICO CON SECCION EN CAJON COMPUESTA DE HOR-
MIGON Y ACERO

Se analiza en este ejemplo un modelo de un tipico puente en cajon con la seccion trans-
versal compuesta por una losa relativamente gruesa de hormigén, sustentada por un cajon de
acero., Notese la diferencia de espesores de la losa con las paredes de la caja, siendo ésto ca-
racterfstico de este tipo de estructuras.

La carga consiste en un par de fuerzas puntuales, de 0,5 kg, actuando en la mitad del
vianao.

En la figura 13 se muestran las dimensiones del modelo junto con la disposicion de la
carga. Para dividir la estructura en bandas, se ha simplificado la seccion tomdndose las dimen-
siones a partir de la lfnea media. Se han omitido, para facilitar el andlisis, las placas de union
entre hormigdn y acero.

Se comparan los resultados obtenidos con M-FIST con los obtenidos usando el progra-
ma CURDI escrito en Berkeley (California) (16) para el anilisis de puentes de planta recta
O Ccurvi,
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En la figura 14 se muestran los resultados obtenidos con ambos programas para los
corrimientos verticales y tensiones longitudinales en la mitad del vano. Se aprecia la gran
similitud entre los resultados obtenidos con los dos programas,

EJEMPLO 3. PUENTE CONTINUO DE DOS VANOS CON SECCION CELULAR

Para demostrar la aplicacion del método al anfilisis de estructuras de tramos continuos

se ha analizado un puente continuo de dos vanos. La seccion transversal estd formada por

tres células rectangulares. En la figura 15 se puede ver un esquema, de las dimensiones de la
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Fig. 14

estructura y disposiéion de la carga,

La seccidén central sobre el soporte estd rigidizada en su plano. Para simular soportes
intermedios v secciones rigidizadas, se ha adoptado el procedimiento de restringir los movi-
mientos convenientemente, en un cierto nimero de puntos de la seccion. Para el cilculo de
las reacciones que aparecen en los puntos coaccionados, se ha seguido un esquema de fle-
xibilidades, aplicando fuerzas unidad en la direccion de los movimientos restringidos. Para es-
te caso particular se han restringido los corrimientos verticales de 8 puntos, como se mues-

tra en la citada figura 15.
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Fig. 16.—Puente continuo con seccién celular

Los resultados se comparan con los obtenidos con el programa MUDPI (17), basado en
un andlisis eldstico de estructuras celulares junto con un esquema de flexibilidad, muy ela-
borado, para similar soportes intermedios y secciones rigidizadas (véase figura 16).

Se puede apreciar que, para simular secciones rigidizadas sobre soportes intermedios,
nos basta con restringir los corrimientos verticales de un cierto nimero de puntos. Esto es
debido principalmente a que, para puentes de seccién celular, las traslaciones horizontales
y las rotaciones no tienen casi efecto en la distribucion de las tensiones longitudinales,
Asimismo, debido a la naturaleza concentrada de la carga y al hecho de que estd aplicada
en el punto mds excéntrico, es de esperar que, para estados de carga standard, el nimero ne-
cesario de puntos en los que hay que restringir ¢l corrimiento vertical, sea siempre pe-

quefio,
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EJEMPLO 4. PUENTE DEL VIADUCTO DE QUEEN'S DRIVE

Un ejemplo de uno de los muchos puentes que se han calculado usande ¢l método de la
banda finita es el viaducto de Queen’s Drive e¢n la autopista Lancashire-Yorkshire M-6 (In-
platerra). El puente es de seccién en cajon y consta de seis vanos continuos. Fue calculado
por la North Western Road Construction Unit, Lancashire County Council Sub-Unit. La
construccion del mismo se efectud por tramos sucesivos postensados y en la figura 17 (a)
y (b) se muestra la seccidn transversal y el alzado del mismo.
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Ademis del andlisis de las tensiones internas producidas por ¢l peso propio y diversos
trenes de carga, se estudi6 el efecto de las fuerzas de pretensado en las diversas fases de la
construccion. Para incluir ¢l efecto del pretensado, en el andlisis se sustituyd el efecto con-
tinuo del cable, por un sistema de fuerzas equivalente (figura 17-e).

Debido a su construccibn por tramos sucesivos era importante predecir las tensiones
inducidas en las secciones de los apoyos, al afiadir el peso adicional de un nuevo vano, com-
binadas con las debidas al pretensado.

Estrictamente, la estructura, en un estado intermedio, cae fuera del campo de aplica-
cibn del método de la banda finita, debido al voladizo del nuevo tramo sobre el apoyo ante-
rior. Para paliar esta dificultad se usé el artificio de simular la estructura reemplazando el vo-
ladizo por una estructura muy larga, (como se muestra en la figura 17 (f). La estructura si-
mulada se analizb mediante el método de la banda finita y, al mismo tiempo, el puente se
analizé como una viga continua para el mismo estado de carga (peso propio del nuevo vano).
Comparando los resultados se vib que, en cuanto al equilibrio estdtico de las tensiones lon-
gitudinales Ny en las secciones sobre los apoyos F y G, los errores inherentes a la aproxi-
macion cafan dentro de la tolerancia admitida en el cilculo,

En las figuras 18 (a) y (b) se muestran los perfiles de las tensiones longitudinales debi-
das al peso propio y al pretensado. Vemos como el efecto del peso propio reduce ligera-
mente el efecto del pretensado en la secciébn G. Asimismo se observa, en la figura 18 (b),
que aparecen ligeras tracciones en la cara inferior de la seccién sobre el apoyo I, Dichas
tensiones se eliminan, de hecho, por las tensiones de compresion inducidas durante la cons-
truccion del tramo anterior, como se puede deducir de la figura 18 (a),
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Fig. 18.~Distribucién de las tensiones longitudinales Ny
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CONCLUSIONES

La principal caracter{stica del método presentado estriba en que debido a la naturaleza
del andlisis usando expresiones polindbmicas en direcciéon transversal y desarrollos de Fourier
en direccién longitudinal, se reduce el estudio de estructuras formadas por placas de forjado
y vigas, al andlisis de estructuras formadas por union de elementos tipo viga, reduciéndose
un problema originalmente bi-dimensional a uno uni-bidimensional, con la subsecuente
economia en el nimero de variables necesario para definir el problema.

Se ha inclufdo, en el andlisis, el efecto de la deformacion transversal debida al esfuerzo
cortante; lo cual permite analizar con exactitud estructuras cuyos componentes tengan un
espesor considerable, Se ha comprobado (13) que, en general, las tensiones obtenidas inclu-
vendo el efecto de la deformacion transversal debida al esfuerzo cortante son menores que
las que se obtienen prescindiendo de dicho efecto; por lo cual el procedimiento presentado
conduce a un dimensionamiento més econdmico de la estructura,

La naturaleza del desatrollo de Fourier empleado, implica que la estructura tenga sus
extremos simplemente apoyados. Soportes intermedios y secciones rigidizadas, se pueden
incluir en el andlisis mediante un esquema de flexibilidades apropiado. De esta manera se
preservan las caracterfsticas ortogonales de las funciones de desplazamientos asumidas, y la
forma de la solucion es la misma.

Los desplazamientos convergen més ripidamente que las tensiones. Para una carga pun-
tual aislada, la convergencia es muy lenta; mientras que para una carga uniformemente repar-

tida cs muy rapida,

X
Fig. 19.=Convenio para la direccion positiva de las tensiones resultantes

Fscogiendo el suficiente niimero de bandas, la solucion serd siempre convergente al
aumentar el nimero de armonicos. El namero de bandas necesario para cada componente
de la estructura debe escogerse de acuerdo con las proporciones geométricas de la misma.
Generalmente, se necesita mayor nimero de bandas en el tablero, para una buena represen-
tacion de la distribucidn transversal de tensiones resultantes longitudinales Ny. En el alma de
las vigas o en las paredes de la caja, si se trata de una seccion tipo cajon, el nimero de bandas
no es esencial, obteniéndose buenos resultados con una sola banda.

En zonas donde se espere un brusco cambio en la distribucion de tensiones, se debe
usar un nimero mayor de bandas y de arménicos. Por el contrario, para puntos lejos de so-
portes aislados y cargas concentradas, se obtienen buenos resultados usando pocas bandas
y un nimero pequefio de armonicos.

Para puentes de un solo vano, sin soportes intermedios, basta con 15 armbnicos para
obtener una satisfactoria distribucién de tensiones longitudinales.
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Para puentes con soportes intermedios, se necesita un nimero mayor de armoénicos
para obtener el perfil discontinuo de tensiones longitudinales sobre los soportes.

Puesto que bajo cargas concentradas las tensiones son matemiticamente infinitas, no
es econdmico tratar de alcanzar convergencia en esa region.

Fl tiempo de computacién es directamente proporcional al namero de armonicos.
Asi pues, una solucion que use 20 armonicos empleard doble tiempo que una que use 10.

No obstante, ¢l nimero de ecuaciones que es preciso resolver para cada armonico es
pequefio, teniendo el sistema de ecuaciones forma de banda, lo que acelera su solucion.
Por tanto, ¢l método de la banda finita resulta muy econdmico, siendo adecuado para su
empleo en un ordenador de mediana capacidad de memoria.

Debido a la naturaleza del andlisis, los resultados solo se obtienen en aquellas secciones
que se especifique a priori; a diferencia del método de los elementos finitos que proporciona
una informacion completa, a veces innecesaria, del comportamiento de toda la estructura.

Finalmente, remarcaremos que el andlisis permite el manejo de distintos tipos de sec-
ciones no homogeneas, y que sus resultados describen con detalle situaciones locales, como
flexiones locales o diferenciacion entre esfuerzos sobre alma de vigas o losas.

El método de Ia banda finita parece particularmente adecuado para el andlisis de puen-
tes con seccidbn en cajon, cuyo estudio no puede e_!'r.‘-:tuarﬁc de una manera sencilla por
ninguno de los métodos clisicos.

Los comentarios a este articulo, deberdn enviarse a la secretarfa de la A.T.E.P. antes del
dia 30 del préximo mes de noviembre.
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NOTACION
e Referido a una maytscula indica matriz; en caso contrario indica
vector columna,
’ Significa que la cantidad estd referida al sistema de coordenadas
local.
B’f Matriz de deformacién del nodo i para el arménico 1. Relaciona las
- deformaciones con los desplazamientos nodales.
D= Dw O Matriz eldstica.
—~— 0 Eb
P8, F Vectores de fuerzas de volumen, de superficie y puntuales, respec-
tivamente.
Kﬁﬂ Matriz de rigidez conectando nodos i y j para el arménico 1.
N By Ry Tensiones resultantes (figura 19).
Mln M:u Mxyn Qxl Q‘!
u, v, @ Desplazamientos en las direcciones X, y, 2.
t Espesor de la banda.
' XV, 2 Sistema de coordenadas general (figura 6).
x, v,z Sistema de coordenadas local (figura 6).
E., Ey, ¥y, ¥y Médulos de elasticidad y coeficientes de Pojsson.
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Rotaciones alrededor de los ejes x, v, 2.

Vectores de desplazamientos, deformaciones y tension del nodo i pa-
ra ¢l armonico 1,

Matriz de transformacidon de coordenadas del elemento de direc-
cion i=].

Indices indicando efectos en el plano o efectos de flexion.

Funcion de forma, para el nodo 1.
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