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O uso das funcóes globais de aproximacáo , (Elementos do Triangulo de Pascal, funcóes 
trigonométricas e outras) no Método de Reciprocidade Dual é comparado com o das funcóes 
locais, (potencias de r )  que sáo mais conhecidas, para problemas de conveccáo , difusiio e outros 
para os quais as integrais de domínio encontradas contenham primeiras e segundas derivadas de 
espaco, derivadas de tempo, somatórios e produtos de funcóes , incluindo termos náo lineares. 
Será mostrado que, enquanto boas solucóes aos problemas considerados possam ser encontradas 
com o emprego das funcóes globais, tais solucóes dependem muito da funcao escolhida, entre 
outros fatores. 

SUMMARY 

The use of global approximation functions (elements of Pascal's triangle, trigonometric 
functions and others) in the Dual Reciprocity Method is compared to the use of local functions 
(r powers), which are better known, for convection, diffusion and other problems for which 
the relevant domain integrals contain first and second spatial derivatives, time derivatives, 
function summations and products, including non-linear terms. It will be shown that, while 
good solutions to the considered problems can be reached with the use of global functions, these 
solutions rely on the choice of the function, among other factors. 

O Método de  Reciprocidade Dual (DRM) é urna técnica para levar integrais de 
domínio ao contorno em problemas de Elementos de Contorno, e é empregado em casos 
onde nao existe urna solucáo fundamental para o problema completo, ou em casos onde 
esta solucáo nao é conveniente para prograrnacáo , como ocorre nas solucoes em forma 
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nao fechada, por exemplo. O método também pode ser empregado para tratar termos 
nao lineares, incluindo os devido a condicóes de contorno. 

O método foi proposto por Nardini e Brebbia5 e um livro coletando aplicacóes foi 
publicado por Partridge et al.7 DRM é o método que mais alcanqou exito entre as 
técnicas disponíveis para tratar de integrais de domínio, e é o único método geral além 
da discretizacáo do domínio do problema em células internas5. Empregando as funcóes 
locais, f = 1 + r + r2 + ..., O método é de facil implementacáo . A convergencia destas 
funcóes tem sido demonstrada por Yamada et al1'. 

O método nao limita a escolha das funcóes de aproximacáo a serem empregadas. No 
trabalho original sobre o método5 a possibilidade do uso das funcóes globais (Elementos 
do Triangulo de Pascal, funcóes trigonométricas e outras) é mencionada, no entanto 
o uso destas funcóes tem sido restrito devido A natureza singular ou quase singular 
das matrizes geradas. Tem sido mostrado recentemente portanto5 que estas matrizes 
possam ser tratadas através de um algoritmo de Decomposicáo de Valores Singulares, 
(SVD) . 

As funcóes r sáo chamadas "locais" devido A sua interpolacao somente na 
vizinhanca de um ponto enquanto as "globais" interpolam na geometria total do 
problema. 

Cheng et aL4 aplicam as funcóes globais a uma série de problemas nos quais as 
integrais de domínio sáo funcóes de posicáo e a dois casos nos quais esta integral é 
uma funcáo nao derivada das variáveis do problema. Mostram-se que para estes casos 
as funcóes globais produzem resultados precisos e que a convergencia delas é melhor 
do que a das funcóes locais. Neste trabalho, as funcóes globais ser50 aplicadas a (i) 
difusáo , no qual a integral de domínio é uma funcáo de au la t ;  (ii) conveccáo , na 
qual a integral de domínio é uma funcáo de au lax ,  e (iii) um problema nao linear no 
qual a integral de domínio é um produto de funcóes incluindo segundas derivadas das 
variáveis do problema. 

Integrais de domínio em Elementos de Contorno s5o geradas devido a uma série de 
efeitos incluindo forqas de corpo, condiqóes de contorno, termos nao lineares e outros. 
No que segue, um operador de Laplace será considerado, porém os mesmos argumentos 
se aplicam a qualquer operador para o qual uma solucáo fundamental esteja disponível. 

Considere-se 

sujeito a condicóes de contorno u = ü em rl e q = au ldn  = ¿j em r2, onde ri + r2 = l? 
é o contorno total e n é a normal ao contorno. 

O termo b será considerado geral e pode ser uma funcao de posicáo , de tempo 
ou das incognitas do problema, u, ou de qualquer derivada e pode conter somatórios 
ou produtos de termos, incluindo termos nao lineares. Uma formulacáo de resíduos 
ponderados é aplicada para conduzir A equacao integral básica 



onde R é o domínio da soluciio . u* é a soluciio fundamental tal que 

onde A é a funqiio delta de Dirac. No caso do operador de Laplace q* = au*/dn e 
u* = 1 / ( 2 ~ ) l n ( l / r )  em duas dimensóes , r tem o significado usual em Elementos de 
Contorno. 

A equaciío (2) é integrada duas vezes por partes. Após levar em consideraciio (3) e 
agrupando os termos de contorno, obtém-se por um ponto i, chamado de ponto fonte 

onde a constante ci, que depende da geometria no ponto i, será calculada 
posteriormente. 

A integral de domínio no lado direito será levada ao contorno usando-se o método 
de Reciprocidade Dual. b é aproximado como segue 

onde N + L é o número total de nós, (contorno mais interior), aj siio uma série de 
coeficientes incognitas, e f j  siio um conjunto de funcóes de aproximaciio . A chave do 
método é a existencia de um conjunto correspondente de solucóes particulares, 6 ,  que 
no caso do operador de Laplace satisfacam 

O método em si nao limita a escolha de f .  Na maior parte dos trabalhos publicados 
até hoje, as funcóes locais 

tem sido empregadas. Estas funcóes tem-se mostrado fáceis de implementar e bons 
resultados tem sido obtidos para uma gama considerável de problemas. Cheng et al.4 
empregam as funcoes globais 

entre outras. O primeiro conjunto siio elementos do triiingulo de Pascal, o segundo 
conjunto consiste de funcóes trigonométricas. Observa-se que nao há somatório nas 
equaeóes (8). 



de tal maneira que 

Multiplicando pela solucáo fundamental e integrando sobre o domínio obtém-se 

integrando duas vezes por partes para cada ponto fonte, i 

comparando (12) com (4) se pode ver que a integral de domínio tem sido levado ao 
contorno. Na equacáo (12) 6 é analogo a q*, no caso do operador de Laplace, 4 = Ó'iildn. 

Discretizando, e empregando um somatório sobre os elementos de contorno, I c ,  em 
substituiciio as integrais, obtem-se para o ponto i 

1 Após aplicacáo a todos os nós, a expressáo (13) pode ser escrita em forma matricial 

l como 

j=l 

onde H e G tem o significado usual do MEC. Observa-se que os termos ci tem sido 
colocados no diagonal principal de H usando Hii = xgl HG. Os vetores iij e Gj sáo 
reunidos em matrizes em (14). 

Se b em (1) for uma funcáo conhecida, a é calculada usando (5), que, em forma matricial 
fica 
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O problema é de dimensáo N x N  e soluqóes em pontos internos sáo obtidas em 
separado7. Se b for uma funcáo desconhecida de u entáo (15) é escrita 

e os valores nodais de b seráo consideradas para cada caso, (derivadas de tempo, 
derivadas de espaco, etc). O problema agora tem dimensáo ( N  + L ) x ( N  + L) e a 
solucáo inclui tanto nós internos quanto de contorno. 
No caso das funqóes globais, as matrizes s5o obtidas de forma ligeramente diferente; as 
fileiras de U, Q e F em (17) dependem das coordenadas dos pontos de campo k mas 
as colunas sáo independentes das coordenadas dos pontos de colocaqáo j ;  cada coluna 
destas matrizes é obtida considerando um termo novo da expansáo global (8). Entáo 
U, Q e F sáo todas matrizes náo simétricas, se funcóes globais forem empregadas. As 
funcóes locais sáo baseadas em r k j  de tal maneira que cada termo das matrizes depende 
explicitamente das coordenadas de ambos os pontos4. 

Considerando uma funciio global que consiste em um conjunto de funcóes de 
cosseno, cada f j  será dada por 

as respetivas iij entáo sáo 

Expressóes similares valem para conjuntos de seno, e as funcóes hiperbólicas. Fórmulas 
para ii no caso dos termos do Triangulo de Pascal, (8), foram dadas por Cheng et al4. 

A matriz F será singular ou quase singular se as funcóes globais sáo empregadas 
em quase todos os casos. Para inverter F a rotina SVDCMP de Press et al.' pode ser 
empregada como sugerido por Cheng et al4. A técnica SVD é baseado no fato de que 
qualquer matriz pode ser expressa como 

A = U W V  (20) 

onde U e V sáo ortogonais e W é diagonal, de tal forma que 

W-l é facil de ser determinada devido A natureza diagonal de W .  Entretanto, 
antes de usar (21), na matriz W, armazenada como vetor, deve-se igualar a zero seus 
elementos que tenham valores menores que a precisáo do computador em USO'. W 
também permite o cálculo do número de condicionamento da matriz sendo invertida. 

Náo é necessário usar SVD para resolver as equacóes do sistema, que nao seráo 
singulares. 
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Conveqiio 

Um problema simples de conveccáo será considerado 

b em (17) terá entáo os valores nodais de *. Isto é feito escrevendo u = FP. 
Diferenciando obtém-se duldx = dF/dxP mas /3 = F-'U ent5o 

Quando (22) é substituido em (17) uma equaqiio matricial 

surge, onde 

A equacáo (24) pode ser facilmente resolvida para se obter u. 
A geometria usada para comparar resultados é mostrada na Figura 1. 

Figura 1. Geometria para o problema de convec~iio 

O elipse de Figura 1 tem um eixo semi-maior de comprimento 2 e um eixo semi- 
menor de comprimento 1. A condicáo 

é imposta no contorno de tal maneira que resultados internos para u ser50 dados 
também por (26) tendo em vista que esta é uma solucao particular de (22). 



Resultados para as funqóes f = 1 + r ,  f = 1 + r3 e f = 1, x, y, x2, xy, y2, .... 
siio dados na Tabela 1. Os resultados obtidos empregando-se as funcóes globais estiio 
na coluna "P. A". 

TABELA 1. Resultados para V2u = -du/dx 

Deve ser notado que, enquanto os resultados fornecidos pelas funqóes globais siio 
mais precisos que os das funqóes locais, 1 + r3 é somente ligeiramente inferior: todos os 
resultados estiio dentro dos padróes de precisiio normalmente aceitos na engenharia. 

Para este caso, o número de condicionamento da matriz F para as funcóes globais 
foi da ordem lo1', sendo necessário zerar apenas dois termos em W usando-se precisiio 
simples. 

Um conjunto de funqóes de cosseno 

foi tentado em seguida. O número de condicionamento da matriz fica agora lo2' e é 
necessário zerar todos os termos de W menos 12. Os resultados obtidos ser50 omitidos: 
erros de até 50% foram observados. 

Difusao 

Considera-se a equaciio isotrópica 

para a qual a equaqiio DRM (17) fica 
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Os valores nodais da derivada de tempo s&o computados com uma aproximaciio simples 
de diferen~as finitas 

onde At é o passo de tempo. Colocando C = (HU - GQ)F-~,  u = (ut+nt + u t ) / 2  e 
q = qt+nt a equa~ao final obtida é 

da qual se pode obter ut+nt. Colocando ut = ut+nt pode-se proseguir para um novo 
passo de tempo. Este processo pode ser repetido tantas vezes quanto desejado. 

O problema considerado é de uma placa quadrada a 30" esfriada pela aplicaciio 
de um choque térmico, (u  = O no contorno). Este problema foi proposto por Bruch e 
Zyvoloski3. A geometria é mostrada na Figura 2. 

Figura 2. Discretizacao para o problema de difusa0 

Os valores numéricos adotados foram L, = Ly = 3, Kz = Ky = 1.25 e uo = 30. 
O problema foi resolvido com At = 0.05. Os resultados usando uma funcao local 

f = 1 + r3 S&O comparados com os obtidos empregando uma expansiio global de funqoes 
de seno na Tabela 11 no tempo t = 1.2 para os nós numerados na Figura 2. A soluciio 
exata é de Bruch e Zyvoloski3. 

TABELA 11. Difusa0 : Resultados em t = 1.2 
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Neste caso as func6es globais e locais se mostram igualmente precisas. 
No caso das funcoes globais, o númcro dc condicionamento da matrix F é 10' de tal 

maneira que somente tres termos de W foram zerados. Empregou-se precisáo simples. 
Em seguida testou-se uma expansáo global baseada nos termos do triangulo de 

Pascal para o mesmo problema. No caso da discretizacáo mostrada acima, (N = 40, 
L = 33), o algorítmo SVD náo alcancou convergencia. Eliminaram-se portanto 20 nós 
internos numa tentativa de melhorar o condicionamento. Apesar de um número de 
condicionamento de apenas 10' na matriz F resultante, um erro médio de 15% nos 
resultados em t = 1.2 foi observado. 

I Problema material náo linear 

Este tipo de problema em tranferencia de calor custuma ser resolvido empregando 
a transformada de Kirchhoffl. Esta transformada elimina as integrais de domínio 
tornando o problema linear. Entretanto, se uma condicáo de contorno do "terceiro 
tipo" estiver presente, mesmo usando a transformada de Kirchhoff, a solucáo precisa ser 
iterativa. Com DRM, a solucáo sempre é iterativa para quaisquer condicóes de contorno. 
O estudo deste problema foi importante para o desenvolvimento de DRM porque 
conduziu a uma técnica de representacáo das segundas derivadas, depois empregada 
na solucáo de outros problemas importantes tais como as equacoes de Navier-Stokes 
tridimensionaiss. A primeira solucáo usando DRM a este problema foi de Partridge6. 

A equacáo considerada é 

sujeita a 

Nas equacóes acima, k é uma funcao conhecida de temperatura, u; h é um 
coeficiente de transferencia de calor e u f  é a temperatura de um fluido em contato 
com r3. 

Considere-se o caso de k = ko(l + pu) em (32). 
Para obter uma expresáo que possa ser tratada com DRM é necessário isolar no 

lado esquerdo o operador de Laplace e quaisquer outras expressóes no lado direito. Há 
muitas maneiras de fazer isto no presente caso; uma possibilidade é 

1 vZu = --vZu - 
Pu 

(34) 

A aproximacáo DRM para segundas derivadas pode ser obtida diferenciando (23) 
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uma vez que p = F-'u entáo 

d2u d2F 
- = F - l u  
dx2 dx2 

O vetor b em (17) fica 

onde U é uma matriz diagonal contendo valores nodais de l/,üu, U, é uma matriz 
diagonal contendo valores nodais de 2 2. Uma defini~iio similar vale para Uy.  Todos 
os valores de u empregados para calcular U ,  U, e Uy sáo obtidos de uma iteracáo 
anterior. 

Colocando-se 

a equacáo matricial final fica 

O processo comeca com S = 0, é a equacáo de Laplace é resolvida. Em cada iteracáo 
subsequente, a matriz S  é calculada empregando valores de u da iteraqao anterior. 

Uma condicao de contorno do terceiro tipo pode ser levada em conta, observando-se 
que 

Substitutindo-se (40) em (39) obtém-se 

H u -  G e + G E u =  Su (41) 

Em (41) e  é um vetor contendo valores nodais de huf/k e E é uma matriz diagonal 
contendo valores nodais de hlk. A expressso k = (1 + ,Bu), é obtida usando-se valores 
de u da iteracáo anterior. (41) é empregada somente em r3, (39) é usada nos demais 
contornos. 

O problema estudado é mostrado na Figura 3. 
Para este problema, k = ko(l + ,Bu), ko = 1 e ,B = 0.3. Para a condicáo de contorno 

do terceiro tipo h = 10 e uf = 500, as condicoes de contorno restantes siio mostradas em 
Figura 3. A funciio local f = l+r3 foi empregada com 25 nós internos com espacamento 
igual. Elementos constantes foram empregados. A solucáo convergiu em 5 iteracoes 
e é mostrada na Tabela 111, junto com uma soluc5.0 obtida com a transformada de 
Kirchhoff que será considerada exata, porque usou-se uma técnica "pura" de MEC 



sem aproximacóes adicionais. Uma solucáo usando a funsao global baseada em senos 
também é mostrada. 

Figura 3. Problema material nao linear 

TABELA 111. Resultados para u: Problema material nao linear 

O número de condicionamento da matriz F para a solucáo com funcóes globais é 
lo2'; 16 termos de W foram zerados. Dificuldades consideráveis foram encontradas para 
se obter uma solucao com estas funqóes . Uma técnica de relaxacáo foi empregada, a 
qual nao é necessária com as funqóes locais. A soluqáo levou 2 1  iteraqóes para convergir. . 
Expansóes globais baseadas no triangulo de Pascal e em cossenos com várias densidades 
de nós internos foram tentadas sem Gxito. 

Neste caso, a funcáo local f = 1 + r3 é mais precisa: o erro maior na solucáo local 
é de 0.06% e o erro maior na soluqáo global sendo de 0.5%, é 10 vezes maior. Ambas 
as solucóes esta0 portanto bem dentro da precisáo usual aceita na engenharia. 
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Neste trabalho o uso das funcóes de aproximacao f = 1 + r + r2 + ... chamadas 
locais foi comparado com o uso das funcóes globais baseadas em elementos do triagulo de 
Pascal, senos e outros. Casos com integrais de domínio incluindo primeiras e segundas 
derivadas, derivadas de tempo, somatórios e produtos de funcóes e termos nao lineares 
foram considerados. Pode-se concluir que: 

(i) Para casos onde se pode encontrar uma solucao empregando as funqóes globais, 
aquela solucao pode ser mais precisa que as solu~óes obtidas usando-se as funcóes 
r ,  porém deve se lembrar que é possivel melhorar as solucóes com funcóes locais, 
escolhendo diferentes termos: em alguns casos f = 1 + r3 tem se mostrado melhor 
que f = 1 + r ,  por exemplo. 

(ii) A existencia de uma solucao aceitável através de funcóes globais para um 
determinado problema depende de várias fatores, principalmente (a) a funcao 
escolhida e (b) o tamanho e a geometria do problema. 
O número de condicionamento em F nao depende das equaqoes do problema. A 

existencia de uma solucao aceitável parece depender no número de elementos de W 
a serem zerados, se este número for grande comparado 2 ordem da matriz, sucesso é 
improvável. Este fato significa que uma dada funcao global pode funcionar para uma 
geometria e nao para outra, para a mesma equacao de problema. 

(iii) Dificuldades em obter convergencia foram encontradas no caso do problema de 
material nao linear empregando as funcóes globais: neste caso, a funqao local 
f = 1 + r3 se mostrou superior. 

Este autor sugere que, enfrentando um novo problema com DRM, que se tentem 
primeiro as funcóes locais. Com estas funcóes se tem resolvido um grande número de 
problemas de engenharia e elas sao muito mais fáceis de implementar. Se a solucao 
assim obtida se mostra insatisfatória, as funcóes globais podem ser tentadas, porém 
será necessário fazer testes para determinar qual é a mais apropriada por um caso 
determinado; em geral será aquela que produz a matriz F com o menor número de 
condicionamento. 
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