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Resumen

En este trabajo se discuten algunas cuestiones de la teoria de problemas de contorno para la ecuacién de
Poisson mediante el uso de una membrana como un objeto descrito por la mencionada ecuacién. Se muestra
como una interpretacion mecanica de la ecuacién de Poisson permite explicar ciertas relaciones conocidas de
la teoria general y también cémo permite arrojar luz sobre varios problemas que se originan en la aplicacién
de métodos numéricos, cominmente usados en la resolucion de los problemas de contorno.

POISSON’S EQUATION FROM THE VIEWPOINT OF MECHANICS

Summary

Some questions of the theory of boundary value problems for Poisson’s equation are discussed, using a
membrane as an object described by the equation. A mechanical interpretation of the equation allows us
to explain some relations known from the general theory and to shed some light on various problems in the
application of numerical methods commonly used to solve the boundary value problems.

INTRODUCCION

La conocida ecuacién de Poisson aAu = —F surge en varias dreas de la fisica. El
significado fisico de los términos y parametros que intervienen en esta ecuacién dependen
del area particular en la cual ésta se aplica. En la fisica matemadtica se estudian las
propiedades generales de la ecuacion de Poisson y asi como también los problemas de
contorno asociados®?.
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Los autores de textos en matematica usualmente presentan una derivacién de la ecuacién
a partir de un determinado problema fisico, por ejemplo mecanico o eléctrico, pero luego
realizan desarrollos matematicos desvinculando a la ecuacién de su planteo fisico. Aunque
ocasionalmente estos autores pueden establecer que determinados resultados matematicos
estdn vinculados con el sistema fisico original, raramente proporcionan una imagineria
concreta tal que explique los resultados matematicos correspondientes y simultdneamente
provea una adecuada intuicién sobre el comportamiento real del sistema. Cabe destacar
que dicha visién intuitiva es dificil de lograr en ciertas areas. No obstante, en mecédnica la
ecuacién de Poisson describe el equilibrio estatico de una membrana, esto es: esta ecuacion
gobierna la deflexién u de la membrana sometida a tensiones internas caracterizadas por el
parametro a bajo la accién de la carga F'.

Desde el punto de vista matematico la membrana es considerada como un dominio D del
plano y en consecuencia, cada uno de sus puntos es descrito mediante el par de coordenadas
cartesianas (z,y). Mediante un adecuado cambio de variables se puede lograr que sea a = 1
y esto es lo que se supone de aqui en méas. Obviamente en este caso la ecuacién se reduce a

Au=—-F (1)

En las primeras etapas de la matematica clasica se estudié el caso particular de la ecuacién
de Poisson con F' = (, la cual se conoce como ecuacién de Laplace. Para esta ecuacion fueron
formulados los denominados problemas de Dirichlet y Neumann. En el problema de Dirichlet
se suponen dados, los valores de la deflexién transversal u a lo largo del contorno B del
dominio D y esto conduce a una condicién de contorno de la forma

ul = (2)

En cambio, en el problema de Neumann se suponen conocidos los valores de la derivada
de u respecto de la normal a lo largo del contorno, esto es

u) _ (3)

on

Vamos a suponer que las funciones y F', f vy ¢ son continuas en sus correspondientes do-
minios. Entre los resultados que se derivan en la fisica matemaética respecto a los problemas
de contorno mencionados existe una condicién necesaria para la existencia de solucion del
problema Neumann para la ecuacion de Laplace, la cual se establece mediante la siguiente

igualdad
/ fds=0 (4)
B

donde s denota la longitud de arco a lo largo del contorno B. El significado fisico de
la condicién (4) suele no ser claro, dado que comunmente se deriva a partir de la teoria
de funciones potenciales. En este trabajo se considerara esta cuestién junto con otras
propiedades usando a la membrana como un sistema descrito mediante los problemas de
contorno mencionados.

Es bien conocido el hecho que la energia potencial de la membrana esta dada por

1
E(u) = 3 / (u2 + ) da dy
D

y que el trabajo de las fuerzas externas que acttian sobre la misma y producen la deflexion u

estd dado por
A(u):/ Fud:z:dy+/fuds
D B
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Noétese que se denota con f a la fuerza que actia sobre el contorno B y que esta es la misma
notacién que la usada en la ecuacién (3), lo cual es intencional, dado que tal como luego se
demostrara, el significado fisico de f en (3) es el de una fuerza aplicada sobre el contorno.

Es posible considerar el caso de condiciones de contorno mixtas. Esto ocurre cuando
una porcién B; del contorno estd fijo y una fuerza f se aplica en el resto del contorno
B; = B\ B;. Las condiciones de contorno respectivas estan dadas por

ul = (5)
y

ou

5 = (©

En este caso la segunda integral que compone la expresién de A(u) debe ser planteada
sobre Bj en lugar de B.

Ahora vamos a introducir una clase de desplazamientos virtuales de la membrana. Se
trata del conjunto de funciones que son suficientemente regulares y que permiten satisfacer
la condicién de contorno de Dirichlet cuando se superponen con la funcién u que describe
el equilibrio estatico de la membrana. La propiedad de regularidad de la funciéon v y de
sus derivadas depende del problema particular que se esté tratando; y es la misma que la
requerida para la u funcién que estd en la clase donde se busca la solucién del problema.
Vamos a considerar que v es suficientemente regular como para que todas las derivadas
involucradas en los desarrollos que siguen, resulten continuas en el dominio cerrado D. En
consecuencia v debe satisfacer la condicién

v| =0 (7)

B

Esto implica que cuando v es un desplazamiento virtual y u satisface la condicién (5),
entonces u + v también satisface (5).

El planteo de un problema de contorno mixto para la membrana sometida a una carga esta
dado por la ecuacién (1) valida en D y dos condiciones de contorno del tipo (5) y (6). En el
planteo clésico se trata de determinar una solucién que pertenece al conjunto de funciones
continuas con derivadas, hasta las de segundo orden, continuas en D. En particular, se
pueden considerar los dos problemas fundamentales para la membrana adoptando B; = B
para el problema de Dirichlet y B, = B para el problema de Neumann.

Un enfoque diferente para resolver a los problemas descritos se basa en procedimientos
del cdlculo de variaciones y la mecanica. En este caso la ecuacién de equilibrio (1) y la
condicién de contorno (6) se obtienen a partir del principio de energia minima. Vamos a
denotar por C® (D) al conjunto de funciones que junto con sus derivadas hasta las de orden
dos son continuas en D. A efectos de simplificar el desarrollo vamos a suponer que D es
un dominio acotado y que su contorno es regular a trozos. Entonces se puede formular el
denominado:

Principio de energia minima

Una funcion v € C® (D) que produce un minimo en el funcional de energia ®(u) =
E(u) — A(u) y que satisface la condicion de Dirichlet (5) es una solucién del problema (1),
(5), (6); esto es, u = u(x,y) proporciona las deflexiones de la membrana sometida a las
fuerzas F en D y f en B,.
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Vamos a demostrar esta afirmacién mediante un razonamiento usualmente usado en el
calculo de variaciones. Sea u € C® (D) una funcién que produce un minimo en ®(u) y que
satisface la condicién (5) y v € C® (D) un desplazamiento virtual. Entonces, para todo
real ¢ la funcién u + tv pertenece a C® (D) y satisface la condicién (5). Para u y v fijas el
funcional ®(u + tv) se reduce a una funcién de la variable ¢ y dado que w minimiza a ®(u),

se verifica la desigualdad
O(u) < (u+ tv)

Esto implica que ®(u + tv) toma su valor minimo en el punto ¢ = 0. La dependencia de
®(u + tv) de t es cuadratica y la derivada de esta funcién en ¢ = 0 debe anularse, esto es

%@(u + tv) t:O: %[E(u +tv) — A(u + tv)] tZOz 0
Esto implica que debe verificarse
/(uwvx—l—uyvy)dxdy—/de$dy—/ fvds =0 (8)
D D By

para todo desplazamiento virtual v.

A continuacién se analiza el significado de la ecuacién (8). En primer lugar se observa
que los términos f pFvdrdy + f B fvds representan al trabajo de las fuerzas externas
cuando la membrana ejecuta un desplazamiento virtual v. A su vez, el primer término
[ (uzvy +uyv,) dzdy de (8) se puede interpretar como el trabajo de las tensiones internas,
cuando la membrana ejecuta el mismo desplazamiento virtual v. Sila ecuacién (8) se escribe
como

/(uxvm+uyvy)dxdy:/dexdy—i—/ fvds=0 (9)
D D B,
se llega en forma natural al denominado:

Principio de los trabajos virtuales

En el estado de equilibrio de la membrana, el trabajo realizado por las fuerzas externas,
cuando ésta realiza un desplazamiento virtual es igual al trabajo de las tensiones internas
para el mismo desplazamiento virtual.

Esta es una formulacién tipica del principio de los trabajos virtuales para un cuerpo o
sistema eldstico. La ecuacién (9) se utiliza para derivar las ecuaciones correspondientes al
método de los elementos finitos para la obtencién de soluciones numéricas del problema.

Vamos a demostrar que las ecuaciones (1) y (6) surgen a partir del principio de los
trabajos virtuales. Asi, si se aplica en la integral de la izquierda de (9) la técnica de
integracién por partes y se tiene en cuenta que es v = 0 en By, resulta

/ (uzvy + uyv,) dedy = —/ (Ugz + Uyy)vdz dy + / (ugng + uyny)vds =
D D

B
:—/ Auvdxdy—i—/ @vds
D B, ON

donde n,, n, son las componentes de la normal exterior al contorno B. Al reemplazar esta
igualdad en la ecuacién (9), se tiene

/Auvdxder/ @vd,s:/demder fvds
D B, ON D B,
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de donde es

/D(Au—kF)vd:cdy—/Bz (%—f)vds:o (10)

Dado que esta igualdad debe satisfacerse para todo desplazamiento virtual v si se restringen
éstos a aquellos que se anulan a lo largo del contorno, resulta

/(Au—i—F)vdxdy =0
D

Ahora la aplicacién del lema fundamental del cdlculo de variaciones permite afirmar que
dado que la expresion encerrada entre paréntesis en el integrando es continua, la misma
debe ser nula en D, esto es

Au+F =0

Queda demostrado que la funcién minimizante u satisface a la ecuacién de Poisson. Pero
entonces de (10) resulta que debe ser

/ (%— >vds=0
By

para todo desplazamiento virtual v. Si se aplica el lema fundamental del cdlculo de varia-
ciones a dicha expresion, dado que la funcién encerrada entre paréntesis en el integrando
es continua, la misma debe ser nula en B,. Esto implica que la funcién w satisface a la
condicién de Neumann (6) en B, y que la funcién f que interviene en esta condicién es
realmente una fuerza que actiia sobre el contorno de la membrana.

El razonamiento usado para obtener las ecuaciones (1) y (6) puede invertirse, esto es,
se puede obtener (9) a partir de (1) usando (6). Para ello supongamos que u € C® (D)
es una solucién del problema de contorno mixto (1), (5) y (6). Si se multiplica miembro a
miembro a la ecuacién (1) por una funcién de desplazamiento virtual v y se integra sobre
el dominio D, luego se aplica integracién por partes y finalmente se usa la condicién (6), se
obtiene la ecuacién (9).

En conclusién: es posible plantear el mismo problema de contorno mixto mediante el uso
de dos conjuntos diferentes de ecuaciones. El primero es cldsico: lo componen la ecuacion
diferencial (1) y las condiciones de contorno (5) y (6). En el segundo se tiene ademds de la
solucién desconocida w un desplazamiento virtual arbitrario v y este conjunto consiste en
las ecuaciones (9), (5) y la ecuacién (7) para v.

Notese que se demostré que tanto el principio de energia minima como el rincipio de los
trabajos virtuales pueden ser indistintamente usados para obtener una solucién clasica del
problema de contorno mixto antes planteado. Se considera mas adecuado el uso del principio
de los trabajos virtuales, dado que el mismo puede ser aplicado a un espectro més amplio
de problemas de la mecédnica. Ademds, el mismo puede ser aplicado atin cuando las fuerzas
que intervienen no son potenciales o los sistemas mecéanicos en estudio son no eldsticos.

Si bien los argumentos y conclusiones hasta aqui establecidos lo fueron en términos del
problema de contorno mixto, es claro que los problemas de Dirichlet y Neumann son simples
casos particulares. Cuando se trata de determinar una solucién cldsica a un problema de
contorno para la membrana, los dos procedimientos mencionados son equivalentes.

En la fisica matemética cldsica primero se establece la derivacién de la ecuacién (1),
luego se plantean los dos tipos de condiciones de contorno que corresponden al problema de
Dirichlet y al de Neumann y la discusién luego se orienta al uso de funciones potenciales.
Si bien este enfoque es razonable, es conveniente observar que en el caso del problema de
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la membrana, el principio de los trabajos virtuales puede ser usado como punto de partida.
Esto puede resultar no usual para aquellos matematicos que estan acostumbrados a resolver
este tipo de problemas a partir de una ecuaciéon diferencial, pero en rigor el principio de los
trabajos virtuales es de uso muy comun en la ingenieria; de hecho, para el problema de la
membrana el método de los elementos finitos se basa en dicho principio.

Para explicar el significado de la expresién (4) para la ecuacién de Laplace en el problema
de Neumann, vamos a considerar el caso més general basado en la ecuacién (1).

Se supone entonces que la fuerza f se aplica a lo largo del contorno B del dominio D.
Para el problema de Neumann los desplazamientos virtuales no son restringidos por ninguna
condicién de naturaleza geométrica. De esa forma las funciones del tipo v = ¢, donde c es
una constante, pertenecen a la clase de desplazamientos virtuales admisibles. Al reemplazar
esto en la ecuacion (9) con By = B, se obtiene

/chxdy+ feds=10
D

B2

Parac=1es

/Fdxdy+ fds=0 (11)
D

B

Se observa que para F' = 0 se obtiene la relacién (4). La interpretacién desde el punto
de vista de la mecanica de la ecuacién (11) es que la fuerza resultante sobre la membrana
es nula. Esta condicién de equilibrio se aplica a un cuerpo que puede desplazarse como un
rigido. Pero en el caso de una membrana que no esta fija esto también ocurre de manera
que el planteo de la condicién (11) es bastante sensato. De la mecanica se conoce que
para el equilibrio de un cuerpo libre se deben establecer seis condiciones sobre las fuerzas
resultantes: esta es una de ellas. El interrogante que surge es dénde estan planteadas las
cinco condiciones restantes. Ocurre que simplemente han desaparecido, dado que el modelo
matematico usado para describir el comportamiento de la membrana posee al movimiento de
cuerpo rigido en la direccién normal a la membrana como su tnico grado de libertad. Si se
consideran la energia E(u) de la membrana y soluciones de la ecuaciéon E(u) = 0, se deduce
que sobre D se verifica que es u, = 0y u, = 0. En consecuencia, u = c es la tinica posibilidad
si la membrana se debe desplazar sin un incremento de energia a partir del estado en que no
hay deformaciones. A pesar de este pequeno defecto de la teoria de la membrana, el modelo
matematico predice resultados adecuados en muchos casos y seguramente continuaran las
aplicaciones exitosas del mismo. Podemos denominar a (11) como condicién de equilibrio
propio de las fuerzas externas que actian sobre la membrana. Esta condicién de equilibrio
es necesaria para la resolucién del problema de Neumann para la ecuacién de Poisson (1).

Puede parecer que podemos excluir a los movimientos de cuerpo rigido sin pérdida de
generalidad mediante algin procedimiento que fije a un punto dado de la membrana. Asi
por ejemplo se puede imponer una condicién de la forma u(zg,yo) = 0 donde (zg,yo) €
D. Dado que esto realmente impide los movimientos de cuerpo rigido de la membrana,
uno puede verse tentado a eliminar la condicién (11) y tratar de resolver al problema de
Neumann para la ecuacién (1) para todo par de funciones continuas F, f. No obstante, este
procedimiento tiene un serio inconveniente: en general el punto (zg,1ys) va a resultar un
punto singular de la solucién del problema. Desde un punto de vista de la matematica pura
no existe nada incorrecto; en rigor las singularidades son de gran interés en esta disciplina.
Pero la existencia de un punto singular en una solucion significa que en el mismo algunas
hipdtesis establecidas en el proceso de derivacién del modelo matematico han fallado y en
consecuencia, el problema no describe adecuadamente al objeto en consideracién (al menos
en un en cierto entorno del punto singular). En la resolucién de un problema practico se
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debe evitar dicha situacion o al menos se debe conocer cémo evitar sus caracteristicas mas
problematicas. En particular se debe hacer esto en toda resolucion numérica del problema.

EL METODO DE RITZ

Vamos ahora a considerar un método numérico muy popular para obtener la solucion del
problema de la membrana, el denominado método de Ritz, el cual constituye la base para
el desarrollo del método de los elementos finitos. En este caso no es necesario plantear una
ecuacién diferencial, sino que se debe plantear el problema de la membrana directamente a
partir del principio de los trabajos virtuales. Para obtener la n—ésima aproximaciéon con el
método de Ritz se realiza el siguiente procedimiento que se describe a continuacion.

Sea ¢, una funcién del espacio C® (D) que satisface la condicién de Dirichlet (5).
Sea ademds {@i,¥a,...,n} un conjunto de funciones de C® (D) que son linealmente
independientes y que satisfacen la condicién de contorno (7). Ahora se busca una funcién
que minimiza al funcional de energia ®(u) = F(u) — A(u) sobre el conjunto de funciones de

n
la forma ¢ 4+ Y crpr donde los coeficientes ¢, son nimeros reales.
k=1

Vamos a denotar por U, al conjunto de funciones de la forma w, = ) cxpr. Ahora se
=1

introduce la forma bilineal dada por
(u,v)y = / (upvy + uyvy) da dy
D

Sea 05323 (D) el conjunto de funciones v de C® (D) que satisfacen la condicién de
contorno (7). Es fécil verificar que si B; es no vacio, entonces la forma bilineal (u,v) se

transforma en un producto interno del espacio Cgl) (D). El conjunto U, es un subespacio

n—dimensional de Cf;f (D), en el cual el conjunto de funciones {¢1, ¥y, ..., 0, } forma una
base.
En la aplicacién del método de Ritz se trata de determinar un conjunto de coeficientes

n
{c1,¢,...,c, } para los cuales ® <g00 + > ckcpk> toma su valor minimo. Si se considera a
=1

® como una funciéon de n variables reales ¢, y se escribe en detalle su expresién analitica,
se puede facilmente reconocer que se trata de una forma cuadratica en las variables ¢, y en
consecuencia su minimo debe satisfacer al sistema de n ecuaciones lineales

0 n
(I)<SO()+ chtpk) =0 7::1,2,...,TL
oc; k=1

Si se usa la notacién (u, v), este sistema se reduce a
c1{p1, 1) + c2(p2, 1) + o+ Calpn, p1) = —{o, 1) + A(p1)
c1{p1; 2) + 22, 02) + o+ CnlPns p2) = = (90, p2) + Alp2) (12)

c1{p1, Pn) + c2{pa, @n) + ... + Co{Pn, 0n) = —{@0, Yn) + A(pn)
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El determinante de este sistema estd dado por

(e1,01)  (p2,01) - (on, 1)
<901,.902> <9027.902> <90n7'902> (13)
<9017.90n> <§027.§0n> <90n’. @n>

y es el denominado determinante de Gram. Dado que el mismo caracteriza a la in-
dependencia lineal de un sistema de elementos de un espacio vectorial y como hemos
adoptado al conjunto {p1,¢2,...,p,} como linealmente independiente, resulta claro que
este determinante es no nulo. En consecuencia, el sistema (12) que corresponde a la n—
ésima aproximacion del método de Ritz siempre posee una soluciéon unica u,. Dado que
el término cuadratico de ® en las variables ¢; es E(u,), expresién no negativa, se concluye
que la solucién u* dada por (12) establece el minimo de ®(yo + ) entre todos los valores

Consideremos algunas propiedades trascendentes del método de Ritz. En primer lugar
vamos a demostrar que las aproximaciones que produce son uniformemente acotadas en
la norma energética. Sea u) la m—ésima solucién aproximada que produce el método de

*

Ritz. Si se cambia ¢; por ¢ en la i—ésima ecuacién del sistema (12), la cual estd dada

por {(ul, ;) = —(po, pi) + A(p;), luego se multiplica miembro a miembro por ¢} y se suma
respecto de 7, se obtiene

(un ) = = (o, up) + A(uy) (14)
Si se aplica la conocida desigualdad de Schwarz, resulta

{0, ui)| < v/ {0, po) v/ (g, uz)

Si ahora se aplica la mencionada desigualdad a los términos de A(u}), se tiene

/u,"‘ldxdy’ < /Fdedy /u;‘;Qd:rdy

F D D

S\// f2ds \// ur?ds
B, B,

Para continuar se requiere de la aplicaciéon de ciertas desigualdades que se derivan en la
teoria de los espacios de Sobolev. La primera de ellas, que es valida cuando una funcién es
nula en el contorno B se denomina desigualdad de Friedrichs y estd dada por

fu, ds
By

/ u?drdy < m/ (u2 +ul) de dy (15)
D D

La constante m depende de D, pero no de la funcién u. (En el caso de la membrana es
m = v, > donde v, es la menor autofrecuencia; en consecuencia, desde el vista fisico resulta
obvia la existencia de dicha constante.) En la teorfa de los espacios de Sobolev se derivan
otras desigualdades mas generales de este tipo, en particular, estas son validas cuando u
es nula s6lo en una parte del contorno que posee longitud no nula. Por lo tanto, vamos a
usar esta desigualdad en el contexto del problema mixto que estamos tratando. La siguiente
desigualdad se prueba también en la teoria de los espacios de Sobolev

/B u?ds < ml/D(ui +ul) dzdy (16)
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La derivacién de la desigualdad (16) no es simple, pero consideraciones mecénicas de-
muestran que tal constante existe independientemente de v y que la misma depende sélo de
las formas de D y de B,. Esta constante es la misma v, > para el problema sobre las autofre-
cuencias de una membrana cuya densidad p es despreciable, pero en cuyo borde B, existe
adherida una masa distribuida de densidad lineal igual a 1. En rigor muchos problemas
tedricos modernos pueden ser entendidos sobre la base de la mecénica!

Al usar las cinco tltimas desigualdades en la ecuacién (14), se obtiene

(ul,ul) (0: po) +my | F2dmdy +my urds | \/(us,ur)
Bz

Por lo tanto es (u},u’) < msy con una constante ms que no depende de n (el niimero que
indica la aproxnna(:lon). En el caso de un problema de contorno mixto para la membrana
se puede probar mucho mas: esto es, convergencia en la norma correspondiente al producto
interno (.,.) de las aproximaciones a la solucién exacta cuando B, posee longitud no nula.
Esto sale del propésito de esta discusion, pero no obstante, el lector interesado puede
consultar referencias mds técnicas®%? para un tratamiento mas completo. En este punto es
interesante demostrar lo 1util que puede ser el aprender la teoria aun cuando no se tenga en
claro como se han obtenido todos los resultados.

En la préctica ingenieril la cuestién de la convergencia de las aproximaciones se trata de
la siguiente forma. Se calculan dos aproximaciones de precisiéon diferentes y se comparan,
si la diferencia es suficientemente pequenia se acepta a una de ellas como una aproximacion
adecuada. Lamentablemente tal procedimiento puede conducir a pensar que por ejemplo,
la conocida serie arménica Y~ 1/n es convergente. Una cuestién similar puede ocurrir en
el problema de Neumann para la ecuacién (1). En efecto, en este caso la funcién ¢, es nula.
Supongamos que se eligié un conjunto {1, s, ..., .} de funciones del espacio C® (D)
que sean linealmente independientes y que no estén restringidas por ninguna condicién
de contorno. Dado que un ingeniero estd interesado en el estado de tensiones y no en
el movimiento como cuerpo rigido, dicho conjunto debe ser elegido de manera tal que su
envolvente lineal no contenga a una funcién constante. Esto implica que el determinante
de Gram (13) del sistema (12) no puede ser nulo y asi el ingeniero va ha obtener una
aproximacién de Ritz a la solucién (la cual no existe si la condicién de equilibrio propio
de las fuerzas no es satisfecha). Més atin, puede ocurrir que la aproximacién siguiente sea
cercana a la aproximacién precedente en los valores de las derivadas primeras y que difieran
sélo en los valores de las funciones en un valor aproximadamente constante. Dado que
el ingeniero sabe que una membrana libre puede desplazarse libremente en una distancia
constante, puede concluir que la aproximacién deseada ha sido determinada. No obstante,
en este caso no existe solucién.

Vamos a analizar con mas detalle la situaciéon con respecto al problema de Neumann
para la ecuacién (1). Supongamos que la condicién de equilibrio propio (11) es satisfecha
para el caso de las fuerzas externas. Entonces el problema inicial posee solucién, pero esta
puede ser determinada salvo una constante aditiva indeterminada. Se puede dar un valor a la
misma imponiendo que en un punto (g, yo) la solucién y en consecuencia todas las funciones
coordenadas del método de Ritz sean nulas. Esto parece ser un procedimiento satisfactorio.
De acuerdo con la teoria de los espacios de Sobolev, en el subconjunto de funciones de
C® (D) que estan restringidas por dicha condicién no existen en las desigualdades (15) y
(16) constantes m y m; respectivamente, que sean independientes de u. Esto no implica
nada en forma directa, pero ahora no puede repetirse la derivacion de la cota sobre la norma
energética de la n—ésima aproximacién de Ritz. Es interesante puntualizar que cada vez que
se encuentren dificultades con la teoria en forma correspondiente, se van a tener problemas
en los calculos numéricos. Este es precisamente el caso del problema que estamos analizando.
A pesar de que el problema de Neumann para la ecuacién (1) tiene solucién, el sistema del
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método de Ritz puede producir aproximaciones de escasa precision. Una razén se debe a
que se calculan numéricamente a todos los coeficientes de dicho sistema; en particular, esto
ocurre con el segundo miembro A(y;), cuando se debe integrar numéricamente. Los errores
de redondeo se tornan equivalentes a pequenos cambios en las fuerzas y en consecuencia las
mismas pierden la posibilidad de satisfacer la condicién de equilibrio propio. Esto implica
que en aproximaciones posteriores se va a producir el fenémeno de inestabilidad numérica.

Esto conduce a la cuestién de cémo deben restringirse las deflexiones de manera tal que
el proceso numérico resulte estable. Si se establece una restriccion sobre todas las funciones
mediante una condicién del tipo

/ udxdy =0 (17)
D

entonces en el conjunto de funciones de C® (D) que satisfacen dicha condicién las desigual-
dades (15) y (16) son validas con constantes m y m; respectivamente, las cuales son inde-
pendientes de u. Entonces se puede resolver el “problema de Neumann” para la ecuacién (1)
aun para fuerzas que no verifiquen la condicién de equilibrio propio. Esto ocurre porque
hemos establecido ciertas condiciones geométricas de manera que la membrana ha dejado
de estar libre.

Una discusién mas detallada sobre el planteo de problemas para la ecuacién de Poisson
requiere el uso de teoria adicional sobre andlisis funcional y en particular sobre los espacios
de Sobolev.

Consideremos como ejemplo de aplicacion al problema de Neumann

Au=y en D (18)
ou
on| = (19)

donde D = {(z,y); —a <z < a,—b <y < b}.
Vamos a adoptar como funciones coordenadas a polinomios de manera tal que la n—ésima
aproximacion con el método de Ritz estda dada por

Up = @12 + a2y + azxy + asx® + asy® + a2’y + arvy® + asx®y® + agx® + a0y’ + . ..

Al tener en cuenta la condicién (17) los términos que contienen potencias pares se
eliminan y u,, se reduce a

Up = 1T + Coy + c3xy + cax® + csy® + cox®y + crxy® + csxPyd ... (20)
El reemplazo de (20) en el sistema de ecuaciones (12) conduce a ¢; = —3a?cy, c; = —3b%cs,

de donde resulta u, = 1/6(y® — 3b%y), que es la solucién exacta del problema de contorno
dado.

EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS

El método de los elementos finitos es sin duda uno de los métodos méas empleados en
el mundo entero tanto en las ciencias de la ingenieria como en el area de los problemas
tecnolégicos. El mismo es esencialmente el método de Ritz con una base de funciones de
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aproximacién especialmente disefiada®~?. Bésicamente se trata de un procedimiento me-

diante el cual un dominio dado es representado como una coleccién de dominios simples
denominados elementos finitos. De esta forma es posible construir de manera sistematica
las funciones de aproximacion necesarias para la resolucion del problema en cada elemento.
Las caracteristicas basicas del método son las siguientes:

(i) Division del dominio en partes: esto permite la resolucién de problemas que involucran
dominios de geometria compleja al ser representados como una coleccién de dominios de
geometria simple.

(ii) Construccion de las funciones de aproximacion: cominmente se utilizan polinomios
obtenidos mediante la teoria de la interpolacién numérica.

(iii) Ensamble de los elementos: esto se realiza mediante la satisfaccién de propiedades de
continuidad de las funciones de aproximacién y mediante el balance de fuerzas u otras
magnitudes.

Estas caracteristicas del método de los elementos finitos estdn intimamente relacionadas.
Asi, las geometrias de los elementos adoptados para representar al dominio deben ser tales
que permitan la construccién de las funciones de aproximacion con unicidad. A su vez estas
funciones dependen no sélo de la geometria, sino también del ntimero y localizacién de los
puntos denominados nodos. Cabe destacar que una vez que las funciones de aproximacion
han sido construidas, el procedimiento para obtener los sistemas de ecuaciones algebraicas
que proporcionan los valores de la solucién en los nodos de los elementos finitos es el mismo
que el explicado anteriormente para el método de Ritz.

El método de los elementos finitos se ha constituido, desde su apariciéon a mediados del
siglo XX, en una herramienta esencial para cientificos e ingenieros. El ntimero de textos
y publicaciones cientificas sobre el mismo ha crecido en forma exponencial. Inicialmente
las contribuciones se originaron en el campo de la ingenieria, pero posteriormente los
matematicos han realizado una enorme contribucién en el tratamiento y desarrollo riguroso
del método.

Una revisién rapida de la literatura permite determinar que la aplicacién del mismo cubre
una gran cantidad de areas, entre las cuales se puede destacar:

e Mecdnica estructural: estdtica, vibraciones de elementos estructurales, estabilidad, re-
spuesta dindmica, viscoelasticidad, plasticidad, tensiones térmicas, etc.

e Transmisién de calor: conducciéon de calor en estructuras, fenémenos de conveccion y
radiacién, etc.

e Mecdnica de fluidos: incompresibles, compresibles, viscosos, fluidos newtonianos, no
newtonianos, laminares, turbulentos, estados estacionarios y no estacionarios.

e Control: diseno de controladores digitales, analégicos e hibridos.

e Acustica: analisis de guias de ondas acusticas, actustica estructural.

Por otra parte, para la prediccion del comportamiento de una gran variedad de problemas
de ingenieria que surgen en la practica es necesario el andlisis de la interacciéon de distintos
fenémenos fisicos!®. Esta situacién se presenta, por ejemplo, en el disefio de vehiculos
aeroespaciales los cuales se caracterizan por la existencia de una compleja interaccién entre
sus componentes estructurales, el drea de control y el de propulsion. Los métodos analiticos
que proporcionan soluciones exactas en general no son adecuados para atacar este tipo de
problemas, siendo entonces necesarios el desarrollo y la aplicacion de métodos numéricos.
El método de los elementos finitos se ha constituido en una herramienta adecuada para
modelar el comportamiento de fluidos y de sélidos y fundamentalmente para el andlisis
multidisciplinario.
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CONCLUSIONES

A modo de conclusién se puede establecer en primer lugar que hemos considerado al
método de Ritz con bases tomadas del espacio C® (D). No obstante, las ecuaciones
involucradas no requieren tanta regularidad de las funciones y el método de Ritz puede
ser aplicado con funciones cuyas derivadas son seccionalmente continuas. De esta forma se
puede introducir el conocido método de los elementos finitos para la resoluciéon de problemas
de la membrana. El procedimiento es adecuado en la practica, dado que las fuerzas aplicadas
son a menudo continuas a trozos.

Con respecto a las posibles generalizaciones de estos problemas, al usar el principio de
los trabajos virtuales se pueden facilmente formular ecuaciones para una membrana con
fundacién elastica de tipo Winkler, la cual actiia sobre una porcién de la membrana. De
igual forma se pueden considerar varios problemas de acoplamiento entre una membrana
y un cuerpo eldstico. En este caso se pueden obtener las ecuaciones del método de Ritz
(o del método de los elementos finitos) sin conocer los detalles del acoplamiento mecénico; la
derivacion de las adecuadas condiciones de acoplamiento puede presentar una gran dificultad
cuando el problema se enfoca a partir de las correspondientes ecuaciones diferenciales como
punto de partida. Mds aun, para tales problemas la justificacién de la convergencia de
los métodos antes mencionados no resulta dificil, al menos no es mucho mas dificil que la
justificacién correspondiente al problema de la membrana. Estas ventajas son inherentes al
uso del principio de los trabajos virtuales en el planteo de problemas.

Finalmente se desea mencionar que todas estas cuestiones que se han discutido son tipicas,
salvo ciertos cambios, para los problemas de contorno estaticos que involucran a cuerpos
elasticos, placas, cascaras, etc.
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