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RESUMEN

En este trabajo se estudia un modelo matematico de cavitacién para fluidos que aparecen en
problemas de lubricacién hidrodindmica de pares ejes-¢ojinetes. El fenémeno de la cavitacién se
analiza mediante un modelo del tipo Reynolds para el que se presenta un resultado de existencia
de solucién utilizando métodos de regulanzacmn

Finalmente, la resolucién numsérica del modelo continuo se efectiia mediante técnicas de
elementos finitos combinadas con algoritmos de transporte-difusién.

SUMMARY

In this work a mathematical model for cavitacional piezoviscous flows is studied with
particular emphasis in geometries related with hydrodynamic lubrication of journal-bearings.
Existence of solution is obtained by using regularization methods when Reynolds type models
simulate the cavitational phenomena.

Finally, finite element technics combined with transport-diffusion algorithms are considered
for numerical purposes.

INTRODUCCION

En el planteamiento de problemas de contacto hidrodindmico de tipo piezoviscoso,
se supone que el lubricante puede estar sometido a presiones suficientemente
elevadas de manera que se modifica su viscosidad. A diferencia de los problemas
elastohidrodindmicos se prescinde de la posibilidad de que las superficies que entran en
contacto se deformen y, en consecuencia, varien la geometria de la pelicula lubricante.
De este modo, la formulacién fisica del proceso se describe simplemente mediante la
ecuacion de Reynolds y una ley de comportamiento que relaciona la viscosidad con la
presién (ver Cameron®, Berthe®).
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Ecuacion de Reynolds

Se consideran ‘dos superficies rugosas separadas por una capa fina de fluido
lubricante ¥ moviéndose con velocidades (u3, vy, w1)'y (u2, vz, W) respectivamente.
Si se denota por Hy = Hi(z,y), Hy = Hz(z,y)las ecuaciones que definen las superficies;
hi = hi(z,y), ha = ha(z,y) las ecuaciones que definen las superficies medias y
g1 = €1(z,y), €2 = €2(z,y) las desviaciones de la media entonces la ecuacién que
representa el desplazamiento del fluido lubricante entre las superficies, en ausencia de
cavitacién y con variables adimensionalizadas, es la ecuacién de Reynolds generalizada:

S, —myp2y . 22 30py _

5l = H'50) + Go(C(h = B =

= 6 (p(ur + u2)(Ho= H1)) — 12pu3——2) + 12pm—— +
0 H H

+ 6a—y-(p(vl+vg)(H2-—H1)) ~ 12pv ayz) + 12pv, ayl +

o
+ 12p(wy — wy) + 12(112-H1)~£

donde p es la presién, p la densidad, 7 la viscosidad y-t el tiempo. Ademds, h = ho~hy
es el espesor medio de contactoy H = h+¢; — €3 el espesor de contacto, como muestra
el siguiente esquema:

Esquema Descriptivo.
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Ecuacién de Reynolds simplificada

Generalmente en el estudio de este tipo de fenémenos se realizan las siguientes
simplificaciones:

a) Orientacién del sistema de ejes tal que:
vp = vy =0 . (2)

b) Consideracién de la velocidad de cada superficie invariable con el punto:

Ou; 0v; ’
—_— = 2 = = ) i 3
3 %y 0 i=1,2 (3)
¢) Eleccién de superficies impermeables:
0hy 0H, Ohq OH,
= Uy— + — = Up— + —= 4
B - @
d) Anulacién del término de deslizamiento (“squeeze”) en casc de régimen
permanente:
oy~ H)] = 0 ©
e) Utilizacion de superficies lisas:
£1 = £ = 0 (6)

y, en consecuencia, H = h.

Utilizando (2)-(6) en la expresién (1) se obtiene la ecuacién de Reynolds
simplificada: '

9 pysdpy . O ppslp
8x(nh 3:1:) + 8y(17h 8y) -
0
= 6(ul+2f»2)5§(9h) (7)

Ecuaciones de comportamiento del fluido lubricante

Si se considera un régimen isotermo y permanente y se desprecia la variacién
geométrica de las propiedades fisicas entonces la densidad y viscosidad son funcién
exclusiva de la presién y, en el caso particular de un fluido a densidad constante y
piezoviscoso, se puede establecer:

p(p) = p, constante (8)
7(p) = no €°? ley de Barus , (9)
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donde 7o es la viscosidad a presién atmosférica y a el coeficiente de-piezoviscosidad
caracteristico, de cada fluido lubricante.
De este modo, la ecuacién (7) se transforma en

0 (13e=er 2P 0 p3g—arOP . \Oh
- (h%e™P=m) + ay(h e ay) =6 mo(ur +2)5- (10)
Definiendo el campo de velocidades
ﬁ = (’U,, 0) 3 ! con u = ’dlﬁ.-*- uz . N (11)
se puede reescribir (10) en la forma: s
V.(hPe~*? Vp — 6mofih) = o (12)

que corresponde a una ley de conservacién del ﬂujo.

Geometrla del problema y cond1c1ones de contorno

Para eleglr el dominio de aphcacmn de las ecuaciones se tecurre al caso practico de
un par eje-cojinete de alimentacién circunferencial (ver Figura 1).

Figura 1. Par eje-cojinete de radios Re, Rc con ranura de alimentacién circunferencial.

Considerando simetrias y extendiendo el dominio de la pelicula lubricante en el
plano se obtiene el recténgulo @ = [0,27] x [0, L], con L = 1 por simplicidad (ver
Figura 2).

Figura 2. Dominio del problema.
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En § se establecen las siguientes condiciones de contorno:

BEY

p=0 en - Tg={s0,0<z<2} (13
“p = pa > 0 (presién de alimentacién) en T, = {(:1:,1),0 <z < 27r}(14) -

p(0,4) = p(2m,3), 0 <y < 1. (condicién de periodicidad) (15)
Utilizando los espa,éios furicionales » | ’
V ={v.¢ Hl’(Q)/vlpo =0, Yr, = Pay, v 27 — z peribdica }
Vo ={v € H! (Q)/v|po =0, oyp, =0, v2r—z penodlca }
se puede formular var1ac1onalmente el problema en la forma:

Problema (P1): Hallar p > 0,p € V tal que

dz

donde la funcién altura h estd déﬁlnida‘, para esta geometria particular, por la expresién

/ B3 e~oP 'Vp V= 6‘17011/ - @z , V2 e W (16)
Q ) Q

h(z) = C(l + B cosz), 0<B8 <1 (17)
siendo 3 el coeficiente de excentricidad del par eje-cojinete y C = R, — R, la, diferencia
de sus radios. En lo que sigue se toma C =1 para simplificat.

Existencia y unicidad de solucién

La ecuacién variacional (16) y en su cbnjunto el problema piezoviscoso sin
cavitacién (P1) se puede transformar en un probléma lineal eliptico de segundo orden
con el cambio de variable

i —e P

Wo = ——— (18)

que proporciona el modelo i isoviscoso:

Problema (P2) Hallar Wa 2 0, wy € HI(Q) tal que

o B e
I SAv/RN = i 1
/Q WVwaVz _677_0@:/(,, opcr FEV L (19)
cWe =0 T en To s ' ¥ (20)
. d _ p—ap L R ' AP
Wy = 1—.;6—.—2 = w, ~-en Iy o o(21)
. a .

wa(0) =w(my), 0<y<l (@)
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Teorema 1: Siw, > -A2i, siendo M = max :;(fc)’
z € [0,2n]

entonces el problema (P2) tiene solucidén tdnica. Ademds, la solucién estd acotada
superiormente por w,.

Demostracién: El resultado se obtiene como caso particular de un modelo estudiado

por Alvarez', donde se recoge el fenémeno de la cavitacién. La hipdtesis w, > —];1
garantiza para dicho modelo la existencia y unicidad de solucién estrictamente positiva
en . Por otra parte, en el modelo con cavitacién analizado en [1], la solucién estd

acotada superiormente por una funcién que sélo depende de y:

Wy) = ~ ¥+ (@t By, V€ 0,1 (23)

Esta pardbola, bajo la hipétesis w, > -];i, alcanza su maximo para y > 1 lo que permite
obtener la acotacién:

wolz,y) < v(1) = w, en Q (24)
Teorema 2: Si w, > & entonces los problemas (P1) y (P2) son equivalentes.

Demostracién: La tdnica dificultad estriba en demostrar la validez dél cambio de
variable:

p = —% log(1 — owy) (25)
Para ello, es suficiente utilizar las acotaciones que proporciona el Teorema 1:
0<wa§wa=1—:-i_£9- (26)
y la positividad de a y p,, obteniéndose
0 <ws < 1 (27)
a

MODELO MATEMATICO »
PARA FLUJOS CAVITACIONALES PIEZOVISCOSOS

Cuando en un dispositivo eje-cojinete se considera un descentramiento de los ejes
(B > 0) se producen zonas de sobrepresién y zonas de bajas presiones en el fluido. La
presencia de bajas presiones induce la aparicién de burbujas, sobre todo en la parte
divergente, que da lugar a los fenémenos de cavitacién.

En la region cavitada la presién toma el valor de la presién atmosférica, que por
simplificacién se toma igual a cero, y no es vélida la ecuacién (12). Por ello, es necesario
utilizar otro modelo que tenga en cuenta este hecho. Una amplia descripcién de las
diferentes opciones para modelizar la cavitaciéon puede verse en Bayada-Chambat?,
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donde se destacan los esquemas de Sommerfeld, Gumbel, Reynolds (Swift-Stieber),
Floberg y Elrod-Adams. ‘ : _

En nuestro caso, se elige un modelo del tipo Reynolds que se distingue por
considerar la continuidad del flujo a través de la frontera libre que separa la zona
lubricada de la cavitada.

~ Sean:

9 ={(z,y) € Q, plz,y) > 0} zona lubricada (28)
Q ={(z,9) € @, p(z,y) = 0} zona cavitada - (29)
que son desconocidos “a priori”, y ¥ la curva de separacién de las dos zonas.

Considerando los espacios funcionales V' y V; descritos en el epigrafe anterior, se puede
plantear una formulacién variacional del problema como sigue:

Problema (P3): Hallar p € V tal que:

. h ° ‘ ] M - ’ V .
VR VE) = 20y p>0 e @ (30)
= g—i = 0 en X, con v vector unitario exterior a {g (31)
p=0 e Q . (32)

El tratamiento cldsico del Problema (P3) como una inecuacién variacional de
primera especie-tiene el inconveniente de imponer —g—ﬁ < 0 en Qg, lo que condiciona, en
nuestro caso, la aparicion de zonas de cavitacién en la parte del dominio [0, 7] X [0, 1].

Con el fin de evitar este inconveniente, se plantea una formulacién variacional
vélida en todo el dominio introduciendo €l operador de Heaviside univoco:

_J1 st p>0 :

y se reescribe el modelo (30)—(32):
Problema (P4): Hallar p € V tal que:

- S ;] .
) 3 ~ap — - )
- /Qh e Vp Vz /Q 3,zH(p)z, Yz € V, (34)
Teorema 3: Los problemas (P3) y (P4) son equivalentes. ‘

Demostracién: Considerando en (34) funciones z€ D(4) y aplicando férmulas de
Green, se tiene

— | V.(h® e Vp)z = ] —6—hz, Yz € D(y) - | (35)
[N 1921 883 REERE

y en consecuencia, . :
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V.(h% e™*? Vp) = % en Q4 (36)
Integrando por partes (34) y teniendo en cuenta (36) se obtiene
/ e, 0 ViV (37)
r = Ov ’

(obsérvese que %‘3 = 0 en las fronteras z = 0 y z = 27 debido a la periodicidad).

Finalmente de (34), (36) y (37) se consiguen (30) y (32).
La obtencién de (34) a partir de (30)-(32) es inmediata sabiendo que p y H(p) son
cero en Q.

EXISTENCIA DE SOLUCION

Para demostrar la existencia de solucién del problema (P4), se siguen las mismas
ideas que en el caso sin cavitacién. Primero, se efectda el cambio variable (8) para
evitar la no-linealidad del término de viscosidad, lo que proporciona el siguiente modelo
formulado en w,: “

Problema (P4, o):
e~ %Pa

Hallar wy, € Vo = {2€ HYQ)/zpr, = 0, zr, = 1= = Wy, 22T —
¢ periddica } tal que

' h
/ R Vw, Vz = / —B—H(wa)z Vz € W (38)
Q Q

Si este problema tiene solucién y, ésta verifica

1
0 S we < Z (39)

entonces

We >0 < p>0 y H{wy) = H(p) (40)

y, por lo tanto, la funcién p obtenida a partir de (25) es solucién del Problema (P4).
Para la demostracién de la existencia de solucién del problema no lineal (P4, a)

se siguen las técnicas de Bayada? que suponen conocida una zona B de () donde w, es

estrictamente positiva y se modifica la ecuacién (38) en el sentido siguiente:

/ B® Vw, V2 / ———H( we)z + / ———z (41)
Q A
donde A es el complementario de B con respecto a f2.

Definiendo ahora el problema mds general:

Hallar wy € Vo y v € L®(A) con H(w,) < ¥ < 1,wz;y=0c.p.d. en A y tal que
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/Qh3 Vw, Vz =/A 7 +/ —-——z (42)

se tienen los siguientes resultados:

Teorema 4: Bajo ciertas hipétesis de regularidad de €y, los problemas (41) y (42) son
equivalentes.

Demostracion: Es inmediato que una solucién de (41) es solucién de (42) con sélo
definir vy sobre A como .

¥y =1 siweg>0, v =0 siw,<0 - (43)

El reciproco esté‘ condicionado a la régﬁlaridad dela zona dev cavitacién Q. Si Qo
es regular y situado localmente de un solo lado de su frontera entonces el interior de
20 N A es un abierto regular y se tiene que para todo z € D[Int(Qo N 4)]

: oh
3 -0 = 2
/Q h Vwa Vz =0 = /A (9:6“72 (44)

de donde —g—z-'yz =0 c.p.d. en Qp N A.
De este modo,

Oh z —/ Ok z +/ Oh z+
40z 0T Anfwa<0] 02 7 Ang, O 7z

+/ 2@ z =
AN[wa>0) Oz 7=

/ Oh z+/ Oh vz, Vz e Vy (45)
A A

ﬂ[wa<0] 8:1: N{wa>0] (9:1:

La condicién w3y = 0 c.p.d. en A induce y = 0 en AN Jw, < 0], proporcionando
finalmente -

oh / Oh ah
A

- N[wa>0] EE— 7=

Rrratie H(wa)z (46)

Teorema 5: El problema (42) tiene al menos una solucién. -

Demostracion: (Ver Bayada? para los detalles).

La demostracién se basa en un proceso cldsico de regulamzacmn de la funcién
H(w,), definiendo la sucesién {g.} para ¢ € Rt por:

0 si
ge(w) = | tw si 0 (47)
1

EI,/\E
IV € IA
"IN ©
™

si
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o Z
o

Figura 3. Operador de Heaviside regularizado.

que convergen puntualmente a H(w) (ver Figura 3).
Se demuestra la existencia de solucién del problema regularizado

oh - oh
3 & €
= by - 4
/Q RPVWwiVz /A 6wgs(wm)z + /B e (48)
via teorema de punto fijo de Schauder y se pasa al limite en ¢ obteniéndose
we = lim wf en V, débil
o (49)
vy = ]jrr(l) ge (W) en  L*®(Q) débil”
£

Finalmente, de (49) se deduce que v = 1 en {{z,y),ws < 0} y en consecuencia
wi™y =0c.p.d. en A. )
Los Teoremas 4 y 5 concluyen la existencia de solucién no trivial del Problema (P4,

a).
Teorema 6: La solucién de (P4, a) es no negativa.

Demostracién: Utilizando en (38) funciones test z = w7, se tiene

oh
3 319,,~(2 — _ “\o— —
/(;h Vwe VwaLh|Vwa| —/ﬂ 31:H(w°‘)w°‘ 0 (50)

es decir,

|Vwy] = 0 (51)
De ello, se deduce que w; es una funcién constante y, por la condicién Dirichlet
homogénea en Iy, se concluye
wy =0, le. wyg >0 (52)
Teorema 7: (Validez del cambio de variable):

Para coeficientes de viscosidad o tales que

a?p  alp, oM
Py TPy 2 <1 (53)
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donde M est4 definido en el Teorema 1, se tiene que wq solucién del problema (P4; a)
verifica :

1 :
Wy < ;v (54)

y, en consecuencia

1
p = —;-log(l — awy) (55)

es solucién del problema (P4).

Demostracién: Slgulendo las mismas ideas que Alvarez® en su Teorema 1.7, se tiene
la acotacién: - ‘

W)

con v(y) definida en (23) Esta parabola alcanza. su ma,xnno en el punto yo = —“ +1 2
tomando el valor

w2 M
2M 8

Sustituyendo Wa por la expresmn 21y y aphcando la hipétesis (53) se obtlene el
resultado. .

(57)

o(y) =

RESOLUCION NUMERICA: METODO DE LAS CARACTERISTICAS

Con el objetivo de resolver numéricamente el problema no lineal (P4, a) se adaptan
las ideas desarrolladas en Bermidez-Durany*, relativas al método de las caracteristicas
en problemas de transporte-difusién.. Para ello, se considera la fu»ncmnv

v € H(wys), con H operador de Heaviside multivoco. ' (58)

y se sustituye en (38) utilizando convenientemente férmulas de Green:

f 13 Vg Vz = / hy / hls Vi€ Vo (59)

Para aplicar métodos de transporte en un problema estacionario, se transforma
(59) en un falso problema evolutivo definiendo

(:}(x(x) Y, t) = (‘_}(x(xs y) A -
¥(z,9,t) = 7(z,9) ~ o (60)
e ?(QI,y,t) = za(a:,y) \
y se utiliza el concepto de derivada total de una funcién:
Dz 0z

- o TEYE
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donde @ es un campo de velocidades.
En el caso particular de elegir

ﬂ(:l:, y’t) = (_1’ 0) (61)
se tiene
Dz 0z
?D-; s (62)

y la ecuacién (59) se puede escribir

Dz 0y
1 Vi V2 /h—:/h——z vz €V, 63
donde se ha suprimido la notacién “~” por simplificacién.
Si X (z,y,t;7) denota la trayectoria de una particula que estd en (z, y) en el instante
t v, por tanto, es solucién de la ecuacion diferencial

dX .
- = UX) X(zytt) =2 (64)
=
entonces, notando por X*(z,y) el punto X (z,y,t; t—k) se puede discretizar la derivada
total mediante el esquema (ver Pironneau'', Bermidez-Durany-Pose-Vizquez® por
ejemplo):

Dz _ z(z,y)—(zoXk)(x,y)
Trmy) = DRI (65)

en donde k es un pardmetro real suficientemente pequefio que representa un paso de
tiempo artificial.

Teniendo en cuenta (62) y sustituyendo (65) en (63) se obtiene el problema
aproximado:

B _ k _ k
/haV%VH/ h7f__”_X_+/h7_ﬂz=0,
Q Q Q k

k
Vz € WV (66)
7 € H(wa) (67)

Observacion 1: En el caso de problemas lineales, en Pironneau!’, y Bermidez-
Durany* se demuestra la convergencia de los esquemas aproximados por caracteristicas
al problema continuo cuando % tiende a cero.

La periodicidad de las funciones de V; permite deducir

z € Vi = z0XF € W (68)

y la divergencia nula del campo de velocidades proporciona
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|2z = |z0X*|2 , Yz € V. (69)
Ambas propiedades garantizan el siguiente resultado.
Teorema 8: El problema (66)-(67) tiene solucién tnica.

Demostracién: Se define el conjunto B = {v € L¥(Q): |v(z,y)|< 1l c.p.d. en Q}yla
aplicaciéon T de B en si mismo dada por

T() = v , talque (70)

(wa,7) es la solucién del problema no lineal eliptico

2 1 1
(Awg, 2) + g(hy,z) = g(h'}oXk,z) + g(h?,zoXk) (71)
Y € H{wa) | (72)
con ‘
(Awa, 2) = /Q B3Vwa V2 | (73)

y (, ) el producto escalar usual en L%(Q).

La existencia y unicidad de solucién de (71)-(72) se sigue de resultados cldsicos
para inecuaciones variacionales (ver Lions', por ejemplo).

Finalmente, siguiendo las mismas ideas que en Bermtdez-Durany® es facil
demostrar que 7" tiene un punto fijo (ver Vizquez'? para los detalles).

APROXIMACION POR ELEMENTOS FINITOS

La discretizacién espacial de las ecuaciones (66)-(67) se realiza mediante la
introduccién del espacio de elementos finitos bidimensionales de Lagrange P
(polinomios de grado menor o igual que uno) para una triangulacién E, del dominio.
Concretamente, sea

Vo = {v, € CO/?)”[E € P, VE € E,} (74)

Ky, = {vu € VoJvyoy, = 0, vyp, = wa , v, 27 — zperiddica } (75)

Koy = {v, € V,/v =0, vy, =0, v, 2r—zperibdica }  (76)

ulry

donde 4 es el pardmetro de la discretizacion.
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Teorema 9: El problema discretizado: hallar (wy,v,) € K, x V, tal que

(Aw,, 2,) + (m,,,z—“-‘;“—"-) + (h"—“—”’k“—"—,zu) =0, V2, € Ko (77)
74(b) ‘€ H(wu(b)) ¥bnodo de E, o (18)

tiene solucién tnica.

Demostraciéon: Es andloga a la del Teorema 8.

PROBLEMA DISCRETIZADO NO LINEAL:
"ALGORITMO DE DUALIDAD

Los esquemas desarrollados en los apartados anteriores sugieren la utilizacién del
siguiente algoritmo iterativo para resolver (77)-(78):

Se toma 7° arbitrario y se calcula (w™*!, y"*1) a partir de (w™, ¥™) resolviendo el
problema no lineal:

(fQ R3VWrHIVz 4+ 1 [0 hy™ s =} [ hy"zoXF —  [o h(y™ — y"0XF)z  (79)
‘,7n+1 € H(w"“) o ‘ (80)

donde se ha suprimido el indice p por simplificacién..

El célculo de la solucién del sistema de ecuaciones no lineales (79)-(80) puede
efectuarse con un algoritmo de dualidad introducido por Bermidez-Moreno’, que
consiste en definir multiplicadores de Lagrange ¢"*! de la forma:

¢t e Hw™) — 6™ en Q (81)

donde é es un parametro real positivo.
Las ecuaciones {79)-(81) pueden ahora reescribirse de manera equivalente

/ VWLV, +£/ ho™tlz = -1-/ hy"z0X* - 1 h(Y" — 70X *)z
Q kJa kJa k Ja

- l/ hq"tlz (82)
k Ja :

¢t = HiW™ + A" (83)

siendo H{ la aproximacién Yosida de (H — 6I), con I el operador identidad (ver [7]
para los detalles). o

Este algoritmo proporciona el esquema siguiente: .
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A cada paso de n (algoritmo de caracteristicas),

- Se inicializa el multiplicador ¢™

- Se calcula la solucién del problema lineal (82)
— Se actualiza el multiplicador mediante (83)

— Se efectda un test de convergencia.

Observacion 2: En la practica solamente se realiza una iteracién de este algoritmo.
Esto es, se actualiza el multiplicador ¢” una sola vez para cada iteracién de (79).

Observacién 3: La convergencia fuerte de los multiplicadores de Lagrange en L?((Q)
y de las soluciones de (82) en H1(f)) estd garantizada en [7]. La velocidad de calculo es
muy grande debido a que las matrices del sistema (82) no dependen de las iteraciones
por lo que se calculan y factorizan una sola vez. Similarmente X*(z,y) no depende de
n y se computa una vez al principio del proceso.

Observacion 4: Las condiciones de periodicidad se tienen en cuenta considerando
grados de libertad en una sola de las dos fronteras laterales.

EJEMPLOS NUMERICOS

El método numérico descrito previamente se ha aplicado a la resolucién del
problema (P3) utilizando la geometria rectangular Q = (0,27) x (0., 1.6) con una
discretizacién regular en 800 tridngulos y 459 grados de libertad. Los pardmetros de
discretizacién en z e y son 0.1256 cm. y 0.2 cm. respectivamente, y las condiciones de
contorno

p(z,.(]) =0, p(z,1.6) = 0.04 Dy/cm? (84)

En este caso, se ha considerado L = 1.6 cm. para destacar las zonas de cavitacidn.

Las Figuras 4 y 5 muestran las presiones y lineas isobdricas para coeficientes
de excentricidad 8 = 0.25 y 0.75, respectivamente, y pardmetro fisico de viscosidad
a = 0.02 (Dy/ecm?)~1.

En la Tabla I se representa el niimero de iteraciones que realiza el algoritmo para
B = 0.75 y diferentes valores de § considerando A = 0.5/§ y un test de parada en el
algoritmo (82)-(83) del tipo max [w™1(b;) — w™(b;)] < 5.1074, con b; nodo de la malla.

La evolucién de || w™! — w™ || a través de las iteraciones se puede comprobar en
la Figura 6 con los datos § = 0.75, § = 1. y A = 0.5, donde

loll= 3 (@) (85)

Las Figuras 7 y 8 muestran las lineas isobdricas y la frontera libre (p = 0) para
coeficientes de excentricidad 8 = 0.5 y 0.9, respectivamente, utilizando el modelo
de Reynolds descrito anteriormente y un modelo de Elrod-Adams estudiando en
Bermiddez-Durany® al que se le ha aplicado el mismo método numérico. Este modelo
de tipo Elrod-Adams se distingue por utilizar la condicién de frontera libre
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PRESS - REYNOLDS (Max. 0.09)

R
N
>‘ ]
e S S G N
0 1 2 3 4 5 6
(REYNOLDS, excerffricidad=0.25)
Figura 4. Presiones. § = 0.25.
PRESS - REYNOLDS (Max. 1.22)
>
(REYNOLDS, excesiricidad=0.75)
Figura 5. Presiones. 8 = 0.75.
) 0.25 0.5 1. 1.5 2. 4.
Iteraciones 50 40 44 55 69 > 100

Tabla I. Ndmero de iteraciones (8 = 0.75).
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0,6 -

Error
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0.2 1

0,0 T Y T T
0 10 20 30 40 50

Iteraciones

Figura 6. Evolucién de || w™t! —w™ || (8 = 0.75).

(ELROD-ADAMS, exgentricidad=0.5)
Figura 7. Presiones. 8 = 0.5.

ISOBARAS 0.04

LSF™ — a7 SN
01 {12
SN

i

0 —— = |
0 1 ) 4 5 6
(REYNOLDS, excentriidad=0.9)
ISOBARAS 0.04 _
= ‘_;——_0 e
. N _ﬂ\‘ |
4 5 6

(ELROD-ADAMS, extentricidad=0.9)

Figura 8. Presiones. 8 =0.9.
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B3 e—of?gi_) = 6n{l—7v)h @7V en Z (86)

en lugar de (31), lo que origina una variacién en la ecuacién (38) de la forma siguiente

/h?’ Vw, Vz = / hya—z- , Yz € W (87)
Q , o Oz

Es ficilmente observable que la solucién de (38) es una sobresolucién de (87).

Finalmente, la Figura 9 muestra las lineas isobdricas en el caso # = 0.5 con una
presién de alimentacién p, = 1. Dy/cm? y para coeficientes de viscosidad @ = 0.01 y
1.(Dy/cm?)~ L.

o owomamas_
e e ———
T S S e T
R N |
—_ T - i /", T
O'SF T \j: '—: /// /8

V() e —— — it 2 ,__L;.__.x.______t_‘J

0 ] 2 3 4 5 6

(REYNOLDS, excentricidd=0.5, viscosidad=1.)
_ISOBARAS 1

LS[ T T T L T
S - —— ﬁ_._i

.. ]F o T e 0s | T

e P P \-«...\\_\
o.sf pa S R ___}
1 G | A
0 1 2 3 4 5 6

(REYNOLDS, excentricidad&=0.5, viscosidad=0.01)
Figura 9. Presiones paraa =0.0ly a=1.

En todos los casos mencionados, el pardmetro k del método de las caracteristicas
se ha tomado igual a 0.125.

Estos ejemplos pueden corresponder a la lubricacién con aceite de un par eje-
cojinete con los siguientes datos: R. = 4cm.; R, = 3cm.; L = 1.6cm.; o = 2.1072
Dy sf/em?; p = 1.g/em®; u = 8.33cm/s.

CONCLUSION

El tratamiento cldsico de problemas de lubricacién con cavitacién utilizando un
modelo de Reynolds formulado como una inecuacién variacional tiene la ventaja, desde
el punto de vista tedrico, de garantizar la existencia y unicidad de solucién del problema.
Sin embargo, cuando se aplica dicho modelo a la geometria de un par eje-cojinete, tiene
el inconveniente de impedir la aparicién de zonas de cavitacién en la parte del dominio
0 < z < 7,y este hecho no tiene una motivacién fisica fundamentada.
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El modelo que se presenta en este trabajo tiene garantizada la existencia de solucién
pero no asi la unicidad, cuya demostracién no siempre estd asegurada en este tipo de
problemas. Numéricamente, el modelo es adecuado y los ejemplos precedentes ponen
de manifiesto la aparicién de zonas cavitadas en la parte convergente 0 < z < 7 ¥,
ademas, que dichas zonas son mucho menores que las producidas cuando se utiliza un
modelo de Elrod-Adams.

Hay que sefialar también la utilidad del cambio de variable a presién reducida en los
problemas de fluidos piezoviscosos, lo que permite, en definitiva, trabajar con modelos
isoviscosos. Por ello, es importante cuantificar, en funcién de los datos, la magnitud
de los coeficientes de piezoviscosidad que dan validez a dicho cambio de variable. En
este sentido, los resultados de acotacién de soluciones obtenidos por Alvarez' para
problemas isoviscosos son esenciales para determinar los coeficientes de piezoviscosidad
que permiten esta transformacién.

Finalmente, es apreciable el buen comportamiento del método de las caracteristicas
combinado con elementos finitos en la resolucién numérica de estos problemas de
frontera libre como ya se habia comprobado anteriormente en problemas de conveccién
dominante.

NOTACION

velocidad de la superficie 7 en la direccién del eje X
velocidad de la superficie 7 en la direccién del eje Y
velocidad de la superficie 7 en la direccidn del eje Z
coordenada angular en el par eje-cojinete
coordenada longitudinal en el par eje-cojinete
funcién que define la superficie ¢

funcién que define la superficie media ¢

desviacién de la superficie ¢ respecto de la superficie media ¢
densidad del fluido

viscosidad cinematica del fluido

presion del fluido

tiempo

espesor de la capa fluida

espesor medio de la capa fluida

viscosidad a presién atmosférica

coeficiente de piezoviscosidad

campo de velocidades del fluido bidimensional
componente de la velocidad en direccién z en el eje-cojinete
radio de la seccidn del eje

radio de la seccién del cojinete

mitad de la longitud del par eje-cojinete

presién de alimentacién

diferencia entre los radios de cojinete y eje
excentricidad del par eje-cojinete

wy presién reducida

2 OF = F T e e oMans o0 TR e IS
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