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Resumen Se presentan métodos de empaquetamiento
de part́ıculas diseñados para modelar la estructura ósea,
tanto del hueso cortical como del trabecular. Los méto-
dos están basados en algoritmos de avance frontal mo-
dificados, capaces de disminuir la densidad de grandes
conjuntos de ćırculos o esferas, y de permitir la creación
de agujeros eĺıpticos que representen las trabéculas del
hueso esponjoso. Se muestran algunos resultados preli-
minares de huesos modelados con las técnicas descritas.

A NEW METHOD FOR PARTICLE
PACKAGING: APPLICATIONS IN BONE
TISSUE MODELING

Summary Packing-particle methods to simulate com-
pact and spongy bone-tissue are presented. The me-
thods are based on modified front-advance algorithms,
able to reduce the density of large sets of circles or
spheres. As well, elliptical shape holes to represent tra-
beculae in spongy bone are allowed. Some preliminary
results of bone modeling using the methods proposed
are presented and discussed.
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1. Introducción

En este trabajo se describen algoritmos de empaque-
tamiento para obtener conjuntos de part́ıculas para ser
utilizados en el Método de Elementos Distintos (MED).
Para la mayoŕıa de las aplicaciones con este método, es
deseable que en dichos conjuntos las part́ıculas se ubi-
quen dejando el menor espacio vaćıo posible entre ellas.
La Figura 1 muestra un ejemplo de empaquetamiento
de una estructura de edificio de dos niveles:

En la literatura consultada se han encontrado di-
ferentes protocolos de generación para distintos tipos
de part́ıculas. Para el caso de discos, en [1] se presenta
un algoritmo eficiente y sencillo, el cual puede exten-
derse fácilmente a otras part́ıculas planas. Este traba-
jo comienza exponiendo una revisión de los principa-
les métodos de generación reportados hasta el momen-
to y fundamenta la necesidad de la existencia de estos
métodos. La idea general del algoritmo que se propone
en [1] (posteriormente se publicaron resultados basados
en la misma idea esencial [2-3]) consiste en actualizar
dinámicamente un frente de discos que están rodeando
por fuera a todos los demás. El mantenimiento de este
frente hace posible que la cantidad de discos que tienen
que ser tenidos en cuenta para agregar uno nuevo, sea
muy pequeña.

El algoritmo permite obtener una densidad óptima
localmente, y permite generar los empaquetamientos a
una gran velocidad. Se menciona un ejemplo en el que
se obtuvieron 106 discos en 3.77s en una PC con un
procesador de 1GHz. Se plantea también que se pue-
den realizar aumentos posteriores de la fracción de área
mediante la compresión de la frontera y compactación
gravitacional, sirviendo esta última para eliminar posi-
bles inestabilidades en la posición de algunos discos.
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Figura 1. Empaquetamiento de 9368687 esferas que
simulan la estructura de un edificio de dos niveles

La principal desventaja son las dificultades para ha-
cer la extensión a 3D. La extensión 2D a otras part́ıculas
está expuesta en [4], para lo cual solo es necesario for-
mular cómo detectar la intersección de dos part́ıculas y
cómo hallar el centro de la nueva part́ıcula que se agre-
ga al empaquetamiento, de manera que esté en contacto
exterior con otras dos determinadas de antemano. Es-
tas formulaciones están hechas en [4] para poĺıgonos y
elipses. En el art́ıculo también se menciona la extensión
del algoritmo al empaquetamiento de esferas en 3D y
se explican las dificultades que esto conlleva.

Los empaquetamientos de elipses también fueron
descritos en [5]. Estos autores presentan un algoritmo
constructivo de avance frontal mediante el cual cada
nueva elipse que se agrega está en tangencia con otras
dos, lográndose la tangencia de una manera casi exacta
a través de la representación de cada elipse mediante
cuatro arcos de circunferencia. En [6] se extiende es-
ta representación a tres dimensiones, aunque en este
último caso el algoritmo de generación es mucho me-
nos eficiente y directo y está basado en un esquema
de cinemática de no interpenetración de cuerpos sóli-
dos. En esta representación se formula un interesante
problema de empaquetamiento ligado a la optimización
y que surge de un problema industrial, consistente en
determinar la proporción óptima entre tres tamaños di-
ferentes de part́ıculas esféricas que permita obtener un
conjunto de esferas de densidad máxima. El problema
se intenta resolver a través de un conjunto de simulacio-
nes con el MED, en cada una de las cuales las esferas
se dejan caer en un contenedor y luego se les aplica

una vibración para aumentar la densidad. Se presenta
además el modelo matemático del problema de empa-
quetar esferas logrando la densidad máxima posible, en
forma de un problema de optimización no convexa con
restricciones cuadráticas y función objetivo lineal. Sin
embargo, como bien aclaran los autores, dicho modelo
solo tiene un valor teórico, debido a que su complejidad
no permite aplicarlo a conjuntos con una gran cantidad
de esferas.

En [7] se describe otro método bastante general.
Ah́ı se exponen técnicas para colocar objetos arbitrarios
en el espacio, cercanos entre śı y empleando técnicas de
avance frontal. Para obtener empaquetamientos densos,
se discuten dos procedimientos: colocación de un objeto
más cercano (durante la generación) y mover o agrandar
(después de la generación). Se muestran ejemplos de la
formulación con part́ıculas tales como elipses, colisiones
de esferas o part́ıculas aproximadas por estas últimas.
Cuando la detección de intersección entre dos cuerpos
es muy complicada, se recomienda hacerlo mediante la
aproximación de estos con esferas, reduciéndose el pro-
blema a la detección de la intersección entre esferas. La
formulación tiene una desventaja principal: al agrandar
los objetos para lograr una mayor densidad, se pierde
el control sobre la distribución estad́ıstica que siguen
las dimensiones de estos. Por lo demás, en los ejemplos
presentados se aprecia una alta eficiencia desde el pun-
to de vista computacional y una gran generalidad, ya
que los procedimientos expuestos son aplicables a dis-
tintos métodos numéricos, como por ejemplo el MEF o
el MED.

En [8] se discute otro método de gran generalidad en
cuanto al tipo de part́ıculas, donde se presenta un códi-
go para generar empaquetamientos de varias formas de
part́ıculas, aunque los resultados solo se muestran para
part́ıculas esféricas. El diseño de clases implementado
permite agregar cualquier nuevo tipo de part́ıcula para
ser empaquetada, para lo cual basta solamente cono-
cer un procedimiento para colocar una en contacto con
otras dos (caso 2D) o con otras tres (caso 3D) y un pro-
cedimiento de detección de intersección. El autor pre-
senta ejemplos de conjuntos de esferas generados a velo-
cidades superiores a las 1000 por segundo con fracción
de volumen global superior al 51 %, además de ejemplos
de más de 2*106 esferas.

En [9] se propone una metodoloǵıa para implemen-
tar una biblioteca de clases destinada a ser usada en el
código presentado en [8]. Están implementados algorit-
mos para empaquetar colisiones de ćırculos en 2D, elip-
ses aproximadas con ćırculos y poĺıgonos, y colisiones
de esferas en 3D. El algoritmo de generación es indepen-
diente del tipo de part́ıcula y el diseño de clases permite
fácilmente agregar otros nuevos tipos de part́ıculas.
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A diferencia de algoritmos constructivos de avance
frontal descritos anteriormente, también existen esque-
mas de generación basados en un reacomodamiento co-
lectivo, tales como los discutidos en [10]. Estos autores
han desarrollado un algoritmo en 3D para el empaque-
tamiento de esferas que es fácilmente adaptable a otros
tipos de part́ıculas. El algoritmo está basado en una
idea geométrica de compresión empleando un eficien-
te método de búsqueda de vecinos [11], diseñado pa-
ra objetos de tamaños significativamente diferentes. La
idea general del algoritmo formulado consiste en gene-
rar capas de esferas que se comprimen hasta llenar la
geometŕıa deseada. Se presenta un ejemplo en el cual
se generaron 26787 esferas en 181s con una fracción de
volumen del 52.89 % en una PC de 1.4 GHz.

Otro ejemplo de esquema de reacomodamiento co-
lectivo se basa en la idea de generar capas de part́ıculas
que luego son comprimidas hasta alcanzar una posición
estable, empleando para ello el Método del Gradiente
Conjugado [12]. Se presentan ejemplos de empaqueta-
mientos obtenidos con part́ıculas esféricas y también
con poĺıgonos no necesariamente convexos.

Para obtener empaquetamientos de manera dinámi-
ca, también es posible aprovechar una malla de tetrae-
dros tal como las que se usan en el Método de Elementos
Finitos (MEF), inscribiendo una esfera u otro tipo de
part́ıcula dentro de cada tetraedro [13].

En algunas aplicaciones prácticas, se necesita obte-
ner una densidad máxima, lo cual se puede lograr for-
mulando matemáticamente el problema del empaque-
tamiento como uno de optimización. En [14] se plantea
el problema del empaquetamiento de esferas en 3D que
ocupen el mayor volumen posible, mediante un proble-
ma de optimización cuadrática no convexa con restric-
ciones cuadráticas y función objetivo lineal, siendo al-
gunas variables reales y otras binarias. Se demuestra
computacionalmente que el algoritmo propuesto pue-
de obtener la optimización satisfactoriamente hasta un
tamaño ĺımite. Se tiene la desventaja del alto costo
computacional (la cantidad de esferas en cada instan-
cia no sobrepasa las 10), por lo cual este modelo ma-
temático no es apropiado para grandes cantidades de
part́ıculas.

Una formulación que también permite obtener em-
paquetamientos de densidad máxima con mucho menos
costo computacional se expone en [15]. Su ventaja res-
pecto al trabajo [14] consiste en que plantea un proble-
ma de optimización no convexa con restricciones cua-
dráticas y función objetivo lineal, en el cual todas las
variables son reales. De ah́ı que se reporte haber gene-
rado modelos de hasta 30 discos en 2D (en este caso la
dimensión del problema de optimización no aumenta su
complejidad). En [15] también se plantean interesantes

problemas ligados al empaquetamiento de part́ıculas. Se
describe una aplicación industrial en la cual es necesario
determinar la proporción óptima de tres tamaños dife-
rentes de part́ıculas esféricas que permita obtener un
conjunto de esferas de densidad máxima, y se aborda
este problema a través de un conjunto de simulaciones.

Para aumentar la densidad de un conjunto de part́ıcu-
las obtenido previamente, es posible aplicar un proceso
de optimización local con una reducción considerable de
la porosidad. En [16] se obtienen mediante este método
porosidades inferiores al 10% en el caso 2D e inferiores
al 30% en el caso 3D para ćırculos y esferas respectiva-
mente.

Otros resultados interesantes se reportan en [17],
con aplicaciones directas a curvas y superficies super-
cuádricas.

En la búsqueda bibliográfica realizada no existe su-
ficiente evidencia de que existan métodos de empaque-
tamiento de part́ıculas para el MED que permitan mo-
delar la estructura ósea desde un punto de vista geo-
métrico, lo cual es el principal objetivo de la presente
investigación.

2. Métodos de empaquetamiento

Inicialmente se contaba con algoritmos de empaque-
tamiento que permiten generar part́ıculas con una al-
ta densidad ([8] y [9]), de hasta aproximadamente un
51% de fracción de volumen. Sin embargo, un método
de empaquetamiento tal y como los que existen en la
actualidad no es suficiente para modelar huesos, debi-
do a que es necesario reproducir la ortotroṕıa, y esto
se debe realizar desde la fase de generación del medio.
Uno de los algoritmos empleados en la presente investi-
gación ha sido el implementado en [8] y [9], aunque una
alternativa que tiene algunos elementos en común es la
presentada en [18].

El algoritmo de empaquetamiento formulado e im-
plementado aqúı se basa en el esquema de generación
de avance frontal de [4], consistente en los siguientes
tres pasos:

1. Generación de la part́ıcula que debe ser agregada al
empaquetamiento.

2. Selección de un frente activo y determinación de la
posición en la cual la nueva part́ıcula está en con-
tacto con otra más (caso 2D) o con otras dos (caso
3D) que forman parte del frente.

3. Chequeo de si la part́ıcula generada intersecta otras
existentes. Si no ocurre solapamiento la nueva part́ıcu-
la es aceptada y se continúa con el ciclo de genera-
ción hasta llenar el volumen (3D) o área (2D). En
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Figura 2. Algoritmo propuesto para el empaquetamiento

caso contrario se rechaza la posición y se regresa al
paso 2, hasta que no exista un frente activo.

Con la finalidad de ilustrar al lector el funciona-
miento del algoritmo, a continuación se incluye un pseu-
docódigo del algoritmo propuesto (Figura 2):

Notas:

1) En el pseudocódigo anterior, la part́ıcula i-ésima se
identifica con el número i.

2) El procedimiento de generación anterior se basa en
mantener en todo momento un frente activo que se
actualiza cada vez que se agrega una part́ıcula o ca-
da vez que una part́ıcula está totalmente rodeada
por otras, por lo que puede considerarse como un
esquema de avance frontal. El frente activo es deno-
tado por la variable Cext.

3) La variable ppiv se utiliza para denotar una part́ıcula
llamada pivote, que representa la parte del frente
que va a crecer inmediatamente, ya que la nueva
part́ıcula a agregar estará en contacto con ppiv y
una de sus vecinas.

En [8] y [9] se realiza una implementación de di-
cho esquema, considerando un conjunto de variantes del
método que proporcionan distintos patrones geométri-
cos con determinada eficiencia cada uno. La principal
ventaja de dicha investigación es que se pueden gene-
rar empaquetamientos con una fracción de volumen de
aproximadamente 51 % con una velocidad aproximada
de 1260 part́ıculas por segundo.

En el algoritmo descrito anteriormente, los frentes
de avance están compuestos por tŕıos de esferas no nece-
sariamente tangentes entre śı. Otra variante algoŕıtmica
que se ha implementado está descrita en [18], en la cual
cada frente de avance está compuesto por tres esferas
tangentes, a las cuales se les coloca una nueva tangen-
te a ellas tres (de forma similar a como se plantea en
[4]). Esta formulación tiene la ventaja de presentar una
velocidad media superior a las 3000 part́ıculas por se-
gundo en la mayoŕıa de los casos, y densidades cercanas
al 50 % para una distribución U [1,2] de los radios de
las esferas.
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La ventaja de los métodos descritos en este apar-
tado es que permiten obtener conjuntos de part́ıculas
con una alta densidad, pero no permiten reproducir las
trabéculas orientadas del hueso esponjoso. Sin embar-
go, realizándoles las modificaciones convenientes, śı per-
miten modelar de una forma realista materiales óseos,
como se verá a continuación.

3. Modelación geométrica de materiales óseos

El hueso trabecular puede considerarse como una
masa continua con agujeros alargados según las ĺıneas
de fuerza, siendo un material ortótropo[19]. En el pre-
sente trabajo, esto se ha modelado a través de empa-
quetamientos de part́ıculas circulares o esféricas que
forman agujeros eĺıpticos que tienen su eje mayor o-
rientado según una dirección determinada.

Por otro lado, el MED es una herramienta que per-
mitirá modelar de una manera directa la ortotroṕıa de
un material mediante los mencionados agujeros eĺıpti-
cos, lo cual podrá comprobarse cuando se efectúen las
simulaciones correspondientes con los empaquetamien-
tos descritos.

En esta investigación se han desarrollado diversos
métodos que permiten obtener empaquetamientos de
part́ıculas que forman huecos eĺıpticos (en forma de
trabécula), los cuales están cubiertos de una capa com-
pacta de part́ıculas, lo cual puede ser empleado para
modelar el hueso trabecular rodeado del cortical. A con-
tinuación se describen dichos métodos.

Método 1

Luego de cubrir el empaquetamiento con una malla
de rectángulos, se definen elipses inscritas en algunos
de ellos (con semiejes paralelos a los lados) y se elimi-
nan los ćırculos que estén dentro de ellas. La existencia
de las elipses se puede definir a través de una matriz
binaria cuyos elementos se pueden definir de una forma
determinista o aleatoria. Por ejemplo, la matriz corres-
pondiente a la Figura 3 es




0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0




Método 2

En este método se superpone un empaquetamiento
de ćırculos grandes sobre uno de ćırculos pequeños y

 
Figura 3. Empaquetamiento con agujeros eĺıpticos uni-
formes

 
Figura 4. Agujeros eĺıpticos aleatorios

se eliminan los pequeños que caigan dentro de elipses
inscritas en los grandes. Las elipses tienen un pequeño
ángulo de inclinación aleatorio. En el ejemplo mostrado
en la Figura 4, se ha llenado un cuadrado de lado 600
con ćırculos de radios distribuidos U[1,2]. Los agujeros
eĺıpticos han sido obtenidos a partir de un empaqueta-
miento de ćırculos de radios distribuidos U[30,60].

Método 3

Este método selecciona sucesivamente una part́ıcu-
la de forma aleatoria y a partir de ella construye otra
concéntrica con la primera y con un radio que se en-
cuentra determinado aleatoriamente por los valores de
radios mı́nimo y máximo de las part́ıculas del empa-
quetamiento. La selección de la part́ıcula Pise realiza
generando un número aleatorio entre uno y la canti-
dad de part́ıculas con que cuenta el empaquetamiento.
El nuevo ćırculo Pk que se colocara a partir de Pi es-
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tará determinado por el centro de Pi y su radio sigue
una distribución cuyos valores máximo (radiomax) y
mı́nimo (radiomin) son calculados por la siguiente ex-
presión:

radiomax =
Rpartmax

Relación de densidad
(1)

radiomin =
Rpartmin

Relación de densidad
(2)

donde Rpartmax y Rpartmin son los radios máximo y
mı́nimo de las part́ıculas del empaquetamiento y la Re-
lación de densidad es la relación existente entre la zo-
na porosa y la zona densa del material en estudio. De
esta manera, para determinar el nuevo radio (r’k) se
genera un número aleatorio siguiendo la distribución
U(Rpartmax, radiomin), como muestra la Figura 5.

 
Figura 5. Ćırculo concéntrico con la part́ıcula seleccio-
nada aleatoriamente

En el próximo paso, se eliminan todas las part́ıculas
que intercepten al ćırculo recién construido P’k y se
repite el paso anteriormente descrito. Esto proceso se va
a repetir hasta eliminar una cantidad tope de part́ıculas
del empaquetamiento, la cual se calcula de la siguiente
manera:

Cantidad part́ıculas eliminar = cantidad de part́ıcu-
las * Relación de densidad

donde la cantidad part́ıculas se refiere al número to-
tal de part́ıculas con que cuenta el empaquetamiento
y la Cantidad part́ıculas eliminar se refiere al número
máximo de part́ıculas que se van a eliminar del empa-
quetamiento. Mientras no se haya alcanzado esta cifra,
se repetirá el proceso anteriormente descrito. Dos ejem-
plos de empaquetamientos obtenidos se muestran en las
Figuras 6 y 7.

 
Figura 6. Empaquetamiento obtenido con Rpartmin =
1,0 Rpartmax = 2,0 y relación de densidad 0.5

 
Figura 7. Empaquetamiento obtenido con Rpartmin =
1,0 Rpartmax = 2,0 y relación de densidad 0.3

Método 4

En este método se calcula un umbral a partir de los
parámetros Rpartmin, Rpartmax y la relación de densi-
dad de la siguiente manera:

umbral = Rpartmax − relación de densidad ∗
(Rpartmax −Rpartmin)

(3)

Luego se eliminan todas las part́ıculas cuyo radio
sobrepase el umbral calculado.

Las Figuras 8 y 9 son ejemplos preliminares obte-
nidos. En estas se puede observar que si bien el méto-
do permite disminuir la densidad, no posibilita obtener
huecos, ya que la pérdida de densidad es aproximada-
mente “uniforme” en todo el sistema de part́ıculas.
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Figura 8. Empaquetamiento obtenido con Rpartmin =
1,0 Rpartmax = 2,0 y relación de densidad 0.3

 
Figura 9. Empaquetamiento obtenido con Rpartmin =
1,0 Rpartmax = 2,0 y relación de densidad 0.15

Método 5

El método 4 propuesto anteriormente no es una bue-
na solución para el problema tratado, a pesar de ser una
alternativa para rebajar la densidad de un material en
un por ciento preestablecido. El método que se aborda a
continuación se ha combinado con una técnica de avan-
ce frontal. Consiste en construir un empaquetamiento
representado por ćırculos tratados como part́ıculas y
ćırculos tratados como huecos. Para esto se cuenta con
una distribución para cada uno de los dos tipos de ele-
mentos (part́ıculas y huecos) que se irán construyendo
a través del método de avance frontal. Cada frente de
avance puede estar formado por dos ćırculos o dos hue-
cos o hueco y ćırculo. El problema geométrico afrontado

es el mismo que en las tradicionales variantes de esta
técnica de generación con la diferencia que en la fase
final se eliminarán todos los ćırculos que representan
huecos. Para determinar si el próximo elemento a co-
locar representará una part́ıcula o un hueco se asocia
una probabilidad a cada elemento determinada por la
siguiente ecuación

Phueco + Ppart́ıcula = 1 (4)

donde Phueco es la probabilidad de que el ćırculo sea
un hueco y Ppart́ıcula la probabilidad de que el ćırculo
sea una part́ıcula. De esta manera generando un núme-
ro aleatorio de cero a uno y teniendo la probabilidad
asociada a uno de los elementos es posible lograr empa-
quetamientos porosos con una técnica de avance frontal.
Con el método descrito anteriormente pueden obtener-
se sistemas de part́ıculas tales como los muestran las
Figuras 10 y 11.

 
Figura 10. Empaquetamiento obtenido con
radiohuecos ∼U[3,5], radiopart́ıculas ∼U[1,2],
Phueco = 0,02

Existe una relación entre las distribuciones que si-
guen las part́ıculas y huecos y sus probabilidades de
selección con la densidad final del material. Para tener
un control de esta relación es necesario realizar un estu-
dio estad́ıstico que se sale de los objetivos del presente
art́ıculo.

Método 6

Este método es una continuación del anterior. Se ba-
sa en la forma aparentemente eĺıptica de las trabéculas
del hueso, la cual se ha modelado con huecos eĺıpti-
cos de una inclinación de ángulo ø. El método consiste
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Figura 11. Empaquetamiento obtenido con
radiohuecos ∼U[3,10], radiopart́ıculas ∼U[1,2],
Phueco = 0,02

 Figura 12. Elipse de semiejes mayor y menor iguales
a a y b respectivamente, circunscrita en un ćırculo que
tiene su mismo centro

en inscribir en elipses los ćırculos que representan hue-
cos que se formarán a partir de estos (véase la Figura
12), y luego eliminar todas las part́ıculas que tengan su
centro dentro de alguna de estas elipses, de manera que
queden huecos eĺıpticos dentro del empaquetamiento de
part́ıculas circulares.

Tal y como muestra la Figura 12, alrededor de los
ćırculos grandes se circunscriben elipses cuyo semieje
menor coincide con el radio del ćırculo. Para verificar
si un punto p (que representa el centro de un ćırcu-
lo pequeño) se encuentra dentro de una elipse de cen-
tro (x0, y0), semiejes mayor y menor iguales a a y b

respectivamente, e inclinación -θ, se evalúa el punto

(
cos θ − sen θ

sen θ cos θ

)
(p−(x0, y0)T ) en el miembro izquierdo

de la ecuación canónica x2

a2 + y2

b2 = 1. Si este es menor
que 1, el punto está dentro de la elipse, si es igual a 1, el
punto está sobre la curva, y si es estrictamente mayor,
el punto está por fuera

Las siguientes Figuras 13 y 14 son ejemplos de em-
paquetamientos obtenidos con el método descrito.

 
Figura 13. Empaquetamiento obtenido con ø∼ U[0o,
30o], radiohuecos ∼U[3,5], radiopart́ıculas ∼U[1, 2],
Phueco = 0,02

 
Figura 14. Empaquetamiento obtenido con ø∼U[30o,
90o], radiohuecos ∼=U(3,5), radiopart́ıculas ∼=U[1, 2],
Phueco = 0,02

Por último, es necesario decir que debido a la forma
en que está definido el método, pueden quedar part́ıcu-
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las completamente desconectadas del conjunto, y éstas
deben ser eliminadas.

4. Selección de métodos de empaquetamiento
para materiales óseos

Los seis métodos descritos en el apartado anterior
son un intento de modelar la estructura del hueso, tanto
su parte cortical como trabecular combinadas. No se
puede afirmar a priori que alguno de ellos será el mejor.
En cuanto a tiempo de cálculo, todos son equivalentes,
por lo cual el único criterio para decidirse por uno o
varios de ellos debe ser a través de simulaciones con el
Método de Part́ıculas. Desde el punto de vista geomé-
trico, es bastante dif́ıcil poder cuantificar en cuánto se
parecen las estructuras generadas a los huesos reales.

Lo más que se puede hacer en el estado actual de la
investigación es tratar de obtener la misma fracción de
volumen que tienen los huesos reales. Para esto existen
dos variantes, ya que en la parte trabecular, el medio
continuo que contiene a las trabéculas está modelado
con esferas pequeñas, y para determinar la densidad
del empaquetamiento pudiera considerarse o no la po-
rosidad del conjunto de esferas pequeñas.

5. Extensión a 3D de los métodos anteriores

Los métodos descritos han sido extendidos a tres di-
mensiones, mediante la creación de agujeros en forma de
elipsoides en empaquetamientos de esferas. Un elipsoide
en 3D se puede representar por las componentes { xCen-
tro, yCentro, zCentro, a, b, θz, θx}, donde el significa-
do de los parámetros es el siguiente: para verificar si un
punto p pertenece al elipsoide, el punto Mz,θzMx,θx(p-
(xCentro, yCentro, zCentro))T ) se evalúa en el miembro
izquierdo de la ecuación canónica x2/a2+y2/b2+z2/b2

=1, siendo

Mz,θz =




cos θz − sin θz 0
sin θz cos θz 0

0 0 1


 (5)

Mx,θx =




0 cos θx − sin θx

0 sin θx cos θx

1 0 0


 (6)

La distribución de θx y θz ha sido U[0, 2π] y U[−εz, εz]
respectivamente, donde εz se tomó como εz = 0,358.

La Figura 15 muestra un corte en forma de ortoe-
dro de poca altura, realizado a una generación aplican-
do el método que ha sido explicado. En esta se puede

observar que la parte exterior no tiene agujeros y sir-
ve para modelar la parte cortical del hueso, mientras
que la parte interior del empaquetamiento tiene aguje-
ros eĺıpticos, por lo cual es apropiada para modelar la
parte trabecular.

 
Figura 15. Extensión a 3D del método 6

6. Modelación de huesos humanos

Los métodos descritos anteriormente se emplearán
en el llenado de mallas que representen huesos reales,
como por ejemplo, los siguientes cráneo y mand́ıbula
(Figuras 16 y 17), obtenidos mediante la aplicación del
método 6 extendido a 3D tal y como se explica en la
sección 5.

A pesar de que se han obtenido algunos resultados
iniciales, hay aspectos que es necesario mejorar. Por
ejemplo, aunque a primera vista las trabéculas pare-
cen tener forma eĺıptica, pueden existir mejores mo-
delos geométricos. Es necesario realizar un estudio de
la forma geométrica de las trabéculas para modelarlas
mediante huecos en empaquetamientos compactos de
esferas o de otro tipo de cuerpos.

Como el objetivo principal de reproducir la estruc-
tura geométrica del hueso es simular las caracteŕısti-
cas mecánicas de los huesos reales, quizás las part́ıculas
esféricas no son las más apropiadas para este objetivo,
por lo cual en futuras investigaciones se debe experi-
mentar con otras formas tales como elipses o conglome-
rados de esferas, siendo importante también la orienta-
ción espacial de estas.

Se debe trabajar también en encontrar métodos pa-
ra obtener conjuntos de part́ıculas lo más compactos
posible, tanto para modelar el hueso cortical como para
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Figura 16. Cráneo humano generado con 1101921
part́ıculas esféricas

 
Figura 17. Mand́ıbula humana generada con 73605
part́ıculas esféricas

modelar la parte esponjosa antes de realizarle los agu-
jeros. También se debe investigar cuáles distribuciones
estad́ısticas son las más apropiadas para las dimensio-
nes de los elementos discretos, teniendo en cuenta que
no existe una relación f́ısica directa entre dichas dimen-
siones y las caracteŕısticas geométricas del tejido óseo.

Otro aspecto importante a tener en cuenta es el
tiempo de CPU. Cuando la malla que rodea los elemen-
tos discretos tiene poca complejidad, se pueden obtener
conjuntos de un gran número de part́ıculas de una for-
ma bastante eficiente. Por ejemplo, en [8] obtiene un
conjunto de 1931732 esferas contenidas en un cubo en
85 minutos, en una PC de 2.66 GHz. Sin embargo, con

mallas complejas tales como las de las Figuras 16 y 17,
se pierde mucho tiempo en la verificación de la interio-
ridad de puntos dentro de esta, por lo cual es necesario
implementar métodos que mejoren la eficiencia en este
sentido [16].

7. Conclusiones

Se han desarrollado y descrito métodos de empaque-
tamiento para simulaciones con el MED que permitan
modelar complejos huesos humanos como la mand́ıbula
y el cráneo, modelando caracteŕısticas fundamentales
de los huesos tales como la ortotroṕıa.

En el caso del hueso trabecular, esto ha sido logrado
a través de agujeros eĺıpticos realizados a empaqueta-
mientos lo más compactos posible de ćırculos o esferas,
mientras que el hueso cortical ha sido modelado con
empaquetamientos lo más densos posible.

La validez o utilidad de los métodos de empaqueta-
miento presentados solo puede comprobarse cuando se
realicen simulaciones con el MED, y hacia esto está en-
caminado el trabajo inmediato. Es necesario seguir in-
vestigando cómo modelar las trabéculas y qué distri-
bución estad́ıstica es la más apropiada para las dimen-
siones de los elementos discretos. También es necesa-
rio comprobar en la práctica con qué tipo de elemen-
tos discretos se obtienen resultados que describan mejor
el comportamiento mecánico del tejido óseo; aśı como
desarrollar algoritmos de empaquetamiento que permi-
tan obtener una fracción de volumen lo más alta posi-
ble.

Por último, con el objetivo de reducir los tiempos
de CPU, es necesario implementar métodos más eficien-
tes para determinar la interioridad de un punto en una
malla.
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