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Introduccion.

La idea de multidimensionalidad en la Fisica estd intimamente relaciona-
da con la geometrizacién del espacio, cuyas raices descansan en los intentos
por demostrar el quinto postulado de Euclides sobre las lineas paralelas [18], el
cual dice que por un punto exterior a una recta pasa solamente una paralela.
Posteriormente en los trabajos de Lobachevski y de B. Riemann son propues-
tas geometrias no Fuclideas hiperbdlica y esférica correspondientemente. Final-
mente, a principios del siglo XX con los trabajos de A. Einstein sobre la teoria
especial de la relatividad y de A. Poincare en la concepcién topoldgica de la
dimensionalidad, toma fuerza la profunda relacién entre las leyes fisicas [11] y
la geometria, lo cual es mostrado en la expresion para el cuadrado del intervalo
4-dimensional

ds? = gapdr®dz®,

entre dos puntos separados infinitesimalmente en el espacio-tiempo, donde «,
£ toman los valores 0, 1, 2, 3. Precisamente, fue Einstein quien sugirié una
explicacién geométrica de la gravitacién en sus trabajos sobre la teorfa general
de la relatividad de 1915, lo cual estd expresado en las ecuaciones de campo de
Einstein,

1
Ra,@ - §gaﬂR = _RTaB

en las que en la parte izquierda estdn presentes solo cantidades geométricas, en
cambio, en la parte derecha estédn presentes las propiedades de la materia medi-
ante el tensor de energfa —momentum T, 3. Las ecuaciones de Einstein expresan
la extraordinaria e importante circunstancia que la curvatura del espacio-tiempo
estd determinada por las caracteristicas fisicas de la materia en ¢l contenida. Ex-
iste una densidad critica (“p,.”) de 5 protones/m? a partir de la cual se establece
una clasificacién para el universo, basada en la relacién geometria densidad que
establece la relatividad general: si p,, > p. (“p,,” es la densidad de materia
actual), se dice que es cerrado; si p,, < p, se dice que es abierto; y si se tiene
que p,, = p., entonces el universo es plano.

En las generalizaciones multidimensionales de la relatividad general, la cur-
vatura escalar R juega un importante papel. Sefialemos que las férmulas aquf
escritas son vélidas también para variedades espacio-temporales de mayor di-
mension, es decir, para teorias 5 y 6 dimensionales y mas.

A%



VI INTRODUCCION.

Hacia 1919 Teodor Kaluza [7, 14] mostré una manera ingeniosa de unificar
las interacciones conocidas por ese tiempo, a saber, la electromagnética y la
gravitacional, proponiendo para ello un fondo de espacio-tiempo Riemanniano
5-dimensional. Como Einstein no estaba muy convencido de este procedimiento,
sugiri6 la publicacién de dicho articulo solo hasta 1921, que méds adelante jun-
to con Bergman fue uno de los puntales del método multidimensional. De esta
manera, Kaluza propuso adicionar una coordenada més de tipo espacialoide a la
variedad espacio-tiempo cuatridimensional; es decir, sugirié un espacio curvo de
4 dimensiones en lugar de las tres conocidas, donde la cuarta direccién espacial
debia estar oculta a nuestra percepcién. Sin embargo, dicha dimensién oculta
podia tener una influencia detectable en nuestro mundo cuatridimensional, el
de nuestra cotidianidad. De esta manera, la interaccién electromagnética pasa
a ser considerada como una fuerza de origen en la quinta dimensionalidad [12].
Ademas, habia una propiedad adicional de las componentes de la métrica pen-
tadimensional, a saber, que todas sus componentes no debian depender de la
quinta coordenada lo cual es hoy reconocido [16] como condicién de cilindricidad
en la quinta dimensién xs.

De esta manera, la métrica o cuadrado del intervalo entre dos eventos sepa-
rados infinitesimalmente se escribe como

dI? = G spdz?dz®,

donde ahora los indices A, B toman los valores 0, 1, 2, 3, 5, y G4p es una matriz
con las 25 componentes del tensor métrico en 5 dimensiones:

Goo Go1 Go2 Goz Gos

Gio Gun Gi2 Gz Gis
Gap=| Gao Ga1 Gaz G2z G5 —[

Gs3o Gz Gz Gzz Gss

Gso Gs1 Gsz Gsz Gss

Gaﬂ Gas :| - |: 9ap A, :|
Gsg  Gss Ag Gss |’

donde para el caso general, GG, posee solo 15 componentes diferentes. Kaluza
distribuyé estas 15 componentes de forma que las 10 componentes g,g corre-
spondieran a las 10 de la relatividad general einsteniana, y G5, corresponderian
a las componentes del potencial vectorial electromagnético, por lo que G55 quedd
como un excedente, con el cual se podria describir un nuevo campo escalar que
en principio podria representar un “tipo de materia”. Al aplicar el procedimien-
to de la 4 4+ 1-descomposicién de las ecuaciones de lineas geodésicas
5-dimensionales , se obtienen las cuatro conocidas ecuaciones cuatridimensiona-
les del movimiento de particulas cargadas en los campos gravitacional y electro-
magnético; y una quinta ecuacion, la cual indica la dependencia de la relacién
carga/masa de una particula respecto del campo escalar Gs,.

En los trabajos de Kaluza [14] fue demostrado de manera general que la unifi-
cacién del campo gravitacional einsteniano y las ecuaciones de Maxwell se da
teniendo como base un espacio-tiempo Riemanniano 5-dimensional [13]. Algunas
decenas de afios después, Vladimirov [16] en 1987 muestra que en una teorfa 6-
dimensional de tipo Kaluza-Klein se logran unificar la interaccién gravitacional
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einsteniana con el campo electrodébil de Weinberg-Salam. Ademds, hacia fines
del ano 2012 y este 2013 se ha publicado bastante material que indica sobre la
presencia de un nuevo tipo de materia, “materia obscura”, en el universo, sobre
todo en las regiones de influencia de galaxias elipticas [2]. De esta manera cobra
especial interés la bisqueda de soluciones cosmoldgicas 6-dimensionales de tipo
Kaluza-Klein, lo cual aquf es realizado, al menos parcialmente. Los resultados
aqui obtenidos habran de generalizarse en futuros trabajos para posiblemente
describir las propiedades de dicha materia especial.



VIII INTRODUCCION.



Capitulo 1

Obtenciéon de las
“Ecuaciones de Einstein
7D”: formalismo de Cartan,
formas diferenciales.

Atn cuando la cosmologia de interés particular es la 6-dimensional con sec-
cién espacial tridimensional de curvatura nula, positiva y negativa, como es de
costumbre, para fines de trabajos futuros aqui mostraremos los cdlculos para
una cosmologia de una dimensién mayor, es decir, 7-dimensional. De las ecua-
ciones de campo finalmente obtenidas haremos la simplificacién para obtener
las ecuaciones 6d de campo. En los marcos de la teoria de Kaluza-Klein estos
modelos cosmolégicos son de especial interés ya que en la teoria 6d [[16]] de las
interacciones gravielectrodébiles, las constantes fisicas fundamentales resultan
conectadas con las componentes adicionales G55, Ggg, Gs¢ de la métrica, las
cuales corresponden a tres campos fisicos escalares. Dichas constantes son:

e = go,/é 7=200 /M sinf, — _ Ges
—G55Ge6’ —G55Ge6 v Gss5 + Ges’

e G55 + Goo

mz = Mz m7

que corresponden a la carga del electréon, la constante de interaccién con el
campo bosénico, el dngulo de Weinberg y la masa del bosén z. Igualmente las
cantidades con tilde son constantes, las cuales deben definirse desde la obser-
vacién. De esta manera la evolucién de los campos escalares debe manifestarse
en los valores de dichas constantes. Por otro lado, Yu S. Vladimirov [16] analiza
distintas formas de métricas que se obtienen al aplicar la transformacién con-
forme de Weyl a las ecuaciones obtenidas luego de la 1 + 1 + 4 reduccién. De
acuerdo con esto 1ltimo, el coeficiente ante el tensor métrico de partida se puede



2 CAPITULO 1. OBTENCION DE LAS “ECS. DE EINSTEIN 7D”.

elegir de tres maneras diferentes, a saber,

1) Guvs 2) A5 s 3) AeGpuws (1.1)

donde A5 es el factor conforme, el cual por congruencia de la teoria puede ser
tomado como la quinta componente del 5-vector monada A4 contenido en la
representacién general de la métrica 5-dimensional de partida G 4p = ix\g + 9
si hablamos de la 5-dimensionalidad. Segun este autor el inciso 3) de la expresién
anterior es la forma més adecuada de aplicar la transformacién conforme de
Weyl, pues conlleva a ecuaciones conocidas (ver (1.2), (1.3) y (1.4)).

Siguiendo a Vladimirov, se tiene que:

a) Luego de la n+4 reduccién en las ecuaciones obtenidas se sigue aplicar la
transformacién conforme, después de lo cual hay que realizar la identifi-
cacion de las diversas cantidades geométricas con cantidades fisicas.

b) La condicién de cilindricidad en las coordenadas adicionales debe cambiarse
por la condicién mds general de cuasicilindricidad, cuando todas las com-
ponentes de la métrica de partida dependen de las coordenadas adicionales
pero luego de la transformacién conforme dicha dependencia es eliminada
quedando tan solo en el factor conforme, lo cual corresponde a la idea de
Einstein y Bergmann acerca de la periodicidad o cerradura del mundo en
las coordenadas adicionales. En la transicién a la teorfa 4d estdndar se
realiza la promediacién en dichas dimensiones mayores con lo que la de-
pendencia de las cantidades fisicas respecto de dichas dimensiones queda
eliminada.

Pongamos como ejemplo la 5-dimensionalidad. De las ecuaciones 5d de Eins-
tein 1
"Rap — §GAB5R +AGap = kQaB

finalmente se obtiene el conjunto de ecuaciones

1 2k o 1 o
4R/,u/ - 59;“/4R+ A)\gg“y = _074 (FHQFV — Zg,U‘VFO‘BF B) + FET/,LI/

3

5 (ViVids — 9,w9°VaVsrs)  (1.2)
6

_)\7?)\5#)\5,1/7
A5, k3 B

VY, Fr ey _ C 3o \B 1.3

= Nl (13

1 3k 1
9PV o Vs — G (4R+ 4021+1,431~m5> s — gAx;’ = fgngABx“AB, (1.4)

donde T,,, = Qa Bg;‘gf es el tensor 4-dimensional de energfa-momentum de

la materia exterior. Estas ecuaciones son las correspondientes a las ecuaciones



estdndar de Einstein (1.2), al segundo par de ecuaciones de Maxwell (1.3) y
a la ecuacién de Klein-Fock-Gordon (1.4) para el campo escalar A5, mismo
que estd contenido en la parte derecha como una forma de materia adicional
(de procedencia geométrica). De acuerdo con Vladimirov [16] la ecuacién (1.4)
podria en principio ser aplicada a una forma nueva de materia (por ejemplo a
la materia obscura) y definir algunas de sus propiedades y caracteristicas.

Por esta razén proponemos el cuadrado del intervalo 7-dimensional en forma
homogénea e isotrépica con simetria esférica, de acuerdo con el inciso 3) de la
expresion (1.1),

28 [dn? — dx? — f? (d6* + sin® () dip?
2 _ 2a) € Ul X ®
aI* =e { [ —6271dm% _ ez’ygdxg _ 6273dx§ )] ) (1.5)

donde la correspondencia entre coordenadas y variables es la siguiente:

Coordenada Variable Dimension

0 n temporal

1 X radial

2 0 angular

3 @ angular

) x! quinta

6 z? sexta

7 23 séptima
Tabla 1

ademads,

a=am),B=6m, =), 1=, 72=72M) yv3=73(n) (1.6)

son funciones de sus respectivas variables temporal 7 y radial x. Una vez obtenidas
las correspondientes ecuaciones 7-dimensionales de Einstein, procederemos a su
reduccién 6-dimensional para su relacién con otras soluciones

6-dimensionales obtenidas por Kechkin-Peraza [10].

Los célculos para obtener las ecuaciones de campo estardn basados en el
formalismo de formas diferenciales de Cartdn [15], el cual, como es sabido, sim-
plifica bastante los célculos, ademds de la elegancia caracteristica del mismo.

Comenzaremos eligiendo una base de “tetradas” 04 = e(ﬁ)dxa tal que los
coeficientes gap [4, 6] en la expresién ds?> = gABHAHB para la métrica, sean
constantes. Asfi pues, la base serd

0° = e tPdp dn =08

0! = e By dy =0'e P

0% = e +B £dp do = 0>~

0° = et fsin(0)dp  dp =0
05 = et dy? dz' = @Pe—om
05 = e 2y da? = 0%e—2
0" = e sy’ daz® = 0Te s

Tabla 2



4 CAPITULO 1. OBTENCION DE LAS “ECS. DE EINSTEIN 7D”.

por lo que sustituyendo esta tabla en nuestra métrica (1.5) obtenemos
dr? = (0°)° = (0")" = (6)" = (¢°)" = (6°)" = (¢°)" = (6")",
donde
goo =1, g11 = go2 = g33 = gs5 = ges = gr7 = —1; (1.7)
otros gag = 0. Ademss, ¢ gpc = 5AC [4, 6], por lo que 1 = 500 = ¢%%gg0 =

9%°g00 + 9% g10+ ...+ 9% g70 = %900 = g - 1 = g, es decir, g = 1;y de la
misma forma se procede con los demds g%, obteniendo el siguiente resultado:

9"? =gap, VA, B=1{0,1,2,3,5,6,7}. (1.8)

Ahora obtendremos los diferenciales exteriores de las cantidades V. Asi,
haciedo uso de las férmulas

d(fQ) = fdQ +df AQ, d*Q =0, ¥ n-forma Q y escalar f,
resulta que

do°

d [(e"‘+ﬁ) dn] = e+ d (e‘”ﬁ) ANdn=d (eo‘"‘ﬁ) Adn
= (a+pB) e Pdn A dy=0;

y de igual forma se procede con los demds diferenciales exteriores, obteniendo
la siguiente tabla:

de® =0
do' = (a+ B) e P A O
d0® = (a+B) e P° NO° + e B Lpt pp?
d0°= (o + B) e PP NG +e= 2B Lo npP e P otlB g2 g8
d0° = (a+,) e~ B° A 65 '
do® = (a+7y) e P A G°
do” = (o +73) e=*=59% A 0"
Tabla 3

Lo que sigue es comparar estos resultados con las primeras ecuaciones de
estructura
dot = —wi A 65,

para asi obtener las 1-formas wAB. Ast, df° = 0, por el valor dado en la tabla 3.
También,

do' = —wly AN O° — W N0 — W NG — W NP — W AN — W N0 — W AT,

pero

wh= g wei= g wor+g  wiit ..+ ¢ wrn = g twi =0, (1.9)
pues de (1.8) puede verse que las componentes g'4 son cero para A # 1,y
waa = 0; asf que

do' = —w N0 — WL AP — W AP — W AN — W AR — W AT



lo cual, al compararlo con el valor respectivo en la tabla 3, nos da la igualdad

—(a+8) e PN = - A —wL AT —wh NG
—whE AP — W A — W AT,

de donde w'y = (a + B) e=*P" y las demas formas para d* son w', = Ey 464
(donde a = {2,3,5,6,7} y E1, es un escalar), pues de acuerdo con la antisimetria
del producto cuifia [6], 04 A 08 = —0P A 0”, de modo que si A = B, entonces
dicho producto es cero. Y de manera andloga se obtienen otras formas wAB. Los
resultados se muestran en la siguiente tabla:

wl 0= = (a+p) e >Fot.
wr = (a+B) e > Fp?
W = e~ 8L p?

¢ 3
wlh = (a+p) e Po

w N

wd =e " BL g3
w32 — ¢—a B co:f(@) 93
W50 = (a+7,) e P
= (v +7,) e 27Fp°
( ) 047607
Tabla 4

Ahora obtendremos méds formas haciendo uso del tensor métrico, como se mues-
tra a continuacion:

R 50 50 50 0 1 00 1
WgYRlg = Wiy = TWs1§ = Wy =Wedug s = ~Wy,
donde Se us6 la férmula wap = —wpa y las relaciones (1.7) y (1.8); asi que
w% = wly. De manera similar se calculan las demds formas. Los resultados

aparecen en la siguiente tabla:

WY =wh
W = w?,
wh = —w?
Wl = w3,
wly = —w?’
wh = —uw’
Wl = W,
W% = Wb,
wh% =W,
Tabla 5

De acuerdo con el formalismo, las deméds formas w’ que no obtuvimos son cero.
Nuestro siguiente paso es calcular los diferenciales exteriores de las 1-formas
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w’ de la siguiente manera:

du, d[(a+B) e 0" = [(a +8) e _(a+p) e—a—ﬁ] dn A 6"
+(a+B) e Pdp*
= [(a +8)" = (a+ 6)’2} e 2072800 A gt

+(a+ B)'2 e~ 2072890 A gt
(Oé +5)// 6—204—2600 /\91’

donde fueron sustituidos dn y df' desde las tablas 1 y 3 respectivamente; de
forma andloga se obtienen otros diferenciales. Los resultados se muestran en-
seguida:

dw'y = (a+ B)" e20720¢" p g
dw’ = (o + )" e 2072800 N 0% 4 (a+ B) e20-20 L g A g
dw21 = 6*26‘*26%/91 A 62

o — (a+B)" e 227280° N 0® + (a + B) 6—2‘1—2/”7’91 A6
0 +(a+ B) em20-20tlp? 5 6

duw?y = e 2020 L1 NP+ 720720 L cot (0) 0° A 6°

dw?y = — <07 N O°

/!

dw’y = |(a+7)" = (@+B) (a+7) +(Oz+'yl)/2 e 2a=28¢0 A 95
2

dwly = |(a+7y)" — (@ +B) (a+7,) + (a+7,) | e 227280° A ¢°

dw’y = |(a + 73)” —(a+ 6)' (a+ 73)/ + (a4 73)'2 e—20=2690 A 97
Tabla 6

Otros diferenciales exteriores dw se calculan a partir de las equivalencias de la
tabla 5 y volviendo a emplear esta tabla 6. Los demds diferenciales exteriores
seran cero.

Lo que sigue es calcular las dos-formas QAB haciendo uso de las segundas
ecuaciones de estructura

Asi que

QOO == dwoo + (UOC /\ WCO
= dwl + W AW+ W Awl) + W% AW+ AW
+w% AW + w% A WS+ W% AWT
= O,



de acuerdo con las tablas 4 y 5;

Q%

dw® +W° AW

dw® + W AW + WO AWl F Wl AW

+w% Aw? + W% AW+ Wl AW + W% AW

(a+B3)" e 2729 N0 + (a+B) e PO A (a+ B) e > Ph?

/
+(a+6)l e—a—ﬁei’) /\e—a—ﬂf793

(a+ )" e~ 2072890 A g1,

de acuerdo con los datos de las tablas 4, 5 y 6, y el método empleado en la
ecuacion (1.9); y andlogamente se calculan las demds 2-formas. Aqui se muestran
los resultados:

a5,
Q°
Qo
(92
Q%
0%
Q%
QY
QL
QL
Q4
QL
Qs
QL
0%
02
(92
0%

0%

(O("’B)N 672&72B90 /\01
(+ B)" e2972090 A 2
(a+p)" e 72000 N G°

12

Y(a+y) +(a+y) + (a+ 71)”] e—20=2890 A g5

,2

(a+p
:— (a+B) (@+7) + (a+7) + (a+ 72)”} e 2072890 A g5
(a+p

12

Y (+7s) + (@ +7s)" + (a+7s)"] 727260 67

— &
Qol
0

r /2 f//

(a + ﬂ) _ f] 672a72501 A 02

Py 1

(a+p8) — ";] e 2072091 A 93
(a+p) (a+71) e > 2P0 n0°
(a4 B) (a4 ,) e 2272891 A °
(@ B) (at7) €0 A6
902
_Q12
0

1—f" 2

[ f2f +(a+pB)" | e 2272097 A 93

(a+0) (a+7,) €262 67
Tabla 7, primera parte
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0% =
0% =
Q3
Q3 =
Q3
Q%
Q% =
Q3 =
0%
Q%
Q° =
>,
Q5 =
Q%
0% =
0>
0% =
Qb
Qs =
%
Q5
Qb
Q7
Q, =
Q7
Q7
Q7
Q% =
Q7

do las férmulas

OBTENCION DE LAS “ECS. DE EINSTEIN 7D”.

(a+B) (a+7y,) e 2272892 A ¢°

(a+pB) (a+~3) e 227289 A G7

Q0

_ng

_923

0

(@+B) (a+7,) e *P0° n0°

(a+B) (a+7,) e 247293 A g5

(a+B) (a+ ;) e 2272893 A g7

QO5

_le

_Q25

fQ35

0

(+71) (a+7,) e 7200° A 6°
(a+71) (a+7;) e 2*7200° A6
,Qlﬁ

_926

_Q36

_Q56

0

(a+72) (a+7s) e 2 72P0° N 07

f917

_927

(237

_Q57

fQG7

0

Tabla 7, segunda parte

El siguiente paso es calcular las componentes del tensor de Riemann emplean-

1

y comparandolas con las 2-formas de la tabla 7. De esa manera tenemos que
C \ gD .

Q% = R%op0° A0” =0, asi que R, = 0;

Q% = R ,0° />/9D =(a+3)" e 227289 A 9", por lo que

R%; = (a+B)"e 29728 y todos los demds componentes R’ ., = 0. Pro-



cediendo de la misma forma con el cdlculo de los demds componentes R,
obtenemos los resultados de la tabla siguiente:

RO, = (a+p) e 20728
_ po

R'902 = R0

Ri303 = R0 )

Ry = [—(a+8) (a+7) +(a+7)" +(a+7)"|e 22
2

R6 = |— (@ +B) (a+72) + (a+75)" +(a+7,)" | e 2272
2

Riyr = | = (a+8) (a+7) + (a+7s) +(at7s)"| e

RY.,,=—-R

010 101

Rl = {(a + 5)/2 - fTN 2028
Rl313 = R1212

Ry =(a+p) (a+7)e

Rl = (a+B) (a+7,) e 2272
RYyy = (a+B) (a+ry;) e 2072
Rz020 = —30101

/ —2a—20

~

R%95 = R55

R2626 — vg16

R%97 = Rigy7

R3030 = 101

R3131 = 912

33232 = Ri393

Rs5 = R515

R3636 = Rge

R = Rigyz

R5050 = —{l 505

R% 5 = R1515

R5252 = R1515

R%53 = Ri5y5

R%s6 = (a4 71) (a4 7,) e720728
Ry = (a4 7)) (a4 ;) e20728
R6060 = _Roﬁoe

R6161 — g6

R 261 — R 616

R6363 — v g16

R6565 = {656

RS = (a4 72) (a+ ;) 22728
R'y70 = _R0707

RYy7 = R1717

Tabla 8, primera parte.
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R 272 R 717
R 373 - R 717
R 575 — =R 757

Rigzs = (a+7,) (a+17;) e 20727
Tabla 8, segunda parte

Otras componentes se calculan por la anticonmutatividad del producto externo,
por ejemplo: Q0 = (a + B)" e 2220¢" A 9 = ROICDQC A 0P siendo

R%; = (a+ B)" e72272% mas también

Q) = —(a+p)" e 202091 Ng° = RochHC A 6P siendo

R% = —(a+B)" e 228 = — RO ;v en general [17, 9]

RBC’D - RBDC (1'10)

Todas las demds componentes del tensor de Riemann son cero.
Ahora procederemos a calcular las componentes del tensor de Ricci, definidas
de la siguiente manera:
Rap = Rpc-

Asi pues,

Roy = R+ Rloor + Rp2 + R3003 + R%0s + R%06 + R'oo7
= —RY0 — R0 — B30 — Ros0 — R%60 — Ror0
3(a+5) 2028
2

= (a+B) (a+m) +(a+n) +(at+7) |e 228

/ / ”? " —2a-28
+|=(a+B) (a+7s) +(a+7) +(a+7)"|e

’ ’ ? | —2a-28
+|—(a+B) (a+7;3) +(a+v;3) +(a+t73) |e

3(a+pB)"

—(a+ ﬁ) (a+7,)
+(@+7,)" +(a+7,)"

67204725,

3
+ Zn:l

donde se usaron los valores de la tabla 8 y las antisimetrias (1.10). De igual
forma se calculan las demds componentes, obteniendo los siguientes resultados:

R 3(a+p3)" ] g
P AT @B (@) a1+ at )] [
Ry ={-(a+8)" +2[L - (a+ﬁ)’2} (a+8) Thoy (at,) e

R22:{ *(%Jr B+ L4 L }eQaw
et ) —(a+ B T ()

R33 = Rao

Rss = —{(a+7) (Ba+28+7 +72+73) + (a+7,)" }e22728
Res = — {(a+7,) (5a+28+7 +7,+73) + (a+17,) e 20728
Rrr=—{(a+73) (5a+28+7 +7,+73) + (a+17;)" e 20728

Tabla 9
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y Ryap =0 para A # B.
Lo que sigue es calcular la curvatura de Ricci, dada por la ecuacién

R =R (1.11)
Asi que

R = R
= 9"Roo+ g"'Ri1 + 9" Ras + g% Ra3 + ¢°° Rs5 + 9% Res + 9" Rz
= Roo— Ri1 — Ra2 — R33 — Rs5 — Rgg — Ry,

debido a los valores del tensor métrico dados en (1.8); por lo que,considerando
las componentes del tensor de Ricci desde la tabla 9 y haciendo los respectivos
célculos algebraicos, obtenemos

(a+ﬁ) (6a+3ﬂ+71+72+73)

6 (a+8)" + Sos (@t 7,)" o
R=1 —(5a+28+v +7,+73) Zi:l (a+7,) (¢ (1.12)

2
1-f 4
+2( 2 ) i

Ahora, empleando las sustituciones

a+B8=u
a+y, =1
a+72:v2 )
a+7y3=u3
Tabla 10

los componentes del tensor de Ricci adquieren la siguiente forma:

Roo = {3u" +3°_, [—u’v' +ul + v"} } e 2
" 2
Ry = —u" + 2 |:L u’ :| /Zn 1 n} 2w
Ry =< —u" + f 1+ L& _1 — o/ — anl U;L} e

R33 = Raa ’

R55:—{v:’l(2u+v1+vg+v3)'+v’}e 2u

R66:—{vé(2u+v1+vg+v3) +v’}e

R77:—{v§(2u+v1+vg+v3) + 4 }e
Tabla 11

~

~

2u

y la curvatura obtiene la forma

u' (3u+v) +va+w3) +6(w) +3
2 .o (1.13)

R: ’
_(2u+v1+v2+v3)/zn 1 n+2<1f£ )—4ff
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Por lo tanto con la tabla 11 y la curvatura dada en (1.13) finalmente ya
podemos calcular la parte izquierda de las ecuaciones de Einstein, expresadas
de la siguiente manera:

GABZ—KTAB; (1.14)

donde T'sap es el tensor de momento-energia, x es la constante gravitacional
einsteniana y G a5 se calcula por la férmula

1
Gag :RAB*59A3R~ (1.15)

Mas como en nuestro tensor métrico y en nuestro tensor de Ricci sélo los com-
ponentes diagonales son distintos de cero, entonces las ecuaciones de Einstein
para nuestra métrica se reducen a las siguientes 7 ecuaciones:

Goo = Roo — %R = —+rToo
Gi1 = Ri1+5R=—xI1y
Gaoz = Rog + s R = —kT5
Gs33 = R33 + %R = —kK133 .
Gs5 = Rss + sR = —kT55 '’
Ges = Rgs + s R = — k156
Gr7 = R + iR = —k177
Tabla 12

eso debido a los valores del tensor métrico, dados en (1.7). Asi que el lado
izquierdo de las ecuaciones de Einstein toma la forma

3u' (u+ v +v2 +vs) +vjvh +vjvh |

G()() = — 2 7 e
i 1-f o f"

Fvpv3 + 7z 2 7

u (u+ v+ v+ vs) )
/2 /2 1o\ 1o 1o _ou

Gi1 = | tvp +ug 010 + 0103 + 0305 | e

,2

|+ Qut v+ v+ vs) + 15

u (u+ vy 4 vs 4 vs) + 0]
Gag = | 40y +vh + vjvh + vjvh + vholy | e 2w
+ (2u+ v +vo +v3)" — fT

Gz = C?22
u (3u + 2vy + 2v3)’
2 2

Gss = +vh + v + vhvh e~ 2u
/2 "

|+ But v +ug) + 1 2]

i o (3u + 2v; + 2v3)’ T

Ges = +of 4 0f + vl e~ 2u

2

|+ But o +vs) +

[ u' (3u + 201 + 2vy)’

Gqpr = +0} vl + vl e—2u
/2 1"

|+ But v )+ 1 -2

Tabla 13
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Ahora, si consideramos que la funcién f de nuestra métrica (definida en (1.6))
toma las siguientes posibles formas (dependiendo de si elejimos un universo
plano, eliptico o hiperbdlico):

X caso plano
f= sin caso eliptico (1.16)

sinh x, caso hiperbdlico

entonces son ciertas las siguientes equivalencias:

1—f§ =0, fTH =0 caso plano
2

1—f" 1—c052X _ J sinyxy __ o gt

TS i = 1, = oy = —1  caso eliptico , (1.17)
’ 12 " .

1}’; = 1;21‘;152}1)(’( = -1, fT = :Eﬁi =1 caso hiperbdlico

Tabla 14

con las cuales las componentes G 44 (no hay sumatoria) se simplifican asf:

Coo = — 3w (u+ vy + vo —|—/v3)’ + vjvh + vivg o—2u
+vyvh + 30
W (u+ v+ v +vs) + 0] 0 40l + vl
Gy = 1+ v2 +v3 1 2 3 U2 | —2u
+uivh + vhvh + (2u+ vy +ve +v3) + o
Ga2 = Gn
G33 = G L
Gos — u' (3u + 2 + 203) + Ué, +vf o—2u :
| +vhvh 4+ (Bu+ve +v3)" +30 |
Gt — W (3u+ 201 + 203) + 0 +vh | o
66 = ;o " €
| +vivs 4+ Bu+ vy +vs)" +30 |
G — W (Bu—+ 20 +200) + 0 40 | o
7= ;o " €
| +vivh 4+ (Bu+ vy +v2)" +30 |

Tabla 15

donde ¢ es un pardmetro que toma los siguientes valores:

0, caso plano
oc=< 1, caso eliptico : (1.18)
—1, caso hiperbdlico
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Capitulo 2

Comparaciéon de modelos
cosmoloégicos 6D de
Kechkin-Peraza y de
Peraza-Vladimirov.

Nosotros analizaremos una solucién a las ecuaciones N-dimensionales de
Einstein propuesta en Kechkin-Peraza [10]. Veremos en particular el caso
6-dimensional con el fin de comparar con las soluciones cosmolégicas 6-dimensionales
obtenidas en Peraza-Vladimirov [1] y establecer que los métodos de solucién em-
pleados en [10] y [1] son equivalentes.

2.1. Corroboracién de la cosmologia N-dimensional
vacia de Kechkin-Peraza. Andlisis del mo-
delo 6D en particular.

Kechkin y Peraza proponen un cuadrado del intervalo N-dimensional de la
forma

ds® = gAdeAde
sin? x
a? |dn? —dx? — X2 (d92 + sin? (0) d¢2)
sinh? x (21
— 3 (by)® (o)

donde A,B=0,...,3+ N; k=1,...,N; a = a(n), by = bx (n) son funciones
desconocidas del tiempo 7. Aqui y en lo que siga, las ecuaciones de arriba, de

15
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en medio y de abajo, son expresiones correspondientes a secciones espaciales
3-dimensionales esféricas, planas e hiperbdlicas, respectivamente.

Nosotros denotamos a = e, b; = €, i = 1,..., N; entonces el sistema de
ecuaciones de Einstein Rap = 0 es escrito de la siguiente manera:

0’ + 3 [B+81 - B = o, (2:2)
k

o +2a" +20+'Y B = 0, (2.3)

k
B+ 248+ B;Y B = 0, (24)

k

1
donde o = 0
~1

Demostracién para el caso 7-dimensional.

Como estamos trabajando con una cosmologia N-dimensional “vacia”, en-
tonces las ecuaciones de Einstein, dadas en (1.14) (capitulo 1), toman la forma
Gap =0, por lo que el sistema de ecuaciones (1.15) adquiere la forma

1
Gagp :RAB—§_(]ABR:O. (2.5)

En consecuencia, multiplicando la férmula anterior por las componentes g2

del tensor métrico y usando la relacién (1.11) de la curvatura de Ricci, se tiene
que

1
d*PGap = ¢*PRap— igABgABR =0
1
= R -50%R
= R L TR=0
= 5 =0,
es decir,
R=0. (2.6)
Por lo tanto, reemplazando (2.6) en (2.5), llegamos a la expresién
Rap =0.
Asf que para el “caso 7-dimensional” podemos utilizar las componentes del ten-

sor de Ricci ya calculadas en la tabla 11 (capitulo 1), debido a que la métrica
(1.5) es el caso T-dimensional (con N = 3) de la métrica (2.1) bajo las identi-
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dades a + f =ay a+, = 3,;, ddndonos el siguiente resultado:

Roo = {30 + Zi:1 [—a’ﬂ; + ﬂi + 5;{} } e 20 =,

Rii=4—a" —20— 20" — o Zi:l 5;} e~ =,
Ry = Ri1 =0,
R3z = Ry =0,

R55:—{[31(2a+51+ﬂ2+ﬁ3’+5 be 2 =0,
Rgs = — {B5 2a+ By + By + B3) + By e 2 =0,
Rrr = —{B5 Qa+ B, + By + B3) + 5 e 2 =0,

donde hemos empleado las equivalencias (1.17) para la funcién f y, las identi-
dades u = a, v; = 3, (ver tabla 10) y k = o (ver (1.18)). Por lo tanto, dividiendo
el sistema anterior entre e~2% obtenemos el siguiente nuevo sistema:

3
3o+ |8, + B+ 81 = 0,

3

a"+2a+2a'2+a'25; = 0,
n=1

B (2a+ By + By +Bs) + 87 = 0,

ﬂ§(2a+61+52+53)’+ﬁ2 = 0,

By (204 By + By +Bs) + 85 = 0

el cual es equivalente al sistema (2.2)-(2.4) (para N = 3). Asi, queda demostrado
el sistema (2.2)-(2.4) para el “caso 7 dimensional”.ll

Nosotros excluimos la consideracién de la posibilidad trivial b; = const, Vi;
por lo que para cualquier i nosotros tenemos b # 0, i.e, 3; # 0.

La solucién del sistema de ecuaciones (2.2)-(2.4) determina « (n) y 8, (n),
junto con constantes de integracién; y con ello a y b; determinan las funciones
desconocidas definiendo la métrica gap.

Nosotros denotamos

"=, B =vi, Zyk_S Zl/ (2.7)

entonces en la nueva notacion, la ecuacién(2.4) toma la forma
Vi +2uv; + Sv; = 0. (2.8)
Sumando sobre ¢ obtenemos
S'"+ (2p+S5)S =0, (2.9)

y multiplicando por v; y sumando sobre 7 tenemos que

SQ+ut 8 Q=0 (2.10)
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A causa de que v; # 0, nosotros tenemos que @ # 0, y entonces

1Q
-—+2u+95)=0. 2.11
35+ 2+ ) (211)
Si ademds S no es igual a cero, entonces de (2.9) nosotros tenemos
S/
§+(2,u+5)=0 (2.12)

(mas tarde esta asuncién serd retirada). Por lo tanto

1Q" 9
0, integrando,
Q=08% (2.14)

donde C' es la constante de integracién.
Nosotros reemplazamos el sistema original de ecuaciones (2.2)-(2.4) por su
equivalente:

3+ 8 +CS—puS = 0, (2.15)
S+ (2u+8)S = 0, (2.16)
pA2p®+20+pS = 0, (2.17)
Vit 2u+S)v; = 0, (2.18)
v = S, (2.19)

k
i = @ (2.20)

k
Q = C8, (2.21)
o = p, (2.22)
B = wvis (2.23)
obtenido de ellas (ecuaciones (2.2), (2.3) y (2.4) se transforman en (2.15), (2.17)

y (2.18)) con la ayuda de la nueva notacién (2.7) (que llega a ser ecuaciones.
(2.19), (2.20), (2.22) y (2.23)) y con la adicién de los dos corolarios (2.9) y (2.14)
(ecuaciones. (2.16) y (2.21)).
Ahora resolveremos el sistema (2.15)-(2.23). Primero despejaremos S’ en
(2.16) y 1/ en (2.17), obteniendo
S = —(2u+29)S,
W= —2u®—20—puS,

y sustituiyendo dichas relaciones en (2.15) da como resultado

—6pu? — 60 —3uS — (2u+S) S+ CS* — uS =0,
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lo que al simplificarlo nos resulta
1 1
1+ S + 652 —~ 6052 +0=0; (2.24)

ademds

2
1.\’ [2C+1 S o, 1., 1.,

haciendo el algebra respectiva. Por lo que sustituyendo (2.24) en (2.25) nos da

(;H—;S)Q—(1/203+1-§>2+a:0. (2.26)

Esta ecuacion es equivalente a la parametrizacion

1 sinh & 11 S Acosh &
ptsS=4 A P/ T =8 e ), (2.27)
Acosh & sinh £
donde A = +£1.
Demostracién:

Si sustituimos los lados izquierdos de las ecuaciones (2.27) por sus lados
derechos y los aplicamos a (2.26), tenemos

sinh? ¢ — A2 cosh? ¢ + 1 sinh? ¢ — cosh? € + 1
A2 €240 = &€-+0 =0.
A cosh? € —sinh?¢ — 1 cosh? € —sinh? € — 1

Ademss, el pardametro A = +1 sirve para considerar todos los posibles valores
(tanto positivos como negativos) que pueden tomar las correspondientes fun-
ciones dadas en (2.27).1

Ahora, despejando vy S de (2.27) y sustituyéndolos en (2.16), dicha ecuacién

toma la forma
—2cosh ¢

¢ = —2X2 . (2.28)
—2\sinh &

Demostracién:
Despejando S de la segunda ecuacién de (2.27) tenemos

3 Acosh &
S=2 13 , (2.29)
2C+1 sinh ¢

y sustituyendo esa igualdad en la primera ecuacién de (2.27) obtenemos

Acosh¢ sinh &

£ = AE ;
sinh & Acosh &

20+1
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por lo que
sinh & 3 Acoshé
w= AE — . 13 . (2.30)
Acosh ¢ 20+1 sinh &
Y sustituyendo (2.29) y (2.30) en (2.16) resulta
Asinh & Asinh € cosh €
1 42 A2 =0,
cosh & Asinh € cosh &

haciendo el dlgebra y las derivaciones respectivas; de donde

cosh &
¢ =-2 A2 a
Asinh &

Sustituyendo p, Sy & de (2.30), (2.29) y (2.28), respectivamente, hace de
(2.17) una identidad.

El paso que sigue de la solucién consiste en lo siguiente. De (2.28) nosotros
encontramos £ (7)), y por un cambio del origen respecto al eje 17 en nuestro sistema
de referencia nosotros transformamos la constante de integracién a cero.

Procedimiento:

Observamos que (2.28) es una ecuacién diferencial de variables separables,
asf que la reescribimos y resolvemos.

—2 cosh
x_ —2A§2§
dn —2Asinh &
por lo que
dg
cosh & 1
/ et L _ / A V.
3 A
sinh &
e integrando obtenenos
2arctan () _op
1
“ =< =2\ p+ D,
In ‘tanh %’ —2\n

ie.
Intan (—n + D)
1

§= 2A(n+D)
2 arctanh (:I:e’”‘(”“)))

Asi pues, la funcién £ implicars una gréafica en el plano n§ para cada solucién, que
se desplazard horizontalmente de acuerdo a los distintos valores que le asignemos
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a la constante D; mas como podemos elegir el tiempo inicial en el instante que
querramos, podemos recorrer el tiempo cero al instante —D, eliminando de esa
forma la constante de integracién, obteniendo las soluciones

Intan (—n)

€= B
2 arctanh (:i:e*”‘(”))

Sin embargo, para la expresién inferior consideraremos solamente el valor positi-
vo del argumento del arctanh, es decir +e~2*, ya que el valor negativo —e 2"
nos genera muchas futuras complicaciones, asi que solo tomaremos la solucién
2 arctanh (6_2)‘”) para nuestros cédlculos siguientes; no obstante es importante
tener en cuenta que la solucién 2 arctanh (—6_2)‘") implicard otros nuevos re-
sultados finales, no muy distintos a los que lleguemos a obtener. Entonces, las

soluciones que tomaremos para £ finalmente serdn

In tan (—n)
€= o u (2.31)
2 arctanh (6’2)"’)

Ahora, de (2.29) y (2.30) obtenemos S () y i (n) sustituyendo (2.31):

3 Acoshlntan (—n)
S(n) =2 : > (2.32)
20+1 sinh [2 arctanh (6_2’\’7)]

sinh In tan (—n)
1
2n
) cosh [2 arcte)mh (e‘”")}

- m
) Acosh In tan (—n) ) (2.33)

_ /3 . _1
2C+1 2\

sinh [2 arctanh (6_2)‘77)]

S

ne (0,00(2)700)7 N1 : (2.34)
{ (=00,0), A=-1 }

donde los subindices g y ,, se usan para hacer referencia a las respectivas llaves,
y el dominio de 1 se demuestra a continuacién.

Demostracién:

El dominio de 7 para las funciones S y i se determina obteniendo el dominio
para las llaves {}¢ y {},, dadas en (2.32) y (2.33).

Para la funcién superior sinh y cosh siempre estdn definidos, asi que nos
enfocamos al dominio de Intan (—7), el cual es tan (—n) > 0, por lo que —n > 0,
mas como tan (—7) se hace discontinua en —1 = 7, tenemos quen <0y n > —7F,
es decir n € (%”,0).
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Para las funciones de en medio, claramente 1 # 0, asi que
n € (—00,0)U(0, 00), sin embargo podemos considerar solo el intervalo de tiempo
positivo, i.e. n € (0, 00).

Para las funciones inferiores, sinh y cosh siempre estdn definidos, asi que
nos centramos en el dominio de arctanh (672)‘77), cuyo argumento se localiza en
(—1,1). Para el caso A = 1 tenemos que —1 < =27 < 1, por lo que 1 € (0, 00).
Para el caso A = —1, —1 < €27 < 1, asf que 1 € (—00,0). En conclusién, para la
tercera funcién se tiene que

(07 OO) ) A=1
e { (—00,0), A=-1 )™
Con ayuda de (2.32) y (2.33), de (2.18) nosotros obtenemos v; (1) y N cons-
tantes de integracion ;.
Obtencién:
Sustituyendo (2.32) y (2.33) en (2.18) resulta

v+ (2 {}“) v; =0,
que es una ecuacion diferencial de variables separables, por lo que
2sinhIn tan (—n)

/d’” = —/ 1 dn, (2.35)
Vi 2 cosh [2 arctanh (6_2/\7’)}

lo cual, al integrarlo con ayuda del software “Mathematica 7.0”, en el archivo:
“Solucién Ecs de Einstein en vacio b.nb”; (ver apéndice 2) nos da como resultado

—In |4 sin (27)|
In|v;| = lnﬁ + 41,

—2An —1In |2 (—1 + 6’4)"7)|

de donde, haciendo el dlgebra apropiada tenemos que

2
|sing27])\
vil = ol ;
1 e~ 2An
PR Er=]
es decir,
2 |csc (2n)]
1
vi = :l:’yfb/ W )
1 e A1
2 Pt
por lo que
2csc (2n)]
1
Vi = ’Y; W )

|csch (27)]
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donde en la expresion inferior se usé la identidad trigonométrica
—1+ €** = 2sinh (z) e” (2.36)

(ver su demostracién en el apéndice 1). Finalmente v; se puede reescribir de la
siguiente manera:
—2\csc (2n)
vi=", % : (2.37)
2\ csch (2n)

donde:
1. El subindice v hace referencia a la llave de la ecuacion.

2. Los factores A, A y 2 se extrajeron de la constante de integracién v} (en
la primera, segunda y tercera funciones, respectivamente), eso para que
al establecer la relacién entre C' y las 7; (lo que se hard enseguida), la
expresion resulte més simple.

3. Los valores absolutos han desaparecido debido a los dominios dados en
(2.34), anadiéndose los factores —1 y A en las funciones superior e inferior,
respectivamente.ll

La sustitucién de v; en (2.19) y (2.20) muestra que para algunas relaciones
entre las constantes C' y «; el sistema es no contradictorio.

Obtencién:

Sustituyendo (2.37) y (2.32) en (2.19) resulta

Sowth =2/ 5557 Us:

de donde
3 s
= 2 LUs
zk: Tk 20+1 1},
3 — sin (27) cosh In tan (—7)
= . 1 2-
20+1 (2.38)

Asinh (27) sinh [2 arctanh (67”7’)} /v

mas usando el software “Mathematica 7.0”, vemos en el archivo: "Solucién Ecs
de Einstein en vacfo b.nb"; (ver apéndice 2) que la llave {}g/, de la ecuacién
anterior equivale a la unidad en las tres expresiones, por lo cual tenemos que

3
¥7k21/20+1' (2.39)

Y sustituyendo (2.37) y (2.21) en (2.20) obtenemos

> vi{l =08,
k
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de donde, al sustituir (2.19) por S, tenemos
2
doyi{y=c (ZV}«) ,
k k

en lo cual, al extraer {}i de la sumatoria izquierda y sustituir (2.37) en la
sumatoria derecha, resulta

2 2
2 2
(230 () =c0z(T) |
k k k
por lo que
2
St-c($)
k k

en donde, al sustituir (2.39) en la sumatoria derecha, finalmente obtenemos

Z Te = 20 1 (240)

De lo anterior tenemos que son (2.39) y (2.40) nuestras dos relaciones buscadas.ll
Finalmente, la integracion de las ecuaciones (2.22) y (2.23) determina « ()
y B; (1), introduciendo otras (N + 1) constantes de integracion.
Procedimiento:
Primero, de (2.22) observamos que debemos integrar (2.33) para asf obtener
a «. Por lo tanto, una vez més a partir de los cdlculos hechos en “Mathematica
7.0”, en el archivo: “Solucion Ecs. de Einstein en vacio b.nb”; (ver apéndice 2),
obtenemos

2 2C+1 In|2cosn| + 5 2c+1 In [2sinn| + 3 In |sin (2n)|

A
a= (% 2 20+1) I [7| + ag,

A — 2A 2C+1 In (’ 713_ Snn

) +in ([2 (<14 em)[*)

de donde, empleando las identidades (2.36) y

(2.41)

1+ e*® = 2cosh (z)e” (2.42)

(ver su demostracién en el apéndice 1), tenemos

ln < \/ 2c+1 ;)

2sinn
2cosn

jsin (20)
o= In (|n] 2 V=) +af,

)\77—|-1n<

Y 3
’ ZCH) +1In <|2 - 2sinh (—2An) e‘”‘"ﬁ)

2 sinh(n)e”
2 cosh(n)en
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por lo que

In ([f tann]i% e [— sin (277)]%)

o = In (n%:‘:% \ ﬁ)

An+1n (\tanhn|% v ﬁ) +In2+1In (\—/\ sinh (217)\%) +1In (e7*7)

"

ie.
In { [~ tan ()]* V2 [ sin (2n)]* }
a= In (n%%\/ﬁ) +d), (2.43)
In [|tanhn|¢% Vzer |sinh (27])\%}

donde los valores absolutos fueron eliminados en las funciones superior y media
como consecuencia del dominio del tiempo 7, dado en (2.34).
Ahora, de (2.23) integramos (2.37) para asf obtener a las funciones j3,. Por

lo tanto
—2X\csc (2n)

si=[ny 2 ban
2\ csch (2n)

ie.
—Aln|tann|
Bi = Aln|n| + bg;,
Aln [tanh 7|

expresion de la que podemos eliminar los valores absolutos si consideramos los
dominios de 71 establecidos en (2.34), para asi obtener

In [~ tann] ™7
B; = Inp*7i + by, (2.44)

In [+ tanh 7] £7i

Finalmente, retomando (2.43) y (2.44) y considerando los dominios para 7
dados en (2.34), nosotros haremos unas transformaciones de funciones con la
finalidad de que el tiempo 7 esté definido solo en intervalos positivos. Asi pues,
una expresién previa para « serd

T\ T3V [ 3
[—tan (n— 3] [—sin (2 — 7)]
a=1In¢ prFavecs + ay,
[+ tanh n]:F% 27T [£ sinh (277)}% ,
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de donde finalmente obtendremos que

3

[ tan (n — 2)]¥2 V0 [—sin (27 — 7))*

PERSAVE S )
a=In 1 1 +ay,
[tanh ] T2V 7 [blnh (277)]5 A=1

[—tanh (n — L)]:F% V 26+T [—ginh (27 — 2L)]% , A=-1
(2.45)
donde en la funcién inferior, para A = —1, hacemos un desplazamiento horizontal

para que el tiempo inicial parta de —L, donde L > 0 es un tiempo elegido a
conveniencia; y entonces, para ese caso, 77 € (0,L). Y andlogamente, la nueva
expresién para [3; serd

[~ tan (n = 5)] 7"

ni’h‘ ,
B;=In ftanh n]i% N1 =+ b;- (2.46)
{ [~ tanh (n — L), A=—1 }
Ademss los dominios estardan dados por
(0,2m)
(0, +00)
S (0,400), A=1 . (2.47)
(0,L), A=-1
El resultado final, en términos de a = e® y b; = €”i es
[ram (5 — )] *# V7 fsin (m — 21
( ) ’]’]2:': QC+1
a(n) =ap )
[tanhn) T2V 70w [sinh @2n)?, A=1
[tanh (L — n)]:F% 7o [sinh (2L — 277)]% =-1
(2.48)
[tan (5 —n)] ™"
e 2.49
b; = by; _ : .
(,r]) 0 [tanh n]i"yl , A — 1 ( )
[tanh (L — )=, A=-1 [~
(0,27)
(0, +00)
e (0,400), A=1 : (2.50)
(0,L), A=-1
Zk Ve = \/203+1 s Zk '}/k 20-‘:-1 s (2.51)

donde hemos empleado las relaciones (2.45), (2.46), (2.47), (2.39) y (2.40).
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Remarcacioén 1.

Sumando sobre k en (2.37) obtenemos
dovie=1D
k k
de donde al sustituir (2.19) resulta

S = {}y27k7
k

por lo que S ~ >, v;; por lo tanto, usando el resultado izquierdo de (2.51),
vemos que para C' — +0o nosotros tenemos Ek Yi,— 0, 1.e S — 0 (eso es
cierto en el caso N > 2, debido a los resultados (2.54) y (2.55) obtenidos en la
Remarcacién 2, donde “C' y 7 son constantes para N = 1”). Si este limite es
introducido en esta solucién con S # 0, entonces el resultado se introducird en
el sistema (2.15)-(2.23), en donde la ecuacién (2.21) es reemplazada por S = 0,
i.e para N > 2 existe una solucién con C' = +o0.

Remarcaciéon 2.

Las relaciones que conectan las constantes C'y «, pueden ser resueltas para
cualquier N. Por ejemplo, para N = 1 (5% dimensién) nosotros tenemos
C=~v=1

Demostracién.

De (2.51) tenemos que

3
T=Vac+1 (2.52)

y
3C
2
= . 2.
L ToR | (2.53)
Elevando al cuadrado (2.52) se obtiene
3
2 _ .
LYo

y dividiendo (2.53) entre el resultado anterior tenemos que

1=0C. (2.54)
Y al sustituir (2.54) en (2.52) obtenemos el valor

v=11 (2.55)

En el caso N = 2 (6 dimensiones) nosotros encontramos

Yo =338 (1£vV20-1),C € [§,+) (2.56)
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Demostracion.
Sustituyendo los resultados (2.56) en las ecuaciones (2.51) obtenemos

et = g\ geg (1HVEC1) + 5 5oy (1-vET1)

B 3
o 2C +1
y
Pyl o= 2.3 -(1+2\/2C—1+2C’—1)+
L2 4 20+1
13
+Z'20+1'(1*2‘/2C*H20*1)
_2.20 3
o 4 2C +1
. 3C
2041’

que son justo las expresiones derechas de las ecuaciones (2.51), por lo que dichos
resultados si son soluciones de tales ecuaciones. Ademds, por simetria de las
ecuaciones (2.56), otro par de soluciones serd

U -
Y2 =3\ 557 (17 v2c—1), (2.57)

Y1 =72 Y Y2 =715 (2.58)

por lo que

mas podemos considerar solo la pareja de soluciones (2.56) al resultar indiferente
de la pareja (2.57) debido a los renombramientos (2.58)

Ahora, para asegurar que no existen mds soluciones a las ecuaciones (2.51),
haremos lo siguiente. Supongamos que existe otro par de soluciones a las ecua-
ciones (2.51) (sin considerar permutaciones como en (2.58)), al cual llamaremos:

Y1 =71(C) y 75 =75 (C),

(donde la comilla superindice no significa derivada) por lo que podemos obtener
las diferencias

Yy =71 =hi(C) y 75 — 72 = ha(C),
de donde
Vi =71+h1y vy ="+ hs. (2.59)

Entonces, sustituyendo (2.59) en la ecuacién izquierda del sistema (2.51) tene-

mos que
[3
Vi +Ys =791 +Ys+h1+hy = —20+1+h1+h27
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por lo que hy + he = 0, es decir,
hy = —hq. (2.60)

Por lo tanto, al sustituir (2.60) en (2.59) y renombrar hy; = h, se obtiene

Yi=nthyve=7—h (2.61)
Sustituyendo el resultado (2.61) en la ecuacién derecha de (2.51) nos resulta
VI +93+2h(y, — 7+ h) = 3¢ +2h (v, — 3 +h)
11T72 1772 2011 1772 ,

de donde
h=006h=r,—"1;

si h =0, de (2.61) vemos que

=71V V2=V
i.e. es la misma solucién; y si b = 5 — 7;, nuevamente de (2.61) vemos que

T =T2Y V2=,
lo cual es la solucién permutada (2.58). Asi pues, no existen otras parejas de
soluciones.

Y si consideramos el caso no de una nueva pareja de soluciones, sino de

una pareja que incluya a una 4’ nueva y a otra 7 que pertenezca a la pareja
encontrada en (2.56), entonces podemos volver a aplicar la misma demostracién

anterior de inexistencia de nuevas soluciones haciendo un h; = 0; por ejemplo,
podemos elegir, sin pérdida de generalidad, la pareja

Yi=71thy ="
donde hemos hecho hy = 0, y entonces llegaremos a la relacién (2.60), obteniendo
0= h2 = _hla

es decir

por lo que
V=715 V2 =72
i.e. concluiremos definitivamente que no existen m&s soluciones.
Y por ultimo, el dominio C' € [%,—l—oo] se obtiene observando la solucién

T %\/% (1++2C —1) (dada en (2.56)) y viendo que solo hay pro-

3

blemas de indefinicién en los argumentos de ambas raices. Para la raiz 4/ ﬁ
tenemos que 2C'+1 > 0, por lo que C' > f%. Y para la raiz +/2C — 1 resulta que
2C —1 > 0, de donde C > % Por lo tanto, haciendo la interseccién de ambos
dominios obtenemos C > %, mas como C = +00 estd incluido en la solucidn. (ver
Remarcacién 1) concluimos que C € [3, +oo|. B
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2.2. Modelo cosmolégico 6D vacio de Peraza-
Vladimirov.

En el trabajo [1] Peraza y Vladimirov consideraron una métrica de la forma
dI* = ¢* {a® [daf — dx} — f? (d6” + sin® 0dy?)] — da? — ¢ dad},
en un espacio-tiempo 6-dimensional, resolviéndose para el caso méas general de

ecuaciones de Einstein, mostrando en los tres tipos de curvatura una densidad
de materia p = 0.

Considerando las transformaciones b = ap, £ = ¥, ¢, se obtuvieron las
siguientes soluciones.

2.2.1. Modelo plano.

VAt (a+1)

b= by (c:t \/Xxo) 2VA
o= o (02 V)
§=2¢&o (Ci \Aﬁﬂo)¥ﬁ

VA (at3) ’
a = Qg (C + \/Xi['()) 2VA

$a—1
=1, (c:l: ﬁazo) v

Tabla 16

donde, aqui y en lo que siga, ag = Z—O, bo, o, Vg, g, £ son constantes y c es
0
una constante de integracién.

2.2.2. Modelo de curvatura negativa (abierto).

a—1
¥ =ty (tanh §) T VX
Tabla 17

donde 0 = ¢ — 2xy.
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2.2.3. Modelo de curvatura positiva (cerrado).

:F
b=by (cosﬁ)% [tan (g + %)} 2
i B :F;\J;;
a = ag (cos B)2 tan(§+§>}
SN

wfwo[tan(g%— ] VA
£
Y= ¥o [tan (% + %)]
Tabla 18

donde B = ¢ + 2xg.
Ademsds, a y A = o? + %a 4+ 1 son constantes generales cuyos valores no
deben conllevar a singularidades en los coeficientes métricos ¢, a y 9.

2.3. Obtencion de la relaciéon entre las soluciones
6D de los modelos de Kechkin-Peraza (KP)
y Peraza-Vladimirov (PV).

Para poder comparar las soluciones 6-dimensionales de KP [10] y de PV [1]
hay que considerar lo siguiente:

ag :26Lv80v =by
(iblKQ) = ¢y - 90%/2
(£bak)” = @y by =&
Tabla 19

donde los subindices  y v hacen referencia a las ecuaciones en los articulos de
KP y PV, respectivamente. Con estas igualdades es posible establecer la relacién
entre las constantes C'y v, de KP y las constantes a y ¢ de PV.

Primeramente observamos que en los tres modelos, en PV, podemos hacer un
conveniente desplazamiento temporal de modo que ¢ = 0, por lo que podemos
quitarla. Ademads, las v, de KP estdn en funcién de C. Por lo que solo hay que
establecer la relacién entre la C de KP y la o de PV.

Asi pues, procederemos a establecer dicha relacién para los tres modelos.

2.3.1. Modelo plano.

Primero encontraremos la relacién entre las constantes C'y « para la igualdad
VAL (at1)

arx = by. De la tabla 16 vemos que by = by (ci ﬁxo) 2VA , mas como
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hemos hecho ¢ = 0, tenemos ahora que

VAE(at1)
v
bv = bo (:l:\f/\$0> 2
VAt (at1) Vit (at1)
= bo()\) X (:I:;EO) 2V
V£ (atl)

= boAo (£zg) 23

VAL (at1)
donde (A)" avx = )¢ = cte, por lo que
1 ﬁi\};+l) 1\ 1+ (a\;—;)
by = b [(ixo)f} - (mo) , (2.62)

en donde: b, = bpAg y hemos eliminado la posibilidad —z( para poder hacer la
comparacién entre ambos articulos. Ademds, en (2.48) obtuvimos que

11
ag = a0772:F2 20F1 —

= ag (ﬁ)m\/%. (2.63)

Por lo tanto, de la comparacién de (2.62) con (2.63) tenemos las equivalencias

3 (a+1)

a0:b67n:x071:!:

3 (a+1)
Vac+1~ ) (2.64)

de donde despejando C' establecemos la siguiente relacién:

por lo que

2
C = (a+1;2; (2.65)
a+

la cual es la condicién para la igualdad de las soluciones de KP y PV. Mas falta
hacer la comprobacién de la expresién anterior para asegurarnos de que no se
trata de una solucién extrana; asi que sustituyendo (2.65) en la parte izquierda

de (2.64) se tiene
_ \/ 3 _ 3
- 20242 - 20242+ (a242a+1)
o TV T
3 1
Y P Ry s
302 + 20 + 3 30743043
/ 1 lo+ 1]
o1 aQ—&—ga—&—l: [ o, 2
3 af+sa+1

la+1 a4+l o+l
VA VA VA

, para a < —1;
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por lo que efectivamente la expresion (2.65) si es solucién para la ecuacion (2.64)
en el dominio a < —1.

Ahora haremos la permutacion b, = bag y bh = bik, ya que podemos
ver indistintamente las soluciones 1¢ y 2% en el orden dado o al revés, mas nos
conviene verlas de esta forma permutada porque asi las futuras relaciones que
establezcamos entre C'y « serdn la misma que la relacién (2.65) encontrada al
comparar ax con by .

Lo que sigue es encontrar la relacién entre C'y « para la igualdad +bax = ¢y
y no para la igualdad +b;x = ¢y, debido a la permutacién anterior. Primera-

7L
mente, de la tabla 16 tenemos que ¢ = ¢, (:tﬁxo) A (haciendo ¢ = 0), por
lo que

(£a0) T A

Sk

:F

¢ = ¢ (\5)
1
= SDO)‘Ox(q):ﬂa

i.e.
1

:F
@ =@y ¥, (2.66)

L
donde \g = (ﬁ) ﬁ, ©) = Yoo ¥y hemos eliminado la posibilidad —zy para
poder hacer la comparacién entre ambos articulos. Enseguida, de (2.49) tenemos
que

+by = ebgan ™72 = bj,nT 2, (2.67)

donde ¢ = £1, y b, = ebpz. Por lo tanto, comparando (2.66) con (2.67) y
sustituyendo (2.56) se obtienen las equivalencias

/ /
02 = ¥Pos 11 = To

72;\/5. (1-vao=T) = - (2.68)

asf que para encontrar dicha relacién en la ecuacion (2.68), de hecho sustituire-
mos en esa ecuacion la relacién (2.65) encontrada para la comparacién de ax
con by, esperando llegar a una identidad, lo que probaria que una solucién a
la ecuacién (2.68) es la misma que la solucién obtenida para (2.64), como es
de esperarse si ambos articulos son correctos. Asi pues, sustituyendo la relacién
(2.65) en la ecuacion (2.68) tenemos que
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donde, haciendo &dlgebra en el lado izquierdo de la ecuacién anterior obtenemos,

andlogamente al procedimiento pasado,
N
2v/A lo + 1

_ a+1 1 a—1

N 2v/\ a+1
1

= ———,paraa< —1;

va)

lo cual demuestra que las soluciones £bai y ¢y estdn relacionadas por la misma
férmula (2.65) que relaciona a las soluciones ax y by .
Por ltimo, procederemos a encontrar la relacién entre C'y « para igualacién
:Fi
+bix = &y. De la tabla (16) tenemos que & = &, (:tﬁxo) ﬁ, y por un
procedimiento andlogo al hecho con las soluciones anteriores vemos que

¢ = Epag . (2.69)
Y de (2.49) obtenemos
+by = eboy 7t = by T, (2.70)

Por lo tanto, comparando (2.69) con (2.70) y sustituyendo (2.56) llegamos a la

ecuacion
1/ 3 «

y sustituyendo la solucién (2.65) en el lado izquierdo de la ecuacién (2.71) nos
resulta, con un poco de dlgebra:

~5="

i.e. tenemos que la relacién (2.65) también se aplica para este caso.

i,o&<—1;
A

a2+1
(a+1)2’
a < —1, para los tres pares de soluciones a las Ecuaciones de Einstein para un

universo plano, muestra la congruencia deseada entre ambos articulos.

Asi que el hecho de que obtuviéramos la misma relacién C =

con

2.3.2. Modelo eliptico.

Primeramente encontraremos la relacién entre las constantes C' y a para la
igualdad ax = by. De la tabla 18 vemos que

1 Fots
by = bg (cos B)2 [tan (g + %)} zﬁ, donde, haciendo las sustituciones
B8 =c+2xyy c=0, tenemos
a+1

by = by [tan (xo + %)} T2 (cos (220))? (2.72)
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Ademas, de (2.48) tenemos

3

+1 /_3
ax = ag [tan (g - 77)} sV [sin (7 — 277)]% ,

donde, aplicando trigonometria obtenemos
ax = aoleot ()] *FV = [sin (2n)]*
= ao[tany) T3V [sin (2n)]
- b s o0 )

wlom W {eno (1 D]}

hacia la derecha, resulta

1
2

us

por lo que desplazando convenientemente el tiempo n 7

m\1F3Vem
arg = ag [tan (17 + Zﬂ

Asf que la comparacién de (2.72) con (2.73) nos da la igualdad

3 a+1
Vaor1~ (2.74)

ecuacién idéntica a la ecuacién (2.64) para el caso plano, salvo por la omisién del
signo “—”" en el lado derecho de la ecuacién, asi que su solucién serd la misma
relacion (2.65): C = (3?{)125 pero con dominio o > —1 en lugar de a < —1.

Lo que sigue es encontrar la relacién entre C' y o para la igualacién
+bax = ¢y, debido a la permutacién entre b1 y bax mencionada en el caso

plano. Por ello, de la tabla 18 tenemos que

[cos (277)]% . (2.73)

® =g {tan (mo + g)] B , (2.75)

una vez sustituidos 5 = ¢+ 2z9 y ¢ = 0. Ademds de (2.49) deducimos que

+bog = ebgo [tan (% — 77)] e

= Doy (cot )72

= by (tann) 2

)

por lo que haciendo un corrimiento del tiempo 7 hacia la derecha, obtenemos

+hor = by [tan (17 + %)}iw : (2.76)

Asi que comparando (2.75) con (2.76) y sustituyendo (2.56) establecemos la

igualdad
1 3 1
=24/ (1-v20=1) = — 2.
279\ 011 ( ¢ ) V5% (2.77)
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ecuacién que es idéntica a la ecuacién (2.68), salvo por la omisién del signo
“—" en el lado derecho de la ecuacién, por lo que una solucién serd también la
relacién (2.65), pero con o > —1.

Ya por ultimo debemos encontrar la relacién C = C'(«a) para la igualdad
+bix = &y . Entonces, de la tabla 18 observamos que

£=¢, [tan (xo n 2)] i (2.78)

donde hemos hecho 8 = ¢+ 2z y ¢ = 0. Ademds, de (2.49) vemos que

T F71
+big = &by [tan (5 — 77)]

box (cot ) ™72

= b61 (tan U)iﬁ

)

por lo que haciendo un desplazamiente del tiempo 7 hacia la derecha, obtenemos

tbg = bl [tan (77 + %)} o (2.79)

Asf pues, comparando (2.78) con (2.79) y sustituyendo (2.56) establecemos que

ecuacion que es la misma a la dada en (2.71), excepto por la omisién del signo
“—” en el lado derecho de la igualdad, por lo que una solucién a ella también
serd la relacion (2.65), pero con o > —1.

En conclusién, podemos decir que para el caso eliptico 6-D también hay
congruencia entre ambos articulos, ya que una solucién a las comparaciones
ax =by, bag = oy ¥ bix = &y es, en los tres casos, la relacién (2.65)

(C = (32;5;2), pero con « > —1.

2.3.3. Modelo hiperbdlico.

Primeramente encontraremos la relacién entre las constantes C' 'y « para la
igualdad ax = by. De (2.48) vemos que

FiV 3o [ 3 -
ax = ao [tanh 7] C+1 [smﬁh (2n)]2, 1 A=1 (28
[tanh (L —7)] T2V 28+ [sinh (2L — 21))]2, A= —1

)

atl
Y de la tabla 17 vemos que by = by (sinh 9)% (tanh g)i 2vA donde, haciendo las
sustituciones 6 = ¢ — 2z y ¢ = 0, tenemos

a+1

by = by [tanh (—z0)]T2v> [sinh (—2a0)]? . (2.82)

=
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Por lo que, para el caso A = 1, para poder realizar la comparacién entre (2.81)
y (2.82) debemos hacer la “extrania equivalencia” 7 = —xg, con lo cual ya
podemos establecer la igualdad

3 a+l
204+1 '
sin embargo, para A = —1 la comparacién resulta “méds natural” si “para este

modelo hacemos ¢ # 07, teniendo entonces
c =554 .
by = b [tanh (5 — xo)} *Y* [sinh (¢ — 2x0)]? , (2.83)

con lo cual se pueden considerar las siguientes equivalencias entre (2.81) y (2.83):

3 __a+1.
20+1 X\’

donde la tltima equivalencia es idéntica a la ecuacién (2.64), razén por la cual
una solucién para ella también serd la relacién (2.65), con o < —1.

El siguiente paso es encontrar la relacion C' = C'(«) para la igualacién
+box = ¢y . Asi que, de (2.49) tenemos

¢
aozbo,nzmo,iny

[banh 5)=72 | A=1
+ =
bax £boy { [tanh (L — )72, A= —1
, [tanh ] *72 , A=1
= . 2.84
b”{ ftanh (L — )57, A= -1 (2.84)

Y de la tabla 17 vemos que

Y=g [tanh (g - xo)} G : (2.85)

donde hemos hecho la sustitucién § = ¢ — 2. Por lo que, comparando (2.84)
(con A = —1) con (2.85) y reemplazando (2.56), determinamos las equivalencias

c 1 3 1
L—§Y’Yg—§\/20+1~(1—\/2C—1)——ﬁ7

donde la segunda ecuacién es la ecuacién (2.68) para el universo plano, i.e. una
solucion a ella sera la relacién (2.65), con o < —1.

Y para terminar tenemos que encontrar la relacion C = C («) para la igual-
dad +b1x = &y,. Por (2.49) tenemos

[tanh 5] =7, A=1
tanh (L —n)]¥7, A=—1

, [tanh )7 A=1
01{ [tanh (L — )], A= -1 } (2.86)

thx = 8501{[
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Y de la tabla 17 tomamos

:FL
£€=2%& {tanh (g - x0>] > (2.87)
donde hicimos § = ¢ — 2xy. Asi que, correlacionando (2.86) (para A = —1) con

(2.87) y empleando (2.56), llegamos a la equivalencia

1/ 3 o

que es la misma ecuacién (2.71) del modelo plano, siendo entonces una solucién
a ella la relacién (2.65), con o < —1.

En conclusién, para el modelo hiperbélico 6-D encontramos una concordan-
cia entre ambos articulos, al ser la expresién (2.65) (C = (zi'g)lz
entre las constantes C' de KP y a de PV en todos los casos, donde a < —1.

) la relacién

2.3.4. AnaAlisis general.
Relacién encontrada.

En general, en los tres modelos encontramos siempre la misma relacion (2.65)
entre Cy a (C(a) = (;"17512), con a < —1 en los modelos plano e hiperbélico,
y a > —1 en el modelo eliptico.

Mas haciendo un poco de andlisis a la funcién C («)) observamos que ésta es
estrictamente creciente en o € (—o0, —1), estrictamente decreciente en
a € (—1,1), y estrictamente creciente en a € (1,+00), como se demuestra a
continuacion.

Demostracion:

Aplicando el método de derivacién vemos que,

dC  2a(a+1)°-2(2+1)(a+1) 2(a—1)

da (a+1)* (a+1)%

y de ahf resulta que

dc _ 2(0(—1) { >0a paraaE(—oo,—l)U(l,+oo) [}

do (a+1)° <0, para a € (—1,1)

Ademas, cuando o — —o0o tenemos

2
1
lim C(a)= lim L—FQ =1,
a——0o0 a——00 (OZ + 1)
cuando o — —1 vemos que
o +1

lim C= lim ———— = +o0,
a——1 a——1 (a + 1)
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cuando o — 1 obtenemos

241 1
lim € = lim - — (1) ==
a—1 a—>1(a+1)

y cuando o — +00 observamos que

2
1
lim C= lim L—i_z =
a——+oo a——+oo (Oé + 1)

Asf que en los dominios o € (—o0,—1) y a € (—1,1) U (1, 400), los codominios
para C () son (1,+00) y (%, +00), respectivamente; todos ellos valores de ima-
gen vélidos de acuerdo al dominio para C dado en (2.56), en la remarcacién
2 (seccién 2.1); pero C = +oo es un valor aceptado en la remarcacién 1
(secci6n 2.1), y C' — 1 cuando o — 400, por lo que podemos incluir & = —oo
y @ = —1 en el dominio de C(a) para los universos plano e hiperbdlico, e
igualmente podemos incluir los valores &« = —1 y @ = 400 en el dominio de C' («)
para el universo eliptico; i.e,.c« € [—00, —1] en los casos plano e hiperbdlico, y
a € [—1,400] en el caso eliptico.

Por lo tanto, como conclusién final podemos decir que

2
C= (aﬁ; (2.88)
o+

es una relacién entre la constante C' del articulo de KP y la constante « del
articulo de PV, en los tres modelos de universo y para el caso 6-D, donde para
los universos plano e hiperbdlico a € [—o0,—1], y para el universo eliptico
a € [—1,400].

Relacién Cy = Cs (a) alternativa.

Ademds de la relacién (2.88) entre C'y «, nosotros podemos encontrar con
ayuda de software matemdtico una solucién alternativa a la ecuacién (2.68)
(74 = f%), la cual aparece en los modelos plano e hiperbdlico como consecuen-
cia de la comparacién bag = ¢y,. Asi que utilizando el software “Mathematica
7.0” encontramos en el archivo: “Relacién C K-P y alfa P-V.nb”; la solucién
alterna (ver apéndice 3)

90 + 1200+ 13

Cy = G (2.89)
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la cual, al comprobarla sustituyéndola en la ecuacién (2.68) (para asegurar que
no es una solucién extrafia) nos arroja el siguiente resultado:

., 1 3 . <9a2+12a—|—13> 1
2 — . — —2 — = ——
2 9a2+12a+13 _

2 (et ) 41 (8= 1) VA

(18a” + 24a + 26)

1\/ 3 — (902 — 6+ 1)

2 (18a2+24az;1621t)(3a276a+1) |1 Ba—1)

_ |3a—1|\/ 3 1_\/(9a2+30a+25)
B 2 2702 + 18a + 27 [3ae — 1

30— 1 _(1_\/9a2+30a+25>

2-v9a% +6a+9 3o —1

B 30— 1 (3a+5)*
2-4/3(3a? + 2+ 3) 3a—1

B 3a—1 .<(3a1)(3a+5))

Geyfart 20t Ja—1

_ 1 _ 1 1
_m_—ﬁ,paraa> g,

por lo que queda comprobado que en efecto si es una solucién alternativa a la
ecuacion (2.68), donde o > 3.
Ademds, la solucién (2.89) también satisface a la ecuacién (2.77) para el

modelo elfptico (7, = %), con a < —3.
Mas dicha solucién (2.89) no satisface a las ecuaciones (2.71) y (2.80)
(1 = —% Y= %), derivadas de la comparacién bix = £, en sus respec-

tivos universos, ni tampoco satisface a las ecuaciones (2.64) y (2.74)
(4/ ﬁ = —a—\}/\l y ,/2C3+1 = ijl)’ derivadas de las comparaciones ax = by

en sus universos correspondientes.




Capitulo 3

Propuesta de una solucién
particular 6D no vacia.

Si en la métrica 7-dimensional (1.5) del capitulo 1 hacemos a3 = vs = cte,
entonces la séptima coordenada ya no tiene un papel activo, y eso equivale a
tener una métrica 6-dimensional de la forma

dI? = e {626 [dn® — dx* — f? (d92 + sin? (0) de?®)] — e*1dat — e*2das}

donde f se define segin la férmula (1.16). Por lo tanto, las ecuaciones de Einstein
(1.14), que se pueden obtener mediante la sustitucién de la tabla 15 en la 12,
tomaran la forma

— [3u (u+ v +v2) +vlvh + 30] €72 = —kpgy
u' (u+vr +v2) + vf + v; + vl + (2u+ v F ) Fole =0
u (3u + 2v0)" + v; + (Bu+4 1) +30|e 2 =0 ,

W (3u+2v1) + v} + Bu+v1) + 30| e 2 =0
Tabla 20

donde la ecuacién correspondiente a G77 es eliminada del andlisis en tanto que
las ecuaciones de la tabla 20 corresponden a una cosmologia 6-dimensional,
ademds hemos considerado la férmula (1.18), las equivalencias de la tabla 10,
que v = 0 y que existe densidad de materia (universo no vacio), tomando el
caso en que todas las componentes del tensor momento-energia son cero, excepto
la componente Ty = pg,, en donde pg, es una funcién incégnita que depende
solo de la coordenada temporaliode 7. Ahora podemos simplificar el sistema de

41
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la tabla 20 para asi obtener el sistema de ecuaciones algebraico-diferenciales

[3 (&) + 3/ By + 3a/ B + BBy + 30} e 2% = Klgy
(o) + /By + /By + 87 + 5 + 18 + 20" + B + B +0 =0
3(a))? + 20/ + B} +3a" + B +30 =0 )
3(a)2+ 208y + By +3a + Bl +30=0

Tabla 21

W=

donde hemos empleado las equivalencias u = o y v; = ;.

Para resolver el sistema de la tabla 21 podemos observar que basta con
resolver el subsistema formado por las ecuaciones 2 a 4, luego de lo cual hay que
sustituir las variables «, §; y B, en la ecuacién 1 y despejar pg,. Por lo tanto,
el sistema de ecuaciones diferenciales

2. () + /By + /By + B+ By + 518, + 20" + B + 85+ 0 =0
3. 3()+22B) + B +3a" + 8] +30=0

2 ’
4. 3(a) 428y + By +3a" + Y +30 =0

Tabla 22

serd nuestro sistema a resolver para encontrar las funciones incégnitas «a, B, y

Ba-

3.1. Solucién particular 6D no vacia plana (o =
0).

Para resolver el sistema de la tabla 22, lo primero que hay que hacer es una
reduccién de orden [5], pues todas las variables incégnitas aparecen con derivada
primera o mayor. Por lo tanto, haremos los cambios de variables

o =a, B =0by By =bs, (3.1)
queddndonos el nuevo sistema

2. a®+aby +aby +b? + b3+ biby +2a’ + by +by+0 =0
3. 3a®+2ab +b3+3d +V,+30=0
4'. 3a®+2aby +b3+3a + by +30=0

Tabla 23

Enseguida, por razones de simetria entre las ecuaciones 3’ y 4’ de la tabla
23, podemos argumentar que toda solucién by en la ecuacién 3’ es una solucién
valida para by en la ecuacion 4, y viceversa. Asi que podemos considerar una
sola solucién b = by = by para by y ba, con lo cual el sistema de la tabla 23 se
transformard en el nuevo sistema

2" a2+ 2ab+3b%2+2d +20 +0=0
3" 3a®>+2ab+b>+3d +b +30=0 .
Tabla 24
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Ahora, por el método de eliminacién, en la tabla anterior podemos restar la
ecuacién 2" a la ecuacién 3", obteniendo

202 — 202 +d' — b +20 =0,
o,
202 +d' =20+ — 20,
en donde para el caso plano (o = 0) la ecuacién se transformara en
202 4+a’ =202 + 0,

ecuacién en la que, una vez mds por razones de simetria, podemos hacer
a = b, por lo que al sustituir dicha igualdad en el sistema de la tabla 24, éste se
transformard finalmente en

2a’' + 3a® =0, (3.2)

para el caso plano (con o = 0).

Asi que todo se reduce a resolver la ecuacion diferencial (3.2) de la siguiente
forma: la ecuacion es de variables separables, por lo que la podemos reexpresar
como

da 3
=24
o2 B ub
de donde 1 3
- = — /
a 277+Cl7
0,
2
a=—-. 3.3
3+ O 33)

Mas como a = by = by y o = ] = B5 = a (segin (3.1)), entonces para
obtener a «, 8, y 5 debemos de integrar la ecuacién (3.3), resultando

2dn 2
=21 4
(0% /3(77+Cl) 3 Il‘77+01|+02, (3 )
2
B = 3+ Cil+0Cs, (3:5)
2
B = g+ G+ (3.6)

Lo que sigue es sustituir la solucién particular (3.4)-(3.6) en el sistema de la
tabla 22 (con el fin de verificar que no se trata de una solucién extrafia), lo que
equivale a utilizar la solucién (3.3) en la tabla 23, lo que significa reemplazar
(3.3) en la tabla 24, lo que finalmente nos conduce a sustituir (3.3) en la ecuacién
(3.2), para asf obtener

(stran) *(sirven)

4 -1 41 _ 0
3+ 3+ )

0 = 0,

Il
o
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lo que demuestra que nuestra solucién particular (3.4)-(3.6) si es una solucién
que satisface al sistema de la tabla 22 para el caso plano (o = 0).

Por tltimo debemos encontrar la expresién para la variable fi5, en la ecuacién
1 del sistema de la tabla 21 (para o = 0), para lo cual sustituiremos la solucién
(3.4)-(3.6) en dicha ecuacién y despejaremos a pig,. Despejando a pig, obtenemos

1
poa = - [3(e)” + 30/} + 30’ 8) + B85 72,

y sustituyendo la solucién (3.4)-(3.6) resulta

B 2 2
2 2
P l 3(3(n+01)) 13(3(%6‘1))2 e*%ln|n+C1\7202
K 2 2
| +3 (3(71+Cl)) + (3(71+Cl))
_ = 40 eln(|7]+01|7%)726'2
k9 (n+C)?
ct | 40 s
= aear/ror
1
r _4
_ G {IntCi[
i (n+ C1)?
r _4
_ G+ G
kol mn+C)® |’
es decir
Cs -l

Hea =~ n+Cy) 3 ,C5>0, (3.7)

ya que C5 = LCL = PLe 22 > 0.

Asf que finalmente, retomando las soluciones (3.4)-(3.7) para el sistema de
ecuaciones algebraico-diferenciales planteado en la tabla 21, concluimos que una
solucién particular 6-D no vacia a las ecuaciones de Einstein de dicha tabla,
derivadas de la métrica 6-dimensional

dI? = &** [dn® — dx* — f? (d0® +sin® (0) dp?)] — e*1daf — e*P2da}

(ver la definicién (1.16) para f), es, en el caso plano (f = x, o = 0):

a=2Inlp+Ci|+ Ca, (3.8)
Br1=3Inln+Ci|+Cs), (3.9)
By =3I+ Ci|+ Cul, (3.10)
foa = - (n+C)F, C5> 0] (3.11)
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A continuacién mostramos un grafico del comportamiento de las soluciones
(3.8)-(3.11) a través de la coordenada temporaloide 7:

3 ER
2 24T
b

14 14

11
1] 'I T T T T T T T T 5

} 0 20 30 40 50 &0 70 80 90 100 /{ 2 3 4 3 6 7 H 9 10

i n
10
— S1h(n) 3 — iy —
1 (n) .

donde las soluciones «, 8, y B estdn representadas por la linea negra (con
C; = 0) y la densidad de materia pg, esta representada por la linea con circulos
(con % =1).

De acuerdo con este grifico, la densidad de materia 6-d obtenida posee un
comportamiento de cardcter friedmanniano [8, 3], es decir, el universo parte
de una gran explosién (big-bang) y luego evoluciona en el tiempo decreciendo
asintéticamente en el infinito, como es esperado para los modelos planos de
Friedmann.

3.2. Solucién particular 6D no vacia hiperbdlica
(o0 =—1).

En esta seccién trataremos de encontrar mds soluciones a las ecuaciones de
Einstein planteadas en la tabla 21. Para ello, volveremos a enfocarnos en el
sistema de ecuaciones diferenciales de la tabla 22 y, en su reduccién de orden
(3.1) y en la igualdad b = by = by, para asi llegar otra vez al sistema de
ecuaciones diferenciales de la tabla 24, el cual se puede reescribir de la siguiente
forma:

(a® +2ab+ 0% + 20’ + b +2k), + (26 +V —0), = 0, (3.12)
(a® +2ab+b° +2a' + b +2k), + (22> +a' +0), = 0, (3.13)

donde los subindices 1, 2 y 3 hacen referencia a sus respectivos paréntesis.
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En el sistema anterior podemos hacer los despejes (), = —(); ¥ ()3 = — (1,
por lo cual concluimos que

02 =03 =171, (3.14)

donde f (1) es una funcién desconocida de 7. Entonces resulta que

()1 =—f).

Por lo tanto tendremos que 26> +b —o = f y 2a®> +a’ + 0 = f, de donde

¥V o= f—-20+o, (3.15)
ad = f—2d®—o. (3.16)

Asf que sustituyendo las ecuaciones (3.15) y (3.16) en cualquiera de las ecua-
ciones del sistema (3.12) y (3.13), y usando la relacién (3.14), obtendremos
[a? +2ab+ b? + (2f — 4a® — 20) + (f — 2b* + o) +20]1 + f =0, de donde
—3a? +2ab — b + 0 = —4f, por lo que

3, 1, 1, o
J=a - abt b - T (3.17)
Mas sustituyendo (3.17) en (3.15) y (3.16), llegamos al sistema:
) 1 1 5
P Y. 2 - 12 Y
a = 4(1 2ab—|— 4b 40,
3 1 7 3
/ _ 2 - _ 142 2.
b = 4a 2ab 4b + 40,

el cual podemos reexpresarlo como el siguiente sistema simplificado de ecua-
ciones diferenciales:

1 2 1 3 2 1 2 2

al = <—4a — iab— Zb — 4J> — (a _b +0—), (318)
1 2 1 3 2 1 2 2

R e o U U RN G T

del que podemos garantizar que todas las soluciones que obtengamos serdn e-
xactamente todas las soluciones del sistema original de la tabla 24, ya que como
hemos llegado al sistema (3.18) y (3.19) por simples despejes algebraicos validos
reversibles, no hay pérdidas de soluciones ni anadidura de soluciones extranas
en dicho sistema con respecto al sistema de la tabla 24.

Ahora, para encontrar una solucién al sistema anterior, propondremos que
a = ag y b= by son constantes, con lo que a’ = b’ = 0, origindndose el siguiente
nuevo sistema:

1 1 3 1

(—4ag - §aob0 - ib% - 40) ., — (a§ — b3 + o), = 0, (3.20)
1 1 3 1

(_4013 - §a0b() - ib% — 40) . + (G(Q) — bg + 0')2, = 0, (321)
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donde los subindices 1/ y o- hacen referencia a sus respectivas llaves; este sistema
ya no serd un sistema de ecuaciones diferenciales, sino simplemente un sistema
de ecuaciones algebraicas. En dicho sistema no es dificil ver que (),, = 0, por lo
que también (),, = 0, origindndose de esa manera el nuevo sistema:

ai—bi+o = 0, (3.22)
1 1 3 1

que es el sistema que verdaderamente se resolvera.
Para resolver el sistema (3.22) y (3.23) primero despejaremos ag en (3.22),

obteniendo
ag = :t\/b?J —o0. (3.24)

Luego, sustituyendo (3.24) en (3.23) tendremos

1 1 / 3 1

de donde, haciendo dlgebra llegaremos a
—2b% = +bg4/ b2 — 0,

aby = 02 (b3 — o),

por lo que

ie.
bg (3b5 + o) = 0. (3.25)
De la ecuacién (3.25) se desprenden varias posibilidades, que analizaremos

a continuacién:

a) Sio = 0 (universo plano), entonces tendremos que 3b4 = 0, por lo que by = 0
y a =0 (por (3.24)), la cual es una solucién trivial.

b) Si 0 = +1 (universo eliptico), entonces se tendrd que b3 (363 +1) = 0, de
donde:

1. Si b3 = 0, entonces by = 0 y ag = +i (por (3.24)), resultando ser una
solucién imaginaria que por lo tanto desecharemos.

2. Si (3b(2) + 1) = 0, entonces by = £/ —% = i%i, que es una solucién
imaginaria y por lo tanto eliminada.

c) Si 0 = —1 (universo hiperbdlico), entonces tenemos que b3 (363 — 1) = 0,
por lo que:

1. Si b3 = 0, entonces by = 0y ag = +1, la cual es una solucién trivial.

2. Si (3b(2) — 1) = 0, entonces by = j:% yag = :t% o} :F%, siendo ésta
la dnica solucién interesante.
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Ahora, las soluciones encontradas en c)-2 se sustituirdn en el sistema (3.22)
y (3.23) para descartar posibles soluciones extranas. Asi que sustituyendo

by = i% vy ag = i%, con 0 = —1, tenemos:
4 1
—|—-(=]—-1 =0
(5)-()-1 -0
0 = 0,
y
1 4 1 2 3 1 1
B —.(z R e Z(=1) = 0
4 <3> 2 (3)+4 (3)+4( ) ’
—1—14—1—&-1 L 0
33 4 4 7
2 _
3 - )

lo cual es una contradiccién i.e. las dos parejas de soluciones

V3
tuyendo las otras dos parejas, by = j:% y ap = :F%, en el sistema (3.22) y

(ap,bo) = (:I:%, ii> se descartan al ser soluciones extranas. Y ahora, susti-

(3.23), encontramos lo siguiente:

(-0 - o

=
Il
o

] =
7 N\
[SURINTSN
~_
|
N
7N
[SCIR N
~__
+
=]
N
[SVRN
N~
+
| =
|
—_
S—
Il
QO

por lo cual las dos parejas (ag, bg) = (:I:%, ?%) sf son soluciones verdaderas.

A continuacién resumiremos los resultados del anslisis anterior, para la ob-
tencién de soluciones al sistema (3.22) y (3.23),en la siguiente tabla.

a) 0 =0 — {by =0, ap = 0. Solucién trivial.

b) o = +1 - 1. by =0, ag € Im . Solucién invilida.
o 2. bg € Im . Solucién invalida
_ 1. by = 0, ag = £1. Solucién trivial.
c)o=-1—1q o bo= i%, ap= :F%- ***Solucién interesante.***

Tabla 25

En conclusién, de la tabla 25 podemos decir que la inica solucién real no
trivial que hemos encontrado para el sistema de la tabla 24 con o = —1 (caso
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hiperbélico) es

PRI (3.26)
a=+— =F—, .
V37 V3
es decir, la solucién c2.
Por lo tanto, debido a la reduccién de orden (3.1) y a las igualdades
b = by = by, tenemos que
+iatc (3.27)
a = — , .
\/§77 1
1
= —n + Co, 3.28
/61 :F\/gn 2 ( )
1
= —n+ Cs; 3.29
ﬂQ :F\/gn 3 ( )
expresiones que deben ser soluciones al sistema de la tabla 22 para ¢ = —1,

lo cual es cierto, ya que sutituir esas expresiones en dicho sistema equivale a
sustituir las soluciones (3.26) en el sistema de la tabla 24 (debido a (3.1) y a
las igualdades b = b; = bs), lo que significa sustituir (2.28) en el sistema (3.18)
y (3.19), lo que es lo mismo que sustituir (3.26) en el sistema (3.22) y (3.23),
lo cual acabamos de hacer al descartar las soluciones extranas, comprobandose
su validez. Asi pues, las soluciones a las ecuaciones 2, 3 y 4 de la tabla 21
(0 = —1) seran las ecuaciones (3.27)-(3.29), y sustituyendo dichas soluciones en
la ecuacién 1 de esa tabla obtendremos

2 2\ (L
= (iij)(z{;)SﬁS((;S)(gJSl 3(~1) ) —
por lo que
oa = - (_2) (7 kn-201).
es decir
Hoa = _%J%’ﬂ Cy >0, (3.30)

pues Cy = %e‘zcl > 0.

Asf que finalmente, retomando las soluciones (3.27)-(3.30) al sistema de ecua-
ciones algebraico-diferenciales planteado en la tabla 21, concluimos que una solu-
cién particular 6-D no vacia a las ecuaciones de Einstein de esa tabla, derivadas
de la métrica 6-dimensional

dI* = * [dn® — dx* — f* (d6® + sin® (0) dp?)]| — e*1dz} — e*P2da}
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(ver la definicién (1.16) para f), es, en el caso hiperbdlico (f = sinhx, o = —1):

a=+Zn+Cr| (3.31)
By =F 0+ Cz|, (3.32)
By =Fzn+Csl, (3.33)
pog = — 26TV, Cy > 0|, (3.34)

De la ecuacién (3.34) se observa que la densidad de materia 6-dimensional
leq €s negativa. De acuerdo con [7, 16, 18] hay dos métodos escenciales para
interpretar fisicamente los campos escalares 3, y 3,. En especial nos referimos al
segundo método, en el cual el campo escalar se manifiesta en formas conocidas
(no geométricas) de materia, y en este contexto, en los procesos de creacién
y aniquilamiento de materia. Sin embargo, esto ultimo no es aqui analizado
y por ende esta solucién no es fisicamente aceptable. Unicamente el factor de
escala a coincide en este caso con los modelos de Friedmann, donde crece con el
transcurso del tiempo; sin embargo difiere en la forma de la tendencia, ya que
en nuestro caso la tendencia es lineal, en cambio en el modelo de Friedmann es
logaritmica.

A continuacién mostramos un gréfico del comportamiento de las soluciones
(3.31)-(3.34) a traves del tiempo 7:
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1 i
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donde hemos tomado las soluciones superiores y hemos hecho C; = 0, C3 3 = 10
Ca _



Apéndice A

Demostracién de algunos
resultados usados en el
articulo.

A.1. Demostracion de las identidades trigonométri-
cas hiperbdlicas ¢** — 1 = 2sinh (z) e” y * +
1 = 2cosh (z) €.

Proposicién Justificacién

eT_e™ T

5 Por definicién.

1. sinhz =

xT —xT
2. coshx = % "

3. sinh (z) + cosh (z) = €” Sumando 1y 2.

4. ¢** = sinh? () + 2sinh (z) cosh (z) + cosh? (#)  Elevando al cuadrado 3.

5. cosh? (z) — sinh? (z) = 1 Identidad trigonométrica.
sinh? ()
2w — +2sinh (z) cosh (x)
6 ¢ N + cosh? () Restando 4—5 y
) — [cosh2 (z) — sinh? (gc)] sustituyendo 3 al final.

= 2sinh () [sinh (z) 4 cosh (z)]
= 2sinh (z) e”

o1
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sinh? (z)
+2sinh (z) cosh (x)
+ cosh? (x) Sumando 4y 5y
+ [cosh? (z) — sinh? ()] sustituyendo 3 al final.
= 2 cosh (z) [sinh (z) + cosh (x)]
= 2cosh (z) e”

Y 6y 7 es lo que querfamos demostrar.ll

A.2. Obtencién de algunos resultados de la sec-
cién 2.1 con ayuda del software Mathema-
tica 7.0.

*Nota: Todos los cdlculos hechos en esta seccién se localizan en el
archivo “Solucién Ecs. de Einstein en vacio b.nb”.

A.2.1. Obtencién de la integral (2.35).

En (2.35) tenemos la ecuacién

2sinhIn tan (—n)

dv; 1
fregf e A,
¢ 2 cosh [2 arctanh (6_2/\")}

por lo que al auxiliarnos de Mathematica para resolver la integral derecha ob-
tenemos lo siguiente:

warwo o uam

Integrate[-2 Sinh[Log[Tan[-1]]], 1]
Integrate [3 2 Cosh [2 ArcTanh [e;2 1 ] ] ,

n]

out[1]=

cccccc

-Log[Cos[n]] - Log[Sin[n]]

o) slelel
,,,,,,,

z i R njA

vironment £z |ulo| 1k M)
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es decir, para las funciones superior e inferior tenemos que

_ 2 sinh In tan (—n) dn = —In|cosn| — In |sinn|
2 cosh [2 arctanh (e 72*)] o= —2An —In |2 (=1 + e~ *\)|

+cte

{ —In [sin () - cos (1)] }

—2\n —1In |2 (—1 + 6_4)‘”)|
+cte

—In |1 sin (2n)|

- { —2\n — |2 (=1 + e )| }

"

+’Yv )

donde hemos considerado el caso mds general, con valor absoluto en los argu-

mentos de los logaritmos, y, v/ = cte.

A.2.2. Simplificacién de la llave {}4,, en la férmula (2.38).

En la férmula (2.38) tenemos la expresion

— sin (27) cosh In tan (—n)
1

Asinh (27) sinh [2 arctanh (e’z)‘")] S/v
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la cual podemos simplificar con ayuda de Mathematica, para asi obtener

- Simplificacién de la llave {0}s),
e e

[V = | rioor |(oralz)

IN[47]= | Simplify[-sin[2 1] »Cosh[Log[Tan[-n]11]
Elementary Functions

Plot[Sinh[2 ] » Sinh[2 » ArcTanh[Exp[-2*7]1], (7, 0, 1000000}, AxesOrigin - {0, 0}]

A Typesetting

®

ConvertNotebook

Plot[-Sinh[2 7] + Sinh[2» ArcTanh[e27]], (7, ~1000000, 0), Axesorigin - (0, 0}] Cr o o o)
our= | 1
“ Slide Show (=]
o NewTenmInle
=]
===
[

Table of Contents

ViewEnvironment

outi49)=

e e T

b T

Palettes Window Help

14 Solucin Ecs. e Einstein en vacio b .nb

2]

. Simplificacion de la llave {0}, 1
|
In[47]:= I

Simplify[-Sin[2n] *Cosh[Log[Tan[-n]]1]]
Plot[Sinh[2 7] # Sinh[2 % ArcTanh[Exp[-2%71]]], e
{n, 0, 1000000}, AxesOrigin - {0, 0}] - olaisor
Plot[-Sinh[2 1] % Sinh[2 * ArcTanh[e’”]], {7, -1000000, 0},

AxesOrigin - {0, 0}]

Out[47]=
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donde hemos considerado para las graficas los intervalos de definicién de n dados
en (2.34); es decir, podemos concluir que

—sin (2n) cosh In tan (—n) 1
1 =41
Asinh (27) sinh [2 arctanh (6_2)‘")] S/v 1
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A.2.3. Integracién de la férmula (2.33).

Integrando la férmula (2.33) con ayuda de Mathematica obtenemos

] LRI v Calculator 2 =L
[ N ~ Basic Commands ® 5
Constants

- Integracion de x para obtener a a.

| side Show

3
In[50]= !nquate[sinh[kxq[i‘an[vn]]] -y 3253 *CoshlteglTan(-n111, ,7]

lnbeqx‘ate[sinh[mq[Tan[-w]” +

slide Show |2

Sinh | Cosh | Tanh
{rmcomzare] (1 72 |+ ], mvegmaref[1+4] 525 |+ 2]} e
=

3
Integrate[cosh[2 Arctann[e27 ]] -\ == sinh[2 ArcTann[e7]], 1] T
Lom | prime
tntegrate|-Cosh[2 Arotanh[e27 ]] -\ 7 sinh[2 Arcrann[?" ]], 1] rensemrunctons | viwenironment
| 38 [y enesn 37 [ seinn Lt ]
outisoj= | - V3 \ T33s Testzcesinll+ 2 EV To5o Tesl2sinlnll + S Teglsin(27]] PR— |

v Bdras...

Y 1 1 1 1 .
oulsti-| 3 V3 || g west2cestnl) - 3 V3 || 1o mest2 sinin)1 « } sesiaintz

1 ) 1
outfs2}= {5 ‘1-\/? : Loglnls 3

ViR e

=BE0D

fefoful=

1«\/7\ = ]Lﬂq[n]}

¥ \1+2¢ 1+2¢ co | @
1 . 1 1 a1 . = : -
ot | n+ 3 teg[2 (-1 6747)] -29F [ [Froal-1+e27] - og[2+e27]] 100% + H
ousae | <n+2vF || 7 (Fres[-1+ 6] - S 10s[1+e27] | + T og[2 (~1+e%]]
% -
2] Karm

..
. Integracion de u para obtener a a. [ |

% Cosh[Log[Tan[-n]]], r,] ViewEnvironment

In[50]:= Integrate [Sinh[Log[Tan[-r]] 11 - 5 A
c+

Integrate [Sinh[Log[Tan[-r]] 11+

5o *Coshllog(Tan[-n111, n]

{Integrate[(l-," 2:+1 ]* %, n], Integrate[ 1+ 2:+1 ]*ﬁ, ’7]}

Integrate [Cosh[Z ArcTanh [e'z 1] - ' 3 3 I Sinh[2 A_\r:c'l'anjh[e'2 201 ;7] ““;‘:‘*:;‘m"'“
C+ v Calculator

~ Basic Commands

Integrate[-Cosh[zArc-ranh[ezﬂ]] -4’ - 3 } Sinh[2 ArcTanh[e? ]], lrleisle]
Cc+
n] ’
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V3 | 15 ogl2Cosnl] + E
5V3 | 1752 Losl2sin[n]] + 2 Log[Sin[2 1] E
z | )
Out[51]= Viewr
[ [ ||
%ﬁ 15? Log[ZCos[n]]—%\E ﬁ Log[ZSin[r,]]+%Log[sin[2rz]] i
Out[52]= ;

Gl-7 e

Out[53]=

Log[n], %[1+\E ﬁ
1 n 1 (1 n 1 “
m+§Loq[2 (—1+e’4“‘)]—2\/? e LZLog[—lMeZ“]—ZLoq[lwez"”

Log[n]}

OuitlRdl=

Out54]=

1 1l n 1 ” 1 ”
“n+24/3 T 2¢ LZLog[—lJrez"} —ELog[lJﬂez‘” +ELog[2 (\—l+e4‘H

b

es decir, tenemos que la integral es igual a

S/ se In[2cosn| + 34/ 5657 In[2sing| +  In|sin (27)]

X
(% — 2y 203+1) In ||

=20y a4 (1 (=142~ |L+])) 441 2 (~Lbe)|

"
+ayg,

donde hemos considerado el caso general con valor absoluto en el argumento
de los logaritmos. Y la expresién anterior evidentemente equivale a la férmula

(2.41).

A.3. Obtencion de una relacién alternativa Cy =
(5 (o) con ayuda del software Mathematica
7.0.

Con ayuda de Mathematica vemos, en el archivo: “Relaciéon C K-P y alfa
P-V.nb”; que dos soluciones a la ecuacién (2.68)
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(72 = — ) som

File

Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help.

4 Relacion C K-Pyalfa P-Vinb *

Kar M 100f11
.Soluciones C=C (a) para la igualdad i
— 1 [BscManasisant (3]
Y2 = -—= n
Vv

-
Ai=a?+—a+l;
3 m
===
1 3 Table of Contents.
¥2 1= — (1—V2c-1); | oo |
2 2C+1 | [ —
! |
{Solve [)«2 = -—, c]}
outs7)=
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1
ﬁ;), pero una

es la conocida ecuacién (2.65) (

9a°%+12a413
(3a—1)2

es decir, una solucién

solucién alternativa es la ecuacion Cy =



Conclusiones.

En el capitulo 1 de este trabajo se parti6 de la métrica 7-dimensional
dI?=e2> {28 [dn?—dx?— f? (d0*+ sin’ () dp?)] —e*"1da?—e*V2dad—e?sdx},
donde la funcién f , como ya es conocido, puede tomar tres formas diferentes
dependiendo de la seccién espacial de la geometria analizada; a saber,

X caso plano
f= sin x, caso eliptico
sinhx, caso hiperbdlico

A partir de esa métrica se obtuvo, mediante el formalismo de formas diferenciales
de Cartén [15], las diversas componentes no nulas del seudotensor de Einstein:
Goo, Ga2,. .., Grr.

En la seccién 2.1 se corroboraron los resultados mostrados en el articulo de
Kechkin-Peraza [10] sobre la obtencién de una solucién general a las ecuaciones
de Einstein N-dimensionales “vacias”, calculadas a partir de una métrica como
la dada en la seccién 1, pero generalizada a N dimensiones. En particular, se
obtuvieron las soluciones para los casos 5-dimensional y 6-dimensional.

En la seccién 2.3 se comparé una solucién 6-d a las ecuaciones de Einstein
vacfas [1] con la solucién particular de Kechkin-Peraza para el caso 6-dimensional
(obtenida en la seccién 2.1), con el fin de demostrar la equivalencia de ambos
métodos de solucién, lo cual arrojé que debe cumplirse entre sus respectivas
constantes de integracién la relacion: C = (217'*{)12, donde C es una constante en
[10] y o es una constante en [1].

En la subseccién 2.3.4 (subsubseccién “Relacién Co = Cs (o) alternativa”)
fue encontrada, con ayuda del software matemdtico: “Mathematica 7.0”; una

relacién alternativa entre C'y «, la cual fue

_ 9024120413
Co = (3a—1)2

cién de “algunos” de los términos respectivos de las métricas dadas en [10] y
[1], y por lo tanto no era una relacién general entre las constantes C' y « de las
respectivas soluciones en ambos articulos.

En el capitulo 3 se partié de la métrica 7-dimensional del capitulo 1, y se le
redujo a su forma correspondiente 6-dimensional considerando o + v5 = cte, y
bajo esa condicién, se utilizaron directamente los resultados de dicho capitulo,
con la diferencia de que se eliminé a (« + 73)/ y a la componente G77, como
asi es senalado el método de reduccién de una variedad dada a otra de menor

, sin embargo, dicha relacién solo era valida para la compara-

99
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dimensién en [16]. Con esto fue posible establecer las ecuaciones de Einstein
“con densidad de materia 6-dimensional”’, donde todas las componentes G 44
estarfan igualadas a cero, excepto la componente Gy, siendo Gog = —kpg4. Una
vez establecidas dichas ecuaciones, se encontraron dos soluciones particulares
para ellas, una para un universo plano y la otra para un universo hiperbdlico.
Se espera que los resultados aqui mostrados sean un caso particular de una
solucién més general 6-dimensional con la cual pudiera ser posible, en principio,

describir propiedades de nuevas formas de materia, como la materia obscura y
otras.
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