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O trabalho descreve uma análise de estimador de erro "a posteriori" proposto por 
Zienkiewicz e Zhu3 implementado utilizando o ambiente computacional SDP desenvolvido 
no Laboratório Nacional de Computaciio Científica5. Este estimador se propije a apresentai: 
convergencia assintótica de efetividade devido a uma nova técnica superconvergente de 
recuperacaio de gradientes da solucaio (estimador Z 2  modificado). Um segundo estimador de 
erro1 é utilizado para comparacao, através de um exemplo de aplicacaio a elasticidade plana. 
Utiliza-se na análise elementos triangulares quadráticos e lineares, com o objetivo de verificar 
a performance dos dois estimadores. 

SUMMARY 

This work describes an analysis of the Zienkiewicz-Zhu3 "a posteriori" error estimator, 
implemented using the SDP computer environment developed at the National Laboratory for 
Scientific Computation5. This estimator is expected to present asymptotic convergence due to 
a new superconvergent recovery technique (modified Z 2  estimator). A second error estimatorl 
is used in the comparisons, in the context of plane elasticity. Quadratic and linear triangular 
elements are used in the analysis, aiming at a verification of the performance of the proposed 
estimators. 
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Uma técnica geral de recuperas50 é descrita para determinar as derivadas (tensoes) 
das solusóes dos elementos finitos nos nós do modelo. Segundo Zienkiewicz, uma 
convergencia de quarta ordem dos valores nodais dos gradientes para elemento 
triangular quadrático é relatada pela primeira vez. A performance da técnica é 
comparada ao procedimento de suavizas50 pelo uso da projec5o local L2 (estimador Z2 
na forma original). 

A nova técnica superconvergente de recuperas50 é usada na computas50 do 
estimador de erro "a posteriori" (Z2), o qual tem provado ser economico e efetivo. 
A qualidade e a confiabilidade do estimador de erro é dependente, portanto, dos 
procedimentos de suavizas50 utilizados. Este novo estimador evita certas dificuldades 
previamente encontradas para elementos quadráticos onde era necessário uma grande 
quantidade de ajustes para se obter resultados satisfatórios. 

PROBLEMA MODELO 

Tem-se para um problema genérico de Elasticidade Linear 

U =U no contorno 

S +Operador linear 

D +Matriz de elasticidade 

uh = N ü :  ~h = SNÜ ah  DE^ M 
As solusóes aproximadas uh, ah diferem dos valores exatos u e a (modelo analítico). 

A diferenca é o erro de discretizasao. Logo 

Uma das medidas mais comuns é a norma de energia, descrita para um problema 
de Elasticidade Plana como 

onde 

1Ie1l2 = XZl llell? 
m +- n" de elementos 

11.11 + norma calculada para cada elemento 



Para uma malha ótima, busca-se fazer estas contribuicóes llelli iguais para todos os 
elementos. Posteriormente, calcula-se a porcentagem relativa 7 do erro total e o índice 
de efetividade dos estimadores. Temos entáo 

onde 

1 1  E 1 1  + energia potencial total 

llell + erro total do modelo 

A partir da medida de 7,  avalia-se a qualidade da discretizacáo. 
Após a análise final ter sido completada, a seguinte condiciio deve ser satisfeita 

sobre todo o domínio 

Pode-se definir 7 como sendo o erro máximo permissível. 

ESTIMADOR DE ERRO 

Zienkiewicz e Zhul, propuseram um estimador que consiste em aproximar o campo 
de tensóes exatas por um campo de tensóes contínuas suavizadas. Uma vez contínuo o 
campo de tensóes, pode-se obter uma estimativa da norma de energia do erro. 

Estimador 2' na forma original 

O estimador de erro propostol se baseia na suavizaqáo das derivadas descontínuas 
da soluqiio, projetando-as sobre as funcóes de forma N, as quais interpolam a soluciio 
aproximada, satisfazendo assim as condicóes de contorno do problema. Logo, é definido 
um campo de derivadas suavizadas aL mais exato do que a soluqáo pós-processada Ch. 

A técnica descrita será aplicada a nível de elemento (local), já que a utilizacáo de 
uma projeqáo global torna o processo bastante dispendioso. 

Na análise estrutural, aL é um campo de tensóes que é interpolado pela mesma 
funciio de forma dos deslocamentos e a h  representa as tensóes obtidas diretamente da 
soluqiio em elementos finitos. 

Pelo método de projeqáo local 
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Substituindo (8) e (9) em (lo) ,  tem-se 

Logo, as tensoes nodais extrapoladas (projeciio de oh) seriio 

Com as tensoes nodais aL já determinadas, calcula-se em cada nó a média 
aritmética dos valores fornecidos. 

Na norma de energia, tem-se 

l/iliL = (J (e:)' D-' (e:) d o )  

O Estimador Z2 modificado 

O método de projeciio local descrito na secáo anterior tem mostrado ser de grande 
eficiencia e aplicabilidade. Entretanto, este método é muito impreciso para valores 
pares do polinomio de aproximaciio p (p=2,4, ...). 

Uma expansiio polinomial, (singular e contínua) da funciio que descreve as derivadas 
é usada sobre um grupo de elementos adjacentes aos nós nos quais a recuperaciio é 
desejada. Esta expansáo será feita para ajustar localmente os pontos superconvergentes 
pelo método dos mínimos quadrados. 

O objetivo da recuperaciio das derivadas é encontrar parametros nodais tais que 
o campo de tensoes contínuo suavizado G* (definido pela funqiio base N e pelos 
parametros nodais a*) seja mais exato do que Gh. Entáo, define-se 3 como pertencendo 
A expansiio polinomial a;, cuja ordem completa p é a mesma da funqiio base N, que 
é definida sobre um grupo composto de todos os elementos contendo um nó comum. 
Tem-se entao 

G; = Pa (15) 

Para elementos triangulares planos e expansáo linear, tem-se 

e para expansiio quadrática 

A determina550 dos parametros desconhecidos a da expansáo dada pela equaciio 
(15) é feita pelo ajuste dos mínimos quadrados para um conjunto de pontos 
superconvergentes do grupo considerado. 



Para isto, minimiza-se 

onde (xi, yi) sáo as coordenadas de um grupo de pontos amostrais. Assim, n é o número 
total de pontos amostrais definido como 

Na equacáo acima, m é o número de elementos do grupo e Ic é o número de pontos 
amostrais sobre cada elemento. A condicáo de minimizacáo de F (a )  implica que a 
satisfaz 

que pode ser descrito na forma matricial como 

onde 

Na norma de energia, tem-se 

Considerando elementos triangulares lineares (3 nós), ambas as derivadas 
recuperadas aL e a* sáo superconvergentes (O(hpfl)) e está0 localizadas entre a 
descontinuidade da solucáo ah. 

Utilizando elementos triangulares quadráticos (6 nós), a convergencia de aL tem a 
taxa padráo de 0(h2), pois apesar dos valores nodais recuperados estarem localizados 
entre a descontinuidade de a h ,  náo sáo superconvergentes. Isto significa que uma 
simples média dos valores descontínuos da solucáo em elementos finitos náo resultará 
em valores nodais superconvergentes para elementos quadráticos como em elementos 
lineares. Entretanto, a* mostra ultraconvergencia da ordem de (0(h4)). 

A superconvergencia ocorre com o novo estimador para os nós internos e do 
contorno, mas o fenomeno da ultraconvergencia (0(hp+2)) é limitado somente aos 
nós internos do domínio. Deve-se observar que a utilizaciio da técnica modificada 
para o contorno exige um ajuste, pois náo é possível definir um grupo de elementos 



envolvendo completamente o nó. Assim sendo, os valores de tensoes suavizados siio 
obtidos utilizando um grupo interno de elementos, afetando assim a qualidade dos 
resultados. 

A qualidade do estimador de erro 1 1 ~ 1 1 ~  é medida pelo seu índice de efetividade 
dado pela raziio entre o erro estimado e o erro exato, isto é 

O índice R denota um dos procedimentos de recuperacáo descritos anteriormente. 

EXEMPLO 

Neste exemplo, tem-se uma viga bi-apoiada de secáo retangular delgada, submetida 
a uma carga uniformemente distribuída de intensidade q, como mostra a Figura 1 

Figura 1. Exemplo de aplicacao 

Dados 

A seguir faz-se uma análise dos valores nodais recuperados. Taxas médias de 
convergencia das componentes de tensoes foram calculadas em alguns pontos do modelo 
discreto. Após refinamentos uniformes, tres níveis de malhas foram obtidos a partir de 
uma malha inicial com 32 elementos. Para nós internos (pertencentes ao domínio), 
tem-se os resultados mostrados nas Tabelas 1 a IV. 

Em elementos triangulares quadráticos pode-se observar que as taxas médias de 
convergencia das tensoes nodais recuperadas pelo procedimento modificado sáo no 
mínimo iguais a quatro (ultraconvergentes). Já pela técnica de projeciio local verifica-se 
taxa padriio de convergencia. 

Em elementos triangulares lineares, taxas médias superconvergentes (0(h2)) dos 
valores nodais foram encontradas para os dois métodos de suavizaciio considerados. Nas 



Tabela 1. Taxa de convergencia dos valores nodais recuperados no ponto de 
coordenada (125.0,25.0) para elementos de 3 nós 

Tabela 11. Taxa de convergencia dos valores nodais recuperados no ponto de 
coordenada (125.0,25.0) para elementos de 6 nós 

Tabela 111. Taxa de convergencia dos valores nodais recuperados no ponto de 
coordenada (187.5,O.O) para elementos de 3 nós 

Tabela IV. Taxa de convergencia dos valores nodais recuperados no ponto de 
coordenada (187.5,O.O) para elementos de 6 nós 

Tabelas de V a VI11 tem-se os resultados obtidos para as tensoes nodais recuperadas 
em nós do contorno. 

Para elementos de 6 nós do contorno, a maioria das componentes (tensoes) 



suavizadas a* convergiu a uma taxa média superconvergente 0(h3), onde a ordem da 
convergencia variou entre 1 e 3. Utilizando a técnica de projeqiio, as componentes 
convergiram A urna taxa padrao de 0(h2). 

L L * I / h a - a  1 a -  1 1 I~y-acl I J ~ X Y - O L ~ ¡ I ¡ ~ X Y - ~ Z ~ ~ I  

Tabela V. Taxa de convergencia dos valores nodais recuperados no ponto de 
coordenada (0.0,-50.0) para elementos de 3 nós 

1 Taxa 1 
I I I 1 1 

1 

Tabela VI. Taxa de convergencia dos valores nodais recuperados no ponto de 
coordenada (0.0,-50.0) para elementos de 6 nós 

1 Taxa 1 
I 

1 

2 

Tabela VII. Taxa de convergencia dos valores nodais recuperados no ponto de 
coordenada (-125.0,-50.0) para elementos de 3 nós 

112 
1/4 
118 

Taxa 

1 

3 

Tabela VIII. Taxa de convergencia dos valores nodais recuperados no ponto de 
coordenada (-125.0,-50.0) para elementos de 6 nós 

.3344609El 

.1392867El 
.51394942 

1 

1 Taxa 1 
1 1 1 1 1 1 

1 

2 

2 

.2982628El 

.1165531El 
.39704870 

1 

1 

1 

3 

1 

.12331742 
.819203E-1 
.43528OE-1 

1 

2 3 

.303198E-1 

.112809E-1 

.322839E-2 
2 

2 2 2 

.42810470 

.29406088 

.16150184 
1 

3 

.813061E-1 

.388174E-1 

.156045E-1 
1 
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Já  em elementos triangulares lineares, taxas médias O(hl) dos valores nodais foram 
encontradas para aL (projeciio local), e para a*, as taxas variaram entre O(hl) e 0(h2). 

A análise da convergencia da solucao recuperada na norma de energia é mostrada 
nas Tabelas IX e X. Os valores obtidos mostram convergencia padrao para a solucao 
aproximada pelo Método dos Elementos Finitos. 

Tabela IX. Convergencia da solucáo obtida pelo método dos elementos finitos e das 
solucóes recuperadas para elementos de 3 nós 

112 
114 
l / 8  

Taxa 

Tabela X. Convergencia da solucáo obtida pelo método dos elementos finitos e das 
solucóes recuperadas para elementos de 6 nós 

.4248669731 

.2506328231 

.1319433431 
1 

112 
114 
118 

Taxa 

Para elementos lineares, as soluq6es recuperadas apresentam taxas de convergencia 
de ordem O(hl.'). Entretanto, para elementos quadráticos, a soluciio recuperada pela 
técnica de projeciio local apresentou taxa de convergencia igual a 0(h2). Para o novo 
procedimento de recuperaciio, a soluciio convergiu segundo uma taxa de ~ ( h ~ . ~ ) .  

O desempenho das estimativas empregadas na computa@o do erro de discretizaciio 
das malhas utilizadas é verificada nos gráficos das Figuras 2 e 3 através do índice 
de efetividade O definido anteriormente. Para elementos lineares, os índices globais 
de efetividade dos estimadores considerados tem praticamente os mesmos valores 
correspondentes aos níveis considerados de refinamento, e convergem para a unidade 
(O + 1). J á  para elementos quadráticos, os índices de efetividade do estimador z2 
modificado variam em torno da unidade, e para o z2 original, O se aproxima de 0.5. 

.3113278531 

.1127710331 

.3294657831 
1.5 

.lo700786 
.29352225E-1 
.76694342E-2 

2 

.2904730631 

.1028037131 

.2899130831 
1.5 

.4990888E-1 
.12585315E-1 
.3231916OE-2 

2 

.18996195E-1 

.30810543E-2 
,541015363-3 

2.5 



Figura 
e e2 

log l lh 

2. Convergencia dos índices de efetividade O1 (estimador Z2 - 
(estimador z2 - modificado) para elementos triangulares 

forma original) 
de tres nós 
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0.301 0.602 0.903 

log l l h  

Figura 3. Convergencia dos índices de efetividade O1 (estimador Z2 - forma original) 
e e2 (estimador 2' - modificado) para elementos triangulares de seis nós 

Com os resultados obtidos, pode-se comprovar numericamente o fenomeno da 
superconverg&ncia (0(hp+')) das derivadas nodais e a eficiencia do estimador, sendo 
que este fenomeno, no entanto, nao se verificou em todos os casos. 

Para elementos triangulares de 6 nós, utilizando-se o estimador padriio foram 
encontradas taxas médias de (0(h3)) para a maioria das componentes de tensoes em 
nós do contorno; e para os nós internos, o valor mínimo obtido para as taxas foi 



IMPLEMENTACÁO DE ESTIMADOR DE ERRO COM TÉC. SUPERCONVERGENTES 717 

ultraconvergente da ordem de (0(h4)). Pela técnica de projeciio, quase todas as tensoes 
nodais convergiram A uma taxa média padrao de (0(h2)). 

Já em elementos de 3 nós, todas as componentes de tensoes (para os nós internos) 
obtiveram taxas médias superconvergentes de (0(h2)) utilizando os dois métodos de 
recuperaciio. A taxa de convergencia das tensoes no contorno foi de O(h), também para 
ambos os métodos considerados. 

Os valores para o índice de efetividade do estimador z2 original e modificado em 
aproximacoes lineares foram semelhantes aos computados por Zienkiewicz e Z ~ U ~ , ~ ,  
fornecendo estimativas razoáveis para o erro de discretizaciio. Em aproximacoes 
quadráticas, a técnica de projeciio local empregada na suavizaciio das derivadas 
descontínuas resultou em subestimacao do erro; entretanto, a efetividade do estimador 
z2 modificado manteve-se em torno da unidade. 

Assim, o exemplo numérico mostrado neste trabalho ilustra a boa qualidade do 
estimador z2 na forma de energia para malhas de elementos triangulares lineares e 
quadráticos. 
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