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Resumen Uno de los métodos numéricos estables més
utilizado para calcular la raiz cuadrada de una matriz
es el Método de Newton (MN) el cual tiene la desven-
taja de que, en cada iteracién, es necesario resolver una
ecuaciéon matricial de Sylvester para matrices densas
resultando computacionalmente costoso. Se han hecho
simplificaciones al MN, resultando un par de iteraciones
simplificadas. Higham [4] demostrd, a través de la teorfa
de perturbaciones, que éstas son numéricamente inesta-
bles. En este articulo se desarrolla una iteracion alterna-
tiva simplificada del Método de Newton (IASMN) para
calcular la raiz cuadrada de una matriz real simétrica
definida positiva, la cual es atractiva por ser convergen-
te, computacionalmente econémica y, para propdsitos
practicos, es numéricamente estable.

A SIMPLIFIED NEWTON’S METHOD TO
CALCULATE THE SQUARE ROOT OF A
POSITIVE DEFINITE REAL MATRIX

Summary One of the numerically stable methods to
calculate the square root of a matrix is the Newton’s
Method, but it has the disadvantage that in each itera-
tion it is necessary to solve a Sylvester’s matrix equa-
tion for full matrix, which is computationally expensive.
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Modifications to the method have been made, resulting
a pair of simplified iterations, but it has been proved,
through the perturbations theory, that these are nume-
rically unstable. In this article, a simplified alternative
iteration of Newton’s Method for the calculation of the
square root of a positive definite real matrix is presen-
ted, which is attractive for being convergent, compu-
tationally economic and, for practical purposes, nume-
rically stable.

1. Introduccién

Un método usual para calcular la raiz cuadrada de
una matriz es el Método de Newton (MN) [13, 20],
ademas de este método existen muchos otros, por ejem-
plo: Higham [21] analiz6 el comportamiento de un con-
junto de métodos para calcular la raiz cuadrada de ma-
trices en general, contemplando también el caso hermi-
tiano. Para el calculo de raices cuadradas de matrices
en general, Meini [1] desarrollé el método de reduccién
ciclica y, més recientemente, Long [13] desarrollé el al-
goritmo de Newton con incorporaciéon de busqueda li-
neal exacta.

El problema de calcular la raiz cuadrada de una ma-
triz se puede encontrar a menudo en problemas de la
ciencia y la ingenierfa [17], por ejemplo: en la mode-
lacién estocastica de acuiferos, en la construccién de
funciones de matrices, en la solucién de ecuaciones di-
ferenciales, en control automatico, en robdtica, entre
otros. La teoria de existencia de la raiz cuadrada de
una matriz y del niimero de raices estd bien documen-
tada en [18, 19]. En este articulo se desarrolla una ite-
racion alternativa simplificada del Método de Newton
(TASMN) para calcular la raiz cuadrada de una matriz
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real simétrica definida positiva que es computacional-
mente econdémica, convergente y numéricamente esta-
ble.

2. El Método de Newton

Dada una matriz B € C™*" se dice que X € C™*"
es una raiz cuadrada de B si cumple con la siguiente
ecuacién matricial cuadrética

F(X)=X?-B=0 (1)

uno de los métodos numéricos utilizados para resolver
(1) es el MN. En general, para resolver (1) donde F
es una funcién definida de F' : C™"™ — C™*" el MN
propone una solucién inicial X, e iterativamente se va
aproximando en forma cuadratica a la solucién verda-
dera por medio del siguiente proceso iterativo [6, 7]

Xpp1 = Xp — F'(X3) ' F(X) (2)

donde F’ es la derivada de Fréchet deF'.
Para calcular la raiz cuadrada de B, el MN se define
como

Dado X

Xka—l—Hka:B—X]? (3>
X1 = Xi + Hy,

Para k=0,1,2,...

siendo X una matriz que suele coincidir con la matriz
B o con la matriz identidad I,,. Las iteraciones (3) con-
vergen en forma cuadratica a una raiz cuadrada de B
siempre que || X — Xp|| sea lo suficientemente pequefio
y la transformacién lineal F’(X) sea no singular [6].

3. El Método de Newton simplificado

Una simplificacién a las iteraciones (3) es suponer
que el producto Hy X}, conmuta [4], es decir,

HpXy, = XiHy, (4)
sustituyendo (4) en (3) se obtiene un par de iteraciones

simplificadas del MN [8, 9, 10, 11, 12, 15]

X1 =3 (X + X,)'B) (5)

Viwr =} (v + BY) (6

las iteraciones (5) y (6) en caso de converger, lo ha-
cen en forma cuadratica hacia una raiz cuadrada de B.
Higham [4] demostré que (5) es numéricamente inesta-
ble para ntimeros de condicién de B mayores que nueve,
haciéndolo extensivo para (6).

4. Iteracién alternativa simplificada del
Método de Newton (IASMN) para matrices
reales simétricas definidas positivas

Sea A € R™™ una matriz real simétrica definida
positiva, es decir, satisface que A = AT y ¢TAq > 0
para todo vector ¢ # 0 en R™, ademds todos los valores
propios de A son positivos [5].

La matriz real simétrica definida positiva X € R™*"
es una raiz cuadrada de A si satisface la siguiente ecua-
cién cuadratica matricial

F(X)=X?-A=0 (7)

por simetria de Xse tiene que

X=x" (8)

X(X) = X"(X) 9)

sustituyendo (9) en (7)

FX)=XTX-A4=0 (10)

construyamos las iteraciones del MN a partir de (10)

ngfﬂlgo [F(X+H)-F(X)=X"H+H'X (11)

de la siguiente expresion

oy IFCX 4+ ) = F(X) — POOH]|

0
H—0 IH||

donde F’ representa la derivada de Fréchet [14] deF, se
tiene que

F'(X)H = F(X + H) — F(X) (12)

la perturbacién Hyse define por

Hy = X1 — X (13)
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combinando (13) con (2), (10), (11) y
iteraciones del MN

(12) se llega a las

Dado X = o, a>0%
XFH,+ HE X, = A— XFX,
X1 = X + Hy,

Para k=0,1,2,...

(14)

En el Anexo A se demuestra que las iteraciones (14)
convergen en forma cuadratica a la raiz cuadrada de
A, ademads, en este mismo anexo se obtiene la IASMN
junto con su factor de escala ay, para calcular la raiz
cuadrada X de una matriz A real simétrica definida po-
sitiva. La TASMN con factor de escala tiene la siguiente
expresion.

Dado Xy = 1,
_ y/traza(4)
W= >0 (15)
Xipr = § (X + (arX)"\4)
k=0,1,2,...

5. Experimentos Numéricos

A través de varios experimentos numéricos con ma-
trices reales simétricas definidas positivas, se probé la
exactitud y la eficacia computacional de la TASMN con
factor de escala para calcular la raiz cuadrada de una
matriz, con respecto a los siguientes métodos: método
de Denman-Beavers [2] (DB), método basado en la des-
composicion polar [3] de la matriz A (PD), algoritmo de
reduccién ciclica [1] (CR), algoritmo de bisqueda lineal
exacta [13] (ELS) y la funcién (sqrtm) de MATLAB.
Para cada experimento realizado se reporta: el método
utilizado, el nimero de iteraciones, el error relativo re-
sidual, el tiempo utilizado del CPU para el célculo, el
tamano n y el numero de condicién k2(A) de la matriz
A.

Experimento 1 (Matriz de Poisson). En este expe-
rimento se utilizé la funcién gallery de MATLAB, es
una matriz tridiagonal por bloques con diagonales cons-
tantes, proviene de la discretizacién a cinco puntos del
problema de Dirichlet homogéneo. Es una matriz bien
condicionada, los resultados obtenidos se muestran en
la Tabla 1. De acuerdo con los residuales todos los méto-
dos proporcionan muy buena exactitud en el resultado.
La TASMN es la maés eficaz en lo que respecta al tiempo
de ejecucion del CPU.

Experimento 2 (Matriz de Lehmer). En este experi-
mento se utiliz6 la funcién gallery de MATLAB, los re-
sultados obtenidos se muestran en la Tabla 2. De acuer-
do con los residuales, la mayoria de los métodos propor-

Tabla 1. Matriz de Poisson, n = 2025, kz(A) =
856,916
Método Iteraciones Residual CPU (seg.)
IASMN 8 3.92 E-014 131.35
DB 7 7.93 E-014 213.62
PD 7 7.93 E-014 146.53
CR 6 7.95 E-014 467.52
ELS 8 8.74 E-012 3396.44
sqrétm - 5.29 E-014 147.35

cionan muy buena exactitud en el resultado. La exacti-
tud de ELS puede considerarse medianamente acepta-
ble. La TASMN es la mas eficaz en lo que respecta al
tiempo de ejecucién del CPU.

Tabla 2. Matriz de Lehmer, n = 2025, ko(4) =
4,429F 4 006
Método Iteraciones Residual CPU (seg.)
TASMN 8 5.60 E-014 131.25
DB 9 2.17 E-012 273.60
PD 10 1.83 E-015 166.06
CR 8 4.74 E-013 628.09
ELS 8 5.24 E-006 3385.27
sqrtm - 2.50 E-014 151.28

Experimento 3 (Matriz de Minij). En este experi-
mento se utiliz6 la funcién gallery de MATLAB, los re-
sultados obtenidos se muestran en la Tabla 3. De acuer-
do con sus residuales, los métodos TASMN, DB, PD y
sqrtm proporcionan muy buena exactitud en el resulta-
do. La exactitud de CR y ELS puede considerarse como
aceptable y medianamente aceptable, respectivamente.
La TASMN es la més eficaz en lo que respecta al tiempo
de ejecucion del CPU.

Tabla 3. Matriz de Minij, n = 2025, ko(4) =
6,651E + 006
Método Iteraciones Residual CPU (seg.)
TASMN 8 5.88 E-013 131.42
DB 15 1.13 E-012 469.30
PD 15 2.33 E-015 254.01
CR 14 4.73 E-008 1079.08
ELS 8 3.20 E-005 3400.28
sqrtm - 4.01 E-015 146.62

Experimento 4 (Matriz de Moler, alpha=1). En este
experimento se utilizé la funcién gallery de MATLAB,
los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 4. De
acuerdo con sus residuales, los métodos TASMN, DB,
PD y sqrtm proporcionan muy buena exactitud en el
resultado. La exactitud de CR y ELS puede considerar-
se como aceptable y medianamente aceptable, respecti-
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vamente. La TASMN es la més eficaz en lo que respecta
al tiempo de ejecucién del CPU.

Tabla 4. Matriz de Moler, n = 2025, k2(A) =
6,651F + 006
Método Iteraciones Residual CPU (seg.)
TASMN 8 5.88 E-013 132.05
DB 15 1.14 E-012 475.36
PD 15 2.34 E-015 252.41
CR 15 4.73 E-008 1084.52
ELS 8 3.20 E-005 3377.28
sqrtm - 4.01 E-015 147.05

Experimento 5 (Matriz de Lehmer). En este expe-
rimento se utilizé la funcién gallery de MATLAB, por
el tamano de la matriz se considera pequena, los resul-
tados obtenidos se muestran en la Tabla 5. De acuerdo
con los residuales, la mayoria de los métodos proporcio-
nan muy buena exactitud en el resultado. La exactitud
de ELS puede considerarse suficientemente aceptable.
Los métodos TASMN y PD son los més eficaces en lo
que respecta al tiempo de ejecuciéon del CPU.

Tabla 5. Matriz de Lehmer, n = 100, Fkx(A) =
1,027E + 004
Método Iteraciones Residual CPU (seg.)
TASMN 7 2.38 E-015 0.047
DB 8 3.85 E-015 0.075
PD 8 5.67 E-016 0.047
CR 7 4.60 E-015 0.105
ELS 10 4.07 E-011 1.081
sqrtm - 1.06 E-015 0.087

6. Conclusiones

Con base en los resultados experimentales obtenidos
en esta investigacién, se comprob6 que la IASMN con
factor de escala desarrollada en este articulo, es atracti-
va por la exactitud de su estimacién de la raiz cuadrada
de una matriz real simétrica definida positiva bien con-
dicionada esparza o densa sin importar su tamano y, por
su eficacia en el tiempo de ejecucion del CPU. Ademss,
de su facil codificacion, evaluacién y por sus excelen-
tes propiedades teodricas de convergencia y estabilidad
numeérica.
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Anexo A

Analisis de convergencia de las
iteraciones (14)

Teorema 1. Sea A € R™" una matriz real simétri-
ca definida positiva, si || X — Xo|| es lo suficientemente
pequenio y la transformacidn lineal F'(X) es no singu-
lar entonces las iteraciones {Xy} proporcionadas por
(14) convergen a X cuando k — oo.

Demostracion:
de acuerdo con (13) las iteraciones (14) se representan
por

XF (Xpp1 — Xi) + (Xpa1 — Xp)" X = A— X7 X,
(A1)

desarrollando (A1) y simplificando
XX + XL X =A+ X' X = XU Xy + A (A2)

para k = 0, la solucién inicial en (A2) es Xo = a I, con
a > 0, entonces

Xg X1+ X{Xo= X7 Xo+ A (A3)

donde Xy y (XEXO + A) son matrices reales simétri-
cas definidas positivas, entonces los productos X{ X;
y X{ Xo también representan matrices reales definidas
positivas, por consiguiente X; y Xf son también ma-
trices reales definidas positivas.

Por las caracteristicas de A, existe una matriz @) no
singular tal que

Q7 rAQ = ¥ = diag(\1, ..., \n) (A4)

donde A1, ..., A\, son los valores propios de la matriz A.
También se tiene que

Q7 'X1Q = Dy = diag(d}, ..., d") (A5)
QT'X{Q=D{ =D (A6)
Q'X0Q = Do = Dj (A7)
diagonalizando y simplificando (A3) se tiene

Dy =1 (Dy+Dy"x) (A8)

como puede verse D; es una matriz diagonal, utilizando
el proceso inverso veremos que

X1 = QD@ =4 (QDe@ ! + (QDeQ ) T QT Q)

=1 (Xo+X;"4)

es facil comprobar que X1, ademds de ser una matriz
real definida positiva, también es simétrica.

De nuevo en (A2) hacemos k = 1 y, utilizando el
mismo procedimiento para k = 0 se encuentra que Dy
también serd diagonal y, que X5, es una matriz real
simétrica definida positiva, y asi sucesivamente, por lo
tanto, generalizando se tiene

Dyy1 =5 (D + DY) (A9)

la ecuacién (A9) representa esencialmente n iteracio-
nes escalares desacopladas de Newton para las raices
cuadradas v/ \; 1<i<n,osea

df“:%(df—i—j—é), 1<i<n (A10)
utilizando la siguiente iteracién escalar [22]
thpr =1 (zk " %) (A11)
2
+
thas £ G = BEVO (A12)

2Zk
ok+1

Zp+1 — Va _ (ZO - \/6> ,y2’c+1 (A13)
Zrr1+va  \z0++a
para zg y a positivos se tiene que |y| < 1, entonces:

lim z, = va

k—o0

(A14)

debido a que los valores propios A; y los valores de la
solucién inicial dZ(-o) = a > 0 tienen la misma forma de
a y de zg respectivamente, entonces se cumple que,

1
lim Dy = VX = diag (Ag)

k—o0

(A15)
por lo tanto,

lim QD Q™' =1lim X, =QVEXQ '=VA=X.

k—oo k—oo

(A16)

La TASMN, se obtiene a partir de (A9) de la siguien-
te manera

QDy1Q ' =1 (QDrQ '+ QD TQTIQrQ™)
(A17)

Xpp1 =2 (X + X, TA) (A18)

utilizando en (A18) la eliminacién gaussiana ( \ ) en lu-
gar de la inversa por ser mas eficaz en cuanto al tiempo
de ejecucién y exactitud numérica, se llega a la TASMN
para calcular la raiz cuadrada Xde una matriz A real
simétrica definida positiva, la cual tiene la siguiente ex-
presion.

Dado Xo =al,, a>0 *

X = 3 (Xi + XI\4)
Para k=0,1,2, ...

(A19)
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Corolario. Sea A € R™" una matriz real simétri-
ca definida positiva, si la solucidén inicial en (A19) es
de la forma Xog = a1, con a > 0, entonces todas las
iteraciones {Xy} proporcionadas por (A19) son reales
simétricas definidas positivas.

Analisis de estabilidad numérica de la IASMN

Por conveniencia en la IASMN se utilizard la inversa
en lugar de la eliminacién gaussiana, es decir,
-1
Xp1 =1 (Xk + (x7) A) (A20)
si X rrepresenta la k-ésima iteraciéon perturbada con la
matriz de perturbaciones A entonces [4]

Xk %Xk

A = Xy — X5 (A21)

perturbaremos (A20) con (A21), para analizar la pro-
pagacion de estas perturbaciones en la (k + 1)—ésima
iteracion perturbada representada por la matriz X k1
Considerando que no se introducen nuevos errores de
redondeo en el célculo de X k+1 se tiene

1 (Xk + (X,}f)lA> _

1 (Xk T AL+ [(Xk + Ak)T} o A)

X1 =
(A22)

utilizando una aproxi1r1acién1 de primer orden en series
de Taylor para (Xg + Ag) "y considerando que HA%H
es una cantidad muy pequeia [17]

(xF +a7) !
+ o (|laf]P)

= (x0) " - ()T ap ()
(A23)

sustituyendo (A23) en (A22) y desarrollando

Xjs1 =

L (Xt A+ (XD A (X)) T AT (xF) T A) +
2

+0([at)”)

(A24)

restando (A20) a (A24)

A= (A= (X)) AL (xD) T a)+o0 (A7)

(A25)

utilizando la notacién (A4) para diagonalizar (A25)

~ 1( 7 ™—1 7 /A7) —1 i’

S =4 (&~ (o)™ A o5 ) o (|a7])
(A26)

DkT = Dy, = diag(dl)

Ay, = ok, (A27)

AL =,

expresando a (A26) como n iteraciones desacopladas

11 (5 o (Jatl”) r<asen
(A28)

Si la matriz A esta bien condicionada y el nimero
de iteraciones k tiende a infinito entonces la matriz de
perturbaciones Ay, conserva su simetrfa, es decir, AT =
Ay y como consecuencia

05 = 035 (A29)
rescribiendo (A28)

s = 1 (5;.; d,;;kA ) +0 (HAkH2> (A30)
factorizando

6k+1 305, ( dkdk) +0 (“Ak“ > (A31)

- - k ok k
si k — oo entonces se tiene que dj = /\j +ej, di =

1
A2 + ek con by eh =0
rescribiendo (A31)

1
2,2 2 .
51— Lok (1—;1/2>+O<||Ak|> 1<i,j<n

J

(A32)

para asegurar la estabilidad numérica de (A20), y por
ende la de la TASMN se debe de cumplir que

1
2
A
ili- 11/2 <1 (A33)
A
el nimero de condicién [4] de A es ko(A) = || A|| 2| A7, =
% lgi,jgn,porlotanto,x—; ko(A)~t
rescribiendo (A33)
T —ke(A)" 2| <1 (A34)

resolviendo (A34) para ko(A) se obtienen dos resultados

ka(A) > 1 (A35)
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Dado que la matriz A es real simétrica definida po-
sitiva, el minimo valor para el nimero de condicién que
se espera es la unidad, por lo tanto, el resultado correc-
to para este caso es (A35). Con esto se demuestra que
la TASMN es, para propésitos practicos, numéricamen-
te estable para nimeros de condicién mayores que la
unidad, siempre y cuando este niimero de condicién no
represente un mal condicionamiento.

ka(A) > (A36)

Factor de la escala IASMN

Con la finalidad de disminuir el tiempo de conver-
gencia de la TASMN, cada una de las iteraciones Xy
serd multiplicada por un factor de escala ay > 0, de tal
manera que se minimice

A -G XIXe|[5 para k=0,1,2,.. (A37)

el valor de oy, que minimiza (A37) estd dado por

traza(A)

o = "
Xkl

ar >0 para k=0,1,2,...
(A38)

el costo computacional de calcular el factor de escala
ay puede considerarse despreciable.

Entonces la TASMN con factor de escala tiene la
siguiente expresion

Dado Xog = I,

_ y/traza(A)
= TS . >0 . (A39)
Xk+1 =3 (Oszk + (O(k-Xk) \A)
k=0,1,2,...
debido a que la TASMN es convergente, entonces el
klim ap =1



