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Resumen.

Se presenta un modelo numérico que emplea elementos discretos esféricos o también
denominados elementos distintos. Este modelo se aplica en la simulacion de rocas,
suelos, medios granulares y otros materiales, El movimiento de elementos esféricos se
describe por medio de las ecuaciones de dindmica del cuerpo rigido. Se emplea en la
formulacién una integraciéon explicita, la cual, brinda una buena eficiencia
computacional. Los elementos esféricos interactiian reciprocamente entre si a través de
las fuerzas del contacto, en la direccién normal y tangencial. El esquema de bisqueda
de contacto es muy eficaz y esta basado en las estructuras de oct-tree. El modelo
constitutivo de contacto presenta una singularidad muy especial ya que puede simular
las fuerzas de cohesién que permiten modelar la fractura y descohesién de los
materiales. La estimacién de las propiedades microestructurales se realizan a través de
la simulacién de ensayos de compresion y traccidon. En este estudio se toma como
referencia los parametros mecdnicos macroestructurales. En la identificacion de las
propiedades microestructurales primeramente se realiza un estudio de investigacion
preliminar para conocer la region donde los pardmetros constitutivos microestructurales
tienen sentido fisico y con posterioridad se emplean técnicas estocdsticas para conocer
la tendencia de comportamiento entre las variables macro y micro.
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Abstract.

A numerical constitutive model using spherical Discrete Elements, also called Distinct
Element is present. This model is applicated the simulation of rock, soils, granular
media, and other materials .The motion of spherical elements is described by means of
equations of rigid body dynamics. Explicit integration in time yiclds high computational
efficiency. Spherical elements interact among one another with contact forces, both in
normal and tangential direction. An efficient contact search scheme based on the oct-
tree structures has been implemented. As special constitutive model of contact interface
taking into account cohesion forces allows us to model fracture and decohesion of
materials. They are considered the properties micro-structural starting from the
performance of compression rehearsals and traction test. In this study it takes like
reference the macro-structural parameters mechanical. Stochastic methods are used in

the simulation of the material identification process.
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Introduccion.

El hombre, a lo largo dec los afios ha adoptado una posicién cientifica al tratar de
estudiar los fendmenos fisico-naturales que ocurren a su alrededor. En este proceso ha
aceptado un aumento de responsabilidad y esfuerzo, problema éste que condiciona
incluso el desarrollo de la humanidad. En este camino ha podido elegir entre dos
grupos de soluciones: ahorrar sus esfuerzos y limitarse a tomar lo que la naturaleza le
brinda casi directamente o intentar arrancarle el mdximo de ventajas y satisfacciones
materiales a cambio de un conocimiento y dominio previo de las leyes del mundo
material.

Con este fin, en los utltimos tiempos ha estado en boga el empleo de las técnicas de
modelacién para intentar investigar estas leyes y fenémenos. Al respecto, la modelacion
ha adquirido un cardcter de método cientifico general que, en esencia, peneira todas las
esferas de la actividad cognoscitiva y transformadora del hombre, con especial énfasis
en la Ingenierfa Aplicada. Enriquecido por las conquistas y desarrollo de la
Matemadtica, la Cibernética y el enfoque sistémico, la modelacién posibilita la
profundizacién de nuestros conocimientos sobre el mundo circundante y se convierte en
medio de direccién y de toma de decisiones racionales sobre problemas de utilizacién
de la naturaleza.

Bl aumento de la importancia del método de la modelacién en el conocimiento
cientifico estd determinado, ante todo, por la fdgica interna del desarrollo de la ciencia;
en particular, por la frecuente necesidad de un reflejo mediatizado de la realidad
objetiva. En el desarrollo y proliferacién de la modelacién han tenido una gran
trascendencia las consideraciones econdmicas relacionadas con el aumento de la
efectividad de las investigaciones cientificas y la optimizacion de la actividad humana,
en términos generales.

Debe sciialarse que, a pesar de que en los dltimos afios haya aumentado la intensidad de
las investigaciones en el campo de la modelacion, la problemdtica metodoldgica de este
importante método del conocimiento cientifico moderno estd muy lejos de haber sido
agotada. Importantisimos problemas gnoscolégicos de la modelacion deben ser
estudiados minuciosamente a la luz de las circunstancias de la ciencia de nuestros dfas.
Fsta situacion puede explicarse por la circunstancia de que el método de la modelacién
en la ciencia actual es muy complicado y diverso y, lo que es fundamental, se encuentra
en un estado de permanente enriquecimiento y desarrollo. La ingenieria y
especificamente, la Ingenieria Estructural y Geotéenica no han quedado ajenas a cste
desarrollo, por lo que se buscan nuevos enfoques con cardcter general y sistémico, para
la solucion de los diferentes problemas que enfrenta un ingeniero civil.

Estos aspectos han propiciado el desarrollo de nuevos procedimientos de andlisis y
disefio de estructuras, con el empleo de los novedosos modelos constitutivos que
describen el comportamiento de los diferentes materiales que conforman la edificacion,
estructura u obra de ingenierfa y por qué no, el terreno.

Si a lo expresado con anterioridad se le afiade que el objetivo central del mundo en
general para los préximos tiempos, tiene que ser la eficiencia, pues constituye una de las
mejores potencialidades de que se dispone. Por ende, hacer un mejor uso de los
recursos y alcanzar mejores resultados con menos costo tiene que ser la estrategia
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econdmica numero uno, la que debe estar apoyada por una correcta politica cientifico-
técnica.

Desde este punto de vista, viene la modelacién a desempefiar un papel decisivo como
piedra angular del proceso de andlisis y disefio de estructuras. La mejor forma de lograr
lo anterior, es abordar las soluciones de los problemas ingenieriles de la mejor manera
posible, con el empleo de las nuevas técnicas de modelacidn sistémica, las cuales se
sustentan, de forma indirecta, en criterios racionales y eficientes. En este sentido, la
busqueda de nuevas técnicas de modelacidn que incluyan la naturaleza microestructural
de los fenémenos, posibilitan obtener solicitaciones (esfuerzos mecdnicos vy
desplazamientos) més reales, en el proceso de andlisis de estructuras, lo que se traduce
en soluciones mds eficientes y economicas en el proceso de disefio de las diferentes
obras de ingenieria.

F1 desarrollo alcanzado hasta la actualidad en la temadtica de analisis y modelacién de
los problemas de Ingenieria Estructural y Geotéenica ha quedado ajeno a la esencia
microestructural de estos fenémenos fisicos relacionados con estas disciplinas. Solo
existen someros intentos, que no se basan en un enfoque sistémico del proceso de
modelacién del estado tenso-deformacional desde el punto de vista microestructural y
su extrapolacion a un medio discreto.

Se buscan nuevas técnicas de modelacion que se basen en un enfoque sistémico que
incluyan la naturaleza microestructural de los fendmenos fisicos. Precisamente, esta es
la idea basica del contexto investigativo en que se enmarca la presente tesis, con el afdn
de resolver lo concerniente a la modelacion fisico-matematica del estado tenso-
deformacional de un material en un punto desde el punto de vista microestructural y su
extrapolacidn al medio discontinuo, para solucionar la modelacion y andlisis de diversos
problemas de ingenieria.

El estudio de modelos de particulas a través del Método de los Elementos Distintos con
el empleo de nuevos modelos constitutivos micro-estructurales es un tema de indudable
interés cientifico en el campo de los métodos numéricos en la ingenieria y es un aspecto
que guarda singular significacién con lo ya expresado con anterioridad.

Fl desarrollo de la mecédnica computacional siempre ha ido paralelo al intento de
aproximar mediante modelaciones y simulaciones numéricas la esencia de los
fenémenos fisicos. Los modelos discretos (modelos de particulas) se basan en el estudio
de los problemas de ingenieria a una escala cada vez menor, en la actualidad, hasta la
escala microscépica. Todo esfuerzo encaminado al acercamiento del micro-mundo y al
estudio de sus leyes y comportamiento es una tarea de constante investigacion y es
precisamente en esta tendencia de trabajo donde se centra la finalidad de esta
investigacién.

La finalidad de acercase cada vez mds al micro-mundo y a la esencia micro-estructural
de los fenémenos fisicos, permite realizar estudios de seguridad estructural con un alto
grado de precisién y fiabilidad, lo que a su vez posibilita prever fallos estructurales
severos, ya que los modelos discretos (modelos de particulas) permiten detectar fallos a
nivel micro. El hecho de poder estudiar los estados tensionales y deformacionales a un
nivel microscdpico posibilita detectar las aparicién de microfisuras y discontinuidades
que son el comienzo de las cadenas de fallos estructurales y la formacién de micro-
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zonas de plastificacién que culminan desafortunadamente a nivel macroscopico en el
fallo estructural, Estas delimitaciones no apreciables por los métodos macroscépicos
convencionales, posibilitan estudiar la evolucién de las micro-grictas y permiten
prevenir catdstrofes y desastres que pueden afectar a las estructuras y el medio
ambiente. Esta es la razon fundamental para desarrollar métodos numéricos que
posibiliten realizar estudios a nivel microscépico y es por eso el objetivo primordial del
presente trabajo que hoy por hoy es un tema de singular interés e importancia para los
centros de investigacién de elite mundial.

El desarrollo de nuevas formulaciones de los métodos de los elementos distintos y la
implementacién de nuevos modelos constitutivos (micro-estructurales) constituye un
elemento importante dentro del desarrollo de la mecdnica computacional. La solucién
de diversos problemas que propician los fallos estructurales producto a catastrofes
naturales (sismo, huracanes, deslizamientos de taludes, impactos de explostvos, etc); los
cuales afectan severamente a la naturaleza, la biosfera, el medio ambiente, el ecosistema
y a la vida social de la humanidad son temas de investigacion de relevancia
internacional. Fl estudio de estos fendmenos a través de técnicas de simulacion,
dirigiendo el interés de las investigaciones a la esencia mas micro-estructural de los
fendmenos naturales propiciard tener un conocimiento mas detallado de fenémenos y su
incidencia en las estructuras, posibilitando prevenir y mitigar con mayor certeza,
seguridad y fiabilidad estos fenomenos.

Fundamentos y disefio metodolégicos del trabajo de investigacion
Sitnacion FProblémica:

La busqueda de métodos de simulacién y modelacién que se acerquen cada dia mas a la
realidad de los fendmenos fisicos naturales es la esencia de la ciencia moderna. Es por
ello que el desarrollo de métodos de modelacién que trabajen a escala de la
micromecanica es un aspecto esencial dentro del desarroflo de la Mecanica
Computacional y los Métodos Numéricos en la Ingenieria. La inexistencia de métodos
que describan los mecanismos de fallos estructurales y geotéenicos desde un nivel
micro con la formacién de microfisuras, hasta fisuras y grietas a nivel macro estructural
es un aspecto que es tema de investigacion de los diferentes centros de clite mundial. A
lo anteriormente expresado se le une las diferentes politicas internacionales relacionadas
con la preservacion del medio ambiente y el ahorro de los recursos materiales
disponibles en la naturaleza o creados por el hombre.

Problemas.

¢ ;Qué métodos de modelacién y simulacion de problemas de ingenieria que trabajen a
nivel de 1a escala de la micro-mecénica se pueden formular para dar respuesta a los
fendmenos fisicos que se desarrollan a nivel micro y macro respectivamente?

o ;Qué leyes o relaciones matematicas se pueden establecer para obtener fas relaciones
correspondientes entre los pardmetros constitutivos micro y macro?

Inierroganies

;Se podri establecer un método de modelacion y simulacion de problemas de ingenieria
que trabajen a nivel de escala de la micro-mecanica?




Estudio de estimacion de parémetros constitutivos en el MED o de particulas

;Serd posible establecer las leyes o relaciones matemdticas que relacionen los
pardmetros constitutivos micro y macro?

Objeto de estuaio

En correspondencia con lo planteado con anterioridad, queda definido el planteamiento
del problema, es decir, el objeto de estudio de la presente investigacion consistente en la
modelacién fisico-matemdtica del comportamiento de los materiales a mnivel
microestructural y la solucién de diversos problemas de ingenierfa. En este caso el
enfoque de fa investigacién esta dirigido a los estudios micro-mecdnicos donde se
delimita la microestructura de los materiales y los microdefectos que en una
concatenacién de fallos se transforman en fisuras, grietas y colapsos de las edificaciones
y el terreno.

Conocido el objeto de estudio de la investigacion es necesario definir la hipotesis de
trabajo de la misma:

La /Zpdresis de la presente investigacion es, en esencia, que la modelacion fisico-
matemdtica (ecuaciones constitutivas) del estado tenso-deformacional de un material a
nivel microestructural y su extrapolacién a un medio discontinuo (formulacién MED)
para resolver diversos problemas de ingenierfa, posibilita una mejor correspondencia
entre el modelo y el fenémeno fisico real, lo que implica una mejor modelizacién de los
problemas ingenieriles, permitiendo, a su vez, obtener soluciones mas fiables, acabadas
y racionales.

Delimitados el objeto de estudio y Ia hipétesis de la investigacion se procede a definir
los objetivos (generales y especificos) y las tarcas cientificas:

Obyetivo general.

Desarrollar una formulacién que posibilite el estudio sistémico del comportamiento
fisico-matemdtico del estado tenso-deformacional de un material en un punto desde un
punto de vista microestructural y su extrapolacién para la modelacién del medio
discontinuo para dar solucion a distintos problemas ingenieriles.

Objetivos especificos.

e Formulacién del Método de los Elementos Distintos (MED) que posibilite realizar
estudios a escala de la micromecdnica donde se delimite la microestructura de los
materiales y los microdefectos que en una concatenacion de fallos se transforman en
fisuras, grietas y colapsos de las edificaciones y el terreno.

o Estimar y estudiar la interrelacién entre los pardmetros micros y macros. Definicién
y delimitacién las ecuaciones de interrelacién de las propiedades micros y macros.

Tareas clentifrcas a acom eler.

» Recopilacién bibliografica preliminar, definicién, aprobacién del tema y elaboracién
del plan de trabajo.
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e Estudio bibliografico y andlisis del estado del arte de la tematica.

e Formulacién del Método de los Elementos Distintos (MED).

e Estimacién y estudio preliminar de interrelacion entre los pardmetros micros y
macros. Definicién y delimitacién de las ecuaciones de interrelacién de las
propiedades micros y macros.

e Conclusiones de este primer estudio.

Novedad crentifica:

Desarrollo de una formulacién que permite realizar un estudio sistémico del
comportamiento fisico-matematico del estado tenso-deformacional de un material en un
punto, desde un punto de vista micro-estructural y su extrapolacion al estudio de medios
discretos simulando este a escala de la micro-mecdnica, permitiendo dar solucién a
distintos problemas ingenieriles.

Aportes cienrificos refevarnies.

e TFl establecimiento de una formulacién del Método de los Elementos Distintos
(MED) con en enfoque micro-estructural, que posibilite realizar estudios a escala de
la micro-mecénica.

o Establecimiento preliminar de las ecuaciones que interrelacionan los pardmetros
constitutivos micros y macros.

Valor Clentifico de fa lnvesrigacion.

El valor cientifico de la investigacién se centra en el hecho de estudiar los estados
tensionales y deformacionales a un nivel microscopico posibilitando, detectar las
aparicién de microfisuras y discontinuidades que son el comienzo de las cadenas de
fallos estructurales y la formacién de micro-zonas de plastificacion que culminan
desafortunadamente a nivel macroscopico en el fallo estructural. Este tipo de estudio no
se puede realizar con lo métodos clasico convencionales aspecto que delimita el valor
cientifico de la investigacion, el cual se vincula al valor cientifico que presenta obtener
lasos vinculos de interrelacién entre las propiedades constitutivas maro-micro
respectivamente.

Falor Melodoldeico de la nvestgacion.

El valor metodolégico de la imvestigacion se evidencia a través de dos aspectos

fundamentales:

e Enfoque sistémico e integral para estimar las relaciones entre los pardmetros
constitutivos macro y micro empledndose las técnicas de estudios exploratorio,
técnicas estocdsticas y optimizacion.

e Establecimiento de una metodologia de trabajo para aplicar el MED a escala de la
micro-mecanica, para resolver diversos problemas de ingenieria.

Falor Praciico Ingenieri! de la Investigacton.
El valor préctico de esta investigacion esta fundamentado sobre la base de que se

dispone de una formulacién que permite detectar las aparicion de microfisuras y
discontinuidades que son el comienzo de las cadenas de fallos estructurales y la

10
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formacion de micro-zonas de plastificacion que culminan desafortunadamente a nivel
macroscépico en el fallo estructural. Desde el punto de vista practico ingenieril este
aspecto es de singular importancia, ya que el método permite estudiar los mecanicos de
fallos geotécnicos y estructurales a escala de la micro-mecdnica y a su vez posibilita
resolver, bajo estas condiciones, diversos problemas de ingenieria.

Beneficios de la investigacion

Las formulaciones desarrolladas en la investigacién y su implementacion computacional
serviran para modelizar y simular numéricamente (modelo de particulas) diversos
problemas de ingenieria con la peculiaridad y novedad cientifica que en cste caso se
podrd investigar los fendémenos hasta un nivel microscopico. Se aplicard a aquellos
problemas de ingenierfa donde ¢l riguroso conocimiento y estudio micro estructural y
microscopico constituya un aspecto importante en su seguridad estructural. La
simulacién numérica de voladuras, estabilidad de laderas, minas a cielo abierto, efc.
donde su investigacidn tenga una marcada influencia en la preservacién del medio
ambiente, son problemas a abordar y estudiar en el proyecto, con la singularidad de que
el estudio se realiza a un nivel clemental de las micro-particulas que conforman el
medio. La simulacién de problemas convencionales de ingeniaria y de mecanica
computacional es otro de los problemas que no escapan a esta formulacién.

Campo de aplicacion.

El campo de aplicacién de este trabajo estd estrechamente vinculado con el proceso de
modelizacién y analisis de las estructuras y el terreno. En este sentido, la bisqueda de
nuevas técnicas de modelacién que incluyan la naturaleza micro-estructural de los
fenémenos, posibilitan obtener solicitaciones (esfuerzos mecdnicos y desplazamientos)
mds reales, en el proceso de analisis de estructuras, lo que se traduce en soluciones mds
eficientes y econémicas en el proceso de disefio de las diferentes obras de arquitectura e
ingenieria.

Metodologia gerneral de investgacion.

Para dar cumplimiento a los objetivos trazados en la tesis y tomando en cuenta el
volumen de tareas cientificas a acometer fue necesario organizar y estructurar el trabajo
en varias etapas, las cuales definen la metodologia general de investigacion.

La metodologfa de investigacién concebida incluyo:

Definicion del problema de estudio: Ya en los fundamentos conceptuales y
metodolégicos de la tesis se explicé la necesidad de la investigacion  del
comportamiento y modelacién de los fenémenos a escala de la micro-mecanica.

Recopilacién bibliogrdfica. Bl estudio de la bibliografia se efectuara en distintas ctapas
en correspondencia con las exigencias que va generando el trabajo, por 1o que aunque se
ubicé al comienzo de la investigacion, el mismo se realizara de forma sistemdtica hasta
el final del trabajo. Se efectuaron busquedas bibliogréficas automatizadas en los
principales centros de informacién, asi como por los métodos cldsicos. La busqueda
bibliografica incluye el empleo de sistemas de busqueda de avanzada (current content,
internet).

11



Estudio de estimacion de pardmetros constitutivos en el MED o de particulas

Formacién de la base tedrica Por la complejidad matematica y estadistica del tema
tratado en la tesis se hace necesario tener una formacion adicional en estas disciplinas,
que permite enfrentar las distintas fases del desarrollo investigativo del trabajo;
realizandose la formacién de la base tedrica relacionada con la investigacidn,
especificamente, en temas de modelacion fisico-matematica del comportamiento de
materiales y en mecdnica del cuerpo deformable.

Disefio general de la investigacion. En esta etapa se efectud la concepcion general de la
investigacién, se definieron las hipétesis, los objetivos, tareas cientificas y la estrategia
de trabajo para enfrentar la investigacion. Seguidamente, se estructurd la investigacion
en fases para ir dandole respuesta a cada uno de los objetivos y tareas cientificas
propucstas. También se realizé el disefio experimental (virtual), definiéndose los
estudios a realizar, los ensayos correspondientes y la seleccién de las normativas a
Seguir.

Desarrollo particular de cada fase de la investigacion. El desarrollo de la investigacion
queda estructurado en tres fases. La primera relacionada con el estudio bibliografico y
analisis del estado del arte de la tematica, lo que posibilita justificar el desarrollo de la
investigacion.

La segunda fase se relaciona con la formulacién de MED con un enfoque
microestructural el cual permite estudiar los fenémenos a escala de la micromecdnica.
En la tercera fase se realiza un estudio para estimar y obtener las ecuaciones que
interrelacionan las propiedades constitutivas macro y micro-estructurales. En esta fase
se emplearon dos técnicas de investigacion relacionadas con: Estudios exploratorios, y
técnicas estocdsticas, especificamente el método de Monte Carlo.

Elaboracién de conclusiones y recomendaciones: Finalmente se procederd al andlisis
integral de los resultados obtenidos en cada una de las fases del desarrollo de la
investigacién, formulandose en cada caso las correspondientes conclusiones parciales,
las generales, asi como las recomendaciones definitivas del trabajo.

Estructura del trabaje.La estructura de la tesis guarda una relacién directa con la

metodologia de investigacién establecida y, especificamente, con el desarrollo particular

de cada una de las fases de la investigacion. La misma se encuentra formada por una

introduccién general, dos capitulos, las conclusiones, recomendaciones y bibliografia.

El orden y estructura 16gica del trabajo se establece a continuacién:

o Sintesiy

Lntroduccron

Capitnlo I Método de elementos distintos con un enfoque microestructural.

Capitnlo /1 Estimacidn y interrelacion preliminares de parametros constitutivos
macro y micros.

Conclusrones

o Recomendacltones

o Biblingrafia

* © »
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1.0 - Introduccién y aspectos generales de la formulacién del método de los
elementos discretos.

El Método de los elementos discretos fue introducido por Cundall (1971) para el
andlisis de problemas de mecdnica de rocas y con posterioridad se aplico a los s6lidos
por Cundall y Strack (1979) [1].

El método de los elementos discretos simula el comportamiento mecanico de un sistema
conformado por una coleccién o sistema de particulas dispuestas arbitrariamente. Este
modelo considera las particulas como elementos discretos que en su conjunto
conforman el sistema complejo de particulas. Estos clementos distintos, como también
se le conoce, se desplazan independientemente uno de otros e interaccionan entre si en
las zonas de contacto.

En este método a nivel de cada particula se hace uso de la mecénica del cuerpo rigido y
los elementos discretos se consideran elementos rigidos en si. El modelo constitutivo o
de comportamiento del material es establecido en las zonas de contactos entre particulas

y queda caracterizado por varios elementos mecanicos como: muelles, pistones y
elementos de friccion. Los elementos muelles describen la fase de comportamiento
eldstico del medio en la zona de contacto entre cada particula. Este comportamiento
eldstico queda caracterizado por dos muelles uno en la direccién de contacto normal y
otro en la direccién tangencial, los cuales corresponden con la descomposicién de
fuerzas de contacto que se utilizan en la formulacién del método. Los elementos de
friccién describen la descohesidn y la falla del material en la zona de contacto entre
cada particula. Por su parte los pistones son elementos que toman en cuenta la
viscosidad del medio que se simula y son elementos reguladores de la energfa. En la
formulacién establecida puede emplearse indistintamente varios modelos de contacto
VISCOS0 Y HO VISCOSO

Como el medio es descrito por un sistema de particulas es necesario emplear la ecuacion
de balance de la cantidad de movimiento. Supdngase para ello de un sistemas discreto
formado por n elementos distintos tal que cada particula i tiene una masa mi, que se

mueve con una aceleracién a; y esta sometida a una fuerza fi. En cste caso la segunda
ley de Newton establece que la fuerza que actia sobre las particulas es igual a la masa
de cada elemento discreto por su aceleracién. Utilizando la definicién de aceleracion
como la derivada material de la velocidad y teniendo en cuenta el principio de
conservacién de la masa (la variacion de la masa de la particula es igual a cero) se tiene:

Definiendo la cantidad de movimiento de la particula como el producto de su masa por
su velocidad (my, v;), expresa que la fuerza que actua sobre ¢l elemento distinto es igual
a la variacién de la cantidad de movimiento de la misma. Aplicando este concepto y la
segunda Ley de Newton al sistema de n particulas o elementos decretos se tiene:
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. L : dm,
suponiendo que se cumple el principio de conservacion de la masa (—at—' = 0)

La ccuaci6n anterior expresa que la resultante de todas las fuerzas que actian sobre el
sistema discreto de particulas es igual a la variacién por unidad de tiempo de la
cantidad de movimiento def mismo.

La ley de Newton proporciona la relacién fundamental entre ¢l movimiento del sistema
de particulas y las fuerzas que causan dicho movimiento. El sistema de fuerzas puede
estar en equilibrio estitico cuando estas no estdn en movimiento o no actdan fuerzas
sobre los diferentes clementos distintos o el medio en cuestion.

Las fuerzas, los desplazamientos, tensiones y deformaciones son determinados a nivel
de cada zona de contacto entre los elementos distintos. En correspondencia con el
modelo constitutivo empleado, estos elementos mecdnicos son descompuestos en sus
componentes normal y desviadora,

I.a formulacién establecida parte de una scrie de hipdtesis que permiten simplificar el
problema real desechando los aspectos menos significativos y permitiendo establecer un
modelo fisico y matemdtico del problema en estudio. Estas hipétesis son:

[a—

Ias particulas son consideradas como cuerpos rigidos.

2. El contacto ocurre en el punto o drea muy pequeiia de contacto entre cada
particula.

3. En las uniones entre particulas se considera que existe contactos entre los
elementos discretos.

4. Todas las particulas son circulares. En 2D se emplean cilindros y en 3D
esferas. Si embargo, fa formulacién puede considerar o emplear otros tipos
de particulas con formas diversas y arbitrarias.

5. La generacién del medio empleando elementos discretos debe ser aleatoria y
fos diametros de los mismos deben ser tratados de forma similar (posicion y
didgmetro de los elementos distintos aleatorio).

6. Se trabaja en el campo de las pequefias deformaciones.

7. El comportamiento constitutivo en la zona de contacto emplea un tolerancia
(separacién / penetracién), donde las particulas o elementos distintos se les
permite cierto solape (holgura, gap o penetracién) o separacion en el punto
de contacto. Este aspecto implica desde el punto de vista numérico un
contacto aproximado.

8. La magnitud del solape (holgura, penetracién o gap) y la separacion esta

relacionada con la fuerza de contacto, la ley fuerza-desplazamiento (modelo

constitutivo de contacto), y la magnitud de estos es pequefia con relacion al
tamaifio de los elementos distintos o particula.

Suponer que las particulas son elementos rigidos es mejor cuando la deformacion del
sistema fisico es considerada a partir del movimiento a lo largo de las interfaces o zonas
de contacto entre las particulas.

En la formulacién del modelo se han incluido clementos rigidos o paredes, a los cuales,
se les pueden imponmer condiciones de contorno como: velocidades impuestas,
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desplazamientos, fuerzas o el caso totalmente opuesto como restricciones de
movimiento.

En el método de los elementos discretos, la interaccion de las particulas es abordada en
el proceso de caleulo como un proceso dindmico con desarrollo de estados de equilibrio
siempre y cuando exista un balance de las fuerzas interiores. La fuerza de contacto, los
desplazamientos, tensiones y deformaciones relativas de una particula del conjunto son
determinadas a través de fos movimientos que presentan las particulas individuales. Los
movimientos son ¢l resultado de la propagacién a través del sistema de particulas de
perturbaciones (condiciones de contorno impuestas: fuerzas, desplazamientos,
velocidades, etc.) causadas por las paredes o por condiciones impuestas a los mismos
elementos discretos. En este proceso dindmico la velocidad de propagacién de las
perturbaciones impuestas sobre ¢l sistema de particulas depende de las propiedades
fisicas y mecanicas del sistema discreto en cuestién. La estimacién de estas propiedades
microestructurales y su relacidn con las macroestructurales son el objetivo esencial de
esta investigacion.

El comportamiento dinamico del sistema de particulas se representa numéricamente por
un algoritmo explicito con determinados paso de tiempo considerando que las
velocidades y aceleraciones son constantes dentro de cada paso de tiempo, El método de
los elementos discretos se basa en la idea de que el paso de tiempo escogido tiene que
ser muy pequefio, de forma tal que durante las propagacién de una perturbacion de una
particula a otra en un paso de tiempo determinado no se puede propagar la misma mas
alld que a los vecinos inmediatos de cada particula. Este aspecto propicia que en todo
momento, las fuerzas que actian en cualquier particula sean exclusivamente
determinadas por su interaccion con los elementos discretos con los que estd en
contacto. El paso de tiempo se calcula en funcién de las propiedades fisicas y
mecénicas del medio, lo que permite asegurar que la velocidad a que una perturbacion
determinada se propaga cumpla con la restriceién y suposiciones anteriores.

El proceso de célculo en el método de los elementos discretos se realiza alternando la
aplicacion de la segunda ley de Newton y una ley de fuerza-desplazamiento (ecuacion
constitutiva de contacto) en los contactos existentes entre cada elementos que conforma
el sistema de particulas. La segunda ley de Newton se usa para determinar el
movimiento de cada particula que se origina como resultado de la accidn de las fuerzas
de contacto y las fuerzas volumétricas, mientras que la ley constitutiva (ley fucrza-
desplazamiento) se emplea para actualizar las fuerzas originadas por el movimiento
relativo en cada contacto. En los contactos esfera pared solo se requiere aplicar la ley de
fuerza-desplazamiento para cada contacto y no es necesario aplicar la ley de Newton
porque en ¢l caso de las paredes los movimientos son prefijados como condiciones
impuestas.

El modelo consiste en emplear elementos esféricos rigidos para modelar el medio. Esta
forma de modelacién cs apropiada para materiales granulares, geomateriales y otros. La
hipétesis de considerar los elementos (esferas o discos) rigidos y concentrar la
deformacién en los punto de contacto entre ellos es adecuada para describir y
caracterizar ¢l comportamiento de los materiales (metales, terreno, rocas, suelo, ete) y el
movimiento de las discontinuidades a nivel microscépico y macroscopico. Por
consiguiente este modelo también pucde aplicarse para modelar el problema a diversas
escalas (modelos multiescala) en funcién de las dimensiones de los diversos elementos
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que conforman el medio. En la definicion de las leyes de contacto entre elementos se
incluye las fuerzas de cohesién y friccion, aspectos que permiten modelar la fractura y
la descohesién o pérdida de cohesién del material. Esta consideracién en el modelo
permite a su vez delimitar la formacién de micro-fisuras y fisuras que provocan al final
el colapso de una estructura. Tener en cuenta en el modelo de contacto la cohesion y
friccion del material permite modelar materiales como rocas y suelos, que colapsaran,
para ciertos rangos de esfuerzos, debido a la propagacién de fisuras en el seno de los
mismos.

2.0 - Proceso de calculo del método de los elementos discretos.

El proceso del calculo es un algoritmo ciclico o repetitivo que requiere la aplicacion de
la ley de movimiento a cada particula, una ley de fuerza-desplazamiento en cada
contacto y una actualizacién constante de posiciones de las paredes. En cada paso de
tiempo cambian de forma dindmica la estructura de contacto existente entre los
elementos discretos o entre las esferas y las paredes. Este aspecto implica tener un
control estricto de los contactos en cada paso de tiempo, ademds de tener implementado
un algoritmo eficiente que actualice constantemente los mismos durante el transcurso de
la simulacién. De forma muy simplificada el proceso de célculo se ilustra en la figura
siguiente:

zacion de 12 particulas, paredes ), cong,

& %,

Ley fuerza Desplazamiento
Ecuacién Constitutiva de contacto
(se aplica en cada contacto)

e Movimiento relativo.

Ley movimiento
(se aplica a cada particula)
e  Fuerzas resultantes
e  Momentos

e Ley constitutiva,

fuerzas de contacto

Figura 1: Esquema explicito del método de los elementos discretos.

En el proceso de caleulo en cada instante de tiempo, los contactos se actualizan
obteniéndose los diferentes contactos entre esferas y esferas-pared, conociéndose
ademas la posicién de cada particula y de las paredes. Por su parte la ley
fuerza-desplazamiento se aplica en cada contacto para actualizar las fuerzas basandose
en el movimiento relativo entre las particulas en contacto y el modelo constitutivo
empleado. Seguidamente, la ley de movimiento se aplica a cada particula para actualizar
su velocidad y 1a posicién en base a las fuerzas y momentos resultantes que se originan
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como resultado de la accion de las fuerzas de contacto y las fuerzas volumétricas en
cada elemento discreto. Andlogamente la posicion de la pared se actualiza basandose en
las velocidades especificadas como condicién impuesta.

Analisis Temporal
Tiempo Ti....ceeee. Ty

4

Particula i....cec....l

n de contacto

=

Verificaci

=

Calculo de las aceleraciones
(lineales y angulares)

=

Calculo de velocidades
(lincales y angulares)

=

Calculo de desplazamientos
(lineales y angulares)

=

Calculo de Fuerzas y Momentos

&

| Particula i+1

=

| | Tiempo T+AT

Final del Calculo

Figura 2: Esquema de la secuencia de cdlculo en el método de los elementos discretos.
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3.0 - Formulacién del método de los elementos discretos.
3.1 - Ecuaciones de Movimiento.

El estudio de modelos de particulas a través del Método de los Elementos Discretos con
el empleo de nuevos modelos constitutivos micro-estructurales es un tema de indudable
interés cientifico en el campo de los métodos numéricos en la ingenieria.

La finalidad de acercase cada vez mds al micro-mundo y a la esencia micro-estructural
de los fenémenos fisicos, permite realizar estudios de seguridad estructural con un alto
grado de precisién vy fiabilidad, lo que a su vez posibilita prever fallos estructurales
severos, ya que los modelos discretos (modelos de particulas) permiten detectar fallos a
nivel micro. El hecho de poder estudiar los estados tensionales y deformacionales a un
nivel microscépico posibilita detectar las aparicién de microfisuras y discontinuidades
que son el comienzo de las cadenas de fallos estructurales y la formacién de micro-
zonas de plastificacién que culminan desafortunadamente, a nivel macroscdpico, en el
fallo estructural. Estas delimitaciones no apreciables por los métodos macroscépicos
convencionales, posibilita estudiar la evolucién de las micro-grietas y permite a su vez
prevenir catdstrofes y desastres que pueden afectar a las estructuras.

El movimiento de los diferentes elementos discretos que conforman el modelo de
particulas se rige por las leyes de la dindmica de la mecdnica del sélido rigido. La
translacién v la rotacién de las particulas esféricas o cilindricas rigidas se describen por
medio de las ecuaciones de la dindmica de Newton-Euler (figura 3). El movimiento del
elemento i-ésimo del conjunto de elementos discretos se describe por las siguientes
ecuaciones:

m; i, =F, (1
Ii (hi =T, (2)

donde :
u- esel vector de desplazamiento del centroide del elemento en un sistema de
coordenadas fijo X.
®- velocidad angular del elementos respecto a sistema de referencia mévil x, con el
elementos y el origen en el centro del mismo.
m - masa del elemento o particula i-€simo.
|- momento de inercia.
F - fuerza resultante
T - momento resultante.
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Figura 3: Movimiento de sdlido rigido en un sistema de referencia espacial
3.2 - Amortiguamiento global.

Los cédigos dindmicos explicitos satisfacen mejor la simulacién de procesos dindmicos,
aunque se pueden aplicar con facilidad en la simulacién de problemas cuasi-estaticos.
Una de las metodologias elaboradas para analizar los problemas cuasi-estticos con ¢l
modelo dindmico explicito es la relajacién dindmica [10]. Un factor importante para el
éxito del andlisis de los problemas cuasi-estaticos con un cddigo dindmico consiste en la
aplicacién de un amortiguamiento adecuado. En el modelo de los elementos discretos,
las oscilaciones con las frecuencias més altas se amortiguan con el amortiguamiento
impuesto al contacto. Igualmente en los problemas cuasi-estticos, es necesario
amortiguar las oscilaciones de los modos de vibracién mds bajos a través de un
amortiguamiento exterior o global. Esto puede lograrse aplicando el amortiguamiento
viscoso global cerca del valor critico para las frecuencias mds bajas. La velocidad de las
cargas también debe corresponder a las propiedades dindmicas del sistema, y debe
introducirse durante un tiempo suficientemente largo comparado con el periodo de
vibraciones en el modo natural mds bajo.

El estado de equilibrio del sistema de particulas puede ser lograrse por la aplicacion de
un amortiguamiento adecuado. A veces es necesario, la aplicacion de un
amortiguamiento para disipar la energia cinética de las particulas que no estan en
contacto y esta es la justificacién para el emplieo de un amortiguamiento global del
sistema de particulas. En el caso del amortiguamiento global, al igual que en el

amortiguamiento de contacto, existen dos tipos: amortiguamiento viscoso y no viscoso.
Amortig Amortig

En los dos casos los términos de amortiguamiento F; y T, se agregan a las
ecuaciones de movimiento (1) y (2):
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Amortig
m; G; =F +F 3}
Amortig

P (4)

e  Conexion entre esferas

Figura 4 : Fuerzas de contacto entre particulas o elementos discretos.

El calculo del amortiguamiento global es diferente para el caso viscoso y el no viscoso.
En el viscoso el amortiguamiento queda definido por:

amortig vT
amortig vr
T, =—o Lo,
y para ¢l caso no viscoso :
amortig nvT U
— i
F =-o |[F] ||u ”
i
amortig nvr .
T, =—0o ||Ti||—"m'||
i
R § vr nvT nv r son las constantes de amortiguamiento. En estas
donde: o', o ', o , O &

ecuaciones queda expresado el amortiguamiento del sistema global para los casos
viscoso y no viscoso. En el caso de amortiguamiento viscoso la fuerza de
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amortiguamiento es proporcional a la velocidad, mientras que en €l no viscoso es
proporcional a la fuerza y al momento resultante.

3.3 - Determinacion de la densidad y masa micro-estructural.

La masa de cada elemento discreto se puede estimar conociendo de antemano la
densidad de material y los didmetros o radios de cada una de las esferas que conforman
el medio. El cdlculo de 1a masa (Figura 5) puede realizar por:

donde:
v - densidad del material.
V- Volumen.

®  (Conexion entre esferas

Figura 5: Definicién del volumen de control para evaluar la densidad microestuctural

En los modelos de particulas, como su nombre lo indica, se discretiza el medio por
elementos discretos esféricos, lo que propicia la formacion de zonas de vacio o huecos
que a su vez delimitan la porosidad del material. Esto hace necesario tomar en cuenta
este aspecto para el calculo de la densidad micro-estructural. Para ello en cada particula
se define un volumen de control (V.), lo que posibilita definir la densidad micro para
cada elemento discreto:

(i) _ (i) (i)
¥ ='YV° Vo’ V, =V, -V, - YV,

o

(3D - esferas)

Para el caso 2D se trabaja con el concepto de area de control (Ac) obteniendose:
0]
(i) _A (i) 0]
:ryA_c_q_, A :Ac_Ai_ZAj

o

A=nr (2D - cilindros)
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3. 4 - Integracién del problema con un esquema de diferencia finita central.

El movimiento rotatorio se describe con respecto al corotacional de un sistema de
coordenadas locales x incluido en cada elemento. Los vectores F y T son las sumas de
todas las fuerzas y momentos aplicadas en el elemento i-ésimo debido a la carga
externa, y a las interacciones de contacto entre las esferas, etc., asi como a las fuerzas
resultante del amortiguamiento en el sistema.

Las ecuaciones de movimiento (1), (2) o (3) (4) se integran en el tiempo usando un

esquema de diferencias finitas centrado. La integracién del movimiento traslacional de
los elementos discretos para el paso de tiempo i-€simo se realiza como sigue:

iy = )

Tomando en cuenta las fuerzas de amortignamiento:

amortig n
." F F.
ii, EI_WLLM (6)
m;
nt— n—1
z . n
u, =u, +i;At (7)
1
n+1 n M'E
u, =u, +u, At (8)

En ¢l caso del movimiento rotacional también se emplea un esquema en diferencias
finitas centrado, obteniendose para la velocidad y el desplazamiento angular:

n
M
o, =—II* )
y tomando en cuenta el amortiguamiento global:
amortig n
nT T
&, =__l|_+m'w (10)
n+—1— n— )

En problemas en 2D el 4ngulo de la rotacion (@) se puede obtener de modo similar al
vector del desplazamientos u; (8):

1
oM = 0 + o 2At (12)

En el caso del movimiento tridimensional (3D), la matriz de rotacion define el cambio
de coordenadas del sistema de referencia mévil en cada paso de tiempo X; respecto al
sistema de referencia fijo Xi:
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X = AX, (13)

La matriz de rotacién se formula para cada paso de tiempo [5], [6] por:

1

A0 =, 2 At (14)
A, = cosjag i+ A8l 5 A-cosfae] o o' (1)
48] [N
|
AT = AAN (16)

donde:
AB ={A6,,A0,,A0, }T denota el vector de rotacidn incremental,

AA es la matriz rotacional incremental,
A, es una matriz antisimétrica, definida como:

0 -A8, A9,
AB=| A®, 0 —A9, (17)
~AB, A® 0

X

3.5 - Estabilidad numérica del esquema de integracion explicito.

La integracién explicita en el tiempo presenta una alta eficiencia computacional pero no
es incondicionalmente estable. La desventaja del esquema de la integracién explicito es
conocida, su estabilidad numérica condicional impone una limitacion en ¢l paso o
discretizacion del tiempo. Para cumplir con la estabilidad del método es necesario que el
paso de tiempo sea menor o igual al tiempo critico:

At < A‘tcritic':) (18)

El tiempo critico se obtiene a partir de la frecuencia natural més alta del sistema Mmax
por:

Atc:ritico = _—2_ (} 9)
0]

max

Si existe amortiguamiento, el incremento de tiempo critico se cdleula por:

At ritico = % (’V 1+8% - &) (20)

donde:
& - es el fraccion del amortiguamiento critico que corresponde a la frecuencia mas alta

(Dmax.

La determinacion exacta de la frecuencia mds alta ®max requiere la solucién de un
problema de auto valores definidos para el sistema de n particulas rigidas conectadas
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entre si. En un procedimiento de solucién aproximado pueden definirse los problemas
de autovalores separadamente usando las ecuaciones linealizadas del movimiento:

mf; +kr, =0 (21)

donde
m, = {m,mm LT, 6 =) ,)0 ,),08,)408,),.(8, ) (22)

k; - matriz rigidez que toma en cuenta la contribucion de todas las particulas i.

La ecuacion (22) define los vectores m; y r; para una particula esférica en el espacio
tridimensional. Para una particula cilindrica en un modelo bidimensional se definen
como sigue:

T T
m, = {m;,m,L}', = {(ux)i!(uy)i’(ez)i} : (23)
La ecuacién (21) conduce a resolver ¢l problema de autovalores siguiente:
ki, =mAr 24)

donde: los autovalores A; (j € {l,....,6} en el caso de 3D, y para el caso de 2D j e
{1,....,31) son los cuadrados de las frecuencias de vibraciones libres:

A =0 (25)

En los problemas 3D, tres de las seis frecuencias son de translacion, y las otras tres de
rotacién, mientras que en 2D dos frecuencias son de traslacién y una de rotacién.

Una forma de simplificar el problema de autovalores para el calculo de la frecuencia
MAxima Myax puede ser estimando la misma como la mdxima frecuenctas natural de un
sistema masa-resorte definido para todas las particulas con una translacién y un rotacion
por grado de libertad. Las translaciones y las rotaciones de la vibracion libre son
gobernadas por las ecuaciones siguientes:

m.i_ +ku, =0 (26)
1,6, + Koy =0 27)

donde se tiene que el movimiento de traslacién es debido a la interaccion de contacto en
la direccion normal (ky, es la rigidez clésticas del contacto en la direccion normal), y el
movimiento rotacional a la interaccion en el sentido tangencial (kr rigidez elésticas del
contacto en la direccién tangencial al mismo). Conocida la  rigidez tangencial, la
rigidez rotatoria puede obtenerse como:

Ko = kqr? (28)

donde r es la longitud del vector que conecta el centro de masa de los puntos en
contacto
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La frecuencia natural de las vibraciones de translacion se obtiene por la ecuacién
siguiente:

0, =, [— (29)
m.

mientras fa frecuencia rotacional puede obtenerse por la férmula

W, = \/?i“e‘ (30)

Como la inercia rotacional es:

2
= % mr (3D, esferas) (31)
mr?
1= 2 (2D, discos) (32)

y kg esta dado por la ecuacién (28), la frecuencia rotacional puede calcularse como:

Wy = 2:‘(; (3D, esferas) (33)

0, = ﬁ:T (2D, discos) (34)

Si ky=Kk, la frecuencia rotacional mg es considerablemente mayor que la frecuencia de
translacién ®, obtenido por la ecuacién (30), como resultado el incremento de tiempo
critico tiene que ser menor que el obtenido por la ecuacién (19). Con tal de evitar que el
paso de tiempo critico venga fijado por las frecuencias de rotacién, la inercia rotacional
se escala de forma adecuada.

3.6 - Modelo constitutivo de contacto micro estructural y evaluacion de las fuerzas
de contacto.

El modelo constitutivo microestructural se formula a nivel de cada contacto entre
esferas o discos segun sea el caso (2D y 3D). Después de haber detectado los contactos
entre un par de particulas, se procede a calcular las fuerzas que ocurren en ese punto de
contacto. Si se considera dos particulas la interaccion entre estas se puede representar
por la aplicacion de la tercera ley de Newton. La interaccién entre estos dos elementos
discretos se representa por las fuerzas de contacto Fy y Fa, que por principio de accion y
reaccion satisfacen la relacién siguiente:

F.=-F, (35)

Si se descomponen las fuerzas (Fy o F que ahora se denota por F) en sus componentes
normales y tangenciales, F,, y Fr, respectivamente:
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F=Fn+F-|— =an+F-|- (36)

donde:

n - es el vector de la unidad normal a la superficie de la particula en el punto de contacto
(por tanto, para elementos esféricos o discos tiene la direccién de la recta que une
las dos particulas y su direccion es apuntando hacia afuera respecto la particula 1).

- Fr Vi+l

Figura 6: Descomposicién de las fuerzas en sus componentes normal y tangencial,

Las fuerzas de contacto F, y Fr se obtienen a través del modelo constitutivo empleado
para describir el comportamiento en el contacto entre las esferas. En este caso se han
formulado dos modelos constitutivos: uno con comportamiento viscoso y otro no
viscoso (figura 7). El comportamiento no viscoso es un caso particular del viscoso
cuando las viscosidad en el contacto es cero.

Modelo no viscoso Modelo viscoso Cn

Figura 7: Tipos de modelos constitutivos de contacto.

Estos modelos quedan caracterizados por diferentes elementos que describen la parte
clastica y plastica del comportamiento del material y en el caso especifico del modelo
viscoso existe un pistén que describe el comportamiento viscoso del contacto.
Simultdineamente al estudio del contacto, las fuerzas han sido descompuestas en su
componente normal y tangencial; en consecuencia con esto se ha formulado el modelo
constitutivo de contacto, lo que implica que la interfase del contacto se caracteriza por:
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una rigidez normal k, y otra tangencial kr, los esfuerzos maximos de cohesién en la
direccién normal R, (“fuerza” mdxima en la direcciéon normal) y tangencial Ry
(“fuerza” maxima en la direcci6n tangencial), el coeficiente de rozamiento de Coulomb
W, la intensidad de adhesién o adherencia B, y el coeficiente de amortiguamiento (¢c- en
el modelo viscoso).

En el caso del modelo viscoso se introduce un amortiguamiento en el contacto con la
finalidad de disipar la energia cinética y disminuir las oscilaciones de las fuerzas de
contacto. Por esta razén se asume la contribucion de una fuerza de amortiguamiento en
la componente de la fuerza de contacto normal. Por tanto, se pueden descomponer las
fuerzas de contacto normal F, en su parte eldstica F,e y en su respectiva fuerza de
contacto de amortiguamiento Fyg. Esta fuerza Fyq no existe en el caso del modelo no
ViScoso.

F. =F; +Fy (37)

______ R,

Fne=Kkq up

K
> R SR =
vr“ u"e
F.. <R, Fp=Kue Upes Fy=Kpe Upeten v
Fn:Fne+Fnd Fﬂ:Fnc+F“d n n ne nes n ne n n m
Modelo viscoso Fue 2R, Fi= 0, l Fi | =0
?ll rn
R Decohesién
__________ 2 R
yé ' A
¢,=0 Y. i =0 Fn<Rn F,=k, u,
p 1
p 1
.f'ﬁ Fn=knc:“n § Fn 2Rn F,=0, | Hy | =
y i /
g\knc : /\knt
un ull

Modelo no viscoso

Figura 8: Modelos constitutivos viscoso y no viscoso. Comportamiento a compresion y
traccién en la direccion normal.

En el caso del modelo de contacto viscoso la fuerza de amortiguamiento se determina
por:
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Fa=cv (38)

rn

donde la componente de fuerza de amortiguamiento es proporcional a la velocidad
relativa normal v, , de los centros de las dos particulas en el contacto.

v, =(U,-u,}n (39)

El valor de amortiguamiento ¢ se puede tomar como la fraccién del amortiguamiento
critico Cer para el sistema de dos cuerpos rigidos con masas mi y my, conectadas por un

muelle con rigidez k, [8].
C, =2 fﬂmz_kn (40)
m,+m,

La parte elastica de la fuerza del contacto normal Fye es proporcional a la rigidez normal
kn (knc — rigidez compresién y knt - traccién) y a la separacién existente entre las
particulas ., (Figura 8).

F.=k,u (1)

ne noen

Fn el caso de materiales sin cohesién (B =0) no podra desarrollarse una fuerza de
contacto normal de traccion:
Fe <0 (42)

La separacién entre particulas u,, se calcula como la distancia entre los centros (d)
menos los radios (r; y rz} de las esferas en contacto:

u,=d-r,—r, (43)
donde:

d - distancia entre los centro de las particulas
ry, ry - radios.

Si u,, <0, la formula (41) es valida, y por su parte Fye = 0.

Si el material es cohesivo (B=1) las fuerzas del contacto normales pueden ser de
compresién o de traccién indistintamente. La fuerza del contacto normal debido a la
cohesién es calculada por la ecuacidn (41), pero en este caso la separacion U, es
calculada como la componente relativa del desplazamiento normal entre los puntos en
contacto:

u_=u -n (44)

m r

u., = (Xz + Azrcz) - (X1 + A1rc1) (45)
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En el momento que se establece la adherencia cohesiva los puntos en cuestién coincide
y se establece:

0 0 0 ]

X, + A, =X, + Ay, (42)
donde:

a 0 n n
X»X;,X, v X, - denotan las posiciones del centro de las particulas en el sistema de

la coordenada global en un instante de tiempo t, y el instante de
tiempo de estudio t, Estc aspecto denotando la configuracion
presente y la configuracién cuando la cohesion se ha establecido.

0 0 n n
A A, A,y A, - son las correspondientes matrices de rotacién (matriz de cosenos

directores),

ra, I - son los vectores que conectan los centros de la particula con el punto de
contacto en el momento de establecerse la conexidn entre esferas.

Decohesién

Ry

Decohesion Re oo Ra
Fr <Ry Fr=kr u; By < Ry Fymkn u,
Fr Z R, IFt I =u | Fnel si Fp.<0 Fr 2 Ry Bt

Tigura 9: Modelos constitutivos viscoso y no viscoso. Comportamiento de la
componente tangencial cuando en la direccién normal esta sometida a
compresion y a traceion.

La fuerza elastica correspondiente a la direccion tangencial (Figura 9) se puede calcular
por:

FT = kTurT (46)

3
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donde
U =U, —Y,n (47)

La existencia de cohesién también implica que existe fuerza de contacto tangencial al
mismo.

F1 modelo de contacto presenta un criterio de rotura microestructural que caracteriza el
fallo por traccion o por cortante de los contactos entre los elementos distintos. Este
aspecto queda definido por una superficie de rotura (Figura 10), que se delimita por la
resistencia maxima (esfuerzo méximo) a traccién (Ry) y la resistencia maxima (esfuerzo
madaximo) a cortante (Ry).

Empleando el criterio de rotura, los contactos entre las particulas pueden romperse
(ruptura del aporte por cohesion entre las partculas) debido a las acciones de las cargas
externas de cierto grado de magnitud. Dichos contactos se rompen cuando se exceden
las fuerzas en las interfases en las direcciones normal o tangencial (Fy>Ra 0 ||Fxf| > Ry).
En este modelo constitutivo de contacto se considera que al romperse el contacto se ha
perdido totalmente la cohesién del material (=0). Existen otros modelos de contacto
[9] que consideran la perdida parcial de la cohesion (0<B<I1). En la presente
formulacion, las ataduras cohesivas (aporte por cohesién entre las particulas), es decir,
los contactos, no pueden ser restituidos después de la rotura de los mismos.

Cuando la fuerza normal de traccion alcanza un valor igual a Rna, el contacto entre
elementos discretos se romperd provocado por un fallo a nivel micro de traccidn y
dejara de existir tal fuerza. De forma andloga, cuando la fuerza tangencial alcanza un
valor Ry provocard un fallo de cortante microestuctural y el contacto entre estos
elementos discretos dejara de existir de forma andloga al caso de la fafla por traceion.

Fq

A

Figura 10: Superficie de rotura del modelo de contacto.

En la ausencia de cohesidn o después que la cohesién entre particulas deja de existir, la
reaccién o fuerza tangencial puede propiciarse por el rozamiento o friccién (figura 9).
Existen dos tipos de modelos bdsicos para simular los problemas de rozamiento o
friccion entre clementos discretos: el modelo de friccion cinemaética y el modelo de
friccién de Coulomb. En esta formulacién se hace uso del modelo de friccién de
Coulomb. En el modelo de Coulomb, se produce un deslizamiento relativo entre los dos
elementos distintos cuando la fuerza maxima tangencial Ry alcanza cierto valor umbral
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que es proporcional a la fuerza de contacto. El coeficiente de proporcionalidad entre las
fuerzas tangenciales y normales cuando se produce el deslizamiento (descohesion} entre
las particulas o elementos discretos “condicién de slip”, se denomina coeficiente de
friccién de Coulomb. Realizando una abstraccién y asumiendo que en el contacto la
fuerza tangencial no alcanza el umbral, entonces no existe deslizamiento relativo entre
los elementos discretos que estdn en contacto “condicion stick”.

En el modelo de Coulomb el punto clave es la evaluacion de las fuerzas de rozamiento
(friccién). Estas fuerzas dependen de las fuerzas de contacto normales entre elementos
discretos cuando estos estdn en contacto. Como se relacionan esta fuerza normal de
contacto es un tema complicado y complejo.

En esta formulacion se pueden emplear dos tipo de modelos o leyes de comportamiento
de Coulomb: Ley de Coulomb estindar o la Ley regularizada de Coulomb (figura 11).

En ausencia de cohesion o después de producirse la descohesién la fuerza tangencial se
calcula por:

\Y
F, =—F ™" (48)
[vie

donde

V.1 - es la velocidad tangencial relativa al punto del contacto
Vo=V, -V -Nn (49)

Ley de Coulomb Estindar Ley de Coulomb Regularizada
(1Y e
b
FT=uIFnc| : - FT=u|Fne| o

: FT:uanel W T FT':lrtlFrlel

Figura 11: Leyes de Coulomb Estdndar y Regularizada.

La velocidad relativa V. se obtiene de la diferencia de velocidades entre los puntos del
contacto. La velocidad del punto de contacto se obtiene de la suma de la velocidad del
centro de la particula i a la que pertenece y el producto de la velocidad de rotacion de la
misma por la distancia entre el punto de contacto y el centro.

vV, = (uz + M, chz) - (U1 + o, X rc1) (50)
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donde:
u,,u,y m, o - son las velocidades de traslacién y rotacion de las particulas en

contacto.
re ¥ Ie2 - son los vectores de conectan los centros de las dos particulas en contacto.

En el modelo de Coulomb estandar se ha adoptado para calcular la fuerza de rozamiento
{friccidn) por:

F, =pJF,| (51)

donde:
i - Coeficiente de friccién de Coulomb.

Es conocido que la Ley de rozamiento (friccidn) de Coulomb estindar o cldsica produce
una oscilacién no fisica de la fuerza de rozamiento en la solucidn numérica debido a
posible cambio de la direccién de la velocidad de deslizamiento. Para prevenir esta
inestabilidad del modelo de rozamiento de Coulomb, dicha fuerza debe ser regularizada
(figura 11).

Con la finalidad de evitar oscilaciones en la solucion se limita la fuerza de rozamiento
(friccién) a un valor Fr,. En el algoritmo numérico el modelo de Coulomb tiene que ser
regulado para evitar las oscilaciones en la solucién. Como consecuencia sc limita el
valor de la ley de rozamiento para prevenir el cambio de la direccién de la velocidad
tangencial:

Fr = min(”!FT |=FTs) (52)

donde
Frs, - cs la llamada fuerza que retiene la friccidn, es decir, la fuerza que reducirfa la

velocidad tangencial v, = (U, -+ @ XI;)a cero.

Un posible proceso de regularizacién involucra la descomposicion de la velocidad
. . . . r . . ir .
relativa tangencial en una velocidad reversible V' pp e irreversible V- respectivamente.

VrT =V rT —V r (53)

Esto es equivalente a la formulacién del problema de contacto friccional de
elastoplasticidad, con lo que se¢ puede ver claramente que la fuerza tangencial de

friccion esta relacionada con el desplazamiento upr. Asi, primeramente se calcula:

Pred Ant

F, =F —Kk.V,At (54)

donde:
Pred
F, - Fuerza de rozamiento (friccién) predicha.
Ant
F, - Fuerza de rozamiento (friccion) calculada en el tiempo t-At.

y la condicién de descohesion o deslizamiento se comprueba por:
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Pred

o =

Pred

F. |-uF,| (55)

Pred
Si ¢ <0, sc esta en presencia de un contacto cohesivo (“stick”) y la fuerza de

rozamiento (friccién) se le asigna el valor de la fuerza de friccion predicha:

Nuevo Pred
F, =F (56}
donde:
Nuevo
F, - Fuerza de rozamiento (friccién) calculada en el tiempo t.

Pred
En caso de que ¢ > 0, entonces:

Pred
Nuevo

F; “““i-t| T | (57)

Pred

Fy

3.7 - Bisqueda y Chequeo de Contacto.
3.7.1 - Generalidades al problema de Contacto.

En la simulacién de problemas de ingenierfa con el método de los elementos discretos,
¢l disefio de los algoritmos de deteccidn de contacto es de suma importancia, ya que el
proceso puede ser muy exigente en cuanto a tiempo de cémputo. Generalmente, la
deteccion de contacto se divide en dos fases diferentes, la busqueda de vecindad y la
resolucidn geométrica. El objetivo de la busqueda de vecindad es identificar y listar los
objetos presentes en cierta vecindad o zona alrededor del objeto analizado. La lista
resultante suele Hamarse la lista de vecinos. La fase de resolucién geométrica compara
entonces, en detalle, la geometria del elemento analizado con la de los objetos presentes
en la lista de vecinos. El costo computacional depende de la complejidad y de la
representacion geometrlca Por ejemplo, de presentarse N caras, un esquema muy
simplista requerird un tiempo de computo del orden de O(N ) operaciones.

Esquemas mds sofisticados tal como el DFR (O’Connor, 1996; Williams y O’Connor,
1995) requieren O(N') operaciones. De manera similar, ¢l costo de la bisqueda de
vecindad depende del numero de objetos a chequear y es mds potente a pequeiia escala;
con un esquema poco desarrollado donde se chequea cada objeto en relacion con cada
uno de los demds, el costo cs de O(N?) operaciones.

Como, casi siempre el numero de elementos tratados en simulaciones de elementos
discretos es elevado, se entiende que la busqueda de vecindad puede ser un “cuello de
botella” computacional.

Separando, los algoritmos de busqueda de vecindad de los de resolucién geométrica, es
posible considerar el problema de la bisqueda de vecindad sin referirse a los detalles de
la geometria local. Esta separacion, acabada mediante el uso de “volimenes
circundantes”, asegurando que el algoritmo de bisqueda de vecindad quede valido para
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cualquiera representacién geométrica y esquema de resolucién escogido. Esta robustez
es esencial en el desarrollo de un sistema generalizado de simulacién mediante el
MED, donde una variedad de representaciones geométricas pueden ser usadas en la
actualidad.

3.7.2 - Deteccion de contacto.

La interfase entre la geometria local y la busqueda global de vecindad se lleva acabo
mediante el uso de volimenes circundantes.

b
i
L
5
}
1

‘folumenes circundantes
Figura 12: Volimenes circundantes empleados en la bisqueda de vecindad

Actuando sobre el volumen circundante en vez de la geometria local, el algoritmo de
bisqueda de vecindad puede tratar cualquier representacién geométrica de la misma
forma simplificada. Aun cuando cualquier volumen circundante puede usarse, la esfera
es el mas comun. La esfera se representa simplemente mediante su posicion y su radio,
y ademas es invariante frente a la rotacién, asi que su radio necesita ser computado una
sola vez para cada elemento de la simulacion.

El algoritmo de busqueda de vecindad utiliza los volimenes circundantes para
determinar una lista de vecinos, para cada objeto. El juego completo de todas las parejas
candidatas (C) determinado por el algoritmo de bisqueda de vecindad viene dado por
todas los pares (blanco/candidato al contacto) sacados de las listas de vecinos, después
de haber quitado los duplicados.

El algoritmo de busqueda de vecindad hipotéticamente ideal retornaria un juego de
candidatos Cexaer que €s exacto para el volumen circundante analizado en el sentido de
gue no incluye ningunos pares cuyos volimenes circundantes no se solapan.

En la realidad, los algoritmos implementados usan esquemas simplificados que
identifican rapidamente una aproximacién conservadora de Ceyae. Esta aproximacion
puede incluir pares cuyos voliimenes circundantes no se solapen, pero debe incluir todos
los pares cuyos dichos volimenes se solapen. Cualquiera aproximacion de este tipo
puede ser reducida a Cexaet aplicando simplemente una prueba exacta de interseccion al
volumen circundante de cada miembro. Con esta prucba empieza la fase de resolucidn
geométrica. Esta divisién pone de relieve el compromiso entre la reduccion del tiempo
de computo (T) y la reduccién del tamafio del juego de candidatos C. Estos dos
objetivos son respectivamente la velocidad y la precisién. En la mayoria de los
algoritmos implementados hasta la fecha, C es proporcional a Cexaet ( Y poOr coOnsiguiente
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a N), pero T puede ser del orden de N?. Esto significa que en el caso de simulaciones
arbitrariamente grandes, la velocidad serd de mayor consideracion.

Con la aparicién de representaciones geométricas més complejas, se hace necesario
considerar el proceso de deteccion mas alli de simples geometrfas esféricas, y
desarrollar métodos mas generales.

Aun cuando el uso de volimenes circundantes aisla efectivamente la busqueda de
vecindad de los detalles de la geometria local, y permite considerar cada cuerpo como
una esfera, objetos non esféricos pueden temer volimenes circundantes
significativamente mayores que esferas de tamafio similar.

Cuando se combina esto a variaciones de tamafio de los objetos, puede llevar a una
amplia distribucién de tamafios de esferas circundantes. Los objetos non esféricos
pueden permitir también un mayor grado de solape enire volimenes circundantes y, asi,
aumentar la densidad del vecindario de contacto.

Estos tipos de heterogeneidades pueden ser al detrimento del rendimiento y de la
precisién de los algoritmos de buisqueda de vecindad y representan consideraciones muy
importantes a la hora de su disefio y uso.

3.7.3 - Problema de Contacto entre elementos discretos esféricos.

Los pares de esferas en contacto deben detectarse automdticamente durante el proceso
de caleulo. Si se chequea el contacto de cada esfera contra todas las demds el tiempo de
computacién seria proporcional a n?, siendo n el nimero de elementos.

Se han desarrollado varios métodos para la determinacion de los contactos mucho mas
efectivos. Previamente a la deteccidén del contacto se suelen ordenar los elementos
espacialmente mediante un algoritmo que los agrupe. De este modo, s¢ determinan los
clementos vecinos y sélo es necesario chequear el contacto entre estos.

En ausencia de cohesién, ¢l contacto se determina cuando una esfera ha peneirado en la
contigua. En el caso de esferas o cilindros simplemente se debe verificar que:

u. <0

rn

en donde Uy, se calcula como Uy = d—r,—r; tal

Si el contacto es cohesivo, la condicién precedente se reemplaza por:
+
U, < Uinmax

en donde U es la separacién que debe crearse para que el contacto entre dos

rn,max
esferas o discos se rompa por completo, la cual debe determinarse en base al modelo
constitutivo y las propicdades del material.

La determinacién del contacto es sencilla, simplemente hay que verificar la ecuacién
correspondiente en funcién de si existe o no cohesion. Por tanto, nuestro problema se
reduce a la efectividad del algoritmo de agrupacién de los elementos. Los algoritmos
més populares para llevar a cabo esta operacion se pueden agrupar en:
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Subdivisién en celdas

Arboles binarios

Celdas centradas en el cuerpo
Spatial heap sort y Spatial sorting.
NBS.

Quadtree (2D) y Octree (3D)

* & & » &

3.7.3.1 - Subdivision en celdas

El espacio que engloba el problema de estudio se discretiza en celdas rectangulares (2D)
o hexaédricas (3D) del mismo tamafio. Los elementos se asocian a las celdas en base a
sus coordenadas. La eficacia del método depende del equilibrio entre el tamafio de fa
celda v el nimero de elementos por celda. La eficiencia del método depende de que los
clementos estén distribuidos entre las celdas. Un método adaptativo puede ser
implementado en caso de que la distribucién de elementos no sea uniforme.

Figura 13: Subdivision regular en celdas |

3.7.3.2 - Arboles binarios

Un método efectivo de clasificacién para una distribucién espacial no ordenada de los
clementos se basa en las estructuras en arbol binarias. El espacio se divide en celdas
rectangulares que pueden contener como médximo dos elementos. En caso de que el
nimero de elementos en una celda sea mayor que dos esta se divide en dos. La
subdivisién de las celdas se realiza alternativamente en el eje x, z e y. La representacién
del espacio, si se ha discretizado de este modo, se realiza cémodamente mediante una

estructura en &rbol binaria. Dicha estructura permite localizar facilmente objetos
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pertenecientes a un subdominio recorriendo el arbol de arriba abajo. El costo de dicha

busqueda es del orden de O(N -log, N).

Figura 14: Subdvision adaptativa del espacid en celdas
3.7.3.3 - Celdas centradas en el cuerpo

Estc método de deteccidn del contacto se beneficia de la suposicion de que la
configuracion de los elementos evoluciona lentamente y que, por tanto, los nuevos
contactos pueden formarse unicamente entre elementos que estén lo suficientemente
cercanos en el paso de estudio. La lista de contactos potenciales para cada elemento
incluye los objetos que estén contenidos en una celda que englobe el elemento de
estudio. Este método combinado con el de Quadtree para 2D y el de Octree para 3D es
el que se ha implementado en el algoritmo de deteccion del contacto utilizado.

Figura 15: Celda centrada en ¢l cuerpo.
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3.7.3.4 - Spatial heap sort y Spatial sorting

Las bases del método Spatial heap sort es la clasificacion de los elementos en base a sus
coordenadas. Los elementos s¢ almacenan en un arbol binario. La bisqueda de un

elemento en este tipo de estructura es del orden de O(N- IOg2 N). Cada objeto se ve

clasificado en funcion de su menor coordenada en cada eje. Después de definir de forma
arbitraria un ¢je como “master” y el otro como “slave”, cada objeto (blanco) se analiza
en orden a lo largo del eje “master”. Mediante una busqueda binaria se encuentran los
limites superiores del blanco. Para el eje “master”, los limites superiores ¢ inferiores
permiten delimitar un rango de objetos en la lista ordenada de dicho eje, que
potencialmente intersecan el objeto blanco. Es el rango “master™.

En el caso del eje “slave”, sc extiende el limite inferior hasta el objeto con la menor
coordenada que pueda intersecar €l blanco. El rango de objetos encontréndose entre el
limite inferior extendido del eje “slave” y su limite superior se denomina rango “slave”.
La interseccién de ambos rangos determina el juego final de candidatos. (Figura 16)

. . Dbjeto "bBlanco™

Objetos candidatos

Figura 16: Delimitacién de los rangos “slave™ y “master” en el Spatial sorting
3.7.3.5 - NBS.
3.7.3.5.1 - Generalidades.
El algoritmo NBS (No Binary Search) es conveniente para problemas involucrando un

gran nimero de cuerpos y desplazamientos significativos de estos. El tiene un tiempo
total de deteccién T proporcional al nimero de elementos discretos, o sea T o< N.
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Los requerimientos de memoria total son proporcionales al nimero total de elementos

1
N—
2l problemas en 2D
discretos: M e< 1p
N 3 "_p problemas en 3D

donde: p es la densidad del medio ( el volumen total de elementos discretos por unidad
de volumen).

El algoritmo NBS trabaja tan bicn para ensamblajes densos como sucltos, con un
tiempo de cémputo independientc de la densidad del medio e incrementos
insignificativos de requerimientos de memoria debido a una disminucion de la densidad
de ensamblajes.

3.7.3.5.2 - - Definicién del Problema de Deteccién de Contacto en el algoritmo NBS.

El algoritmo de deteccién de contacto NBS se basa en la suposicion que cada elemento
discreto se puede asimilar, para los propdsitos de deteccion de contacto, a una esfera en
3D o a un disco en 2D. El didmetro de un disco equivalente 2r s¢ obtiene a partir del
elemento discreto de mayor tamafio del sistema, o sea que todos los elementos discretos
son aproximados mediante discos similares. Entonces el algoritmo asuma un sistema
constituido de N discos idénticos ocupando un espacio finito de forma rectangular.

ymax

Parﬁcul_éts-

xmin . ' © Xmax

yrnin

Figura 17: Espacio de analisis del algoritmo NBS

Los limites del espacio se definan como Xmax, Xmin» Ymax, Ymin. NO pueden existir circulos
cuyo centro tenga coordenadas mayores qU€ Xmax, Ymax, O MENOr QUE Xmin, Ymin. El
objetivo es de encontrar todos los pares de discos lo suficientemente proximos como
para que la distancia entre sus puntos mas cercanos sea menor o igual a cero, en otras
palabras, que se solapan o estan en contacto.
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3.7.3.5.3 - Descomposicion del Espacio en el Algoritmo NBS.

El algoritmo NBS se basa en la descomposicién del espacio. Este se divide en celdas
cuadradas de tamafio 2r.

A cada disco se le asigna un nimero (entero) de identificacién {0, 12,...,N— 1} ,
De forma similar, a cada celda se le asigna un par de numeros (enteros) de
identificacion (i,.i, ), donde iy =0,4.2,3,. Mgy =17 Iy = 0,42,y =1 cON Neaix y

Neely como el numero total de celdas en las direcciones X y Y respectivamente.

X - X

— “max min
ncelx - 2!"

_ Ymax = Ymin
ncely - 2I’

2r
e
i j:[z_l'
X1

[¢o.1)

(0,0)

Figura 18: Espacio cuadriculado del algoritmo NBS

La proyeccidn del juego de discos
E={012,..N-1}
sobre el juego de celdas

- R

(0,0), (01). . (Ong, —1).
c=1 (1,0). (L), o (W —1). ¢
k(nceix —1 ’O)' (nceix _1’1)' (nceix —1 ’ncely _1)')

se define de forma tal que cada elemento discreto este asignado a una sola y unica celda.
El disco con coordenadas (X,y) se asigna a la celda (ix,iy) donde
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i :|nt[5—_2’;ﬂ]

. Y = ¥Ymi
i =Int| =—~min
y ”( or )

3.7.3.5.4 - Deteccion de Contacto en el Algoritmo NBS.

La deteccion del contacto se efectia mediante el chequeo de todos los discos
proyectados en una celda particular contra los discos de las celdas vecinas. Los discos

proyectados en la celda (ix,i )se chequean para el contacto con los discos proyectados

¥

en las celdas (ix,iy),(ix —‘I,iy),(ix =1, m1),(ix,iy —1), y (ix +1,1y -1). De esta forma,

los discos asignados a celdas no vacias van a chequearse contra los discos proyectados
en las celdas adyacentes.

3.7.3.6 - Quadtree (2D) y Octree (3D)

Si se trabaja en 2 dimensiones el dominio se divide en celdas rectangulares con un
méximo de cuatro elementos por celda. Si una celda contiene mds de cuatro elementos
esta se divide en cuatro celdas. Al discretizar ¢l dominio asi se puede representar
mediante un arbol de cuatro ramas (Quadtree). Dicha estructura permite identificar
facilmente objetos pertenecientes a un subdominio recorriendo el drbol de arriba abajo.

El coste de dicha busqueda es del orden de O(N-log, N).

5 & 5 S }\\
1 : 2 1 1234
9 | w - ' /N
7 § S 5678
1] 12
|0
- 910 1112
3 4

Figura 19: Estructura Quadtree

La extrapolacién de este concepto a las tres dimensiones del espacio da lugar a las
estructuras de ocho elementos (Octree). Ahora el dominio se subdividird en celdas que
contengan ocho elementos como maximo, si en una celda hay mas de ocho elementos
ésta se subdividird en ocho celdas. Para buscar elementos pertenecientes a un
subdominio se recorre el arbol de arriba abajo como en los casos anteriores y el coste de

la busqueda serd del orden de O(N-logg N).
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En la formulacion implementada la bisqueda del contacto se basa en estructuras
Quadtree en 2D y Octree en 3D combinadas con la técnica de agrupacion basada en las
celdas centradas en el cuerpo. De este modo el coste computacional del proceso pasa a
ser proporcional a n-In(n), permitiéndose usar sistemas de mayor tamaio.

LN
N

i

[—]
2]
| |

Figura 20: Estructura Octree

La construccién de estructuras Quadtree (2D) y Octree (3D) en cada paso de tiempo
serfa muy caro. Para pasos de tiempo muy pequefios, la mayoria de contactos pueden ser
los mismos que en los pasos anteriores. La utilizacion de la informacién sobre los pares
de contactos existentes en el paso de tiempo anterior puede agilizar la bisqueda de
contactos en el actual. Por este motivo el algoritmo de busqueda consta de dos etapas:
una primera consistente en una busqueda global de pares de elementos potencialmente
en contacto basada en las estructuras quadtree y octree; y una busqueda local
verificando la lista de contactos potenciales basada en el método de las celdas centradas
en el cuerpo.

3.7.3.6.1 - Busqueda global

Los elementos se organizan en el espacio mediante estructuras octree y quadtree.
Posteriormente se crea una lista de contactos existentes y contactos potenciales. El
método de las celdas centradas en el cuerpo se usa para la lista de contactos potenciales.
Cada objeto se envuelve por una celda circular o esférica y todos los objetos que estén
en ella o que la intersecan se incluyen en la lista de contactos potenciales.

La organizacién del espacio por medio del método quadtree o octree y la actualizacion
de la lista de contactos por medio de éste se realiza cada cierto niimero de pasos de
tiempo.
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3.7.3.6.2 - Bisqueda local

En cada paso de tiempo se realiza la busqueda local. Se verifican las condiciones de
contacto de los elementos de la lista de contactos potenciales y se encuentran los
contactos actuales.

La celda centrada en el cuerpo tiene un radio igual al de la esfera o cilindro
incrementado una cantidad determinada por el usuario ¢ Dicho pardmetro determina
la longitud de la lista de contactos potenciales y el intervalo de tiempo entre bisquedas
globales.

La metodologia seria la siguiente:
e Se realiza una busqueda global cuando:

_ n
Upnax wmax{ u; }thot

m

i=1.D

n=1N
donde:
D es la dimension del problema (2 para problemas bidimensionales y 3 para

- los tridimensionales);

N es el nimero total de elementos que constituyen el problema de estudio;
U es el desplazamiento acumulado de la esfera n en la direccion i del espacio

- desde la realizacion de la ultima bisqueda global.

e A la lista de posibles contactos de cada esfera se le afiaden aquellas esferas que
estén a una separacion menor de 2.2 ‘G4 N problemas bidimensionales y de

2.4/3. o €N problemas tridimensionales.

e Se¢ quitaran de la lista de posibles contactos de una esfera o elemento aquellas
esferas que se separen hasta una distancia mayor de la mencionada

El algoritmo de contacto desarrollado es muy eficiente, permitiendo trabajar con
grandes conjuntos de esferas. El valor de Cyy debe escogerse de tal meodo que se halle

el equilibrio entre el aumento de tiempo al realizar un mayor namero de busquedas
globales cuando este decrece y el de invertir mas tiempo en la busqueda local al

aumentar la lista de contactos potenciales cuando es menor. Un valor optimo de Cyy se
halla entre 0.1-r y 0.5-r (r es ¢l radio medio de las esferas).

3.8 - Extension del método de los elementos discretos en la resolucion de problemas
termo-acoplados y de desgaste.

3.8.1 - Ecuaciones del problema termo-mecanico

A las ecuaciones del movimiento (3) y (4) descritas anteriormente se les debe afiadir la
ecuacion de balance del calor:

m; 'C'Ti :Qgen “(Qcp +Qep +Quqg);
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donde;
m;- masa de la particula i-ésima.

C - capacidad calorifica de la particula.
Qgen - calor generado debido a la energia disipada por la friccién y que es absorbida
en forma de calor por la particula.
Qqp - calor transferido por conduccion entre particulas
Q.- calor transferido por conduccidn al contorno
Q,q- calorirradiado entre particulas y al entorno

El calor generado en un contacto se puede obtener de la siguiente expresion:
Qgen = X|FT ‘DrT|;

donde y es la parte del trabajo de friccién que se transforma en calor. El resto de
variables involucradas se han descrito anteriormente.

Se asume que el calor disipado por friccidn en un contacto es absorbido equitativamente
por las dos particulas en contacto. El calor generado Qgen serd la suma del calor

1a .
generado en cada uno de los contactos (EQgen) de la particula con sus vecinas.

El calor transferido por conduccién entre dos particulas se estima como el calor que se
conduce en una barra de longitud d igual a la distancia entre los centros de las particulas

y de seccién equivalente A (funcion del tamafio de las particulas):

~ K —_

Qup = A-(T-Ty)
donde:
Kk - es la conductividad del material;

T; y T; - son las temperaturas de las particulas 1 y j en contacto.

El calor transferido por conduccién Qgp tiene en cuenta la contribucion de todas las
particulas en contacto con la particula i-ésima de estudio.

Integrando la ecuacién de balance del calor mediante un esquema explicito de Euler

hacia adekante se obtiene:
1 t
-I-n+I Tni : A

mi-C

I:Qngen - (anp + anb * Qnrd ):|*

El problema térmico se soluciona para una configuracién geométrica dada y el calor
generado por friccién se obtiene de la solucién del problema mecdnico. Las
temperaturas halladas para cada particula modifican fas propiedades del material que se
usardn en el paso siguiente del problema mecanico.
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3.8.2 - Los efectos de la temperatura en el modelo de desgaste

La influencia de la temperatura en el desgaste se ha tenido en cuenta adaptando la ley de
Archard que asume que ¢l ratio de desgaste es proporcional a la presion en el contacto
pn v la velocidad de deslizamiento vy:

W=k Pl
H

donde:
H - es una medida de la dureza de la superficie de contacto;

k - es un pardmetro adimensional.

Si hacemos H dependiente de la temperatura T, se tiene en cuenta su influencia en el
desgaste.

H=H(T)
La friccién se evaliia mediante la ley de Coulomb:
Pe =W-Py

Operando con las ecuaciones anteriores se obtiene:

wok.Pe o _j D
H(t) H(t)

donde:
D e¢s el ratio de disipacién friccional;

k =

==

3.8.3 - El desgaste
Integrando el ratio de desgaste a lo largo del tiempo se obtiene el desgaste producido.
w=[w dt

El desgaste s¢ va integrando a lo largo del tiempo para cada una de las particulas que
constituyen la superficie externa de la herramienta de excavacién. Una vez dicho
desgaste alcanza el valor del tamafio de la particula, se considera que la particula ya no
forma parte de la herramienta. Por tanto, la geometria de la herramienta se modifica a lo
largo del tiempo. Tal como pasaria en la realidad en un proceso de excavacion.
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4.0 - Estimacion de parimetros constitutivos micro.

4.1- Enfoque general.

Con el objetivo de estimar las propiedades del modelo constitutivo de contacto (modelo
microestructural) se parte de la hipdtesis que existen relaciones fisicas entre los
habituales pardmetros constitutivos macroscépicos (modulo de deformacioén, coeficiente
de Poisson, tensién de rotura a compresion y traccién) y los microscdpicos (rigidez
normal, tangencial y los parimetros de rotura microestructurales - R y Rr) que son los
que caracterizan el modelo de contacto. El estudio se aborda de forma tal que se
obtengan relaciones generales para cualquier tipo de material.

El estudio de caracterizacion fisica de un material se basa en ¢l empleo de técnicas
experimentales. La determinacién de las propiedades mecdnicas macroscopicas
convencionales (modulo de deformacidn, coeficiente de Poisson, tensién de rotura a
compresion y traccion) se puede obtener a través de ensayos de compresion y traccidn
(2D o 3D). Estos ensayos pueden ser uniaxiales, biaxiales o triaxiales. Los ensayos de
laboratorios mds representativos son los triaxiales, pero a su vez son los mds complejos
desde el punto de vista técnico. Por su parte los ensayos uniaxiales son més sencillos y
se emplean con mayor generalidad al estudio de diversos tipos de materiales (aceros,
rocas, suelos, ect). Sobre esta base se realizard un estudio de simulacién numérica
virtual de ensayos de compresién y traccién uniaxial (2D y 3D) para estimar las
relaciones entre parametros macro y microestructurales.

Bl estudio de estimacion de las propiedades microestructurales se debe subdividir en
fases:

e Estudio experimental: Realizacién de ensayos de laboratorio de diversos
materiales y obtencién de los pardmetros constitutivos macroscopicos.

e Simulacién numérica o virtual de los ensayos de laboratorios de compresion y
traccidn a través de la aplicacién del método de los elementos discretos.

o Calibracién del modelo constitutivo microestructural y busqueda de los
pardmetros ~ “micro” que  mejor  describen el comportamiento
(tensidén-deformacion) macroestructural. Con estos parametros
microestructurales y  simulando  ensayos  virtuales se  estiman
correspondientemente los pardmetros constitutivos macroestructurales {modulo
de deformacién, coeficiente de Poisson, tensién de rotura a compresion y
traccion).

e Estudio y validacién de las relaciones fisicas y expresiones matemdticas que
relacionan las propiedades constitutivas macroestructurales con las
microestructurales, con el fin de poder estimar estas ltimas para cualquier tipo
de material.

E! estudio de caracterizacién mecanica experimental de diversos materiales a través de
la realizacion de ensayos de compresién y traccién es un tema convencional por lo que
no se abordard explicitamente. Por su parte la realizacion de simulaciones numéricas de
ensayos de laboratorio es un aspecto al cual se le dedicard una explicacién mas
detallada.
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En la figura 12 se ilustra el modelo geométrico de un material para ensayarlo de forma
virtual. La disposicion y didmetro de los elementos discretos es completamente
aleatorio (Figura 12 a) y es conocido. Los vinculos de contactos (figura 2b) representan
las conexiones cohesivas que en un primer momento existen entre las particulas. Como
es conocido [13] la clave del éxito de una simulacién con el método de los elementos
discretos es configurar un modelo muy denso de particulas dispuestas irregularmente
(con didmetro y posicién arbitraria o aleatoria) y bien conectadas entre si. Para obtener
el ensamblaje adecuado se genera el medio discreto con particulas esféricas y se somete
inicialmente a efectos dinamicos (compactacién dindmica) con una frecuencia adecuada
para lograr la mayor compacidad posible. Antes de someter a compresion o traccion la
muestra se deja que se disipen la energfa cinética y potencial acumulada por los
elementos discretos durante el proceso de vibracion.

a) b)
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Figure 12: Modelo Geométrico de elementos discretos.
a) ensamblaje de esferas
b) gréfico de vinculos de contacto o conexiones cohesivas.

La respuesta del material puede ser estudiada a partir de la realizacion de ensayos de
compresion y traccién. La carga se aplica por el método de deformaciones controladas,
es decir, bajo control cinemdtico prescribiendo el movimiento de las paredes por donde
se aplicard la carga. La aplicacion de la carga se realiza en una direccion determinada y
en la otra la deformacién es libre. La velocidad del desplazamiento de las paredes se
establece en funcién de tipo de material que se esta estudiando. Esta velocidad se
recomienda que sea suficientemente baja en funcién de la rigidez del material, para
describir la accién de una carga cuasi-estatica.

La estimacion de las propiedades constitutiva micro-estructurales de cualquier tipo de
material se debe realizar signiendo una metodologfa adecuada. El éxito de encontrar
relaciones fisicas y matemdticas coherentes que permitan estimar los pardmetros
constitutivos microestructurales a partir de los macros, depende de una correcta
estrategia de investigacién donde se combinen las técnicas de instrumentacion-
experimentacién con las de simulacién numérica. Esta estrategia se define como sigue:

o Definicién del problema de estudio y establecimiento de relaciones
adimensionales entre los factores que dominan el problema.

e Estudio exploratorio preliminar: Delimitacién de la region acotada donde los
pardmetros microestructurales tienen un sentido fisico marcado. Determinacion
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de la magnitud, variabilidad y rango de variacién de cada uno de los parametros
que definen el modelo constitutivo de contacto.

¢ Busqueda de relaciones fisicas y matematicas preliminares entre los parametros
macros y micros a partir del estudio de adimensionalizacién del problema.

e Aplicacién de métodos cientificos que posibiliten establecer las relaciones
fisicas y matematicas entre los pardmetros constitutivos macros y micros para
diversos materiales reales. En este caso se pueden aplicar varias técnicas como:
métodos estocdsticos (método de Monte Carlo), optimizacion multicriterial o
aplicacion de redes neuronales. La clave del éxito en la aplicacion de estos
métodos es haber definido correctamente la regién acotada donde los
pardmetros constitutivos presenten un correcto sentido fisico. En caso contrario
se llegarian a resultado coherentes desde el punto de vista matematico, pero
fisicamente no tendrian sentido.

e TEstablecimiento de relaciones generales que expresen los pardmetros
microestructurales en funcién de las caracteristicas mecdnicas convencionales
(modulo de deformacién, coeficiente de Poisson, tensién de rotura a compresion
y traccion).

¢ Estudio de sensibilidad de modelo constitutivo de contacto. Valoracién de la
influencia de la porosidad, compacidad, didmetro de los elementos discretos,
ect.

¢ Estudios combinados en 2D y 3D para estimar las relaciones entre los
pardmetros micro de rotura para estos dos casos. Estudios de correlaciones entre
ellos.

4.2 — Analisis dimensional.

Como la estimacién de las propiedades microestructurales se pueden realizar a traves de
de ensayos virtuales de compresién y traccidn (Figura 13) hay que identificar los
pardmetros que influyen en el analisis: pardmetros fisicos, geométricos y variables
constitutivas microestructurales. Un andlisis preliminar para adimensionalizar las
variables conduce a:

e Pardmetros fisicos y geométricos.
o R -Radio medio [L]
o p - Densidad [FL"T?]
o n - Porosidad.
¢ Parametros constitutivos de contacto a nivel de la micro-escala.
o Kucomp - Rigidez normal a compresion [FL'Z]
Kutrace - Rigidez normat a traccién [FL’Z].
Kr - Rigidez tangencial [FL?].
R, - Fuerza cohesiva méxima normal [FL™.
R, - Fuerza cohesiva méaxima tangencia [FL“l].
B - Coeficiente de friccién o Coulomb.

O 0O 0 C C

A nivel macro un material se caracteriza desde el punto de vista constitutivo por las
constantes fenomenolégicas. Estas constantes se clasifican en eldsticas y plasticas. Las
constantes eldsticas son el module de deformacién y el coeficiente de Poisson y como
parametros plasticos se tiene la resistencia a compresién y traccién. No hay ninguna
teorfa completa para predecir las propiedades microscépicas a partir de las
macroscopicas o viceversa. Las estimaciones de las propiedades microscopicas son
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requisito indispensable y previo para la realizacién de simulaciones con el método de
los elementos discretos.

Cuando se realizan las simulaciones virtuales de los ensayos uniaxiles el
comportamiento inicial es eldstico hasta ¢l momento que microestructuraimente
comienzan a propiciarse los fallos de los primeros contactos cohesivos. En esta fase del
comportamiento del material los pardmetros involucrados son {Kp-comps Kn-tracen » K15
R, n, p, L, V}. La variable V define el volumen y L las dimensiones de la probeta.
Notese que la porosidad n se ha tomado de forma indirecta como una medida de la
distribucion aleatoria de las esferas en el medio que se modela. En este caso en el
andlisis dimensional hay ocho pardmetros y tres dimensiones independientes. Aplicando
el teorema de Buckingham-m se obtiene que los cinco pardmetros dimensionales
siguientes gobiernan la respuesta cldstica de medio generado por esferas:

Ky Ko R v
k. k., h' Jk_-hip

(58)

Las relaciones ~E~ y _T-(—V—hlu realmente puede despreciarse, si se realizan las
ne ‘NP

simulaciones con bastantes grados de libertad (%] <<1 y bajo condiciones de cargas

cuasiestaticas — Y «1. Conociendo estos parametros adimensionales se pueden
Ko -hip

establecer relaciones entre los parametros constitutivos microestructurales y

macroestructurales o viceversa. La relaciones entre los pardmetros eldsticos de la

macro-escala (modulo de deformacién E’y cocficiente de Poisson v) y los pardmetros

microscopicos expresados de forma adimensional se puede escribir como:

k. k
E'=k__- 1., -0 n 59
" E(knc knl } ( )
v'=7, ﬁm,km n (60)
knc knt

donde:
Ky - Rigidez normal a compresién (micro-escala)
KT - Rigidez tangencial (micro-escala).

Kpn¢ - Rigidez normal a traccion (micro-escala).
n - Porosidad

Fn el momento que comienza la rotura del primer contacto durante el proceso de carga
en la simulacién virtual de los ensayos, aumenta el numero de variables que intervienen
fisicamente en la respuesta de comportamiento del material, y comienzan a tomar un
papel muy importante los pardmetros de rotura. Este aspecto se propicia porque
comicnza a generarse un comportamiento eldstoplastico. En este caso las variables que
intervienen son: {K.comps Kn-tracen s K15 Ry 1y p, Ly V, Ry y Ry} Realizando las mismas

- . (L R v
suposiciones que en el caso de comportamiento eldstico: T <<l Y —m————<<1, s
nc NP
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tienen diez pardmetros y tres dimensiones independientes. Si se aplica en este caso el
teorema de Buckingham-w se obtienen nueve pardmetros adimensionales que gobiernan
la respuesta  elastoplastica del medio generado por esferas. Estos pardmetros
adimensionales son:

T ——— (61)

s01m.

R k.-RR; o
Gc =—1. c L_,_T’._,u (62)
r R, R, R
R k.-R R, d
6, =—F | —=— =0l (63)
r R, R, R
donde:
R, - Resistencia maxima en la direccién normal o fuerza cohesiva normal maxima.
Ry - Resistencia méxima en la direccién tangencial o fuerza cohesiva tangencial
maxima.
R  -Radio medio.
) - Méximo separacién (gap) para considerar atadudura cohesiva entre las esferas
(Gapmax)
1) - Coeficiente de Friccién o de Coulomb.

.

; I‘\*., W% o

& SRR

Traceion Compresién

Figura 13: Modelos para la simulacién virtual de ensayos de laboratorio.

4.3 - Valoraciones sobre la aplicacion de cargas cuasiestiticas, velocidad de
aplicacién y tiempo de aplicacién de la misma.

4.3.1 — Consideraciones generales y via de estimar la velocidad de aplicacion de la
carga de forma experimental.

Generalmente en problemas cuasiestaticos se realizan los experimentos numéricos bajo
control cinematico, es decir con deformaciones controladas. Para simular un proceso de
carga cuasiestdtica, el problema se centra en definir cuan pequefia debe ser la velocidad
de aplicacion de carga.
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Consecuentemente el proceso de amortiguamiento siempre se produce de forma tal que
se obtenga una solucién cuasiestatica. Los procesos dindmicos pueden ser considerados
cuasiestaticos cuando las fuerzas de desequilibrio (fuerzas producidas por la carga
aplicada debido al avance de la pared) son menores 0 mas pequefias que las fuerzas de
contacto. La comparacion entre las fuerzas de desequilibrio con las fuerzas de contacto
se puede expresar en términos de tensiones (fuerza promedio de reaccion actuando
sobre las paredes) para el caso de un ensayo uniaxial. En la figura 14 se ilustra una
curva tensién-deformaciéon de un ensayo uniaxial. En la misma se realiza una
comparacién entre la solucion estdtica experimental y numérica aprecidandose la
oscilacidn de esta ultima.

Punto de falle
Omallo~

Tension

—— Solucién numérica.
= = Solucién experimental.

Deformacion

Figura 14: Curva tensién-deformacién de un ensayo uniaxial. Comparacién con una
solucidén numérica.

La amplitud de las oscilaciones de la solucién numérica se atenta con el tiempo de
duracién del ensayo virtual o simulacién (figura 14), aspecto que propicia que esta
converja a la solucién estdtica. La amplitud de las oscilaciones es indicativa de la
hipereaccidn o hiporeaccion de los esfuerzos (fuerzas desequilibradas). Para lograr que
la solucién numérica sea estable y no oscile es necesario aplicar la carga a velocidad
muy baja. En este caso los esfuerzos que surgen en cl medio discreto son muy
pequeiios comparados con una tension de referencia (tensién maxima o de fallo). Este
aspecto permite expresar que:

lcnum - 0-est| << Gano (64)

donde:

Grum— Tension (solucién numérica)
Oe.: — Tension (solucidn estdtica)
Orane - Tensién de rotura o fatlo

El efecto del amortiguamiento se puede despreciar inicialmente, aspecto que posibilita
aproximar |Gnum —G,,| POr Ouum Para una configuracién geométrica de elementos
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discretos conformada por un paquete de esferas con muchos grados de libertad Guum

puede ser escalada por:
O = f [,”((—]V oK., )

Ou = f (E—Jv PKe (66)
nt

donde:
V - velocidad de la carga
p - densidad del medio.

Debe mencionarse que el efecto de la relacion de rigidez Kr/Kye 0 K1/Ky: es reflejada
no sélo en la rigidez global (la pendiente de la curva de la tensién-deformacion), sino
también en ¢l paso de tiempo predefinido T (constante durante la simulacién) que este
relacionado con la rigidez local.

La velocidad de carga para un proceso cuasiestatico puede expresarse por:

O,

V=xk . 67)
V=x :& (68)
nt

donde: K es un numero pequefio. k<<1. La tensién de rotura a compresion (G.) o traccion
(0.) se pueden obtener mediante la realizacién de ensayos de compresion y traccion.

La expresién de la velocidad (67 y 68) de carga también se puede escribir por:

v =g R (69)
p
o,

C= KKnc (70)
K

V={ ™ 71

4 0 (71)
G,

g= 7 (72)

nt

Nétese que ,/pK, de forma general esta relacionada con la velocidad C, de

propagacién de una onda en un medio eldstico.

[ Ei-v) K,
C“"’\)pﬂ»v)m—zw"“\/p "

donde: o es una funcién de la relacién de rigideces KKy o Ki/Ky y de la
microestructura (porosidad y discontinuidades del medio).
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Las deducciones realizadas implican que para que finamente se establezca un proceso
de carga cuasiestdtico, la velocidad de aplicacién de la carga debe ser muy pequeia
comparada con la velocidad de propagacién de una onda en un medio elastico. Bajo esta
definicién la velocidad de aplicacién de carga se puede estimar como una fraccion de la
velocidad de propagacion de una onda en un medio eldstico (Ec. 73). Las propicdades
clasticas a emplear en esta ecuacién deben ser dindmicas y obtenidas por ensayos de
ultrasonido u otra técnica experimental. Basado en este razonamiento se tiene que:

:_1_\/ E(1-v) (74)
oy p(1-v)(1-2v)

donde:
V - Velocidad de aplicacién de la carga.

4.3.2 - Estimacién numérica del tiempo de ejecucién de Ia simulacién o de la
velocidad de aplicacion de la carga.

Como en la formulacién del método de los clementos discretos en ocasiones se
disminuye el tiempo de calculo (¢c6mputo) alterando la densidad, se puede estimar dicho
tiempo imponiendo que se producird un movimiento rectilineo uniforme:
Amax

T Vv (75)
donde:
Amax = Desplazamiento maximo.
V - Velocidad de aplicacién de la carga.

Otra via por la que se puede estimar la velocidad de aplicacion de la carga es empleando
las herramientas de simulacién numérica (simulacién virtual de ensayos de laboratorio).
En este caso hay que partir de la ecuacién fundamental del método de los elementos
discretos:
F=ma=KA (76)

donde:

F — Fuerza.

m - Masa

a - Aceleracién.

K - Rigidez.

A - Desplazamiento.

Conociendo que : a = Edltlm ,entonces: F=m % =KA, e integrando se obtiene la

velocidad de aplicacidn de la carga:

v=—K—At
m

(77)

Para estimar el valor de velocidad de aplicacién de la carga es necesario conocer la
rigidez global equivalente de la probeta, ¢l desplazamiento maximo, la masa global y el
tiempo de duracién del ensayo en cuestion.
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El tiempo de duracién del ensayo es algo que se determina facilmente por experiencia
en la realizacién de los diferentes ensayos fisicos. Si se conoce la deformacién relativa
méaxima del material y las dimensiones de la probeta ¢l desplazamiento maximo se
puede estimar por:

A=¢ea (78)
donde:
A - Desplazamiento mdximo.

€ - Deformacion relativa maxima.
a — Altura de la probeta.

La masa global de la probeta se puede estimar conociendo de antemano la densidad del
material y los didmetros o radios de cada una de las esferas que conforman el medio.
Este cdlculo de la masa global del espécimen se puede realizar por:

m= 'Y Vtotal (79)

donde:
y - densidad del material.
Viotal - Volumen total.

y

n n

3
Vit = Z v, = Z% nr;, (3D - esferas)

i=1 i=1

Vtotal = évi = é T I"2 (2D - CﬂindI‘OS)

La rigidez equivalente de la probeta se puede calcular realizando un simil fisico entre
esta y un sistema eldstico, (un muelle). Para ello se puede tomar la probeta objeto de
estudio, con sus correspondientes pardmetros micro y aplicarle a la misma una carga
unitaria para determinar la rigidez global macroscépica de la misma (figura 15).

=1 F=1

Figura 15: Procedimiento para calcular la rigidez global macroscdpica de la probeta.
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F
Fi 1“
!
/
Kcomp global
Fi ) - A
F
Fj A

Kirace global

Fj \ A

Figura 16: Procedimiento para calcular la rigidez global macroscopica de la probeta.

Partiendo del concepto de comportamiento de un resorte o muelle:

F=K3& (80)

como F=1, entonces la rigidez global de la probeta es:

K=% (81)

Como es l6gico este procedimiento hay que realizarlo para compresién y para traccion.
De esta forma se puede estimar la rigidez global macroscépica de la probeta.

Otra forma de estimar la rigidez global macroscopica es obteniendo este valor de la
curva de comportamiento de fuerza-desplazamiento (figura 16) pero aplicando la carga
por escalones es decir por el método de tensiones controladas. Para ello hay que someter
a la probeta a un estado sucesivo de cargas y calcular los desplazamientos
correspondientes para representar la curva fuerza-desplazamiento. A partir de estos
resultados por regresién se puede estimar la rigidez global macroscépica de la probeta
(figura 16).
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El tiempo de duracién del ensayo también se puede estimar si se conoce que:

v-Kay (82)
m

Suponiendo que se produce un movimiento rectilineo uniforme:

A
Vo= — 83
: (83)
entonces,
A_KA, (84)
t m

lo que implica que:

m
‘o \/; ®5)

De este modo se puede estimar el rango de velocidad de aplicacién de las cargas en
funcion de la rigidez y los pardmetros micro de cada material.

A continuacién se resumen algunos datos de velocidades de aplicacion de cargas a partir
de la experiencia acumulada en la realizacion de algunos ensayos fisicos en diversos
tipos de materiales (suelos, rocas, hormigones, mortero, etc). Un andlisis de los mismo
conduce a que el orden de la velocidad de aplicacion de la carga debe ser de 10* -10*
m/seg.

Ensayo de compresién simple

Material Velocidad Velocidad m/s
Rocas 0.0083 mm/s 8.3310° m/s
Arcillas y Limos 15-20 mm /h 416x10°- 555x10°
Arenas 15-20 mm / 30 minut. 833x10° - 1.11x10”

Ensayo triaxial lento

Material Velocidad Velocidad m/s
Rocas 20-15 mm/48-72h | 1.16 x 107 - 8.68x 10%,7.7x 107 —5.78 x 10
Arcillas y Limos 20-15 mm/24 h 231 x 07— 1.73x 107
Arenas 20-15 mmn/h 555x10°- 4.16x 10°

Ensayo triaxial rapido

Material Velocidad Velocidad m/s
Rocas
Arcillas y Limos 20-15 mm/h 555x10° - 4.16 x10°¢
Arenas

59




Estudio de estimacion de pardmetros constitutivos en el MED o de particulas

Ensayo corte riapido

Material VYelocidad Velocidad m/s
Rocas 0.6 mm/minut. 1x107
Arcillas y Limos 8 mm/h 222x10°
Arenas 8 mm/30 minut. 4.44 x 10°
Ensayo corte lento

Material Velocidad Velocidad m/s
Rocas
Arcillas y Limos 8 mm/24h 9.26x 10
Arenas & mm/12h 1.85x 107

Ensayo de compresion en hormigones

Material

Material Velocidad Yelocidad m/s
Morteros 2.4 Kn/seg. w(m/seg) = v(Kn / seg) £a
CA
A — Area.
£ - Deformacidn relativa mdxima,
0.002
O - Tensién maxima.
a - Alturas.
Hormigén 8.8 Kn/seg. v(m/seg) = v(Kn /seg) ea
GA
A — Area,
£ - Deformacidn relativa maxima.
0.002
O - Tensidn maxima.
a - Alturas.
Ensayo de traccion indirecta en hormigones
Velocidad Velocidad m/s

Resistencias Hormigdn

0.3 mm/minut.

5x10°

Ensayo de traccion indirecta en roca

Material

Velocidad

VYelocidad m/s

Rocas (duracién 15-30 seg)

0.5-1 Mpa/seg.

v(m/seg) = v(Kn/seg) £a
GA

A — Area.
€ - Deformacion relativa méxima.

O - Tension maxima.
a - Alturas.

Rocas (duracion 15-30 seg)

200 N/seg.

v(m/seg) = v(Kn/seg) £a
GA

A - Area.
¢ - Deformacidn relativa.
o - Tension mdxima,

a - Alturas,
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Ensayo de traccién en aceros

Material Velocidad Velocidad m/s
Aceros Ductiles 5 mm/ minuto 8.33 10° m/s
Aceros Fragil 2 mny/ minuto 3.33 10° m/s
Ensayo de compresion en aceros

Material Velocidad Velocidad m/s
Aceros Ductiles y Fragil 5 mm/ minuto 8.33 10™ m/s
Ensayo de traccién en aceros norma Europea

Material Velocidad Velocidad m/s
E < 150 000 Mpa 2-10 Mpa/seg

v(m/seg) = v(Kn /seg) £a
CA

A~ Area.

E = 150 000 Mpa 6-30 Mpa/seg

¢ - Deformacidn relativa,
¢ - Tension maxima,

a - Alturas.
Ensayo de traccién en gomas
Material Velocidad Velocidad m/s
Gomas 10 mny/ minuto 1.6 10" m/s
Ensayo de compresion en aceros
Material Velocidad Velocidad m/s
Aceros Ductiles y Fragil 2 mm/ minuto 3.33 10" m/s

4.4 — Valoracién sobre la holgura o tolerancia (Gap) - separacion-penetracion
entre esferas -.

La holgura (Gap) - distancia méxima o penetracién/separacién - admitida entre dos
esferas es la tolerancia para la cual se considera si las mismas estdn conectadas o no
(contacto cohesivo o no), es decir es la mdxima separacién/penetracion entre esferas
para la cual se aplica conexién cohesiva.

El Gap es un pardmetro del modelo que tiene una significacion muy especial, ya que
tiene una marcada influencia en el comportamiento macroestructural y microestructural.
Este parametro influye notablemente en aspectos fisico-mecdnicos y geométricos.
Cuando el contacto entre dos esferas esta sometido a traccidn, este pardmetro presenta
un sentido mds fisico-mecdnico que geométrico en si. Por su parte, cuando el contacto
trabaja a compresion el sentido geométrico esta basado en que dos esferas no pueden
ocupar ¢l mismo [fugar fisico. Esté aspecto no debe ocurrir ya que introduciria
problemas en la solucién y probablemente incstabilidad numérica. Si se trabaja con
pardmetros mecdnicos microestructurales adecuados y a su vez se verifica que las
fuerzas y la penetracién en el contacto en su estado limite (momento en el cual la
penetracion debe estar cerca del valor maximo de Gap a compresién) este fendmeno
geométrico no ocurrird. No ocurre porque entre la resistencia maxima en la direccién
normal o fuerza cohesiva normal méxima - R, —, y la resistencia méxima en la direccion
tangencial o fuerza cohesiva tangencial maxima — Ry -, existe una relacién fisico-
mecdnica que no posibilita que este fenémeno se manifieste. Si un contacto esta
sometido a compresion y este estado tenso-deformacional en el contacto se acerca a la
rotura, el fallo se producird por deslizamiento o pérdida de cohesién debido a que se
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superard el valor de R antes de que las dos esferas en contacto ocupen el mismo lugar

. . : . : . R
fisico. De aqui la importancia de la relaciones fisicas que deben cumplir —R—T— :

n

Los aspectos explicados con anterioridad posibilitan expresar que el contacto entre dos

esferas debe verificar univocamente los valores de Ry, RT, Anax-comp ¥ Amax-trace ¥ @ SU
vez el Gap debe estar definido para los dos estados tensionales (compresion y traccion)
- GaPiraces GAPeomp. — aUNQue este nltimo no tenga sentido, ya que la muestra cuando
trabaja a compresién y llega al estado de fallo, se produciré antes el deslizamiento 0

descohesion por superarse ¢l valor de R.

A escala microestructural el Gap es una funcion del didmetro de las esferas en contacto
y macroestructuralmente es funcién de las tensiones de rotura, tension de linealidad
(compresién y traccién), de las eloganciones méximas (compresion y traccién} y de la
elongacién eldstica maxima. El hecho de que el Gap sea funcién de los diametros de las
esferas en contacto implica que el mismo tiene un valor diferente para cada par de
contacto entre esferas ya que el medio es generado con esferas que presentan posicién y
didmetro aleatorio. Una aproximacion y simplificacién a este aspecto €s tomar un unico
valor de Gap trabajando con el didmetro medio de las esferas y con el resto de las
propiedades tenso-deformacionales.

Este parametro (Gap) guarda una estrecha relacidn con la masa de cada esfera, la
rigidez normal (compresién y traccion) y tangencial, el didmetro de las esferas, Ia
aceleracion, v la velocidad de aplicacién de las cargas. Por este motivo su valor dentro
de la modelizacién de un problema dado debe tener una correspondencia con estos
parametros fisicos y geométricos. La expresién que los relaciona es la siguiente:

Fzma:mﬂzKGapmax
dt

donde:

F - Fuerza.

m - Masa.

K - Rigidez normal o tangencial (compresién o de traccidn).

Gapmax - Separacién o penetracion maxima para considerar que dos esferas estin en
contacto, es decir, en conexién cohesiva.

Para definir que valor del gap (separacién/penctracién) se debe considerar en una
modelizacién determinada, es necesario buscar una relacién fisica y geométrica
conveniente entre ¢l didgmetro de las esferas, la masa, la velocidad de aplicacién de las
cargas (la aceleracién) y las rigideces (normales y tangenciales). Estas relaciones
implican cierto grado de 16gica en el problema, ya que la masa, las rigideces (normales
y tangenciales) son pardmetros fisicos y mecdnicos respectivamente, que tienen un
significado vy una relacién directa entre la modelacion fisica y la matematica. Por su
parte el Gap (separacién/penetracién) es un pardmetro que no tiene directamente un
sentido fisico, pero si debe tener un rango de variacién (dominio acotado) que le
permita a la modelacién matematica cumplir con ciertos criterios fisicos. La velocidad
de aplicacién de las cargas o la aceleracion de una esfera determinada en el proceso de
modelizacién, es otro aspecto a tener en cuenta para definir el valor del Gap
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(separacién/penetracion), el cual esta muy vinculado con el didmetro (con cierto grado
de variabilidad estadistica) de la esfera a utilizar.

Siguiendo este razonamiento (figura 17) para definir el Gap (separacién/penetracion)
es necesario, resolver la trilogfa siguiente (didametro, Gap-separacién/penetracion- y
velocidad de aplicacién de las cargas o aceleracion de una esfera dada):

Velocidad
0
Aceleracion

Diametro

Figura 17: Trilogia para estimar el Gap.

En funcién de esta disyuntiva para cada material (densidad, masa), se empleard un
rango de didmetros (zona acotada) de esfera determinados, que serd inversamente
proporcional a la velocidad (o aceleracion) y directamente proporcional a la tolerancia
(gaps - separacién/penetracién). Donde la tolerancia o holgura (Gap -
separacién/penetracion) en el caso de la penetracion va a ser una variable acotada, que
estara en funcién del diametro de la esfera a utilizar.

Traccion.

En el caso de la traccién para la definicion del Gapmax trace €l fenémeno tiene mas
sentido fisico que geométrico en si. En este caso ¢l Gapmax trace N0 debe ser mayor que
el desplazamiento eldstico mdximo y debe ser menor o igual que el producto de la
deformaciéon méxima a traccién por la suma de los dos radios de las esferas que estan en
contacto. En este caso influyen indirectamente otros aspectos relacionados con la
cohesion entre esferas.

Partiendo del andlisis anterior (figura 18), entonces el Gapmax race debe cumplir la
siguiente relacién para el caso del estado tenso-deformacional de traccion:

(ri + I”i+1 ) < Gapmax trace <€ (ri + ri+1)

elast. max.tracc max.tracc
Si se realiza un andlisis del estado tenso-deformacional (figura 18) se puede obtener el
GAaPmax trace d€ traccion por:

(ri + ri-l-1 )

Ga =£
P max trac maéx tracc.
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aunque se puede calcular por:

Gap max tracc Gap elast. max tracc + Gapplést. max tracc

Gapméx tracc — 8elélstm:'ax tracc (ri + r.i+1 )+ epla'stméx equival tracc (ri + ri+1 )(1 T geléslméx tracc )

donde
_ ( ) _ (GR trace — OL tracc )
eplést max equival tracc — E"méx tracc Eeléslméx tracc /
GR fracc o-L tracc
€ max trace. — Eelastmax trace.
O por:
Gapmax tracc — ALeléstméx tracc £ ALpIést max equival. tracc
donde

AI"e'lést méx tracc 83!551 méax tracc (ri + ri+1)

(FR tracc FL tracc )

FR trace FL tracc

—AL

AL plast méx equival. tracc = (AL max tracc AL elastmax tracc ) =

AL

max tracc. elastmax tracc.

Ti+ Tit] Comportamiento
eldstico equivalente

Comportamiento real

e
Ll

Eelast max. € max. FE
Ecuacién de la recta 3 (G - €) A
GR =1 GL E , &
G - 0 = e - Ee Astmax L e
( L) €max. — Eelastmax. ( et ) 1’/1
| S A
Ecuacién de la recta 3 (F - AL) it VAU
V4 i
ly i '
F. —F ! : -
(F - FL ) = AL : ALL (AL - ALeIéstméx) * AL elist B » AL
max. elastmax. £1as max.

Figura 18: Representacién esquemdtica del contacto entre dos esferas sometidas a
traccion.

64



Estudio de estimacion de pardmetros constitutivos en el MED o de particulas

Compresion.

Para definir la regién acotada del Gap de compresién (penetracién) es necesario acudir
a ciertos criterios geométricos y fisicos. En el caso de compresion una esfera no puede
.penetrar en otra una distancia mayor que el didmetro de esta, ya que en caso contrario
estarfa ocupando la misma posicién fisica. Por esta razén el Gap (gap/penetracion) no
debe ser mayor que la suma de los dos radios de las esferas que estdn en contacto.
Fisicamente el comportamiento de un material segiin la ecuacién constitutiva empleada
puede seguir un comportamiento eldsto-pldstico, por lo que la tolerancia de compresion
(penetracién) debe ser mayor que el desplazamiento eldstico lineal maximo y menor o
igual al desplazamiento médximo eldstoplastico. Manteniendo relaciones geométricas (en
funcién de los diametros de las esferas en contacto) y fisicas (en funcién de la relacion
R./Ry) se puede simular satisfactoriamente el fallo (por efecto de esfuerzo tangencial en
este caso) lo que propiciard que dos esferas no ocupen la misma posicion fisica. A pesar
de este aspecto es conveniente comprobar el estado de penetracion de una esfera sobre
otra con el objetivo de que no se produzcan errores en la simulacién,

Partiendo del andlisis anterior, la tolerancia de compresién (penetracién) debe cumplir
la siguiente relacion para el caso del estado tenso-deformacional de compresién:

(ri + ri~x-1 ) ( Gapmax comp ( (ri + r'i+1)

elast. max.comp

donde
GaPmax com - Tolerancia maxima de compresion.

Si se realiza una analogia entre el comportamiento real (elastoplastico) y un
comportamiento eldstico equivalente se puede llegar a estimar un valor de Gapmax com,
asumiendo que para alcanzar la deformacion relativa méxima se sigue el
comportamiento reflejado en la figura 19.

Gapmaxcom =€ (ri +ri+1)

max.comp

aunque es mds correcto calcularlo por:

Gapmax com Gapelést. max comp + Gap plast. max comp

Gapméx comp = ee!éstméx comp (ri + ri+1 )+ epla‘:stméx equival comp (ri + ri+1 )(1 - 8el:’aslmfix comp )
donde
(GR comp G\, comp )

O comp GLcomp
£

ep!ést méax equival comp = (8 méx comp eeléslméx comp )

£

maxcomp.  “eldstmax comp.
O por:
Gap max comp = AL elastmax comp + ALplést max equival. comp

donde

AL elast max comp = eelz’xst max comp (ri + ri+1)
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_ (FR comp FL comp )

AL plast méax equival. comp — (AL max comp AL elastmax comp ) -r F

F

Rcomp

L comp

LALméx comp. AL elastmax comp.

10)
\

Ti+ Titl Comportamiento
elistico equivalente

____________ Comportamiento real

i

F Ecldst max. € méx. *E
Ecuacién de la recta 3 (G - €) A
G —0 F /e
(0 - UL ) = S L (E = ge|éstméx ) B Loesowmmomns
€max. ~ Eelastmax. Y i
Bl-—-g 7
Ecuaci6n de la recta 3 (F - AL) - VST
4 |
ly | ;
Fz —F " ;
F-F )= R™ L AL~ AL e - ' — AL
F-F) AL s, = AL gissma. ( s ) AL agst AL mx.

Figura 19: Representacién esquemdtica del contacto entre dos esferas sometidas a
compresion.

Cortante

El Gapmax-cort debe analizarse en funcién de si el estado tenso-deformacional que se esta
produciendo ocurre con dominio de compresién o de traccién. En el caso del andlisis de
las fuerzas tangenciales con dominio de la traccién, después que ocurre el fallo por
descohesion del material, este se rompe, y se pierde el vinculo total entre las esferas, es
decir, el contacto y la fuerza tangencial en ese contacto toma valor un cero. En el caso
fuerzas tangenciales con dominio de la compresi6n, después que se supera el valor de la
resistencia cohesiva tangencial se genera un estado de friccién siguiendo la ley de
Coulomb (figura 20). Esto implica que ¢l comportamiento de la fuerzas tangenciales
con dominio de la compresién presente dos fases: una cohesiva y otra friccional. Por su
parte, en el caso de predominio de la traccion solo se genera la fase cohesiva (figura 9)
ya que cuando se supera la resistencia cohesiva a cortante se produce el fallo del
contacto y las esferas se separan fisicamente. Estos aspectos permiten afirmar que
cuando se propicia un estado tenso-deformacional de traccién el fallo que produce la
descohesién puede ocurrir por traccion o por cortante. Por su parte, cuando el estado
tenso-deformacional es de compresion la descohesion ocurre obligatoriamente por
tensiones tangenciales.
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El valor del Gapmax-cort para el cual se considera conexidn cohesiva entre las esferas, se
puede estimar a partir de la siguiente ecuacidn:

FTmax = RT = KT Gapmax—corl
entonces:
R
— _ T
Gapmax—cort - RT -
KT
Hy
4
Fo=CaVint Knc Wpe modelo viscoso. | oo oo -
‘4
1
F.=k, u, modelo no viscoso ij :
/o
1
¥ | 1
//< [ .
FT I Un
1 i
|
Fr=kr g” Descohesién
A{}
Fr <Ry Fr=kr u y 4
. VAL "
FTZR-;‘, |F(|=U|Fne| 51 Fne—-ﬁ \f Tl
FT—-].I, F

lf:‘/—kT “t

Ry

Descohesién

Figura 20: Comportamiento de la fuerza tangencial con dominio de la compresién.
Sistema de fallo por descohesion a cortante prioritariamente en este caso.

4.5 — Ejecucion de los ensayos virtuales de compresion y traccion.

En el proceso de simulacién de los ensayos virtuales se somete la probeta (figura 21)
primeramente a compresion y posteriormente a traccion. El medio es generado con
didmetro y posicién aleatoria de las esferas, lo que propicia un sistema de ligamentos
cohesivos que cuando actiian las cargas genera una distribucion de fuerzas de contacto
(figura 21).

A partir de las curvas de comportamiento macroscépico tensién-deformacion de los
ensayos virtuales se estima el modulo de deformacion, el coeficiente de Poisson y los
pardmetros de rotura correspondientes. De esta forma se tienen las variables para
obtener las relaciones entre los pardmetros macro y microestructurales. Si los ensayos
virtuales se realizan en 3D directamente se obtienen los parametros macroestructurales.

En el proceso de determinacion de los parametros elasticos macroestructurales se puede
considerar que el material presenta un comportamiento elastico y lineal antes de ocurrir
el fallo de los primeros ligamentos cohesivos. El médulo de elasticidad para traccion y
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compresién puede obtenerse a partir del comportamiento (c~€) en los ensayos de
laboratorio virtuales (figura 22).

Por su parte si los ensayos de laboratorio virtuales se realizan en 2D, es decir, en estado
deformacional plano, es necesario calcular los verdaderos médulos de deformacion y
coeficiente de Poisson. En esta caso:

XX

donde
E’- Modulo de deformacidn en estado deformacional plano.
v’ - Coeficiente de Poisson en estado deformacional plano.

Dado que se trata de un problema de deformacién plana, las constantes macrsocopicas
se pueden relacionar con el médulo de Young E y del coeficiente de Poisson v por:

E= E 5
1-v

v

VI

lo que implica que el modulo de deformacién real y el coeficiente de Poisson se
determinen por:

2
E=E(1-v )

Grafico distribucién aleatoria Grafico de ataduras cohesivas Grafico de distribacién de
de esferas de confacto fuerzas de confacto
Figura 21: Probeta en 2D. Graficos de ataduras cohesivas y distribucion de fuerzas de
contacto.

Los resultados de las curvas tension deformacién obtenidas numéricamente permiten
estimar los parametros macroestructurales (Fig. 22). Las tensiones pueden obtenerse
tomando la suma de las interacciones del contacto entre las paredes y las particulas.
Puede notarse que las curvas son tipicas para los materiales con fallo fragil o ductil
seglin sea el caso de la relacion entre Ja rigidez normal y tangencial. En el caso de
materiales con comportamiento ductil es necesario emplear modelos constitutivos de
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contacto viscoso. Los esfuerzos maximos de compresion y de traccion pueden obtenerse
de la misma curva de comportamiento macroestructural (figura 22).

2u

f

I

1u A
{
/

=20

o 1 15 . |I

Tension (Mpa)
Tension (Mpa)

=50l

A1 e o — 5 __" -
b 1D / f‘

] [l
SHOOR 0D ddd o} 1] a RIKIOA  D0pi GAa01S Gon2 (Ouks

Deformacion Deformacion
i) yj

Figura 22: Relacidn esfuerzo-deformaciéon: a) Compresién uniaxial, b) Traccién
uniaxial.

4.6 - Estudio exploratorio.

El objetivo esencial del estudio exploratorio es definir la region de trabajo para la cual
las variables y los pardmetros macro y microestructurales tienen sentido fisico. La
definicién de la region acotada permite con posterioridad delimitar los limites fisicos y
las restricciones matematicas para aplicar estudios de optimacién multicriterio o
simulacién estocdstica, que posibiliten con un cardcter mds general estimar las
relaciones entre los parametros macro y microestructurales.

Como ya se ha mencionado con anterioridad las relaciones entre los pardmetros
elasticos y pldsticos se ha adimensionalizado con el objetivo de obtener relaciones
fisicas fiables y a su vez con la finalidad de disminuir las cantidad de pardmetros de
estudio.

Para comenzar el estudio exploratorio se definen las las variables de control y de
respuesta respectivamente. En este caso las variables de control son los pardmetros
microestructurales y por su parte las macroestructurales son variables de respuesta. Tras
ello se comenzaron a realizar los diferentes ensayos de compresion y traccion uniaxial
para diferentes relaciones de pardmetros micros. Ello permitié tener una idea preliminar
del comportamiento de las variables de control y de respuesta en funcién de la
formulacién del método de los elementos discreto establecida y del tipo de modelo de
contacto.

A modo de simplificacion en este estudio inicial se supone que la rigidez normal a
compresion y traccion son iguales y se trabaja solamente con el modelo de contacto
lineal no viscoso. Esto conduce a una disminucién de las variables a estudiar
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inicialmente y conjuntamente con el andlisis adimensional simplifican
considerablemente la complejidad del estudio a realizar.

Debido a la complejidad del problema se decidié desacoplar el mismo en
comportamiento eldstico y plastico. Primeramente se realizé el estudio del
comportamiento eldstico asumiendo que los parametros de rotura microestructurales
presentaran valores de resistencia muy altos. Este aspecto permite hasta cierto punto
aumentar el rango o dominio eldstico en el comportamiento del material. Con
posterioridad se realiz6 un estudio para establecer las relaciones entre los pardmetros de
rotura macro y microestructurales respectivamente.

4.6.1 - Parametros Elasticos.

El estudio exploratorio de los pardmetros eldsticos permitié establecer las relaciones
adimensionales entre las variables macros y microestructurales para el caso que se
considera rigidez normal a compresion y traccién iguales. Los resultados de es estudio
se refleja a en la figura siguiente:

E/Kn, v Relacion entre E/Kn, v y Kt/Kn e E/Kn - Kt/Kn
y
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Figura 23: Relacién entre los pardmetros eldsticos macro y microestructurales
(E/Kye vs Ki/Kpe y v vs Ki/Kyc). Ensayo de compresion (Kne=Kan).

En la figura 23 se ilustran los resultados obtenidos en la simulacién de los ensayos de
compresién. En esta grafica (figura 23) se observa las relaciones entre el médulo de
deformacién dividido la rigidez normal de compresion (E/K,) con la relacién entre la
rigidez tangencial y normal (compresion) (K1/Kyc). Se obtiene asi mismo la variacién
del coeficiente de Poisson con la relacién entre la rigidez normal y tangencial (K/Ke).
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Realizando un analisis del comportamiento de las relaciones macro-micro a medida que
\ aumenta la relacién (Kr/Kye) la relacién (E/K,) tiende al valor de 0.9 y a su vez el
coeficiente de Poisson va disminuyendo a un valor nulo.
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Figura 24: Relacién entre los pardmetros eldsticos macro y microcstructurales
(Kue=Ky). Ensayo de compresion (E/Kye vs V).
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Figura 25: Ajuste de regresion para estimar los pardmetros microestructurales
conociendo valores de las variables macro (E/K.. vs V). Ensayo de
compresion (Kue=Kuy).
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En las figuras 24 y 25 se observa un comportamiento practicamente lineal entre E/Kne y
el Coeficiente de Poisson. El andlisis de los errores de prondstico, la normalidad de los
mismos y el comportamiento del coeficiente de correlacion (R*=0.99) garantizan una
determinacion confiable del pardmetro Ky (suponiendo que Kue=Ki).

Conociendo las relaciones convencionales entre los pardmetros macro-estructurales se
han obtenido otras relaciones entre los pardmetros micro y macro respectivamente
(Figura 26, 27, 28).
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Figura 26: Relaci6n entre los pardmetros eldsticos macro (K — Modulo de deformacion
volumétrica) y microestructurales (K/Kpe vs V). Ensayo de compresion
(Km‘.anl)-

Los resultados obtenidos (figura 24, 25 y 26) evidencian cierto grado de linealidad entre
los parametros macro y micro para el caso que se supone una relacién directa entre los
pardmetros adimensionales y el Coeficiente de Poisson  (E/Kye, K/Kye vs V). Estas
graficas ilustran que a medida que aumenta el coeficiente de Poisson, es decir a medida
que ¢l mismo se acerca a 0.5 la relaciones entre pardmetros macro-micro (E/Ky,
vs V) disminuye linecalmente mientras que para la relacién (K/Kpe vs V) aumenta.

Si se realiza un estudio comparativo entre los comportamientos de las relaciones
macro-micro (figuras 23 y 25) y se observa el analisis de regresién (figura 25) realizado,
se evidencia que cuando el coeficiente de Poisson disminuye la relacién (E/Ki.) tiende
al valor de 0.9 (suponiendo que Kne=Ku).
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73

(G/Kr vs K1/Kye). Ensayo de compresion (Kn=Kuy).
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Figura 28: Relacion entre los pardmetros eldsticos macro y microestructurales
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Figura 29: Relacién entre los pardmetros eldsticos macro y microestructurales
(K1/Kye vs (2v-1)*). Ensayo de compresion (Kue=Ku).

En la figura 29 se observa el comportamiento de K1/Ky. vs coeficiente de Poisson. El
andlisis de los errores de pronostico, la normalidad de los mismos y el comportamiento
del coeficiente de correlacion (R*=0.98) garantizan una determinacién confiable del
parametro Ky (suponiendo que K,=Ku), si se conoce de antemano el valor de K.
(figura 25). En este caso se han realizado dos andlisis de regresién empleando dos
funciones polinémicas de diferentes ordenes. La funcién polindmica de orden mayor
presenta un mejor comportamiento (R*=0.99) pero un andlisis de los pardmetros y del
comportamiento de los errores de pronostico evidencia que, a pesar de esto, se puede
trabajar con la funcién de orden menor (figura 29).

Resultados similares a los obtenidos en compresién (figuras 23,14,25,26,27,28 y 29) se
obtienen para los ensayos virtuales de traccion. En la figura 30 se ilustra los resultados
obtenidos entre el modulo de deformacién dividido por la rigidez normal de traccidon
(E/K,) con la relacion entre la rigidez tangencial y normal (traccion) (Ki/Ky). Otra de
las relaciones que se obtienen son la variacion del Coeficiente de Poisson con la relacién
entre las rigideces normal y tangencial (K/K.yy).

Si se realiza un andlisis del comportamiento de la curvas (figura 30) se observa como en
este caso y a diferencia de los ensayos de compresion, a medida que aumenta la relacién
entre (K1/Ky) el valor de (E/K,) tiende a 0.68. Por su parte el comportamiento del
coeficiente de Poisson es similar al de los ensayos de compresion (Figura 30).
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En la figura 33 se observa que el comportamiento de las variables adimensionales
(E/Ky vs v v E/K,: vs v) en los ensayos virtuales de compresion y tracciéon son
cualitativamente similares, pero cuantitativamente diferentes. En este caso se
diferencian ya que a medida que aumenta la relacion (K1/K,) los ensayos de
compresion tienden al valor de 0.9 mientras que los de traccién a 0.65 para una
diferencia de 0.25 cuando los dos comportamiento son asintéticos.

Si se realiza un andlisis del comportamiento de los coeficientes de Poissson obtenido en
los ensayos virtuales de compresion y traccion se puede observar que ambos resultados
son muy similares (Figura 33).

E/Kn Relacion entre E/lKn - v
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Figura 34: Ajuste de regresion para estimar los pardmetros microestructurales
conociendo valores de las variables macros (E/K,. vs v y E/Ky vs V).
Ensayos de compresion y traccion (Kn=Ka).

En la figura 34 se muestra un ajuste de regresion lineal entre las relaciones E/K,. y
E/K. vs coeficiente de Poisson. Un andlisis de los errores de pronostico y el valor
obtenido de coeficiente de correlacion (R*=0.967 - traccion y R*=0.99 - compresién)
permiten expresar que mediante las ecuaciones obtenidas se puede estimar de forma
confiable las relaciones Ky y K (caso K, =Ky). Las relaciones E/K,. y E/Ky tienen
una dimensidén acotada que varia entre 0.95 (v=0) a 0.093 (v=0.5) para en caso de
compresion y en traccién 0.68 (v=0) y 0.013 (v=0.5).

En la figura 35 se observa que para valores de coeficientes de Poisson entre 0.5 y 0.2 los
valores de K1/Kncomp ¥ K1/Kairace sOn similares para traccién y compresion, mientras
que para valores inferiores a aquellos el comportamiento de la relacién de rigidez es
completamente diferente. Los ajuste de regresién que se observan en esta figura
permiten estimar las relaciones K1/K,. y Ki/Kn para el caso que (Ku=Ku) y
conociendo K, y K, (Figura 34) se puede calcular el valor de Ky En ambos
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comportamientos (traccién y compresion) un analisis del coeficiente de correlacion R? y
de los errores de pronostico permiten afirmar que las ecuaciones que relacionan K1/Kye
y K1/Ky vs Coeficiente de Poisson permiten estimar los parametros micros necesarios
con un alto grado de fiabilidad (caso Kune=Ku). Las relaciones Kr/Kue ¥ K/Ky tienen
una dimensién acotada que varia entre 0.0 (v=0.5) a 3.817 (v=0) para compresion y en
traccion 4.66 (v=0) y 0.0 (v=0.5).

Relacio entre Kt/Kn - (2v - 1)*
Kt/Kn
5.0 = T T B T  § T
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4.5 -
® Kt/kn - (2 Coef. Poisson -1)*4 -Compresién

4.0
3.5 4
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Figura 35: Ajuste de regresién para estimar los pardmetros microestructurales
conociendo valores de las variables macros (K1/Kye vs @v-1)* y Ki/Kae
vs (2v-1)"). Ensayos de compresion y traccion (Knc=Kue).

4.6 2- Comparacion con otras formulaciones similares.

Con el objetivo de validar los resultados se realiza una comparacién con resultados
obtenidos con una formulacién similar que utiliza el programa comercial PFC [1,13].
Una primera comparacion entre ambos resultados se refleja en la grafica siguiente
(figura 36). Como se pucde observar los resultados obtenidos no son totalmente
equivalentes. La diferencia puede deberse a las peculiaridades en la formulacion de los
modelos de contacto. Un andlisis de la formulacién matemadtica del contacto y de las
peculiaridades fisicas evidencia que existen diferencias entre el modelo de contacto
empleado en el programa PFC? y la formulacién realizada en CIMNE.

Como se puede observar (figura 36) a pesar ser modelos de contactos equivalentes no
concuerdan los resultados, lo que pone de manifiesto que los modelos de contacto no
son exactamente iguales. Un estudio minucioso del modelo de contacto lineal
desarrollado por Cundall e implementado computacionalmente por Itasca en el software
PFC?® y PFC® [1,13] evidencia que en el modelo de contacto se emplean mas
elementos que en modelo empleado en esta investigacién. El modelo de Cundall [1]
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emplea dos muelles en la direccién normal y dos en la tangencial mientras que el
modelo aqui utilizado tiene un solo muelle para cada componente.

Comportamiento y relaciones entre parametro
E/Kn, Poisson macro-estructurales y micro-estructructurales
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Figura 36: Comparacién de los resultados del modelos desarrollado en CIMNE con
otras formulaciones - modelo de contacto lineal desarrollado por Cundall e
implementado computacionalmente por Itasca en el software PFEC® y
PFC™.

Conociendo estas diferencias entre los modelos de contacto es necesario encontrar las
variables que los interrelacionan, ya que ambos modelos desde el punto de vista fisico
son equivalentes. Como el modelo formulado por Cundall [1] es un modelo de contacto
lineal empleando en la interfase de contacto dos muelles en ambas direcciones se parte

de:
a b
K, =—sifar
K, +K,
a b
Kt: I:tktb
k, +k,
a b a b
si k, =k, y k, =k, entonces,
a b 2
| Kk kK,
n"~  a b T
‘ k. +k, 2k, 2
a b 2
k. k k k
k, +k, t
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En funcién de esta deduccion de equivalencia establecida entre ambos modelos de
contacto lineal, se puede expresar que es necesario multiplicar por dos (2) los valores de
K, y K¢ obtenidos por H. Huang [13], lo que da como resultado una equivalencia total
entre ambos modelos (figura 36). Este resultado valida la investigacién realizada y
fundamenta las relaciones existentes entre los parametros micro y macroestructurales.
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Figura 37: Comparacién de los resultados del modelo desarrollado en CIMNE con ofras
formulaciones - modelo de contacto lineal desarrollado por Cundall e
implementado computacionalmente por Itasca en el software PFC? y
PFC’P. Investigacion desarrollada por H. Huang [13].

En la figura 37 se evidencia la correspondencia entre los dos modelos de contacto y se
validan los resultados obtenidos en la investigacién. En comparacion con
investigaciones precedentes [13] se han obtenidos relaciones lineales para estimar los
pardmetros microestructurales eldsticos asumiendo como hipdtesis que (Kue=Kn).
Adicionalmente en este estudio exploratorio inicial se dejan las bases para estimar las
relaciones entre los pardmetros macroestructurales y microestructurales donde la
relacion (Kn#Kn) sea diferente.

Desde el punto de vista fisico existen materiales que presentan un comportamiento
elastico muy similar a traccién y compresion. Las relaciones obtenidas en este epigrafe
son validas para estimar las propiedades eldsticas microestructurales de estos tipos de
materiales siempre y cuando ¢<<<C. .
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4.6.3 - Comparacién entre las relaciones eldsticas en 2D y 3D. Estimacion de
propiedades micro para diferentes materiales asumiendo que K, =K.

En este epigrafe se desarrolla un estudio comparativo de las relaciones obtenidas entre
los macro pardmetros en 3D y 2D con las variables microestructurales elasticas que
caracterizan el modelo de contacto. Estos resultados no conllevan haber realizado
ensayos virtuales en 3D sino simulaciones en 2D y a partir de las relaciones siguientes:

2
E=E(1-v )
v
V= -

1+v

donde:

E’- Modulo de deformacién en 2D
v'- Coeficiente de Poissson en 2D
E - Modulo de Deformacion en 3D
v - Coeficiente de Poisson en 3D

Estas relaciones entre los paramentos macroscépicos en 2D y 3D permiten estimar los
valores de las propiedades macroestructurales elasticas en 3D realizando las
simulaciones numéricas de ensayos virtuales en 2D.

Los resultados del estudio comparativo entre la relaciones microestructurales con los
parametros macroestructurales se evidencia en las figuras 38, 39, 40 y 41. Como se
puede observar, los resultados a pesar de presentar diferencias entre 2D y 3D, en el caso
de 1a relacién E/K, no son tan marcadamente diferentes. Los valores de E/K, (2D) son
ligeramente superiores que los E/K, (3D). Las relaciones entre los coeficientes de
Poisson en 2D y 3D presentan una diferencia mas marcada. De igual modo los valores
de coeficiente de Poisson en 2D son superiores a los de 3D como es de esperar.
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Figura 38: Relaciones entre pardmetros eldsticos macroestructurales en 2D con sus
correspondientes microestructurales.
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E(2D)/Kn - Coef. Poisson
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Figura 39: Relaciones entre pardmetros eldsticos macroestructurales en 2D con sus
correspondientes microestructurales. Relacion entre E/I, con el coeficiente

de Poisson.
1.00 T — ; ; — ; . s : S
l | l | | I I | l |
"L [OUUNR NUNN NN TP NN ORI SRS SESUI S T S
¢ I | | e Y l i ? |
080_ =T R T 77#7 = ] I N o T
5 ] Rl : : : ! : :
8 070_ 77777 :. "__I__ S B [ 1 A [ {77 _: _____
o0 | I I \ * 4
: 'y A
R e e e A I
u £ " i S i 1 l l i l
@ 0.50'£> ;7” \____ \ R 777( ___I_“ 77\7777 e I e I__- TR
=] *
0 " L I 1 | | € E(2D)/Knc-Kt/Kn - comp
0.40 s P_____‘_ 77777 s e |, L | » Coef. Poisson (2D) - Kt/Kn - comp | - - - -
- h. ‘—L : : : || AE(2D)/Knc-Kt/Kn - traccién
¥ 0.30 _‘,*7‘771‘ _____ [ [ L L :E(n)ae[f).)f;is;ﬁrk(zn)- Kt/Kn - tracc R
() I | 1 1 n- n=-comp
u 'é e | b, | ! l I | e Coef. Poisson (3D) - Kt/Kn - comp
0.20 k- —"ge_—L--——- bt Tamaa L | AE(3D)/Kn - Kt/Kn - trace = ma
10 | L4 | - I | | Coef. Poisson (3D) - kt/Kn - trace
010 &% ———-- Pl s R S L}———_A_ 77777777777 = | P | g e
) S R A L - A T T T
0.00 = + } } t t + T = - 0
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00 4.50 5.00
Kt/Kn

Figura 40: Estudio comparativo entre las relaciones de pardmetros elasticos

macroestructurales en 2D 'y 3D con sus correspondientes
microestructurales. Relacion E/K,, (compresion y traccion) vs Ki/K, y v
(compresion y traccion) vs Ki/Ky, (Kue=Ka).
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Figura 41: Estudio comparativo entre las relaciones de parametros elasticos
macroestructurales en 2D 'y 3D con sus correspondientes
microestructurales. Relacion E/K,. (compresién y traccion) vs Vv
(compresion y traccion).
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Tabla 1: Bstimacién de propiedades microestructurales eldsticas considerando que
KHC=K111'
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En la tabla 1 se reflejan algunas propicdades microestructurales determinadas para
distintos valores de E y v, suponiendo que Kn=Ky:. Estos valores reflejados en la tabla
1 son validos para materiales que presenten mddulos de deformacién eldsticos a
compresién y traccion iguales y que la relacién /o, tienda a cero (0<<<0)-

4.6.3 - Parametros Plasticos.

Después de obtener las primeras relaciones macroestructurales y microestructurales en
el dominio de la elasticidad es necesario realizar un estudio exploratorio inicial de las
relaciones entre los pardmetros de roturas. En el estudio adimensional realizado en este
caso se llegd a las siguientes expresiones:

"R, f(KuRR; 8

4] y e
* r YU R, R,R B
RT knc.R RT 8
O'tz"*““"' th 7 T Y !

F R, 'R,'R

Realizando un andlisis fisico de las propiedades eldsticas macroestructurales y sus
correspondientes pardmetros de rotura se puede expresar que existen relaciones muy
marcadas entre ellos. Esta idea tiene un sentido 16gico muy evidente, ya que en funcion
de la magnitud del médulo de deformacion eldstico y el coeficiente de Poisson del
material asi serdn los valores y magnitud de orden de las tensiones de rotura a
compresion y traccién respectivamente.

Basado en el andlisis fisico de los pardmetros macro (eldsticos y pldsticos) y su
interrelacién, se puede expresar y de hecho se demuestra que, de forma analoga, esa
misma interrelacién existe a nivel microestructural. Un parametro fisico que evidencia
esta relacién es la velocidad de aplicacién de la carga, la cual influye notablemente en
los pardmetros elasticos y plasticos. En funcién del valor de la rigidez de material (en
funcién del modulo de deformacion y el coeficiente de Poisson dindmico — ver epigrafe
4.3) se decidird que velocidad de aplicacion de carga se debe emplear para propiciar una
accién cuasiestdtica. Cuando se aplican valores de velocidades de cargas diferentes
tomando como base los mismo pardmetros micros eldsticos y plasticos los resultados
macroestructurales de tensién a compresion y traccién seran diferentes. Este aspecto y
otros con un sentido fisico marcado evidencia que los pardmetros microestructurales
clasticos guardan una estrecha relacién con los pardmetros micro de rotura y con sus

correspondientes macro (Gc y OT).

El andlisis de las relaciones entre los parametros de rotura macroestruturales y
microestructurales se realiza a través de la realizacién de ensayos virtuales de
compresién y traccidn. En este caso las variables de control son los pardmetros
microestructurales (R, y Ry) y las variables de respuestas son la tensién de rotura a

compresion (G¢) y traccion (Gr).

Basado en la influencia de los paramentos micro eldsticos en sus correspondientes
pardmetros de rotura macro y micro, se ha investigado la influencia de cada pardmetro
independientemente. Tomando como base el estudio adimensional existen dos
relaciones adimensionales (KucR/Ry, KaR/R,, v R1/Ry) que son imprescindibles
estudiar.
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Figura 42: Comportamiento de la resistencia a compresion en funcion de KyR/Ry
(K1/Ky =1, Re/R,=10 y p=0.839).

En un primer estudio se busca la influencia de la rigidez normal (traccién y
compresion) sobre el comportamiento macroestructural de la resistencia a compresion y

traccién. En la figura 42 se ilustra el comportamiento de G.R/Ry vs Kne R/Ry. Como se

puede observar la variacién de OR/R, tiende a un comportamiento variable y tiende a
estabilizarse en un valor préximo a 0.9476 (Figura 43) cuando el valor de K, disminuye.
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Figura 43: Ajuste de una funcién que relaciona G.R/Ry vs KucR/Ry vs (K/Kae=1,
R1/R,=10 y u=0.839).

En las figura 44 y 45 se ilustran los resultados obtenidos en los ensayos virtuales de
traccién. En este caso se realizé un estudio variando el valor de Ky y manteniendo
constante las relaciones entre los pardmetros de rotura microestructurales, la relacion

K1/Ky y el coeficiente de friccion de Coulomb. El comportamiento de OrR/R, con la
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variacién de K, R/R, tiene un comportamiento variable pero tiende a un valor de 0.25
cuando el valor de K, tiende a disminuir.
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Figura 44: Comportamiento de la resistencia a traccion en funcién de KnR/R,
(K1/Ka=1, Ri/Ry=10 y n=0.839).
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Figura 45: Ajuste de una funcién que relaciona GTR/R,y vsKuR/Ry vs (Kr/Kn=1,
R1/R,—10 y p=0.839).

Conociendo los resultados obtenidos en la simulacién de los ensayos de compresion y
traccidn respectivamente se pueden combinar ambos para buscar nuevas relaciones entre
los parametros macro y micro. En la figura 46 se ilustra el comportamiento entre la
relacion O./Ot en funcién de la relacién K,R/R,. En esta grafica (figura 47) se puede
observar que la tendencia media de este comportamiento es de un valor igual a 3.6. Los
tres primeros valores de la graficas (figura 46 y 47) son obtenidos con valores de K,
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inferiores a los ordenes de magnitud obtenidos para el caso de materiales reales, por lo
cual son valores que no tienen sentido fisico.
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Figura 46: Comportamiento de la relacién O/Or en funcion de K R/R, (Ki/Ky—=1,
R/R,=10 y u=0.839).

L

G JOr

5 [FEEE T T 1 1 T ey
—‘ 1 I I | 1
] | | | ]
e R M S
1 | I I
34 — e e
1 1 1 I }
I I | 1 I
1 I I | ]
. J ES : W~ e s (BRSBTS R S I
1 1 I I I
1 I I 1 I
1 1 I 1 1
I dcrnes N - S S S O
] I 1 1 1
] I | | |
1 I | | |
0 ' : .‘ : :
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
KnR/Rn

Figura 47: Ajuste de una funcién que relaciona y tendencia del comportamiento G./Gr
vs KuR/R, (Kv/K,=1, R/R,=10 y p=0.839).

Después de haber estudiado de modo puntual el comportamiento de algunas de las
variables (KuR/R, y KuR/R,) del andlisis adimensional es necesario proceder a un
estudio exploratorio inicial de la segunda variable, en este caso la relacion entre los

pardmetros micros de rotura (R1/Ru).

Aqui se estudié el comportamiento de la

resistencia a compresién y fraccién macroestructural para diferentes relaciones de
(Ry/Rn). Los resultados de este estudio se reflejan en la figuras 48, 49, 50, 51, 52 y 53.
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Figura 48: Comportamiento de la relacion o.R/R, en funcién de Ry/R, (Ki/Ky—=1,
Kue=Ku, KiR/R,=1000 y n=0.839).
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Figura 49: Ajuste de una funcién que relacién OR/R, vs Ry/Ry (K1/Ku=1, Kac=Ka,
Ky,R/R,=1000 y p=0.839).
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Figura 50: Comportamiento de la relacion oR/R, en funcién de Ri/R, (Ke¢/Kn1,
Knc:K"t, KanRn:].OOO y u:O-839).

En la figura 48 se ilustra el comportamiento de la O.R/R,, funcién de Ry/Ry donde se
observa que ¢l mismo presenta un comportamiento lineal entre estas dos variables hasta
que alcanza un valor limite donde la recta cambia de pendiente y permanece

pricticamente constante. El valor de O.R/R, se estabiliza airededor de 0.9, valor para el
cual, a pesar de aumentar la relacion Ry/R,, el pardmetro macro de resistencia a

compresién (O} no aumenta. Estos resultados evidencian la correspondencia fisica
entre los paramentos macro y micro (eldsticos y plasticos) y entre los valores de las
rigideces eldsticas y los pardmetros de roturas plasticos. En la figura 49 se subdivide el
dominio en dos, uno en una recta con pendiente y otra prcticamente constante. Se
observa (figura 49) un ajuste de regresién de los datos que siguen un comportamiento
lineal. Un andlisis de los errores de pronésticos y el valor de coeficiente de correlacion
miltiple (R*=0.97) indican un comportamiento adecuado del modelo. El dominio que
presenta un comportamiento practicamente constante implica, desde el punto de vista
fisico, que para los valores de rigideces elsticas microestructurales no puede existir
valores de pardmetros de roturas superiores.

En la figura 50 se representan los valores del estudio realizado con los ensayos virtuales
de traccién. Se ilustran las relaciones existentes G:R/R, y la variacién de Rr/Ry. El
comportamiento, similarmente al caso de compresion, tiene una tendencia lineal que se
subdivide en dos dominios, ya el para cierto valor (G:R/Ry), a pesar de que la relacién
R,/R, aumenta, dicho valor permanece constante. El valor para el cual se estabiliza la

variable GR/R, esta en el orden de 0.25-0.26 (Figura 51). Este comportamiento y

estabilizacién de la relacién GR/R, vs R1/R, andlogamente al caso de compresion
presenta un sentido fisico muy marcado. Desde el punto de vista fisico este resultado
demuestra las relaciones existentes entre los pardmetros eldsticos y los pldsticos, lo que
implica una correspondencia con el rango y orden de comportamiento de dichas
variables. Bn la figura 51 sc refleja el ajuste de regresién realizado entre las dos
variables estudiadas en este caso. El comportamiento del coeficiente de correlacion
multiple (R*= 0.96) y un andlisis del comportamiento de los errorcs de pronostico
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indican una buena correspondencia entre las variables y ademds un buen
comportamiento del ajuste.

0.4 T v 1 =S = =5 S
I I I |
I I I |
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0.3 o} sy oo s SR R AR
I T N —
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I I
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04 4---F-—d---- . : e e
1 I : l
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! I I I
I ! I I
0 ‘ : : :
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
R//R,

Figura 51: Ajuste de una funcién que relacién o.R/R, vs Ry/R, (K1/K,, =1, K=K,
K,R/R,=1000 y u=0.839).

La figura 52 muestra Un estudio combinado de los resultados de los ensayos virtual de
compresion y traccion. En la misma (figura 52) se evidencia que existe una cota inferior

y otra superior para la cual los valores de G/O¢ permanecen constantes a pesar de la
variacién que exista entre R1/R,. Este resultado (Figura 52) guarda estrecha relacion
con las implicaciones fisicas ya enunciadas en el andlisis de los resultados de
compresion y traccion de forma aislada.
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Figura 52 : Comportamiento de O.R/R, en funcién del dngulo de friccion interna que
caracteriza cada contacto entre esferas (Ki/Ku=1l, Kic=Kae,
K,R/R,=1000).
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‘ Otras de las variables que se toman en cuenta en el estudio adimensional es la influencia
del coeficiente de friccién de Coulomb, la cual guarda una estrecha relacién con el
angulo de friccion interna del material( ¢ = arctan(p)). Los resultados de este primer

[ estudio exploratorio se reflejan en la figura 53.

, En las figura 54 y 55 se observa un estudio puntual de la variacion de 0./0¢ en funcién
‘ de Ri/R,. En este exploracién inicial se han manteniendo constantes los valores de
K.=Ku. =Kr y se ha fijando el valor de Ry, lo que implica ir variando solamente el

; valor de Rr.

1.2 —— — +— — 1
I I I ]
| | 1 1 1
| I 1 1 1
1 1 1 1

(.3 pEnacErans Jhesateatire s i b ¢
1 1 1 1
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¢ (Deg)

Figura 53 : Comportamiento de la relacién 0./0: en funcién de Ry/R, (Ki/Ky—1,
Kne=Kau, KiR/R,=1000 y p=0.839).
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Figura 54 : Comportamiento de la relacion G./0; en funcién de Ry/R, (Ki/Kn=1,
K=K, Ki=80E+0.9 N/m R,=0.1MN/m).
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50 {———— e

Gc’GT

R7/Rq

Figura 55 : Ajuste de relacién /0, en funcién de Ry/Rn (Ki/Ku=1, Kne=Kae,
K,=80E+0.9 N/m ).

En la figura 54 se observa una dependencia lineal entre los pardmetros macro y

microestructurales de rotura. El dominio de comportamiento de esta variable (0/0 vs
R1/R,) presenta dos fases que se distinguen por el cambio de pendiente de las rectas.
Como esta relaciones entre los pardmetros macro y micro esta realizadas para
determinados valores de Kue,Ku, K, existe un valor para el cual a pesar de aumentar la

relacién Ry/R, la relacién G./0, se mantiene constante. Este aspecto esta propiciado por
razones de indole fisica ya explicadas con anterioridad, las cuales estan vinculadas con
las relaciones existentes entre los paramentos eldsticos y plastico a nivel micro y macro.
Se ha realizado un ajuste de un modelo lineal (figura 55), evidencidndose que el
coeficiente de correlacién R*=0.98 y el comportamiento de los errores de prondsticos
son adecuados.

Otro de los estudios exploratorios realizados fue suponer que Kne#Ky y estudiar los
pardmetros microestrucrturales de rotura. En este caso se fijaron dos conjuntos de
pardmetros microestructurales eldsticos y se mantuvo siempre constante la relacién
R/R,. Las variables de control Ry y R, (manteniendo constante la relacion
R/R,=6.06 0 R/R,=10.2) se fueron cambiandole de orden de magnitud. Los datos
empleados en este estudio se reflejan en la tabla 2 y 3. Al igual que en los estudios
realizados con anterioridad, existe un punto en el cual a pesar de aumentar los
pardmetros microestructurales de rotura, los pardmetros macroestructurales de rotura
permanecen estables, es decir no cambian de valor.
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4.6.4 — Deducciones y demostraciones de las relaciones entre los parametros
macroscopicos y microscopicos.

Un andlisis de contrastes de las figuras 42 y 48 donde se ilustra el comportamiento de

O0.R/R, vs K..R/R, y G.R/R, vs Ry/R,, con los resultados obtenidos en el estudio de
los parametros elasticos (figura 23), permite enunciar como hipdtesis que existe cierta
relacion fisica entre estos dos comportamiento. En ambos casos (figuras 23, 42 y 48 } se

puede apreciar que los valores de O:R/R, y de E/K,. tiende a un entorno cercano a 0.9-
0.95. Como se conoce que desde un punto de vista fisico existen relaciones entre los
pardmetros de rotura y los pardmetros eldsticos, ya que en funcién de la magnitud de
rigidez de los mismos, asf serd ¢l orden de magnitud de los parametros de rotura, se
puede expresar que la hipdtesis tiene cierto nivel de légica. De forma andloga, s1 sc
observan los resultados de la figura 32 y se comparan con los del andlisis de los
parametros de rotura (Figura 47 y 51), se puede observar que los valores tienden a un
valor préximo a 0.25-0.26 que es muy similar en magnitud al que presenta la diferencia

[E comp__ E irace ] (figura 32). Si estos resultados o magnitudes se vinculan como en la
K K

ne nt
figura 45 y 50 (6./G1) se observa que existe una tendencia al valor 3.5-3.6, ahora bien si
se analiza la tendencia del comportamiento eldstico a compresidn y traccion (figura 32)

Ecomp
se aprecia que Kne ~3.5_3.6"
comp  ™ftrace
Knc Knl

Este andlisis permite enunciar un grupo de hipétesis que son necesarias demostrar desde
el punto de vista analitico y después mediante el empleo de simulaciones numdricas.
Estas hipdtesis son:

Ecomp  O.R
Knc - RI"I
Ecomp  Egace _ OR
Knc - Knt - Rn
Ecomp

. K"" :gf—
Ecomp Ecomp O
K, K

nt

Deduccidn analitica que relaciona Rpap con Ryap
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Ecomp = GcR
R

nc n

> Dem ostracion analifica de

Desde el punto de vista microestructural la relacién constitutiva para el caso de la
componente normal es:

F =K _A

nc nc

donde:

F.. - Fuerza de compresioén normal.

K, -Rigidez a compresion en al direccion normal
A - Desplazamiento.

El valor de Fy. mdximo queda delimitado por Ry, entonces:
F =R, =K, A

nc—-max max

Desde el punto de vista macroscopico se puede expresar que:

pero

Figura 56: Contacto microestrucutral entre dos esferas sometidas a compresion.

En el caso del contacto entre dos elementos esféricos (figura 56), L=R, entonces:

_ Amax _ Amax
g= =
L R
donde:
R - radio
s o, .
dividiendo se obtiene:
nc—-max
E Amax
Gc o-c _ ECO“"PE s comp R
FI'ICAITIHX er KI’ICA!TIBX KHCAITIBX
entonces:
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Fista relacién tendra mas veracidad desde cl punto de vista fisico mientras mds fragil sea
el comportamiento del material. En el caso de materiales ductiles, es mejor emplear el
modelo de contacto viscoso donde se introduce una variable mds en ¢l estudio, es decir,
el efecto de la viscosidad (microscépicamente). La introduccién en el contacto de un
nuevo elemento (pistén) genera o describe el efecto de fluencia que se manifiesta
microscépicamente en diversos materiales.

Eeomp E

B Dent ostracion andlitica ae

nc

Desde el punto de vista fisico la relacién entre la resistencia a compresion y traccion
macroscépicamente se puede expresar por:

o, =(1-a)o,
donde
a—esunescalar 0<a <1.

Como hay que demostrar que:
GtR — ECQI’"P - Etracc
R K K

Sustituyendo G en funcidn de . s¢ obtiene:

n ne nt

GIR _ (1“a)UcR » Ecomp _ Elracc
R R, K K

n n ne nt

lo que implica que:

GIR — (1“a)GcR _ O-cR —a 0-r:R — Ecomp - Etracc
R, R, R R, K K

n n n n ne

nt

Ecomp _ GcR
K. R

Como , entonces;

o R E.mp _a 6,R Ecomp _Ecomp _Feomp Epace
R K R K. K K K

1] nc n

Estableciendo que:

nG nec nt

Knc = CKnt
E =bE

comp tracec

y asumiendo que:
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se deduce que:

Rn Knc cKnt Knc Knt
lo que implica que:

GtR ECOI’“P _ Elracc:

Rn Knc Knt

De esta forma queda demostrada la segunda hipdtesis. Colateralmente se puede
establecer una expresion que defina fisicamente la relacion entre el parametro Kye y Ky
con los pardmetros macro en funcion de la formulacion analitica establecida.

Como se parte de:

Knc CKnt
Ecomp =b Elracc
entonces:
c - Knc
Knt
b= %
E

frace

Desde el punto de vista fisico se puede establecer que la relacién tensién de rotura a
compresion y traccion es:

G
—t =(1-a)
c
Transformando y sustituyendo a por sus correspondientes relaciones con ¢ y b, se

obtiene:

o, c, b
sustituyendo b y ¢ por sus correspondientes relaciones con los pardmetros mecénicos
macro y micro respectivamente se obtiene:

Knc
EI_ Knt — 1
O, Ecomp
E

Despejando la relacion se obtiene:
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Knc 1_& ECOITIP
K o. /E

nt c tracc

De esta forma queda demostrado la relacién fisica que existe entre los paramentro macro

K
y la relacién —"-.

nt

Ecomp
L L, Knc O
¥ Dem ostracion analiica ae =
E comp Ecomp O,
Knc Knt

Esta demostracién es trivial ya que ha quedado demostrado con las deducciones
anteriores como:

comp

4] K

C nc

s, E E

comp comp

K K

nG

nt
¥  Deduccion analitica de Roap y Rayap cvanaov— 0.

En este caso se realizan dos deducciones analiticas que relacionan Ryp y Rusp una en
funcion de la resistencia a compresién y otra a través de la resistencia a traccion,

Ademés se determina una relacién entre la resistencia a compresion y traccién | —= |en
o.t

funcién de los pardmetros micromecanicos.

Traceron,

Conociendo que existen relaciones entre los paramentos de rotura macroestrucutrales de
traccién con los microestructurales que describen el fallo se puede encontrar una
expresion que relacione Ry.zp con Rosp. Conociendo que:

K K

ne nt n

Como las ecuaciones que relaciona el modulo de deformacién y coeficiente de Poisson
en 2D y 3 D son:
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E'= E 5
1-v
Y
V=
1—v

donde:

E’- Modulo de deformacién en 2D
v'- Coeficiente de Poissson en 2D
E - Modulo de Deformacién en 3D
v - Coeficiente de Poisson en 3D

Sustituyendo las expresiones anteriores se puede expresar la ecuacién de la forma:

2 2

GtR — ECUNP - Etracc — E comp (1 _VCOI‘"P) _ E tracc (1 Hvlracc)
R, K e Ko K. Ko

. 2 2
G!R = E comp, (1- V comp ) " E tracc (1-v lracc)

Rn Kl'lc Knt
oR
Roap = - 2 : )
V -
E’comp 1- h& E’tracc 1- —w—-————v lrace
1+v comp 1+v trace
Ko - Kot

que simplificando términos se llega a:

2 2
KncKnt (1 + V' trace ) (1 + V’ tracc ) O-tR

Riap = 2

2
E' Knt (1 + 2v'ccimpo )(1 + V' tracc ) - E'tracc Knc (1 + ZV’ tracc )(1 + V’tracc)

comp
oen funcionde E'y v
GtRKncKnt

R, = 2 2

Knc E’ trace (V tracc 1) - KntE 'comp (V comp 1)

que en el caso de 3D se expresa por:

o.R
Ecomp _ E

trace

K K

nc nt

ansn =

y trasformando la expresién adecuadamente se llega a:

c""tRi(ncKnt
E_ K. —E

comp’ *n§

Rn—3D =

K

trace” " nc
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Realizando un andlisis de las ecuaciones anteriores de Ry para ef caso 2D - 3D y
conociendo que E>E yv' > v (E, v - 2D y E, v - 3D) se puede expresar que los
valores de Ry ¥ Rt en 3D presentan ordenes de magnitud menores que los de 2D.

Compresion

Desde el punto de vista de la formulacion del modelo esta deduccion no tiene sentido ya
que el modelo constitutivo a nivel de contacto en el caso de compresién no tiene valores
que definan la compresion méxima en la direccién normal. No obstante se incluye aqui
esta deduccion por si en futuras implementaciones se quiere incluir en el modelo
microestructural este aspecto.

Conociendo que existe la siguiente relacion directa entre los pardametros macro y micro:

y despejando la variable R, para el caso de 3D se obtiene:

c.RK,,
E

comp

Rn—sD =

Adicionalmente se conoce que existen relaciones entre los pardmentros eldsticos en 2D
y 3D que quedan definidas por:

E'= E 55
1-v

.V

Vo= e
1-v

donde:

E’- Modulo de deformacion en 2D
v’- Coeficiente de Poissson en 21D
E - Modulo de Deformacién en 3D
v - Coeficiente de Poisson en 3D

lo que implica que el modulo de deformacién y el coeficiente de Poisson en 3D se
determine por:
2
E=E(1-v)
— V’
1+v°

Sustituyendo el valor de modulo de deformacién (Ecomp=E) por sus relactones en 3D
con 2D se obtiene:
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, 2
] 2 E'wmp 1—( v J
O'CR - Ecomp _ E r:omp(1_v ) _ 1+v

R Knc KI‘IC Knc

n

Transformado adecuadamente y d espejando las variables R, se obtiene:

2
o .RK, (1+V')
Rozo =g (1 2y
comp (142V')
oen funciébn de E'y v
o.RK,,
Ri2p = 2

E comp{1tV )

que para el caso de 3D es:

c.RK, .
E

comp

Rn-—3D =

Realizando un andlisis de las ecuaciones anteriores de R, para el caso 2D - 3D y
conociendo que E> E y v >v (E, v - 2D y E, v - 3D) se puede expresar que los
valores de R, y Ry en 3D presentan ordenes de magnitud menores que los de 2D.

GC

en 2D p 3D en funcion de los paydmelros microestruclyralés.

Relacion
a t

Se conoce v ya se ha demostrado que la relacién entre la resistencia a compresion y

., g <y , .
traccidn [ < ] se expresa en funcién de los pardmetros microestructurales por:

0-t
Ecomp
Gc - Knc
Gt Ecomp _ Ecomp
Knc Knt

Ademis exciten relaciones entre los pardmentros macro estructurales clasticos en 2D y
3D

E'= E =3
1-v

. v

V:—-———
1—v

donde:
E’- Modulo de deformacion en 2D
v'- Coeficiente de Poissson en 2D
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E - Modulo de Deformacion en 3D
v - Coeficiente de Poisson en 3D

c

Sustituyendo estas relaciones se obtiene la relacion para ¢l caso de 2D:

O,

O, E’comp (1 + 2V’comp )

2 E’comp(1 + 2V’comp) — KncE’lracc (1 + 2V'trac::c )

i 2
(1+V comp) Ka{1+2V 000 )

(1+2v )

o en funcién de E'y v

2

G, E’ comp Knt (vcomp - 1)
2 2
g . .
‘ E tracc (Knc - Kncvtracc ) +E comp Knl (vccmp - 1)

que para ¢l caso de 3D se expresa por:

— KntEcomp
6, K Eom —KnE

nt*™ comp

fracc

4.7 — Estudio estocastico preliminar empleando método de Monte Carlo.
4.7.1 - Bases Teoricas.

Las simulaciones realizadas aplicando ¢l Método de Monte Carlos (MMC) son una
forma muy eclegante de pasar de una metodologfa de andlisis determinista a una
metodologia mas racional y completa, como lo es un andlisis estocdstico.

Es importante recalcar que las simulaciones estocdsticas con el MMC presentan una
gran cantidad de ventajas respecto a las simulaciones tradicionales:

1.- No existe limitacion al tipo de andlisis, i.c. linear, no linear, multifisica.

2.- No existe limitacién en la cantidad de los pardmetros de muestreo.

3.- Cualquier programa de solucién puede ser usado.

4.- Cualquier usuario utiliza la herramienta que le resulte mds comoda; el uso del
MMC no requiere el aprendizaje de un nuevo c6digo.
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-

»_o

Sistema real .
Muestreo de variables

Muestreo de variables i
independientes dependientes

AP E B

Generacion aleatoria  Multiples Simulaciones Muestreo de variables
de variables deterministas dependientes

Figura 57 — Simulaci6n estocdstica por el método de Monte Carlo

La idea mas general del MMC dentro de ta mecdnica computacional se puede resumir
como sigue (figura 57): Sean las variables de respuestas y de un sistema, dependientes
de un grupo de variables aleatorias x cuya descripcion probabilistica sea conocida. Es
posible obtener mediante algoritmos de generacién de niimeros aleatorios un muestreo
de variables x lo suficientemente grande, de manera que sus histogramas se aproximen a
la descripcion probabilistica conocida de forma mas exacta cuanto mayor sea ¢l tamafo
de la muestra. Mediante el uso de un cédigo de andlisis del sistema, utilizado de forma
deterministica (cada ejecucién con un grupo de variables aleatoria como entrada) es
posible generar una poblacion de variables dependientes y del mismo tamafio que el
muestreo.

GEneracion ade nimeros aledalorios

La generacion de variables aleatorias ocupa un lugar importante en las aplicaciones
modernas de la Teoria de Probabilidades, en aquellas situaciones en que se requiera
conocer el comportamiento estocdstico de un sistema por medio de simulacién por
ordenador. El objetivo de la generacién es obtener una muestra sintética (es decir,
artificial) de valores de una variable cuya funcién de densidad empfrica se ajuste lo mas
fielmente posible a la dada como modelo probabilista de ella.

Nimeros aleatorios con disfribucion unjjorme de probabilidad.

Debido a que los métodos actuales de generacién de ntmeros aleatorios con
distribuciones no uniformes se basan en la generacién previa de numeros aleatorios con
una distribucién uniforme dentro del rango de (0,1), es importante mencionar la forma
en que esta generacién previa se realiza.

La técnica mds comdinmente utilizada se denomina e/ método de congruencia lineal ¢l
cual genera las variables aleatorias X; de forma secuencial

X, =aX, modm

donde a es un multiplicador y la operacién mod representa el residuo al dividir por m.
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Existen dos métodos generales para generar nimeros aleatorios a partir de su funcién de
distribucidn, estos son: el método de inversion y el método de rechazo.

Metodo de inversion.
El método de inversion se puede resumir en los siguientes pasos:

1. Generar un niamero con distribucién uniforme entre 0 y 1, el cual representa un
valor de la funcion de distribucién F, (x) =u

2. Calcular la funcién inversa de la distribucidn.
x=F.'(u)

Tanto este método como el de rechazo parten de la generacion de numeros con
distribucién uniforme, ya que se puede demostrar que si se toma la funcién de
distribucién como una variable aleatoria, su rango resulta U(0,1).

Nétese en la figura siguiente (figura 58) que debido a la forma de la curva de
distribucion, su mayor pendiente se encuentra en las zonas en que la densidad es mayor,
por lo que se generaran valores muy cercanos entre si en tales zonas y separados en las
colas, donde la densidad tiende a cero. Por tanto, al hacer el histograma de los valores,
se debe obtener algo cercano a la densidad dada como dato. La aproximacién es mejor
en la medida en que aumente el nimero de puntos.

El método de inversién requiere conocer la funcién inversa de la funcién de
distribucién. FEsta es su mayor desventaja, pues no siempre es posible invertir dicha
funcién; en contrapartida es un método muy econémico.

0

Figura 58 — Generacidn de valores aleatorios por el método de la inversion.
Método del rechazo.

iste método se encuentra enfocado a la generacién de nimeros aleatorios con una
funcién de distribucién no invertible directamente. El mecanismo de cdlculo se resume
en la figura 59. Se genera una variable aleatoria con una distribucion de densidad
ficticia g(x) tal que mayorize la funcién f{x) buscada. En realidad g(x) no es una funcién
de densidades pues es mayor que 1, sin embargo A(x) = g(x) /a si que lo es. La densidad
h(x) debe se escoge de forma que sea sencillo obtener nimeros aleatorios (Y) que
satisfagan dicha funcién.
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a=[ g(x)dx> [ f(xax=1

De acuerdo con esto, es posible escribir la funcién de distribucién de X como una
probabilidad condicionada sobre Y de la forma

P(X <x)=P(Y <x/ A)

donde A denota el evento que Y sea aceptado como un valor aleatorio vélido para X.
Esto ocurre dado que es facilmente demostrable que

P(Y < x/ A) :[1 £ (x)dx

El algoritmo para el método del rechazo se puede resumir como:

1. Generar un niimero Y con densidad /2(x)

2. Generar U~U(0,]) independiente de ¥
3. SiU<f(Y)/g(Y) seregresa X=Y. En caso contrario repetir el proceso.

Este método depende de la seleccién de una densidad ficticia g(x) cercana a f{x) de
manera que se reduzca el nimero de iteraciones.

A
T
\ rechazo
U ________ . T - ._,.’! :
1(x) S aceptacion
U L. . 3 l—.—.?.r_.—‘-ﬁ
0

Figura 59— Generacién de valores aleatorios por el método del rechazo
Combinacion de nimeros alealiorios.

Los nimeros aleatorios generados, asociados a las variables independientes del
problema, deben ser combinados entre ellos para poder formar un conjunto de datos
capaz de alimentar las simulaciones deterministas. De un adecuado procedimiento de
muestreo sobre los nimeros generados, se puede optimizar el tiempo total de célculo
asociado a la simulacion.

Muestreo aleatorio simple.

El algoritmo mas simple consiste en combinar los distintos numeros generados sin
restricciones y sin un orden aparente. En éste muestreo no se aplica ninguna
optimizacién a la poblacién generada. En la figura 60 se observa una tipica nube de
puntos obtenidas mediante este muestreo. Obsérvese que existe un gran numero de
puntos alrededor de los valores medios, ello implica una gran cantidad de analisis a
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realizar en dicha zona, con resultados muy similares entre ellos; por lo que resulta un
muestreo computacionalmente muy costoso.

Muestreo estratyficado.

Con el objeto de poder generar una poblacién de muestreo que cubra todo el rango de
posibilidades combinatorias de las variables aleatorias, se ha propuesto un método que
consiste en dividir el espacio de cada variable aleatoria en rangos de igual probabilidad
de ocurrencia. El andlisis estocdstico se lleva acabo con un punto perteneciente a cada
rango generado, como se muestra en la figura 60.

Muestreo mediante el Hijpercubo Latino.

Este método y otros métodos similares representa una reduccién mas dréstica de la
poblacién a analizar. Basandose en el muestreo estratificado, cada uno de los rangos de
igual probabilidad para una variable (identificado con una letra latina, de aqui el nombre
del algoritmo) se combina con otros rangos de las variables independientes, de forma
Gnica y aleatoria. Otro muestreo bastante similar es el Muestreo Descriptivo; se
diferencia en la forma que es generada la matriz de permutaciones de los rangos.

OECED

o o Yo|gWe® |
LM

-
.f;n(-“i)

fri(x) c)

Figura 60: Muestreos. a) Muestreo aleatorio simple, b) Muestreo Estratificado
¢) Muestreo Descriptivo

4.7.2 - Resultados de la aplicacién de los estudios estocasticos.

Se han realizado un fotal de 443 ensayos virtuales a compresién y 359 a traccion. De los
cuales se ha extraido la informacién que se presenta a continuacion.

_ : : k . .
Para un valor dado del coeficiente adimensional —™- se obtienen las siguientes

nc
relaciones entre los pardmetros macroscépicos eldsticos E* y v’ y los coeficientes
adimensionales presentados en el apartado de estudio adimensional.
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Figura. 61: Relacién entre el médulo de Young aparente E’ y el pardmetro adimensional
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Haciendo una serie de transformaciones se pueden hallar las siguientes relaciones, estas
tienen la peculiaridad de ser lineales en un rango de valores amplio.

|
|
|
|

1 1 e e S
| I I | |
8,00E+00 - l : i : ‘L :
7,00E+00 { - i . E
1 1 1 1 =] 1
6,00E+00 { - - -4 T | LB .
I I | I 1
£ 5,00E+00 1 be e ! s . " :
;. 1 1 I & h ™ ‘ I
X 4,00E+00 1 — ! ! : ‘J: : g =]
. R T B Th -
I +00 -~ ] A | ;"J'w A =i
I | A | B ! a 1
2, 00E+00 - - -~ =% g Jam === = o g ;,r‘ ey -
R T Wﬁ"ﬂ i : :
i =2 r¥ . W= = I . | - B
Sade : | : :
0,00E+00 += . : ; : ‘
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

(2*v-1)74
| = knc=knt = knc=knt traccién  kn distinto de knt & knc distinto de knt traccién |
Figura. 63: Relacién entre el coeficiente de Poisson aparente Vv’ y el parametro

. . k, .. .
adimensional k—T linealizada.
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Figura. 64: Relaci6n entre el Médulo de Young aparente E’ y el coeficiente de Poisson
aparente v’
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Figura. 65: Relacién entre el Mddulo de Young aparente E’y el pardmetro adimensional

kT

K,
. . . k'r

Se observa que para valores del pardmetro adimensional K para ensayos a

nc

compresién —— para ensayos a traccién mayores de 3 las relaciones obtenidas dejan de
nt
tener una tendencia clara. Este hecho coincide ademdas con valores del coeficiente

aparente de Poisson v’ muy pequefios y valores del médulo de Young aparente E’ muy
grandes. Si se eliminan estos valores singulares por no tener sentido fisico, se cubre un
rango muy amplio de materiales.
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Figura. 66: Relaciéon entre el coeficiente de Poisson aparente v’ y el parametro
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Figura. 67: Relacién entre el coeficiente de Poisson aparente Vv’ y el pardmetro

. . k, .. ..
adimensional —— linealizado

1.00E+00 -
9.00E-01 -~ -
8.00E-01 -
7.00E-01 -
6.00E-01 -

5.00E-01 A

E'/kn

4.00E-01 +

3.00E-01 + -

2.00E-01 +

1.00E-01 - =

0.00E+00
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

poisson

Si; knc=kgt: knE= knt tFaEcién kﬁt‘ais_tintg de_kdﬁ_t knc distinto dg knt ﬁéécién

Figura. 68: Relacién entre el modulo de Young aparente E” y el coeficiente de Poisson
aparente v’
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4.8 — Estudio preliminar para estimar las relaciones entre los parametros macro-
microestructurales considerando K, #K,;.

En esta fase de la investigacion se realizan varias simulaciones virtuales de ensayos a
compresion y traccién considerando que Knc#Ky. Las relaciones de Kao/Kne estudiadas

K K K K K K
son ~ =1.4,-"%=1.35, ne —1.25,-"=1.25,_"==1.15,"%=1.05.
Knt Kn! Knt Knl Knt Knt
Ademas de estos estudio es necesario analizar otras relaciones de —™ magnitudes
nt

mayores para contar con un a gama de relaciones que describan el comportamiento de
un sin numero de materiales. Adicionalmente se hace necesario realizar un estudio
estocastico aplicando método de Monte Carlo para obtener relaciones entre los
pardmetros macroscépicos y microscopicos mds fiable al tener un mayor numero de
corridas o tiros.

K
Resultados de las corridas determinisias para el caso de —"=1.4
nt

Al igual que los estudios realizados con la relacion Kye=Ku, en el caso de K, *K,, se
realizaron diversos ensayos virtuales de compresion fijando diferentes relaciones entre
estos parametros. De igual modo se establecieron las relaciones entre los pardametros
macroestructurales-microestructurales y se realizaron las graficas que los
interrelacionan. Los resultados de estos ensayos de compresién considerando que

K
— —1.4 se reflejan en las figuras 69, 70 y 71.

nt

Relaciéon entre E/Kn, v y Kt/Kn

1,‘,0 T T T T T T T T T T T
QOB f- = b mr o SRR ES R S e S S S S
L e Ml el S e A S e A A
085 f ———b———dh b g

I i I I I | I i i ] ]
0-30““‘r***?*"‘r"—‘T——.—“‘“T’**T*“‘T“"—l“—ﬁ'“*7****
0,75~-———4————+~~——%—‘—+---——+———+———+r——+———44--——|————|—ﬁ-——

! I 1 | I 1 ] ]
i T L e e e i B B B B
0651 ———+———¢& ——b—— oot e m - —
L | SN [P | IS I A W S ST S EEE

0,60 ---—F--—4 1 I 1 1 i [ | [ [
2055+ - - -t t———t———t-——d A A —— A~ =
:E 0.50,‘__‘L___L_,,,L,,,L,,_-J____J___J___f,J,,,J,,_J___J____

= 1 1 1 1 1 1 1 I | 1 1
(1T} 0145 eathatl iy et ) et g M vkl [ M——— ¢ B A AT T T AT T T
T I e e e T

| I | 1 1 1 | I | I |
035+ 8 --r-——1---F--—T7-——7---1~ "7~ - -1~~~ AT TATT
1 T e e e e e

| | | 1 I I i I l I |
025 g --—-*-——7---r~" T " CTTT I TITTCITT OO T TATTTATTT
0201 —=~F-——gg———F—==rdommdb e mmd et e e — e

| | 1 I I 1 | ]
T R T o e e e e e Bl ey
0,10 N S S e s A B e e e e

| I 1 1 1 I | I | 1 |
g'gg B e T e ™ A AR (R
000 025 05 075 100 1,25 150 1,75 200 225 250 275 3,00

Kt/Kn

K
Figura 69: Resultados de los ensayos virtuales de compresién considerando —==1.4.
nt

Relacion de E/Kcomp, © V8 Kt/Kncomp
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.
Relaciéon entre EfKn-v
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Figura 70: Resultados de los ensayos virtuales de compresién considerando e =1.4.

nt

Relacion de E/Kpeomp VS V.

Relacién Kt/Kn- (2v-1)44
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Figura 71: Resultados de los ensayos virtuales de compresién considerando K"° =14.

nt

Relacion de Ki/Kacomp vs (20-1)*.

Los relaciones establecidas entre los pardmetros macro-microestructurales concuerdan
con los obtenidos en el estudio estocastico preliminar, pero en este caso si se puede
llegar a establecer una relacién directa entre los parametros macroscopicos y
microscépicos. Estas relaciones posibilitan obtener los pardmetros micros constitutivos
empleados en el método de los elementos discretos.
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K
Resultados de las corridas determmistas para el caso de ——=1.35
nt

Los resultados obtenidos de las corridas de los ensayos virtuales de compresion con

K
unas relacién —- =1.35 se reflejan en las figuras 72, 73 y 74. Como se puede observas
nt
los resultados son muy similares a los ya obtenidos. Como se observa en la figura 72 a
medida que aumenta la relacion Kt/Kicomp €l valor de E/Kcomp tiende al valor de 0.9, e
igual modo que los resultados obtenidos cuando se consideré que Kne=Kat. El valor de
el coeficiente de Poisson disminuye a medida que aumenta la relacion Kr/Kaeomp.

El comportamiento de estas relaciones entre los pardmetros eldsticos
macro-microestructrales (figura 72) y la tendencia que evidencia la variable
(E/Kyeomp—> 0.9) a medida que aumenta Kor/Kncomp consolidad las deducciones
analiticas realizadas en cuanto a las relacidnes entre los parametro microscopicos
elasticos y plasticos.

Relacion entre E/Kn, v y Kt/Kn
1IDO T T T T T T T T T T T
olgs_____L_ﬁfL7771_.___L___Lfffoful——__|____Iﬁfff\ffu._l____
e T S S S S S B S
0851 - F-———F- [ -}————I—.-- - — - —|————+—- e
1 | ] [} I 1 | I 1 | I
L e R S S =@ L e T T [
0,75" Sl e ’*l’*‘”l -~k - e e o e e e S
T I et SR, [ E YL | P Py | R (LU [N N N JUN
0,70 4 ! 1 0+ | : 1 I 1 I [ I
0,65 === gl S e e S s S S e PR e e e e
0,60 f-———L—@-b—— bbb
I I I I I I } 1 I 1 1
L e e i e mon s s ol s R S i S
§ B e e ot B e
— 1 1 1 [} 1 1 1 I I | I
w 0455 -~ - i Bies B Tt N AR A A Y I B
T e st i L e Ity
e s Mo Tt N S Teau e Y s s
0,30 e e R R R e e e S e R S R R S s e SR R P e e e e e = ey
0]25 ___|__...ﬁLfffL_._._‘____l_ﬁffoffl.u_.__|____| _____ | R ] S
] | i | | I |
OIZD ___r__ffiiiiru—_é____l_"77I7777:4—__I___—|_'—77I 7777 :—___
0.15 e s | SR, - SN [ L o [t e i ~H
I 1 1 I I 1
0l10 74_|____;____7|7777:77 —J____I__-'ﬁliiiiliu-_:____:_“*7:7777
005 +——-F—-———F———F~-———b ==k —— & -~ — === == — = = — = — =]
0.00 4 1 | [ 1 1 1 1 i 1 1 1
0,00 025 050 075 100 125 15 1,75 200 2,25 250 2,75 3,00
Kt/Kn

Figura 72: Resultados de los ensayos virtuales de compresion considerando

K
—ne 1.35 . Relacion de E/Kncomm V VS Kt/Kncomp

nt

En las figuras 73 y 74 se observan las relaciones lineales obtenidas entre las variables
macroestructurales y microestructurales. En ambos casos (figura 73 y 74) se evidencia
un buen comportamiento de modelo de pronéstico obtenido por técnicas de regresion. El
comportamiento del coeficiente de correlacion R? y de los errores de prondstico son
muy buenos.
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Relacion entre E/Kn-v
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Figura 73: Resultados de los ensayos virtuales de
KI‘IC

=1.35. Relacion de E/Kpcomp VS 0.

nt

compresiéon considerando

Relacion Kt/Kn- (2v-1)"4
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Figura 74: Resultados de los ensayos virtuales de compresion y traccion considerando

K
e _1.35. Relacion de Ki/Kncomp Vs (20-1)",

nt
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K
Resuliados de las corridas determ inisias para él caso de —=-=1.25

nt
Los resultados obtenidos para las relaciones —"— =1.25 se reflejan en las figuras 75, 76
‘ nt
y 77.
Relaciéon entre E/Kn, v y Kt/Kn
1100 T T T T T T T T T T T
0,95,ﬁ,,,L,_._J____L__ﬁL,,,J,“_.J___J____Jﬁﬁ,J,,,AI____L____
B e o e Sl e e e et et
085 F———bom— b b e T I =
e s s s B e
0,75 ———F——— 1 - ——b— -4 | | =l - ———
\ I ® i | I ! I i i
070 -———7- | ¢ S i isis st Gibitie S hanE Ui
065 ———+- - — s == e e e
| e o O Mty Bl by St i St
2055 -———t——t———t———hm A= m— A — — == — R e -——=
I e e S itiis s i I DA S
oi ‘045 g ———fr—=frmofemmpen o dne e o EE S oSS e s e
L T e B i
Py I < e e s
L i el e k-t Tl S I S P A
0,25i;***"‘—'—T———f“"‘7T7**‘T*“'_‘1_———T——“"l***ﬂ***“‘l"'_—_l———_
o R i L O SO N TR M M A T I
0115'*k771'77"7___(__"']"77 k: ittt Raninianis It B e S [
0'10__ﬁﬁ7L,,,L___J____J.“,,JfffJ,_.__L___J_._.ﬂJfffflfgp._.l____
B e e et e B e S e et
0.00 1 L L 1 1 1 Il 1 Il 1
0,00 025 050 075 100 125 15 175 200 225 250 275 3,00
Kt/Kn
Figura 75: Resultados de los ensayos virtuales de compresion considerando
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nt
Relacién entre E/Kn-v
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Figura 76: Resultados de los ensayos virtuales de compresion considerando
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=1.25 . Relacién de E/Kncomp VS V.
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Relacién Kt/Kn- (2p-1)*4
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Figura 77. Resultados de los ensayos virtuales de compresion considerando

K
e —4.25. Relacién de Ke/Kuconp V5 (20-1)".

nt

Los resultados obtenidos cn esta corrida determinista validan las hipétesis asumidas en
el epigrafe 4.6.4. Los resultados evidencian una correspondencia similar a las relaciones
anteriores.

= =1.15

nt

Los resultados de los ensayos virtuales de compresién considerando una relacion

K
—ne.=1,15se reflejan en las figuras 78, 79 y 80. En la figura 78 sec ilustra la

nt

correspondencia de los resultados con las demds relacione
nt

momento. La relacion E/Kyeomp tiende al valor de 0.9 igual que las demas relaciones

% 1 coeficiente de Poisson tiene un comportamiento similar a los casos anteriores y
nt
el mismo disminuye a medida que aumenta las relacion K1/Kncomp. La telacion entre

E/Kcomp VS. U, mantiene una relacion lineal y el coeficiente de corr elacién multiple R’
y los errores de prondsticos permiten afirmar que el modelo lineal ajustado por el
método de minimos cuadrados se ajusta adecuadamente.

Las relaciones entre las variables Kt/Kncomp vs. (20-1)* se comportan de modo similar a

las demas relaciones Ko estudiadas y evidencian un relacién lineal entre ellas. De
nt

forma similar el ajuste de regresion realizado presenta excelentes comportamiento, lo

que permite afirmar que el modelos de ajuste pronostico permite determinar la relacion

entre las variables macroestructurales-microestructurales.
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Relacién entre E/Kn, v y Kt/Kn
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Figura 78: Resultados de los ensayos virtuales de compresion considerando

K

?"9— =1.15 . Relacion de E/Kycomp, V Vs Kt/Kicomp

nt
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Relacién entre E/Kn-v
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de compresion considerando
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Relacién Kt/Kn- (20-1)"4
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Figura 80: Resultados de los ensayos virtuales de compresion considerando
K

e _1.15 . Relacién de Ki/Kueomp Vs (20-1)".

nt

K
Resultados de las corridas determinisias para el caso de - =1.05
nt

Los resultados obtenidos en la simulacién virtual de ensayo de laboratorio a compresion

K
con una relacién —% = 1.05 se reflejan en la figura 81, 82 y 83.

nt
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Figura 81: Resultados de los ensayos virtuales de compresion considerando
Knc

=1.15. Relacion de E/Kycomp, © VS Kt/Kpcomp
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Relacién entre E/Kn-u
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Figura 82: Resultados de los ensayos virtuales de compresién considerando

K .
""'Di = 1-1 5 . ReiaClén de E/Kncomp Vs D.
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Relacion Kt/Kn- (2v-1)*4
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Figura 83: Resultados de los ensayos virtuales de compresion considerando
Knc

=1.15 . Relacién de Ke/Kpeomp vs (20-1)".

nt

: . K ) :
Los resultados obtenidos en esta relacion ne -1.15, evidencia una total
nt

correspondencia con los resultados obtenidos con anterioridad.
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Resuliados globales de todas las corridas de ensayos virtuales determ nistas.

; : ; ne . :
Los resultados obtenidos para las diferentes relaciones se ilustran en conjunto en
nt
las figuras 84, 85 y 86.
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Figura 84: Resultados de los ensayos virtuales de compresién considerando diferentes
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Relacion (2u-1)*4 - Kt'kn
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Figura 86: Resultados de los ensayos virtuales de compresion considerando diferentes

K
relaciones de —"-. Relacién de K/Kncomp V8 (20-1)*.
nt

4.9 - Conclusiones Parciales del estudio preliminar para estimar las relaciones
entre los parametros macro-microestructurales considerando K,#K.

El estudio preliminar para estudiar relaciones entre los pardmetros macro y
microestructurales considerando Kpn.#Ky permitio llegar a un grupo de conclusiones:

o Independientemente de las relaciones entre Kn#Kne la tendencia de
comportamiento entre las relaciones: Ecomp/Knc~Veomp,  Etrace/ Knt~Virace,
Ecomp/1<nc”KT/Knca Erace/ Knt~ K1/Kay, Veomp™ K1/Kae Y Virace™ Kp/Kp, son
similares.

o La aplicacién preliminar del Método de Monte Carlo permitié definir que para
ciertas relaciones entre los pardmetros macro y micro (Ecomp/Kne~Veomp ¥
Erace/ Kni~Virace ) €Xisten una tendencia lineal, la cual esta representada por una
familia de rectas con pendiente y termino independiente diferentes en funcion de
los parametros constitutivos.
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410 - Deduccion analitica de las ecuaciones generales que relacionan los
parimetros macro y micro.

Partiendo de las conclusiones anteriores se puede expresar que el comportamiento entre
los pardmetros macro y micro (Ecomp/Kue~Veomp ¥ Erace/ Knt~Virace) presenta una
tendencia lineal, la cual se puede describir por una familia de rectas que tienen
pendiente y termino independiente diferentes en funcién de los pardmetros
constitutivos. Una representacién esquemética de este aspecto se ilustra en la figura 87.

E/Kn
A

Compresion

Traccion

=l
0.0 0.5 v

Figura. 88: Relacion entre E/K, y el coeficiente de Poisson v

Qi se desean encontrar las ecuaciones que describan estas relaciones (Ecomp/Kue~Veomp ¥
Eirac/Knt~Virace) €5 necesario realizar una serie de deducciones analiticas. Para lograr lo
anterior hay que trabajar con las ecuaciones constitutivas de las diferentes escalas
(macro y micro).

Desde el punto de vista microestructural se conoce que:

Fona =Ry = Kic Unmax (86)
Macroestructuralmente se tiene:

6o =Ecomp€ (87)
Dividiendo ambas expresiones (37 y 38) y asumiendo que:

G, =(1-a)o, (88)

K, =cK (89)

Ecomp =b Etracc (90)

Fony _ R on

KI'IC Rn

cuando (Veomp—0 ¥ Virace—0) ¥ & es un escalar (0<a<l).

Conociendo la expresion 91 y tomando como base la suposiciones anteriores 88, 89 y 90
se llega a demostrar analiticamente que:
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ECOI‘"P _ Etracc - 0tR
Knc Knt Rn
cuando (Veomp—0 ¥ Virace—>0)
Si se divide la expresion 91 y 92 se obtiene:
Ecomp
Kie . Ge
Ecmnp__Ecomp Oy
Knc Knt
y colateralmente se obtiene:
Knc i O ECOI’"P
Knt G¢ Etracc

cuando (Vcomp_)o Yy Virace—0)

92)

(93)

94)

Con el objetivo de obtener relaciones analiticas generales (figura 87) entre los
pardmetros macro y micro se ha realizado un estudio estocdstico preliminar. En el
mismo se han realizado estocdsticamente un total de 443 ensayos virtuales a compresion
y 359 a traccién (figura 88 y 89). De los cuales se ha extraido la informacion que se

presenta a continuacion.

1.00 ‘ 7 !
0.90 - | ‘
0.80
0.70 -
0.60 -
0.50

E'/kn

0.40
0.30 -
0.20 -

046 -~~~ - ISSNRORE SSORSUPIOR: NN SRR TS

0.00 i T T i
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

L kt/kn

2.5 3.0 3.5

Figura. 88: Relacién entre el médulo de Young aparente E’ y el pardmetro adimensional

K : .
K—t (compresion y traccién) donde E =———yv =

n

v
(1-v)~  (1-v)’
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Figura. 89: Relacién entre el modulo de Young aparente E” y el coeficiente de Poisson

. . : E :
aparente v’ (compresion y traccién) donde E =——y Vv =

\Y
(1-v) T (1-v)

En las figuras 88 y 89 se refleja un estudio estocdstico entre las relaciones
adimensionales macro y micro para diferentes relaciones entre Kye y Kat. Se demuestra
que la tendencia del comportamiento es la misma que las obtenidas en el estudio
preliminar (Kn=Ky), solo que las variables que las interrelacionan toman valores
diferentes para las diversas relaciones entre K;o/Kne. En la figura 89 se puede evidenciar
que para cada K,./K,, existe una tendencia lineal que caracteriza las relaciones entre las
variables adimensionales (Ecomp/Kne VS Veomp ¥ Eace/Kne). Este aspecto permiten
afirmar que las ecuaciones de las diferentes rectas y los coeficientes que la caracterizan
son diferentes para cada relacién (Kne/Ka(), propiciando que exista una familia de rectas
(figura 89) para describir su comportamiento. La anterior afirmacién permite expresar
desde el punto de vista matematico (figura 87) que:
E

comp
e = Veomp * e ©5)
nc
Etracc ——a.V +b -
K - t Ytracc t (96)
nt
si:
E R
Veomp = 0.0 = —comp . ng_, 9 bg = T;R
nc n .
E —6.)R —
Virace = 0.0 = —trage._, 09— (0 —apR 5 by :(EQRG—t)
nt n "
y de mismo modo:
E R
Vcomp=1%ﬂ—%0.0 ac=2bc:200
2 KI'IC "
Vtrace =1*>E'ﬁ——)0.0 s ap =2by :2M
2 R
nt -
lo que implica que:
Eeo o.R
—mp'=(1_2vCOmp)L (97)
nc 0

124



Estudio de estimacién de pardmetros constitutivos en el MED o de particulas

Etracc - (1 ) Vtracc) (Gc ;Gt )R (98)

nt
Dividiendo la ecuacidén 97 y 98 se tiene que:

}S_'LC_ - [1 _g_t_j| (1- 2Vtracc ) ECDR‘IP (99)
K O¢ (1 - 2Vcomp) Etracc

que tealizando Veomp—0 ¥ Virace—>0 se obtiene la ecuacion 94 (Veorp—0 Y Verace—0)
como caso particular. Esta deduccién demuestra que las deducciones generales son
correctas ya que contemplan el caso particular (94) ya demostrado. La expresion 99 es
valida para los casos en que GGt Y G>>0y, ya que cuando 6.=0; la expresion 96 o 98
se anula, porque se obtiene un caso particular donde 6:=6:=0, Ve=Vi y E=E~E, por lo
tanto K, =Kp=K,, (Kn/Kni=1).

n

nt

De forma andloga al estudio realizado en la direccién normal se realiza en la direccion
tangencial. Desde el punto de vista microscopico se puede plantear que:

Frmax =Rt =KiUpmay (100)
Macroscépicamente se conoce que:
1=Gy (101)
partiendo de que la rotacién de una particula esférica se caracteriza en este caso por:
u u
f=tg| -1 |~-T= 102
o] oo
si 600 0
Dividiendo la expresion 100 por la 101 se obitene:
G
v _ Pcomp (103)
R; K;R
. . Ecomp R
Asumiendo que:t=(1-a,)o, y despejandoo, =(1- 2Vcomp)»-—K—F" de 97 y
ne
) E :
conociendo que G = se obtiene:
2(1+v
2(1+v

Rn (1 ”2Vcomp) Km::
Con el objetivo de buscar una expresién general (figura 90) que describa el
comportamiento de la relacién existente entre las variables adimensionales Veomp V8
Kt/Kne 0 Viaee vs Kt/Knt se parte de una expresion general de una hipérbola que se
define de modo general por:
1+a Ko

Le)
KI'IC

v (105)

comp = K
a,+ta, -
ne
KT
[+
— KnC
comp K
b, +b, T
Kne

1+h

v (106)
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0.5

Compresion

Traccion

L -
1.0 2.0 K+/K,

0.0
Figura. 90: Relacion entre el coeficiente de Poisson v y K1/K,

Aplicando limite a la expresién anterior cuando Kt/Kne— oo o Kt/Kne— oo se
demuestra que a, y b, son cero.

1+ aOﬁ 9
Lim  [Voomp |=Lim | ———=2|, - S2=00 -.a,=00
K1 . Xr .la+a,- 1 2
Knc Kne s
1+b0:((4 b
LKlm [Virace | LKlm K"; , o b—°:0.0 B, =0.0
T T hha

lo que implica que 105 y 106 se exprese como:

1
Voommp = K (107)
a,+a, =
1 KI'IC
1
Ve % (108)
b1 +b2 KiT

nc
Se pueden determinar algunos valores de las constantes arbitrarias del las ecuaciones
107 y 108 por:

K 1 1

z =03 Vg 2,.'. Veomp = , 8 =2
nc a1+327T
Knc
K 1 1
T — _ . _ _
_*Oﬁvtracc _E"'Vtracc _—K—!b1 =2
nt b1+b2_T

nc
realizando algunas transformaciones mateméticas con la ecuacién 99, 107 y 108 se
demuestra que:
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a, = (Gc _Gt)
Etvc
(8]

b, =—%

? Ecvl

lo que implica que (figura 90):
1 (Gc _Gt) I<'1‘

v === 109

e [2 [ Q'Etracc Knc ( )
Virace = l_ Gc ﬁ (1 10)

2 2F‘Ju:ump Knt
3 KT KT — .
Despejando ——~ y —— de la expresion 109 y 110 se obtiene:
ne nt
K. E,
—=(1-2 e 111
Knc ( comp)( c_-o-r) ( )
E

L (1=2V gee) —2 (112)
K (6]

Conociendo las expresiones 97, 98 y 109, 110 se puede determinar las expresiones que
I’elaCiOnaH Ecﬂmlenc"'KT/K[]c, En-acc/Kn[—“‘KT/Kn{ (ﬁgura 91).

E/Kn, v

Compresion

0.5 Traccion

Compresion

Traccion

s ————— M
1.0 2.0 K+/K,

0.0

Figura. 91: Relacion entre Ecomp/Kne~K1/Kye y v ~ K1/K;

Si se sustituye en las expresiones 97 y 98 las ecuaciones 111 y 112 respectivamente se
obtiene:

Ecomp _ |:(Gc %Gt)R o, Krr (I 13)
Knc Rn Etracc _ Knc

Eirace — (Gc — Gt)R O, Ky (114)
Knt Rn Ecomp i Knl

lo que implica que:
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E
K, — COn\p 1]5
6. G)R o, (113)
R[l Etracc
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Conclusiones

Despudés de terminada esta investigacion, llegan a conclusiones es la fase mas compleja
e importante. Si a esto se le afiade utilidad de la tematica abordada, hace de esta etapa la
mds significativa, ya que en ella se sintetizan los resultados relevantes obtenidos en
dicho trabajo. Partiendo de esta base se llegan a las siguientes conclusiones:

e Se ha logrado definir la regién acotada donde los valores y magnitudes de los
pardmetros mictoestructurales que caracterizan al modelo constitutivo de
contacto, tiene sentido fisico. Este aspecto facilita los futuros trabajos de
investigacién en esta temdtica cuando se realicen los estudios de estocasticidad
por el método de Monte Carlo, o mediante la aplicaciéon de técnicas de
optimizacion multicriterial.

e Como primer resultado se establece una metodologia para estimar los
pargmetros microestructurales, considerando que Kac=Knt. Esta metodologia
tiene un cardcter general y posibilita obtener las propiedades constitutivas del
contacto para cualquier material que cumpla con la relacién establecida
(Kne=Kne).

e Se han establecido relaciones analiticas que permiten conocer en funcién de los
valores microestructurales, eldsticos, qué valor deben tener sus correspondientes
valores plasticos.

e S¢ ha establecido una metodologia general para estimarlos pardmetros
microestructurales considerando que Ka£Ky. Esta metodologia tiene un
cardcter organico que posibilita obtener las propiedades de los pardmetros
microestructurales de cualquier material, a partir de las propiedades constitutivas
macroestructurales conocidas.

e Sc obtuvo una relacién que permite definir qué relacion Ky/Ka hay que
emplear en funcién de las propiedades constitutivas macroestructurales, cuando
se trabaja con el modelo que considera que Kuc# Kt

e Se definié que relacién Ky/Kae y K1/Ky es necesario emplear en funcion de los
pardmetros constitutivos macroestructrales.

o Se ha logrado establecer relaciones analiticas que relacionan los parametros
constitutivos  macroestructurales con  los  pardmetros  constitutivos
microestructurales plasticos en 2D y 3D.

o La aplicacion preliminar del Método de Monte Carlo permitié definir que para
ciertas relaciones entre los pardmetros macro y micro (Ecomp/Kne~Veomp ¥
Erace/ Knt~Vimee ) existen una tendencia lineal, la cual esta representada por una
familia de rectas con pendiente y termino independiente diferentes en funcion de
los pardmetros constitutivos.
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Recomendaciones

A partir de los resultados obtenidos y de las conclusiones enunciadas se considera
oportuno realizar las signientes recomendaciones:

e Realizar el mismo estudio de estimacién de las propiedades microestructurales
realizando ensayos virtuales en 3D, Definicién de las relaciones de los
pardmetros constitutivos microestructurales en 2D y 3D.

e Obtener la mayor gama de curvas que relacionan los pardmetros
macroestructurales y microestructurales para un mayor nimero de relaciones
K../K, . Realizacién de estudios estocasticos para lograr este fin.

e Demostrar, mediante simulaciones numéricas, las deducciones analiticas
obtenidas para estimar los pardmetros constitutivos microestructurales plasticos.

¢ Realizar investigaciones dirigidas a la caracterizacién experimental de diferentes
tipos de materiales. Fstablecer sistemas de instrumentacion que posibiliten
obtener el mayor ntimero de parametros de control que posibiliten con
posterioridad realizar y calibrar las correspondientes simulaciones numéricas de
los mismos.

e Aplicacién del Método de los Elementos Discretos a la solucién de problemas
reales de la ingenieria civil y de minas entre otras aplicasiones.
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