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UNA FORMULACION
ARBITRARIAMENTE
LAGRANGIANA-EULERIANA
PARA GRANDES
DESPLAZAMIENTOS DEL CONTORNO

RESUMEN

En este estudio se desarrolla una técnica de elementos finitos basada en una
formulacién de Petrov-Galerkin y una descripcién Arbitrariamente Lagrangiana-
Euleriana (ALE) para el andlisis de fluidos viscosos no lineales con grandes
movimientos del contorno. Se pasa revista a las ecuaciones fundamentales y a las
ecuaciones cineméticas contempladas desde una referencia arbitraria. Puesto que los
algoritmos de remallado son el principal reto de la descripcién ALE, se desarrollan
varios métodos, incluyendo una nueva formulacién mixta, para actualizar la malla de
una manera racional. Ademads, se ha implementado, en las ecuaciones de remallado,
la formulacién de Petrov-Galerkin ponderada a contracorriente, dado que permite
analizar con exactitud flujos cuyos movimientos de la superficie libre son altamente
convectivos. Se demuestra la eficacia del método en un estudio de interaccién fluido
estructura, tsunamis, el problema de la rotura de una presa —donde se alcanzan
niimeros de Reynolds tan elevados como 3000— y un analisis de chapoteo de gran
amplitud.

SUMMARY

An Arbitrary Lagrangian—Eulerian (ALE) Petrov—Galerkin finite element
technique is developed to study nonlinear viscous fluids under large boundary
motion. A review of the kinematics and field equations from an arbitrary reference
is presented and since the major challenge of the ALE description lies in the
mesh rezoning algorithm, various methods, including a new mixed formulation,
are developed to update the mesh and map the moving domain in a more
rational manner. Moreover, the streamline upwind Petrov—Galerkin formulation
is implemented to accurately describe highly convective free surface flows. The
effectiveness of the algorithm is demonstrated on a viscous fluid—structure interaction
analisis, a tsunami problem, the dam-break problem where the Reynolds number is
taken as high as 3000, and a large amplitude sloshing problem.
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1.— INTRODUCCION

A pesar de que el método de los elementos finitos es una de las técnicas
numéricas mas poderosas y sofisticadas que se posee en la actualidad para
la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales, la mayor parte de su
desarrollo inicial se aplicé unicamente al analisis de estructuras y no fue
hasta finales de los afios sesenta que estas técnicas se utilizaron para resolver
problemas de flujo definidos por un potencial. Actualmente la mayor parte de
la investigacién en elementos finitos se centra, entre otros, en flujos viscosos,
procesos de transporte, interacciéon fluido-estructura, flujo compresible no
viscoso y flujos de superficie libre. En todo caso, la aplicacion del MEF a
flujos viscosos con superficie libre —como coladas de rocas, avalanchas de
nieve, rotura de una presa o muros de retenciéon de residuos industriales y
flujos de polimeros (ej. extrusién, recubrimiento superficial, moldadura por
inyeccidn, etc.)— es todavia muy rudimentaria. Este trabajo se centra en el
desarrollo de técnicas Arbitrariamente Lagrangianas-Eulerianas (ALE) para
flujos viscosos con superficie libre.

La descripcién cinematica (i.e. la relacién entre el fluido en movimiento
y la malla de elementos) es extremadamente importante en dindmica de
fluidos multidimensional. En la mecanica de los medios continuos se
emplean dos descripciones clasicas. La primera es la Lagrangiana donde
los nodos de la malla coinciden a lo largo del tiempo con las particulas
materiales. En esta descripciéon no aparecen términos convectivos lo que
simplifica considerablemente los calculos numeéricos; ademds, se pueden
estudiar con gran exactitud los contornos o interfases en movimiento. Pero
la descripciéon Lagrangiana no trata satisfactoriamente las distorsiones del
continuo, produciéndose penetraciones y desapariciones de los elementos. En
cambio la segunda descripcidn, la Euleriana, permite enormes distorsiones sin
problemas puesto que la malla permanece fija con respecto al laboratorio y
el continuo se mueve a través de ella. Pero este ultimo método presenta
dos inconvenientes importantes: (i) los términos convectivos, que introducen
dificultades numeéricas, aparecen debido al movimiento relativo entre la malla
y las particulas; y (ii) los contornos e interfases en movimiento relativo no
pueden ser descritos con exactitud sin un excesivo costo computacional o sin
introducir sofisticadas hipdtesis para las condiciones de contorno.

Debido a las limitaciones de las descripciones puramente Lagrangianas o
Eulerianas, se han desarrollado las técnicas ALE, primero en diferencias
finitas por Noh (1964) y Hirt et al. (1974), entre otros, y posteriormente
en elementos finitos por Donea et al. (1977), Belytschko y Kennedy (1978),
Hughes et al. (1981), y Donea (1983). Este nuevo método se basa en
definir de forma arbitraria el movimiento del sistema de referencia. De
esta forma la malla de elementos finitos se puede adecuar al movimiento
continuo, describir con exactitud el movimiento de las interfases o contornos,
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y mantener elementos con formas regulares. Las ecuaciones fundamentales
en el ALE siguen presentando términos convectivos, pero la posibilidad
de movimiento de la malla permite, en ciertos casos, reducir su influencia
relativa.

Es evidente que algunas veces es dificil reducir las velocidades convectivas
y al mismo tiempo optimizar el remallado del continuo. En estos casos,
el remallado tiene prioridad y hay que implementar técnicas numéricas
para suprimir las oscilaciones espireas que aparecen con numeros de Peclet
moderados o altos. Una forma de controlar estas oscilaciones, debidas al
carécter no autoadjunto de las ecuaciones, es refinar considerablemente la
malla, pero es evidente que el costo es muy importante y por lo tanto las
ventajas del MEF frente a otros métodos quedan reducidas. Richtmyer
y Morton (1967) introdujeron en las técnicas de diferencias finitas la
idea de ponderar a contracorriente las derivadas del término convectivo.
En elementos finitos las primeras referencias corresponden a Heinrich et
al. (1977), Hughes (1978), Belytschko y Kennedy (1978), y Heinrich y
Zienkiewicz (1979), entre otros. Ultimamente, Donea (1984) y Lohner
et al. (1984) recomiendan formulaciones de Taylor-Galerkin para procesos
altamente convectivos, mientras que Brooks y Hughes (1982), Hughes y
Tezduyar (1984), y Hughes y Mallet (1986) prefieren una formulacién de
Petrov-Galerkin. Aqui se implementan las técnicas de Petrov-Galerkin por
la extrema dificultad que supone utilizar Taylor-Galerkin con ecuaciones no
autoadjuntas de difusién no lineal como pueden ser las de Navier-Stokes
para fluidos no Newtonianos. Es importante observar que las ecuaciones que
gobiernan el remallado son puramente convectivas, por lo tanto, también se
emplea una formulacién de Petrov-Galerkin ponderada a contracorriente en
su desarrollo.

La organizacién de la presente monografia es la siguiente: primero se
introduce la notacién y la cinematica empleada en el ALE para derivar
las ecuaciones fundamentales; seguidamente se presentan estas ecuaciones
(continuidad y equilibrio) en forma referencial y se formulan las ecuaciones de
actualizacién de la malla. Una vez se han definido las ecuaciones diferenciales
que gobiernan el movimiento del fluido, se formulan las ecuaciones integrales
asociadas, lo que conduce, después de la discretizacion correspondiente,
a sistemas de ecuaciones que se resuelven por algoritmos predictores—
correctores. Finalmente, se estudian tres problemas para demostrar la
eficacia de la metodologia propuesta.
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2.— BASES TEORICAS PARA UNA DESCRIPCION ARBITRA-
RIAMENTE LAGRANGIANA-EULERIANA

2.1.— Definiciones y notacién

Las dos formulaciones cldsicas para describir el movimiento de un continuo
son: la Lagrangiana y la Euleriana. En la primera, el sistema de referencia
se mueve solidario con las particulas materiales siendo Ry y X el dominio
y las coordenadas de un punto material, respectivamente; en la segunda, se
utiliza un sistema de referencia fijo en el laboratorio donde el continuo y sus
puntos se simbolizan por Rz y @, respectivamente. En la descripcién ALE, el
continuo se “observa” desde una referencia arbitraria que puede, por lo tanto,
tener una velocidad relativa con respecto al laboratorio, y al mismo tiempo
ser absolutamente independiente del movimiento de las particulas. En esta
referencia el continuo se denota por Ry y las coordenadas de un punto por
x- La Figura 1 es un esquema de los dominios citados con las biyecciones &
y ¥ que relacionan Ry con Rz y con Ry, respectivamente. De hecho, ® y
W pueden representarse simbélicamente por:

Dominio espacial (contiguracion actual de R, )

]

Il

]

// Generalmente en
movimiento

o Movimiento de
Dominio de las particulas =¢, ¢!

referencia
\‘p‘»
) Generalmente en

(fijo)
Dominio material N= movimiento

FIGURA 1. Diagrama esquemdtico de los dominios y transforma-
ciones en una descripcién Arbitrariamente Lagrangia-
na-Euleriana

=
I
g
=
"
<
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donde ¢ denota tiempo. Es importante observar que la descripcién ALE
equivale a una formulacién Euleriana si @ es la funcién identidad en cualquier
instante. Asi mismo, si ¥ es la identidad, se obtiene una formulacién
Lagrangiana.

Puesto que el tinico dominio fijo en esta formulacién es el referencial, i.e. Ry,
conviene expresar las derivadas materiales de forma referencial. Sea f(z,?)
una propiedad fisica definida en el laboratorio. Utilizando las funciones
descritas en Ecs. (1) y (2) se puede escribir

f(x,t) = f*(x’t) = f**(xat) (3)

donde * y ** denotan “con respecto a x y X", respectivamente, y por
composicién de funciones (o) se definen f* y f** como

Ff=fo® y fT=fodo¥l . (4)

Derivando esta propiedad fisica con respecto a t¢, manteniendo X fijo
(i.e. derivada material de f**) y aplicando la regla de la cadena, se obtiene

of _ o7 of"
S0 | = 5000 | i g (5)
con 6
Ox

siendo w la velocidad de las particulas desde la referencia y donde —

ot

significa derivada parcial con respecto al tiempo manteniendo ¢ fijo. En el
caso de que la propiedad fisica sean las coordenadas espaciales z de un punto,
las Ecs. (3) y (5) se transforman en

Ty = wI(Xat) = :E:‘*(X,t) (7)
y Or** Ozt 9 *
2 _ gz R

S0 | = G0 | wigted) (®)

A partir de esta ecuacién se puede definir la velocidad material de una
particula v y la velocidad de la malla ¥ como

* %
8:1:1:

ot

g =

X0 | (9a)

R Oz
=Gt (o)
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respectivamente. Por lo tanto la Ec. (8) se puede escribir como

1 = Vg Ja)(j )
o bien
¢; =0; — V4 , (11)
donde Bt
m.
G = Wy axz, ) (12)
J

es la velocidad convectiva. Las Ecs. (10), (11) y (12) fueron desarrolladas
originalmente por Hughes et al. (1981) y forman la base de los métodos
automaéticos de remallado que se presentan a continuacion.

Antes de proseguir con las definiciones, es importante observar que w (i.e. la
velocidad de las particulas con respecto a la referencia) es idénticamente igual
a v (i.e. velocidad material de las particulas) en una descripcién Euleriana
puesto que, la referencia y el laboratorio coinciden. Ademas, en este caso la
velocidad de la malla es nula (% = 0) y por lo tanto, la velocidad convectiva,
¢, es igual a la material v. Por otro lado, si w es idénticamente nula es porque
no existe movimiento relativo entre las particulas y la malla (i.e. referencia),
es decir que ¥ = v, ¢ es nula y la formulacién es Lagrangiana.

Finalmente, substituyendo la Ec. (12) en la Ec. (5) y aplicando la regla
de la cadena, se obtiene una relacién entre la derivada temporal material, la
temporal referencial y la espacial

af*+
ot

_of*
X Ot

(60| +eslmy (13
X T4

(X, 1)

2.2.— Actualizacién Referencial versus Lagrangiana

En una descripcién Lagrangiana la actualizaciéon de cualquier propiedad
fisica es sencilla y se realiza siempre siguiendo el movimiento de la particula
material. Haciendo un desarollo en serie de Taylor de primer orden de la
propiedad f con respecto al tiempo, se obtiene

k% _ k% ?ﬁ
X d) = FE ) + T (X,) ‘x+"' (14)

Si se realiza el mismo desarrollo en el caso referencial, se obtiene la siguiente

Pt dt) = 000 + dt (D) |+ (15)
X

ecuacion:
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que también puede escribirse haciendo uso de la transformacién ¥, para
refirirse a las particulas materiales, como

Fe X, b+ dt),t+ dt] = f*[@71(X, 1), 1]

of 1o -1 ‘
dt — |~ (X,1),t
g ot [ (X,1) ] x=21(X,t) *

(16)
o bien,

X, t+dt) = X, t) + dtaf**(x t) ‘ + (17a)

Y ? 8t b x:lj—l(x,t) oo

donde

X = ¥(x,t+dt) Y X =%(x,t) ; (17b)

Si se comparan las Ecs. (17a) y (14), se puede observar que ambas
tienen términos similares a la derecha de la igualdad, pero a la izquierda
de la igualdad, la funcién f** estd referida a particulas distintas. X y
X son dos particulas materiales diferentes que en los instantes ¢ y ¢ + dt,
respectivamente, ocupan la misma coordenada referencial. Por lo tanto, en
una formulacién referencial, actualizaciones sencillas del tipo de la Ec. (15)
no pueden utilizarse para materiales cuyas propiedades vayan asociadas a
cada particula y trayectoria (materiales con memoria), puesto que para cada
incremento de tiempo se estd cambiando de particula como puede observarse
en (17). En cambio para materiales homogéneos sin memoria, como por
ejemplo Fluidos Newtonianos Generalizados, la Ec. (15) puede implementarse
directamente, puesto que las propiedades materiales s6lo dependen, en cada
instante, del campo de velocidades existente y no de la particula material
asociada. Ejemplos de técnicas ALE aplicadas a materiales con memoria se

pueden encontrar en Liu et al. (1986), (1987a) y (1987b).

2.3.— Teorema del transporte de Reynolds en forma Referencial

Para poder establecer en ALE las ecuaciones integrales de las leyes de
conservacién, la derivada material de una propiedad escalar G(t), debe ser
estudiada. Sea G una funcién definida por la integral de volumen

G(1)= [, £00) do (18)

con el volumen de control V, incluido en el dominio R,. Haciendo uso el

teorema de la divergencia se puede demostrar (Donea, 1983) que la derivada
material de la Ec. (18) es

%%(t) \X: /Vx aaft* (x,1) ’x dQ + ?%VX w; n; f*dS (19)
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donde w es la velocidad de las particulas vista desde la referencia, Ec. (6),
y # es la normal exterior al contorno de Vy (i.e. 8Vy). La ecuacién anterior
establece que la velocidad de variacién de G(t) es igual a la cantidad
instantaneamente creada en V) mas el flujo a través del 0V, debido al
movimiento relativo de la referencia. La particularizacién de la Ec. (19) a los
casos Lagrangiano y Euleriano se realiza automaticamente substituyendo w
por 0 o por v, respectivamente.

3.— FORMULACION DE LAS ECUACIONES FUNDAMENTA-
LES

3.1.— Ecuaciones de equilibrio y continuidad por el método ALE

Para simplificar la formulacién, la notacién * y ** que diferenciaba los tres
dominios: Rz, Rx ¥ Ry, se abandona. El Apendice A presenta la derivacion
de las ecuaciones de continuidad y equilibrio para las diferentes formulaciones
haciendo uso de la Ec. (19), estas ecuaciones en forma referencial se escriben:

0p Opw;
7y ix By 0 en Ry (20a)
,0v; .oy 0Ty
Pot by TP ax; ~ Bxj +pgi en By (200)
donde
A Oz:
J = det[ mt] (20¢)
ox;
ﬁ(Xat) = J p(x,1) (204)
: - Oxi
Ty =J - Okj (20€)

p es la densidad del material, g la aceleracion de la gravedad, y o y
T son los tensores de tensiones de Cauchy y primero de Piola-Kirchhof,
respectivamente.

Las ecuaciones (20) no suelen ser utilizadas con el método de los elementos
finitos porque el término del tensor de tensiones en la Ec. (20b) presenta
dificultades muy similares a las existentes en una formulacién Lagrangiana
(i.e. tensor de tensiones no simétrico o bien aumento del costo numérico
por el uso del segundo tensor de Piola—Kirchhoff, y ademas, las ecuaciones
constitutivas se escriben normalmente en funcién del tensor de tensiones de
Cauchy). Por lo tanto, se sugiere una formulacién diferente (Hughes et al.,

1981).
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Si se opta por una formulacién de las ecuaciones fundamentales en Ry
para simplificar el tratamiento del término de tensiones, se necesita, en
cada instante, una transformacién de Ry en Rg puesto que todas las
incégnitas estdn en funcion de las coordenadas referenciales. Para simplificar
esta transformacién, las derivadas temporales se dejan en forma referencial
(i.e. derivadas con respecto al tiempo manteniendo x fijo). Substituyendo la
Ec. (13) en la forma Euleriana de las ecuaciones de continuidad y equilibrio
se obtiene (ver Apendice A)

dp dp
T .x + ¢ 9oy 0 en Ry (21a)
Ov; ov;  Ooij
P 5 + pc; B, = 9, + pg; en R, (21b)

El origen de las Ecs. (21) y su similitud con la forma Euleriana de las
ecuaciones fundamentales ha inducido a algunos autores (Belytschko et al.,
1980) a denominar la presente formulacién como “Quasi-Euleriana”.

Las Ecs. (21) presentan un término convectivo; por lo tanto, una de las
dificultades de las técnicas Eulerianas también estd presente en el método
ALE. Pero la posibilidad de escoger arbitrariamente la velocidad de la malla
de elementos, #, permite reducir, en algunos casos, la velocidad convectiva de
forma que los problemas numéricos asociados con las ecuaciones de transporte
quedan soslayados.

De una forma paralela, las condiciones de contorno, necesarias para la
resolucién del problema, se plantean con mayor facilidad en R; que en el
dominio referencial. Por lo tanto se impone

v; = b; sobre GRZ (22a)
o;; = hi sobre 8R2 (22b)

donde b y h son, respectivamente, las velocidades y tensiones prescritas
en el contorno; n es la normal exterior a OR;, siendo OR; el contorno
(seccionalmente continuo) de Rg. Se supone que R admite la siguiente
descomposicién

OR, = ORb U ORE (23a)
0 = 8RY N OR" (23b)

con ORY y OR] subconjuntos de ORg. La barra que aparece en la Ec. (23a)
representa la clausura del dominio y (0 es el conjunto vacio.
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3.2.— Descripcién del material

El problema de contorno no queda completamente definido mientras no
se especifique la ecuacién constitutiva del material (i.e. una relacién entre
el tensor de tensiones y/o sus derivadas y el vector de deplazamientos y/o
sus derivadas). La formulacién que aqui se presenta es aplicable a cualquier
tipo de material siempre que la actualizacién de las diferentes funciones se
haga adecuadamente. Recuérdese que en el método ALE dicha actualizacién
no es trivial. A continuacién se presentan las ecuaciones para fluidos no
Newtonianos, la formulacién para la mecanica de sélidos no lineales puede
encontrarse en Liu et al. (1986), (1987a) y (1987b).

En la Tabla 1 se presentan algunos de los modelos no—Newtonianos mas
usuales (ver Bird et al,, 1977). En general el tensor de tensiones queda
definido por

oi; = —Péij + 1ij (24a)
. Bvi 8'0_7' ;
Y5 = 3o, * Bag y Y p= p(¥ij) (24b)

siendo p la viscosidad dinamica funcién de la velocidad de deformacion 7,
P la presién termodinamica y é;; la delta de Kroneker. El método que se
presenta es independiente del modelo de Fluido Newtoniano Generalizado
escogido. Es obvio que estos materiales no poseen memoria; por lo tanto, en
cualquier instante y punto, el tensor de tensiones sélo depende del campo de
velocidades espacial y obviamente, su actualizacién es sencilla.

Es importante observar que si el proceso de flujo viscoso se supone isotermo

N ; B .
y barotrépico (i.e. F(P,p) = 0) y si s siendo B el modulo
p

volumétrico del fluido; la ecuacién de continuidad, Ec. (21a), puede escribirse

(Liu y Ma, 1982)

10| Lo
B ot (X Oz

=0 en Ry (25)
o bien substituyendo la Ec. (12) en la anterior

18P| S AL en Ry.  (26)
_ .

B ot by VB 0z | Bas
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4.— REMALLADO AUTOMATICO

4.1.— Introduccién

La posibilidad de mover arbitrariamente la malla en una descripcion ALE
es sumamente interesante. Se consigue un seguimiento de las superficies
materiales con la precisién caracteristica de los métodos Lagrangianos y
al mismo tiempo, se conserva la regularidad de la malla evitando la
interpenetracién de los elementos. Pero, esto requiere un algoritmo eficiente
y general que actualice los desplazamientos (d), las velocidades (3) y las
aceleraciones (@) de la malla. Normalmente las técnicas de remallado se
caracterizan por desarrollos heuristicos que s6lo permiten su aplicacién a
los problemas particulares para los que fueron disefiadas, o bien, requieren
la intervencién periédica de un operador. Este ultimo caso presenta dos
problemas: (i) el encarecimiento de los costos de célculo por la participaciéon
de un operador experimentado en el tipo de problema estudiado, y (ii)
la introduccién, normalmente, de excesiva difusién en el transporte de las
variables. Aqui se presenta una metodologia general e integradora que
permite un remallado automatico, solventando de esta forma gran parte de
los inconvenientes mencionados.

El sistema de referencia se toma fijo, pero tiene un movimiento relativo con
respecto al laboratorio o con respecto al continuo que es arbitrario; es decir,
la velocidad de las particulas vistas desde la referencia, w, y la velocidad
de la malla con respecto al laboratorio, ¥, se escogen arbitrariamente. En
todo caso, estas dos velocidades estdn interrelacionadas por la Ec. (10) y
por lo tanto, en cuanto se fija una de ellas, la otra queda automaticamente
definida. Es importante observar que si se prescribe 9, entoces d y @ estan
automaticamente definidos, y consecuentemente no es necesario evaluar w.
Por el contrario, si se desconoce © pero w esta dada, hay que resolver la
Ec. (10) para evaluar ¥ y a partir de ella actualizar la malla. En todo
caso, se pueden prescribir velocidades referenciales mixtas (i.e. 9 dada
en una o varias direcciones espaciales mientras que w se prescribe en las
restantes). Es obvio que uno de los problemas principales del método ALE
es el encontrar la “mejor” eleccién para estas velocidades y un algoritmo
eficiente para la actualizacién de la malla. Se pueden plantear tres casos
distintos dependiendo de que velocidad se prescribe (¥, w o mixtas).

4.2.— Movimiento de la malla prescrito a priori

Se define ¥ en los casos en que el movimiento del contorno se conoce de
antemano a cada instante. Liu et al. (1986) utilizan una velocidad constante
de la malla para reducir la convectividad en un problema de propagacién de
ondas de presién, mientras que Liu et al. (1987) implementaron una férmula
“ad hoc” para incrementar la densidad de elementos donde las funciones



A. Huerta 13

incégnita varian rapidamente. Finalmente, el problema de interaccion
fluido viscoso estructura que se presenta mas adelante, entra dentro de esta
categoria puesto que el movimiento del contorno del fluido se conoce en cada
instante.

4.3.— Método de la matriz de Euler-Lagrange

El caso en que w se fija arbitrariamente es una formalizaciéon del método
propuesto por Hughes et al. (1981). Sea w

v, =
ot IX

= (835 — o) ; (27)

siendo [a;;] la matriz de Euler-Lagrange que cumple: aj; =0sit # j y a4
es real (los indices subrayados indican que no se efectua suma en ellos). En
general las alphas varian en el espacio y con el tiempo, pero es usual definirlas
constantes con respecto al tiempo. Es decir, la matriz de parametros de
Euler-Lagrange se define una sola vez en cada punto. La Ec. (27) impone la
condicién de que w es colineal con la velocidad material. Esta ecuacién se
definié de esta forma porque si a;; = §;; entonces w = 0, obteniéndose una
descripcién Lagrangiana, mientras que si a;; = 0, w = v y por lo tanto se
emplea una descripcion Euleriana.

Es importante hacer notar que este método presenta ciertos problemas; por
ejemplo, mientras ¥ tiene una interpretacién fisica clara (i.e. la velocidad
de la malla), w es mucho mads dificil de visualizar (excepto cuando es
perpendicular a superficies materiales que vale cero) y por lo tanto es
bastante laborioso mantener elementos regulares en un dominio que sufra
grandes deformaciones prescribiendo exclusivamente las alphas. Debido a
este inconveniente, se introduce una formulacién mixta que se presenta en el
siguiente apartado.

Puesto que w se define en la Ec. (27), las otras velocidades quedaran
‘determinadas a partir de las Ecs. (12) y (10), que se transforman,
respectivamente, en

Jdz;
¢ = @(%’k — o) (28)
y
Oz;
0; = v; — (6.3 — aip)vp—0 : 29
Vi =Yg (]L ajk)vkaxj ( )

Estas ecuaciones deben verificarse en el dominio referencial y a lo largo de
su contorno. Substituyendo las Ecs. (9) en (29) se obtiene la ecuacién basica
para remallado automatico

oy
8t |y

+(651 — g ) o VT 0 (30)
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La Ec. (30) sélo difiere en el ultimo término de la propuesta por Hughes
et al. (1981), aunque esta diferencia no exista si los pardmetros de Euler-

. . . . Oz;
Lagrange se escogen iguales a uno o cero. La matriz jacobiana (Le'@x '>,
en cambio, no aparece en la formulacién de Liu y Ma (1982). Es importajnte
observar por tltimo que la Ec. (30) modela un proceso de conveccién
puro y por lo tanto presenta los problemas numéricos caracteristicos de las
ecuaciones no autoadjuntas.

La Ec. (30) y por lo tanto la técnica ALE basada en el método de los
parédmetros de Euler-Lagrange, es extremadamente util en ciertos problemas
como por ejemplo la propagaciéon de ondas largas (“Tsunamis”) y, en general,
en cualquier problema de flujo con superficie libre donde esta superficie puede
ser escrita como z3; = z34(z1,23,t) siendo z1 y z3 dos direcciones Eulerianas
(i.e. 1 = x1 ¥y 2 = Xx2). Es decir, la superficie libre se define como una
coordenada espacial que es una funcién continua y diferenciable con respecto
al tiempo y a las otras dos coordenadas espaciales que son fijas. En estos
problemas la matriz de Euler-Lagrange sélo tiene un término no nulo, o33
(normalmente igual a 1), y la tnica ecuacién no trivial de la Ec. (30) es

Oz3s Oz3s Oz3s Oz3s
—v3 = -1 : 31
Tm torg g~ v (ag3 — 1)vs s (31)

Se observa claramente que la ecuacién anterior es la ecuacién cinematica de
una superficie, y por lo tanto puede escribirse como

Ozs
-a—ts x+viniNs:a(:c1,:c2,:c33,t) (32)
donde n es la normal exterior a la superficie que tiene por componentes:
Oz, Oz
( 3 =3 —1> , (33a)
Ox1° Ix2

N es su norma

O35\ 2 Oz3s\ 2
e o ) 2
A Ix1 dx2
Oz3s 2 Oz3s 2
=+ (52) + (3) , 33
Gy ) T ey (330)
y a(z1,z2,235,t) es la “velocidad de acumulacién” que expresa las ganancias

o pérdidas de masa en el interior de la superficie (Hutter y Vulliet, 1985),
deduciendose automéaticamente tras comparar las Ecs. (31) y (32)

Ozsg O3,
1) = —1lvg—— = . 34
a(zy,zg,z35,1) = (@33 — 1)v3 s~ S O (34)
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La superficie libre en problemas isotermos es material; por lo tanto la
velocidad de acumulacién debe ser nula y consecuentemente 33 tiene que
ser igual a uno a lo largo de esta superficie. Esta misma conclusién puede
obtenerse si se observa que las particulas no pueden cruzar la superficie y
por lo tanto w3 debe ser nulo. Aunque la Ec. (30) puede ser generalizada
a problemas donde z1 y/o z3 sean no-Eulerianos prescribiendo alphas no
nulos en estas direcciones, el control de la regularidad de los elementos es
complicado a partir del ajuste de las alphas.

4.4- Formulacién mixta

Debido a las restricciones del método de las alphas, se propone una
formulacién mixta para la resolucién de la Ec. (10). Uno de los objetivos de la
metodologia ALE es el describir numéricamente con exactitud los contornos
en movimiento que son normalmente superficies materiales. Por lo tanto, a
lo largo de estas superficies w - n = 0, donde n es la normal exterior. Otro
objetivo del método ALE es el evitar la interpenetraciéon de los elementos y
esto se realiza mucho mejor si, una vez conocida la posicién del contorno, se
definen los desplazamientos o las velocidades de la malla (por ejemplo a través
de ecuaciones potenciales), porque ambos d y ¥ gobiernan directamente la
forma de los elementos. En conclusion, se deberia de poder forzar w-n =0
a lo largo del contorno mientras se definen las d’s o las #’s en el interior.

El sistema de ecuaciones diferenciales definido en la Ec. (10) debe resolverse
a lo largo del contorno en movimiento. Observerse que resolviendo primero
para w; en funcién de (v; — 9;), la Ec. (10) puede reescribirse como

JI (v — b5) = Jw; (35a)
o bien
ailli NSD 'Uj - 'l:’] =5 j
o1 X—’Ul'— ; TJ-:—jﬁwi (351))

i

donde J es el jacobiano que ya se definié en la Ec. (20c) y J" es el cofactor

(i.e. determinante menor complementario con signo) del elemento 3—;2 de
la matriz jacobiana. Sin pérdida de generalidad y para poder simpliﬁczja.r la
formulacién de las ecuaciones, se supone que los contornos en movimiento
son perpendiculares en el espacio de referencia a un eje coordenado. Sea x3
el eje perpendicular a la superficie libre, las dos primeras ecuaciones de (35)
son triviales porque en las direcciones x1 y x2 la velocidad de la malla esta
prescrita y por lo tanto el movimiento de la malla es conocido, pero en la

tercera direccién se debe, dados ws, v1 y 09, resolver para v3; por lo tanto
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en esta direccién se puede escribir explicitamente

X j13 X J23 A J
vg—ﬁ(vl—vl)—ﬁ-(vg—vg)—%:—%wg (36)
o bien
Oz3 I 1 j13(8$35 8:1333)
ot Iy  J33 x1’ 9xa
. ~ 8 8 - e 8 a
_ Y2 v2J23< z3s 3333) e — Aw3J( Z3s m33> (37)
J33 dx1° 9x2 J33 N 0x1 Oxa
A op e Oz3, 213 723 . . =
donde v3 se ha substituido por 3 s J2, J?°, y el jacobiano J son
. (911335 81335- 233 . s . <
funciones de y de ——; J°° esindependiente de z3,; y z35 es la ecuacion
Ix1 dx2

de la superficie libre. En la Ec. (37) 35 es la funcién incégnita mientras que
w3, 91 y Dy son conocidas. Si 97 = 93 = 0 (i.e. la descripcién Euleriana se
emplea en las direcciones x1 y X2), se obtiene de nuevo la ecuacién cinematica
de una superficie, Ec. (31). Con una formulacién mixta se pueden prescribir
91 y Dy (como un porcentaje de la celeridad del frente de onda, por ejemplo)
y consecuentemente obtener mejores resultados que cuando se fijan a7 y a9
en la Ec. (31), cuya interpretacién fisica es mucho maés oscura.

Es importante observar que con una formulaciéon mixta las ecuaciones de
actualizacién de la malla (Ecs. (35) y (36)) se resuelven, exclusivamente, a
lo largo de los contornos en movimiento; mientras que con el método de
la matriz de Euler-Lagrange las ecuaciones de actualizacién de la malla
(Ec. (30)) se resuelven en todo el dominio y su contorno. Como se comentd
anteriormente dentro del dominio existen diversas técnicas para realizar
el remallado; por ejemplo, se pueden utilizar ecuaciones potenciales de
remallado cldsico, o bien definir las velocidades en el interior como un
porcentaje de las del contorno. Estos métodos se aplican al analisis de la
rotura de una presa y al chapoteo de gran amplitud.
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5.— FORMULACION PETROV-GALERKIN DE LA FORMA
DEBIL

El problema de contorno ha quedado completamente definido por las
ecuaciones de continuidad y equilibrio, las condiciones de contorno, la
ecuacién constitufiva y la ecuacidén de actualizaciéon de la malla. Para
resolver este problema por el método de los Elementos Finitos, las ecuaciones
diferenciales citadas anteriormente deben transformarse en sus equivalentes
integrales. Este paso se realiza mediante la teoria de residuos ponderados
que puede formularse de diversas maneras. Aqui se utiliza la formulacién de
Petrov—Galerkin ponderada a contracorriente para la ecuacion de equilibrio
y de actualizacién de la malla, mientras que se emplea Galerkin para la
ecuacién de continuidad. Ademds la formulacién mixta presién—velocidad
(P—v) implementada aumenta la eficiencia y exactitud numéricas. Al utilizar
elementos de presién constante, las funciones de peso e interpolacién son
constantes dentro del elemento y discontinuas en su contorno. La funcién de
peso para la ecuacién de continuidad se denota por § P, y la ecuacién integral
associada a la de continuidad, Ec. (22), se escribe

P .
12 83 dRy = 0 (38)

> o P a0 Ix WRe + > e P

donde se ha discretizado el dominio espacial, Rz, en subdominios, RS, y E

e
simboliza la suma sobre todos los elementos.

La formulacién de Petrov—Galerkin ponderada a contracorriente requiere
funciones de peso de la forma

dv = bw + ép (39)

donde $w es continua en R; y ép representa la perturbaciéon discontinua
ponderada a contracorriente; ép se supone continua y diferenciable en el
interior de los elementos. Se puede demostrar (Brooks y Hughes, 1982)
que ponderar el término convectivo de la Ec. (21b) con év es equivalente
a introducir una difusividad artificial en esta ecuacién. Si se desea obtener
una formulacién consistente no se puede ponderar exclusivamente el término
convectivo con év mientras los demés se multiplican por la funcién continua
cldsica: éw, sino que todos los términos deben de multiplicarse por év. La
ecuacién integral associada a la Ec. (21b) es

Ov; Ov; do;;
= 2T pg)d
/R 5““( Bt lx TP %, T oa, pgl) Hlo ¢

Z/e p2< Ov;

Ov; d0;;

TP pe, T Bmy PO

‘x ) dR, = 0 (40)
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que junto con la ecuacién constitutiva, Ec. (26), y las condiciones de contorno
naturales, Ec. (24b), da

0
S o 005

Ov;
y dR; + ;/Rg dv; pcj'a—:c;- dR; —

I(éw;) [ 9(bw;) 3(&03-)][61)1' 31)]]
/3 be; © Wta / B2; T 0w JlOz; T Omsl T

50’2_7

Z/ 5?1

dRy — /Re 6v; pgi ARy —
e T

/aRh Sw;h;dS = 0 . (41)

Como consecuencia de la extensa discusién presentada por Hughes y Brooks
(1982), se desprecia en la ecuacién anterior, la influencia de la perturbacién,
§p, en el término de difusion, %. En este caso, se puede observar en la
Ec. (41) que la perturbacién de 137 funcién de peso sélo afecta los términos
de masa, de conveccién y de fuerzas volumétricas; mientras que los términos
viscosos, de presién y de fuerzas sobre el contorno no estan influenciados.

Finalmente, la ecuacién integral asociada con las ecuaciones de
actualizacién de la malla, Ecs. (30) o (35b), se obtiene aplicando de nuevo una
formulacién de Petrov—Garlerkin ponderada a contracorriente. Las funciones
de peso, 6z, se componen de nuevo, de dos términos: las funciones de
interpolacién continuas y las de perturbacién. Obsérvese que en este caso, las
ecuaciones son puramente convectivas, por lo tanto se sigue la metodologia
de Hughes y Tezduyar (1984) para obtener la forma débil, a partir de la
Ec. (30)

Oz; Oz;
b2, =L | dR /6-6-—~.,ZdR—/5--dR:0
/Rx Tq at Iy x T Ry z; ( Ik O“Jk)vk an X R, Tq Vg alty
(42a)
y a partir de la Ec. (35b)
NSD
/ 5:,:10‘” dR, — / bz, > JJﬂdR
X JL
J#l
—/ 6:c~(v-—iw-)dR ~ 0 (42b)
Ry 1 \ V1 jll_ Z X —

Una descripcién mas detallada de dz para ambas técnicas de remallado
puede encontrarse en el Apendice B. En general la Ec. (42b) puede ser
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empleada para actualizar toda la malla de elementos finitos, pero para
optimizar la eficiencia de célculo, dicha ecuacién sélo se aplica a la superficie
libre mientras que formulaciones mas sencillas se implementan para el interior
del dominio; véanse por ejemplo, el flujo de un fluido sobre un lecho seco o
bien el problema de chapoteo que se presentan mas adelante.

Obsérvese que las ecuaciones de continuidad y de equilibrio, Ecs. (38) y
(41), se integran sobre el dominio espacial; mientras que las de actualizacion
de la malla estan definidas de forma referencial y por lo tanto, sus ecuaciones
variacionales asociadas, Ec. (42), se integran directamente sobre la referencia
fija.

La perturbacién discontinua ponderada a contracorriente, ép, se escribe
como (Brooks y Hughes, 1982)

= ey Tl W

donde la difusividad artificial, k, se define con un criterio espacial (Brooks y

Hughes, 1982)

7 §c€h§+7—]cnhn

- 44
o (44a)
o bien con uno temporal (Hughes y Tezduyar, 1984)
- 1 -
k= E(ﬁcg + ey At (44b)
con
— C£ hf P
£ = cotgh(ag) —1/ag g = o (45a)
- cnhyp
7 = cotgh(ay) —1/ay By = ——— (45b)



Formulacién Arbitrariamente Lagrangiana—Euleriana 20

6.— ECUACIONES MATRICIALES Y ALGORITMO

Las ecuaciones integrales, Ecs. (38), (41) y (42), después de la integracién
en el espacio, conducen al siguiente sistema de ecuaciones:

MPP + 9P (P) + GTv = 0 (46a)
Ma + n(v) + Ky,v — GP = fe* (460)
Mb + i(z) — Mv = 0 (46¢)

«T'»

donde el superindice denota matriz traspuesta; MY, M y M son las
matrices de masa generalizadas para presion, velocidad y velocidad de la
malla, respectivamente; 17P, 1 v 1 son los términos convectivos generalizados
para presién, velocidad y velocidad de la malla; fé%t es el vector global de
fuerzas externas aplicado al continuo; K, es la matriz de viscosidad del fluido;
G es la matriz operador divergencia; v, P y ¥ son los vectores de incégnitas
nodales para velocidad, presién y velocidad de la malla, respectivamente; y
P y a son las derivadas temporales de la presiéon y la velocidad material
manteniendo la referencia fija. Las definiciones de estas matrices y vectores
se pueden encontrar en el Apendice B. Obsérvese que la Ec. (46¢) es la forma
matricial de la Ec. (42b) si, como es usual, las superficies a actualizar son
materiales.

Las Ec. (46a) y (46b) se resuelven utilizando el algoritmo predictor-
corrector presentado por Liu y Gvildys (1985). Una vez calculados los
campos de presién y velocidad, se resuelve la Ec. (46¢) utilizando de nuevo un
algoritmo predictor-corrector. Este ultimo paso crea una importante carga
numérica puesto que el bucle para el cdculo de la Ec. (46¢c) se encuentra
dentro del bucle principal para evaluar el campo de velocidades y presiones,
i.e. Ecs. (46a) y (46b). Pero es importante observar que para evitar “difusién”
entre nodos Lagrangianos y Eulerianos (ver Hughes et al., 1981), la Ec. (46¢c)
se obtiene tras aplicar la cuadratura de Lobatto; por lo tanto, M es diagonal
y la resolucién de la Ec. (46¢) es explicita.

Para aumentar la eficiencia numérica del progama, se pueden implementar
incrementos de tiempo variable. Los limites de estos incrementos se
encuentran en Carey y Oden (1985). La ecuacién de equilibrio para un fluido
viscoso es del tipo de conveccién-difusiéon; su incremento de tiémpo para
integracién se obtiene con la condicién mas restrictiva entre la de difusién, la
de adveccién y la de Courant-Friedrichs-Levy (C-F-L), tomandose el vector ¢
como velocidad de convecciéon. Para la ecuacion de actualizacién de la malla,
que representa un proceso de adveccién puro, sélo se utiliza la condicién de
C-F-L estando el vector convectivo definido en el Apendice B para los dos
tipos de actualizacién que aqui se estudian.

Para el caso particular del método de la matriz de Euler-Lagrange con
una formulacién clasica de Galerkin, la naturaleza particular de la Ec. (46¢)
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permite que se pueda simplificar a (ver el Apendice C)
Mé = Mv — (Lv)z (47)

donde L es una matriz de tercer orden en banda que se calcula después de
leer los datos de entrada del programa, se almacena y se utiliza en cada
incremento de tiempo. La matriz generalizada de masa, M, tiene la misma
ventaja numérica y ademas es diagonal. Recuérdese que estas matrices
se obtienen integrando sobre el dominio referencial que es, por definicién,
fijo en el tiempo. Este procedimiento ahorra sensiblemente el tiempo de
calculo puesto que no es necesario crear matrices en cada incremento de
tiempo e iteracién para resolver la ecuaciéon de actualizacién de la malla. El
tamano de L es NMEQXMAXMNXNSD, donde NMEQ es el niimero de ecuaciones
de la malla (una ecuacién de la malla existe cuando en un determinado
nodo y direccion espacial no se prescribe el movimiento de la malla); MAXMN
es la diferencia maxima, para todos los elementos, entre dos niimeros de
ecuaciones, correspondientes a nodos de un mismo elemento; NSD es el niimero
de dimensiones espaciales. El tamaifio de M es simplemente NMEQ.

7.— EJEMPLOS

7.1.— Introduccién

En esta seccion, se aplica la formulacién ALE a cuatro problemas de
ingenieria. El primero es un andlisis de interaccién fluido estructura donde
la metodologia ALE permite considerar fenémenos no lineales como la
separacion del flujo existente en la capa limite o la creacién de estelas
de remolinos. En este problema se estudian las oscilaciones de un sdélido
arbitrario inmerso en un fluido viscoso. Se desea evaluar la fuerza que dicho
fluido ejerce sobre el sdélido y de esta manera desacoplar el problema de
interaccién simplificandolo a un problema estructural por medio del concepto
de masa y amortiguamiento equivalentes.

El siguiente problema es un modelo numeérico de propagacién de ondas
largas contra la plataforma costera (“Tsunamis”). Se analiza la reflexién, la
transmisién y la propagacion de un tren de olas contra la plataforma costera,
los resultados de este estudio concuerdan favorablemente con otras soluciones
numéricas y con resultados experimentales.

El tercer ejemplo pretende modelar la rotura de una presa y en general,
el flujo de un fluido no Newtoniano con grandes desplazamientos de la
superficie libre. Este problema, que tiene una solucién aproximada para
un fluido perfecto deslizandose sobre un lecho sin rozamiento, presenta
un reto importante cuando se pretende resolver un caso préactico como
por ejemplo, la rotura de embalses de residuos industriales o mineros.
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Se han realizado diversos estudios para modelar este mismo problema
(ej. Jeyapalan, 1980) u otros similares (ej. Brugnot y Pochet, 1981) pero
siempre son necesarias demasiadas hipStesis tanto en (i) el modelo de
flujo como en (ii) la caracterizacién del material. En el presente andlisis
se ha utilizado el método de los elementos finitos puesto que permite la
integracién global de las ecuaciones de equilibrio y continuidad en todo el
dominio, y la implementacién de modelos constitutivos mas apropiados al
comportamiento de los materiales. A pesar de todo algunas aplicaciones
requieren simplificaciones que podrian dar lugar a futuras mejoras.

En el dltimo ejemplo se imponen oscilaciones horizontales a un depdsito
de agua para evaluar su chapoteo. El tratamiento no lineal del movimiento
de la superficie libre permite la obtencién de buenas comparaciones entre los
resultados numéricos y experimentales; ademas, se puede modelar facilmente
grandes amplitudes de oleaje (por ejemplo del 50% de la profundidad del
depdsito).

7.2.— Interaccién fluido viscoso — sélido rigido

En este apartado presenta la aplicacién de la formulacion ALE a un
problema de interaccién fluido viscoso estructura, donde se evalua la fuerza
que el fluido ejerce sobre el sélido mientras este ultimo oscila. Este analisis
sin superficie libre pero con grandes movimientos de contorno se encuadra
en el caso de movimiento de la malla prescrito a priori, desde el punto de
vista del remallado. El movimiento del cuerpo esta gobernado por su masa,
la rigidez y el amortiguamiento de la estructura, el fluido viscoso que lo
rodea y la fuerza externa que actua sobre él (véase la Figura 2). En la
practica ingenieril usual, se emplea el concepto de masa hidrodinamica o
masa equivalente para introducir la influencia sobre el sélido del fluido no
viscoso, ver Fritz (1977) o Liu et al. (1984). Pero cuando se estudian fluidos
viscosos, la fuerza que el fluido ejerce sobre el cuerpo no puede ser descrita
dnicamente por la masa equivalente, y es necesario introducir el concepto de
amortiguamiento equivalente. Para evitar el acoplamiento entre el sistema
estructural (masa — muelle — amortiguamiento) y la ecuaciones no lineales de
Navier-Stokes, la ecuacién del sélido rigido puede escribirse como:

Mdy + Cdy + Kdy = Fegy — Fy (48)

donde M, C y K son, respectivamente, la masa, el amortiguamiento y
la rigidez de la estructura, mientras que Fez¢ y di son la fuerza externa
y el desplazamiento horizontal del sélido. Los puntos denotan derivadas
materiales con respecto al tiempo. F es la fuerza resultante sobre el sélido
que ejerce el fluido (i.e. sin modelar, en realidad, el flujo viscoso) y se supone

de la forma: } .
Ff = Megdy 4 Ceqdy (49)
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d=s, 8in (wt)

<«— SOLIDO RIGIDO

DOMINIO VISCOSO

FIGURA 2. Interaccién fluido viscoso-sélido rigido: esquema del
problema

siendo Meg y Ceq la masa y el amortiguamiento equivalentes. Substituyendo
la Ec. (49) en la Ec. (50) se obtiene:

(M + Meg) dy + (C + Ceg) dy + Kdy = Figy (50)

que puede ser resuelta simplemente, siempre que Meq y Ceq sean datos,
puesto que (50) es la ecuacién estandard de célculo dindmico estructural
en una dimensién. Los valores de Mg, y Ceq se evalian, como se verd
seguidamente, imponiendo un movimiento oscilatorio al sélido rigido

d = sgsinwt (51)

donde s, w y t son la amplitud del movimiento, la pulsacién, y el tiempo,
respectivamente.

Para determinar Meq y Ceq se sigue un procedimiento similar al presentado
por Liu et al. (1984). Es decir se prescribe el movimiento del sélido y se
evalua la fuerza que el fluido, Fy, ejerce contra él. Puesto que aceleracién y
velocidad no pueden aplicarse independientemente entre s (i.e. prescribir la
aceleracion igual a uno y la velocidad a cero, o vice versa), se le impone al
solido un movimiento oscilatorio definido por la Ec. (51). De esta manera,
una vez evaluada FY, se desarrolla en serie de Fourier, y consecuentemente,
el término en fase con la aceleracién se puede diferenciar del que esté en fase
con la velocidad. De estos dos términos se deduce la masa y amortiguamiento
equivalentes. El desarrollo en serie de Fourier de Fy es

Ff = Ay + Z Ay cos (nwt) + Z By, sin (nwt) (52)

n=1 n=1
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donde
do= [ Fyat
0 — '2_7‘_/(.) ki ’ (53@)
1 r2w
An:;/(; F¢ cos (nwt) dt , n=1,...00 (530)
1 pr2m .
Bn:;/o F¢ sin (nwt) dt y m=1...00 (53¢)

Si la hipétesis inicial de que Fy es una combinacién lineal de la aceleracién
y la velocidad es cierta, sélo dos coeficientes (4; y Bj) son no nulos.
Obviamente, dichos coeficientes estan asociados con la misma frecuencia que
la aceleracion y velocidad prescritas. Una vez deducidos los coeficientes 47 y
By apartir de las Ecs. (53b) y (53c), la masa y amortiguamiento equivalentes
quedan determinados por:
= v Cq=2l (54)

Sow Sow

Meq:—

respectivamente.

Para poder determinar los parametros adimensionales que gobiernan
este problema de contorno las ecuaciones de continuidad y equilibrio,
i.e. Ecs. (21), junto con la constitutiva, Ec. (24), se escriben de forma
adimensional. Se define la dimensién b del sélido rigido (ver Figura 2) como la
escala de longitudes; para la escala de tiempo, se toma w™! y como velocidad
caracteristica, se escoje vg = sow. Notese, a partir de la Ec. (51), que v
es la amplitud de la velocidad prescrita al sélido. Finalmente, pbwvg es
la presion caracteristica, siendo p la viscosidad absoluta del fluido. En este
analisis la gravedad es perperdicular al plano que se considera (i.e. las fuerzas
volumétricas son nulas) y se supone que el fluido es incompresible. Por lo
tanto las ecuaciones de Navier—Stokes adimensionales se pueden escibir como:

0v;

=0 (55a)
0v; _% _ 1 9] 0v; 863 opP
% I TF%%, = R, lag—;j (a@ T o) " em 5%

donde las barras denotan funciones adimensionales, 3 es el coeficiente de
amplitud de las oscilaciones y R, se define como el nimero de Reynolds
espectral. A la vista de la ecuacién (55b), es evidente que para fluidos no
viscosos (R, tiende a infinito) la ecuacion resultante es la ecuacién de Euler.

Las soluciones de este problema quedan por lo tanto determinadas por los
dos parametros adimensionales que aparecen en las Ec. (55) y por a, que esta
asociado a la geometria. Estos coeficientes se definen de la siguiente forma:

D s o R
> i B=3 iy Re=5—=F

b 1 B

(56)

0 =
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donde D es el didmetro del contorno exterior del dominio fluido y Re es el

b
) . Es facil observar en la Ec. (55b)

numero de Reynolds clasico, i.e. Re =

que B y R, estan asociados con la conveccién y la difusién respectivamente.
Por lo tanto, para valores “pequefios” de By de Ry, el campo de velocidades
estd gobernado por la difusién, mientras que para “grandes” valores de 8 y
de R, la conveccién domina el flujo.

Para definir el problema de contorno completamente, se presentan a
continuacién las condiciones de contorno, también en forma adimensional.
La condiciones en velocidades se especifican en los contornos, mientras que
la presién sélo debe ser fijada en un punto que se considerara la referencia.
En el contorno exterior, definido por un cilindro, y en la perpendicular al
eje de simetria la velocidad del fluido es nula; pero en el contorno del sdlido
rigido, conocida la condicién de contorno definida en la Ec. (51), la velocidad
adimensional queda definida como:

91 (Z1,imt + d1 (7) ,fz,int) = cost (57a)
93 (Z1,int + d1 (D) s 82,int) = 0 (570)

donde
di (1) = Bsint (57¢)

Y Z;nt son la coordenadas adimensionales del contorno del sélido rigido.

La influencia de S en las ecuaciones de contorno y en las de equilibrio
sugiere el uso de técnicas de perturbacién para resolver este problema, y
de hecho, asi lo han resuelto Pattani y Olson (1987). Pero es obvio que
esta metodologia sélo puede aplicarse cuando 3 es “pequeno”; en cambio,
la formulacién Arbitrariamente Lagrangiana—Euleriana no impone ninguna
restriccién en la magnitud del coeficiente f3.

A menos que se resuelva el problema con técnicas de perturbacién, las
condiciones de contorno en el sélido en movimiento requieren una descripcion
Lagrangiana. Es decir, la malla debe seguir exactamente el movimiento de
las particulas a lo largo de ese contorno. Por otro lado, en el resto del
dominio fluido y fundamentalmente lejos del sélido, una descricion Euleriana
es preferible puesto que una referencia fija a través de la cual las particulas
se desplazan permite grandes distorsiones del continuo. Finalmente, para
poder capturar la capa limite y su influencia sobre el sélido, la densidad de
elementos debe de aumentar en el entorno del sélido. Estos condicionantes
pueden resolverse empleando la formulacién ALE: (i) a lo largo del contorno
del sélido, el movimiento de la malla se prescribe igual al de las particulas,
(if) lejos de las oscilaciones impuestas la malla esta fija, y (iii) se define entre
medio una zona de transicién prescribiendo arbitrariamente un movimiento
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de la malla. Las velocidades de la malla se definen, por consiguiente,

61_{%“[1+%os(%)]wcoswt sil<L

- si>p (89

5y =0 (58b)

donde [ es la distancia horizontal entre el punto referencial (nodo de la malla)
y la superficie del sélido rigido en movimiento, y L es la distancia arbitraria
de transicién.

Finalmente, es importante observar la necesidad de emplear la formulacién
de Petrov—Galerkin ponderada a contracorriente puesto que los efectos
convectivos son importantes. En general estos efectos son mayores cerca
del sélido en movimiento, pero ademas, en este caso particular, la convecciéon
se ve incrementada durante algunos instantes de las oscilaciones debido al
movimiento de la malla. Por lo tanto para nimeros de Reynolds superiores
a 50, la formulacién de Petrov—Galerkin en la ecuacién de equilibrio, es
necesaria. El criterio escogido para la perturbacién a contracorriente es el
temporal puesto que el vector convectivo, ¢, varia con el tiempo, y porque
la mayor conveccién se produce precisamente en los elementos de menor
tamano.

Los resultados numéricos se aplican a un cuerpo circular oscilando
sinusoidalmente. Se ha escogido la forma circular para poder comparar la
fuerza hidrodindmica que se obtenga con este método y la obtenida por la
férmula de Fritz (1977). Esta ultima técnica sélo es vélida para un cilindro
inmerso en un fluido no viscoso, mientras que el método que se presenta
puede aplicarse a cualquier forma y Fluido Newtoniano Generalizado.

Todos los calculos se han realizado en precisién sencilla (32 bits por
real*4) en un IBM-XT con 640 Kbytes de memoria central y un coprocesador
matematico 8087. El parametro adimensional o se toma constante, igual a
30, a lo largo de todo el analisis. Se evalua la influencia de los otros dos
parametros que gobiernan el problema (es decir, § y Ry), variandolos de
la siguiente forma: el coeficiente de amplitud de las oscilaciones, 3, se toma
igual a 0.1, 0.4, 0.75, y 1.0; y el numero de Reynolds espectral, R, varia entre
20 e infinito. De hecho, estos valores implican que el numero de Reynolds
(Re = R, [3) varia entre 2 e infinito.

El incremento de tiempo usado en los calculos se toma, normalmente, igual
a w At = 75; pero en los casos extremadamente convectivos o difusivos se
reduce a 5g. Como se puede observar en la Figura 3, la malla esta compuesta
por 224 nodos y 195 elementos cuadrangulares lineales de presién constante.
Por tltimo, experiencias numéricas demuestran que la longitud de transicién
para el movimiento de la malla no tiene influencia en los resultados si L > 9sg.

Las Figuras 4 y 5 muestran las lineas de corriente instantaneas para 8 = 0.1
y dos numeros de Reynolds espectrales: 20 y 500. Como era de suponer,
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FIGURA 3. Discretizaciones: (a) dominio completo, (b)
desplazamientos impuestos a la malla

para un R, elevado la mayor parte del cizallamiento se concentra en una
pequena capa que rodea al sélido rigido; es decir la capa limite disminuye.
Para ¢t = 7 se puede observar la aparicién de un remolino que desaparece
casi instantaneamente. En cambio para un # y R, elevados el remolino no
desaparece y se crea una estela de remolinos, véase la Figura 6 donde 8 = 1.0
y Ry = 1000. Aunque el objetivo de este andlisis es simplemente calcular
la fuerza ejercida por el fluido sobre el sélido en movimiento, la Figura 6
sugiere claramente que un estudio de estelas de remolinos puede realizarse
con el presente método, siempre que se utilice una malla més refinada lejos
del sélido para poder capturar el movimiento de los remolinos.

La distribucién de presiones alrededor del cilindro en movimiento para
B =01y R, =20y 500 (i.e. Re =2y 50, respectivamente) se presenta en
la Figura 7. Se puede observar que el angulo del punto de estancamiento, 6,
en t = 0 decrece (i.e. tiende a 7) a medida que Ry, crece, y que la amplitud
de la presion decrece a medida que R, aumenta. Este dltima circunstancia
también puede observarse en la Figura 8, donde se muestran las variaciones
de la fuerza Fy con el tiempo. Laimportancia relativa de las dos componentes
de Fy,i.e. de la masa y amortiguamiento equivalentes, se puede observar en
la Figura 8, para diferentes valores de R,. Por ejemplo, la relacién fuerza de
amortiguamiento partida por fuerza de masa, decrece de 75% para R, = 20
a 15% para R, = 1000.

Es importante observar que ambas constantes equivalentes, masa y amor-
tiguamiento, varian con la frecuencia de oscilacién para fluidos viscosos.
Las Figuras 9 y 10 muestran la dependencia de dichos pardmetros con R,.
La primera caracteristica que se observa en estas figuras es que la masa
equivalente es independiente del coeficiente de amplitud, 3, mientras que el
amortiguamiento si varia para diferentes (’s. En todo caso, como era de
esperar, el amortiguamiento equivalente tiende a cero, independientemente
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de B, para R, tendiendo a infinito; mientras que la masa equivalente
tiende a una constante, 0.8169, muy similar (3% de error relativo) a la
aproximacién de Fritz (0.7871) cuando R, — oo; la aproximacién obtenida
se considera excelente puesto que no debe olvidarse que la implementacién de
este método en un ordenador personal de reducida memoriaimpone el empleo
de una malla bastante grosera. Si los resultados para la masa equivalente se
interpolan por minimos cuadrados usando como limite el valor de Fritz, se

obtiene: )
Meq = 5.992R; %543 4+ 0.787 (59)

donde Mg es la masa adimensional, es decir

— ]\qu —Bl
- pb? - pb2sgw? (60)

La correlacion obtenida en la interpolacion de la Ec. (59) es del 98.3%.
Obviamente este valor aumentaria considerablemente si para R, = oo se
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FIGURA 5. Lineas de corriente instantdneas para 8 = 0.1 y
500en (a)t=0,(b)t=7%,(c)t=Fy(d)t=2E

FIGURA 6. Formacién de vortices para f = 0.1 y R,, = 1000 en

()t=Fy(b)t=3

29
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FIGURA 8. Variacién temporal de la fuerza del fluido sobre el
sélido rigido, Fy, y de su descomposicién en términos
de masa y amortiguamiento equivalentes para 3 = 0.1

tomara el valor calculado en vez del obtenido por la férmula de Fritz; pero es
evidente que esta férmula es el método mds sencillo y comin para aproximar
Meq cuando el fluido es no viscoso. la interpolacién para el amortiguamiento
equivalente es mas complicado puesto que depende de R, y de 3. Pero la
Figura 10 sugiere que g sélo afecta la pendiente de la curva log-log. Por lo
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FIGURA 10. Variacién del amortiguamiento equivalente adimen-

sional, C,, con el ntimero de Reynolds espectral, R,

tanto, se obtiene la siguiente interpolacién:

_ Rw 0.3615-0.618
—1.88 [ =~
Ceg = 1 8(9.42)
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donde
Ceq Aq

pblw - pb2sgw?

C—Veq = (62)

y las curvas dibujadas en la Figura 10 son las obtenidas de la aplicaién directa
de la Ec. (61) para los diferentes pardmetros 8 y R,,.

Finalmente, es importante hacer notar que el método ALE es aplicable
cuando hay grandes desplazamientos del contorno conocidos a priori; y
que los conceptos de masa y amortiguamiento equivalentes para reducir un
problema de interaccién fluido viscoso estructura a un problema estandard
de cdlculo dindmico estructural, no sélo son validos sino que ademés pueden
implementarse facilmente por medio de sencillas férmulas como las que aqui
se han obtenido para una geometria particular.
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De2700 o 3900 m
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¥ o e
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de 11 a 90 km
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(a)

L
T i

(b)

FIGURA 11. Diagrama esquemético de (a) plataforma continental
y (b) modelo por elementos finitos



A. Huerta 33

7.3.— Propagaciéon de olas largas—Tsunamis

Los Tsunamis son ondas largas (i.e. olas con longitud de onda muy superior
a la profundidad del agua donde se propagan) generadas normalmente por
maremotos.

Modelo
T
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"
—
o
o
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d,/D

----—- Teoria de aguas poco
profundas (unidimensional,
pseudobidimensional )

LJ. 1 .}

1

Formulacion ALE
(bidimensional , un
elemento en profundidad)

0 20 40 60 80 100
x,/D

FIGURA 12. Comparacién entre los resultados de la teoria
de aguas poco profundas unidimensional y una
Formulacién Arbitrariamente Lagrangiana-Euleriana
bidimensional. De Hughes, Liu y Zimmermann
(1981)

La Figura 1la presenta una seccién esquemética de la plataforma
continental de la costa Californiana, y la Figura 11b presenta la
discretizacion utilizada después del correspondiente escalado por las
dimensiones caracteristicas (Goring, 1978). Obsérvese como en el problema
adimensional el talud continental puede aproximarse por un escalén. En
este problema se pueden distinguir diferentes fases: primero, la propagacion
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de la ola incidente hacia la plataforma costera en una zona de profundidad
constante; luego cuando la ola llega al talud, la generacién de la onda reflejada
y transmitida; y finalmente, la propagacién de estas ltimas a profundidad
constante.

Modelo
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profundidad)

1 1 1 1

0 20 40 60 80
x,./D

FIGURA 13. Comparacién entre los resultados para uno y dos
elementos en profundidad. = De Hughes, Liu y
Zimmermann (1981)

-
o
L)

Se estudia primero la propagacién de una ola solitaria a profundidad
constante. La teoria de aguas poco profundas (Strelkoff, 1969) es el enfoque
clasico para este problema, pero Hughes, Liu y Zimmermann (1981) aplicaron
el método ALE y obtubieron resultados concordantes con ambas teorfas.
Ma4s atn, segin los citados autores la técnica ALE con dos elementos en
profundidad era maés consistente con los resultados experimentales que la
teoria de aguas poco profundas puesto que se reducia considerablemente la
dispersién creada al paso de la ola, véanse las Figuras 12 y 13.
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FIGURA 14. Resultados para un solo elemento en profundidad con
la presente formulacién (ola incidente)

El primer ejemplo que se analiza es el mismo planteado por Hughes et
al. (1981); es decir, se genera una ola prescribiendo la trayectoria del contorno
izquierdo del dominio (i.e. el movimiento del muro izquierdo del tanque):

Kct
d = 2{1 1 tank (3 —4)] (63a)
donde

¢=1/9(D +n) ) (630)
Kk =4/3n/4D ; (63c)

g=1,L=949.095, D = 10, y At = 1.7888. A lo largo de todo el contorno,
exceptuando la superficie libre, se supone que el deslizamiento es perfecto
(tensién tangencial nula) puesto que el agua puede considerarse para este
problema como un fluido no viscoso. Ademas, en este caso ambas técnicas de
remallado, el método de la matriz de Euler-Lagrange y la formulacién mixta,
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son equivalentes porque horizontalmente, la descripcién es Euleriana. La
Figura 14 presenta los resultados obtenidos con un elemento en profundidad
y una malla de 160 elementos cuadrangulares de cuatro nodos, como la que
empleraron Hughes et al. (1981) en su primera aproximacién.
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FIGURA 15. Reflexién y transmisién de una ola incidente sobre un
escalén con Dy /D,y = 4.0

Comparando los resultados de la Figura 14 con los representados en las
Figuras 12 y 13, es obvio que el algoritmo predictor-corrector que se ha
implementado con un solo elemento en profundidad y en precisién simple
(32 bits por cada real4), da mejores resultados que la teoria de aguas poco
profundas o la ALE (con formulacién implicita y doble precision, 64 bits por
cada real*8) con el mismo nimero de elementos; de hecho, los resultados
obtenidos se comparan mucho mejor con la solucién de Hughes et al. (1981)
para dos elementos en profundidad. La variacién del volumen de la ola
durante 320 pasos en el tiempo (i.e. la ola cruza el tanque, se refleja y
vuelve a recorrer todo el tanque) es tan sélo de 0.02%. Esta mejora en los
resultados es debida en parte, al hecho de que la formulacién P — v modela la
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FIGURA 16. Oscilaciones de la superficie en diferentes puntos para
Dl/Dg = 4.65 y 7]/D1 =0.95

incompresibilidad del fluido con una mayor precisién que las formulaciones
de penalty y también, a las dos iteraciones, en vez de una, que se utilizan
para resolver la ecuacién no lineal del movimiento de la superficie libre.

La Figura 15 presenta la reflexion y transmisién de una ola generada
como la anterior, sobre un escalén de relacién D;i/Dy = 4; este valor
escogido es similar a la relacién de profundidades existente en la plataforma
costera Californiana. La citada figura reproduce claramente la creacion
de la onda refejada y la forma en que la onda transmitida va cambiado:
primero aumenta su amplitud y frecuencia para seguidamente descomponerse
en una serie de olas solitarias. Para poder comparar la solucién numeérica
de este problema con los resultados experimentales de Goring (1978), se
tomaron los siguientes pardmetros: Dy = 10, D1/Dy = 4.65, n/D; = 0.95
y At = 0.8944. La discretizacién del dominio fluido que muestra la Figura
11b, consiste en 634 elementos cuadrangulares de cuatro nodos que conducen
a 804 nodos en total. La Figura 16 presenta las variaciones, con el tiempo,
de diversos puntos de la superficie. Los resultados calculados concuerdan
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favorablemente con los experimentales. Ma4ds ain, los modelos tedricos
aplicados por Goring (1978) (i.e. teoria lineal no dispersiva, teoria no lineal no
dispersiva, y teoria no lineal dispersiva — aguas poco profundas) predicen
en z1/Dy ~ 8.23 olas de amplitud superior o igual a las de z;/Dy = 0;
en cambio, con el método ALE, se puede observar, como en los resultados
experimentales, que en z1/Dy ~ 8.23 la amplitud de la onda decrece un poco.
La integracién global de las ecuaciones de Navier-Stokes sobre el dominio
permite modelar las turbulencias que se crean en la plataforma cerca del
escalén, y consecuentemente la difusion de energia que inducen la disminucién
de la onda. En todo caso es importante observar que la transformacién de
la onda transmitida en una serie de olas solitarias estd mas accentuada en el
modelo numérico que en los experimentales.

7.4.— Avenida creada por la rotura de una presa

El célculo de la ola de avenida creada por la rotura de una presa es clasico
en la hidrologia matematica; Ritter en 1892 fue el primero en resolver el
movimiento de un dominio de agua semi infinito, inicialmente en reposo,
sobre un lecho horizontal sin rozamiento, utilizando el método de las lineas
caracteristicas. Debido a las diferencias entre la solucién de Ritter y los
resultados experimentales, Dressler (1952) y Whitham (1955) introdujeron
el efecto de la friccion con el fondo; el primero empledé una técnica de
perturbacién basada en el coeficiente (empirico) de Chézy, mientras que
el segundo utilizé el método de Polhausen que se emplea usualmente en
problemas de capa limite. Ambas técnicas se ampliaron con la apariciéon
de los ordenadores digitales para tener en cuenta la pendiente del fondo y
los depésitos finitos (Sakkar y Strelkoff, 1976; Chen y Armbruster, 1980; y
Jeyapalan, 1980, entre otros). En todos estos casos la condicién de contorno
aguas abajo se solventa introduciendo un espesor pequeno, pero finito, de
fluido en reposo, o bien forzando la solucién de Whitham para el frente de ola,
o bien suponiendo que toda la zona del frente de la ola tiene un movimiento
de sélido rigido. En cualquier caso, la caracteristica comun mas importante
de estas soluciones es que todas ellas se basan en la teoria de aguas poco
profundas (i.e. ecuaciones de Saint Venant; ej. Strelkoff, 1969).

En la teoria de aguas poco profundas la velocidad de disipacién de energia
se relaciona univocamente con la tension tangencial en el fondo, expresada
como en el caso de flujo uniforme y estacionario. Este término de friccion
con el fondo se utiliza para hacer coincidir los resultados analiticos con los
experimentales, y puede escribirse como:

fo + f19 + fob? (64)

donde 7 es la velocidad media en al seccién del canal y fg, f1 vy f2 son
la friccién estatica, laminar y turbulenta, respectivamente. En los andlisis
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clasicos de avenidas, fy y fi son nulas mientras que f; se relaciona con el
coeficiente de Chézy. Jeyapalan (1980) estudié el flujo de fluidos Newtonianos
prescribiendo fy y fo nulas y relacionando f; con la viscosidad; después,
hizo una extensién para fluidos de Bingham haciendo de fy una funcién de
la tensién de cedencia. Brugnot y Pochet (1981) calcularon fy, f1 vy f2
experimentalmente para avalanchas de nieve y concluyeron que la longitud
de parada de la avalancha es muy sensible a estos coeficientes.

Las ecuaciones de Saint Venant tienen otras hipoétesis inherentes, por
ejemplo: la distribucién de velocidades en una secciéon del canal se supone
esencialmente uniforme y que la curvatura de las lineas de corriente se
considera despreciable (i.e. flujo paralelo y por lo tanto distribucién de
presiones hidrostética).

En este estudio se plantea el problema de la avenida producida por la
rotura de una presa sin los condicionantes impuestos por la teoria de aguas
poco profundas y se analizan dos problemas: flujo sobre un fluido en reposo
(FFR) y flujo sobre un fondo seco (FFS). En ambos casos se verifica la
exactitud del método ALE comparando los resultados de este analisis con
soluciones analiticas aproximadas para fluidos no viscosos; finalmente se
estudia y discuten los flujos de fluidos viscosos.

El problema adimensional se define tomando las siguientes constantes
caracteristicas: para la escala de longitudes, la altura de la presa, H, sobre
el fondo seco o sobre la superficie del fluido en reposo; como la velocidad
caracteristica, /gH; y pgH como la presién caracteristica. La escala de
tiempo se toma arbitrariamente como la longitud caracteristica partida por

la velocidad caracteristica, i.e. 1/H/g.

Consecuentemente, si el fluido es Newtoniano, el tnico parametro
adimensional asociado con las ecuaciones de equilibrio y continuidad es el
ntmero de Reynolds, Re = H+/gH /v, donde v es la viscosidad cinemética.
Pero este problema, en general, esta gobernado por otros parametros ademas
de Re; por ejemplo, el talud de la presa, la altura del fluido en reposo y el
tipo de modelo no Newtoniano que se emplee. Un andlisis paramétrico mas
completo se puede encontrar en Huerta (1987), donde se discute la influencia
de los pardmetros fisicos citados y otras constantes numeéricas.

El andlisis de una avenida creada por la rotura de una presa presenta otros
retos importantes ademas de las dificultades clasicas asociadas con flujos de
superficie libre y las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos incompresibles.
En primer lugar, la discretizacion del dominio para fluidos viscosos, no es
evidente. Para poder capturar la variaciéon de velocidades en la capa limite
es necesario utilizar elementos suficientemente pequefios; pero aguas arriba y
aguas abajo de la ola, donde el fluido estd en reposo, la difusién gobierna el
proceso y por lo tanto conviene, para no disminuir demasiado el incremento
de tiempo, utilizar elementos de mayor tamafio. Esto ultimo contrasta con
el hecho de que en la zona cercana a la ola, los procesos de conveccién,



Formulacion Arbitrariamente Lagrangiana—FEuleriana 40

con sus problemas inherentes de discretizacién en el tiempo, son los que
dominan el comportamiento del fluido. Y finalmente, no se debe olvidar
la naturaleza transitoria del problema que produce un continuo cambio de
la zona convectiva y difusiva impidiendo soluciones cldsicas como el uso de
elementos pequeiios en la primera y de elementos grandes el la segunda.

Otra diferencia importante entre el problema de la rotura de una presa y
otros analisis de propagacién de ondas, son los instantes iniciales del flujo.
Mientras que en el problema del Tsunami la ola se genera de forma continua
desde una posicién de equilibrio, en el presente problema, la tendencia
natural del flujo es a tener aceleraciones iniciales extremadamente elevadas
puesto que en ¢ = 0" el dominio fluido no est4 en equilibrio. De hecho, la
teoria de aguas poco profundas predice una discontinuidad de velocidades en
t = 0 (i.e. aceleraciones infinitas). Por lo tanto, la solucién numérica tiene
tendencia a oscilar, y para resolver el problema es necesario, algunas veces,
imponer un cierto amortiguamiento numérico (i.e. el pardmetro de Newmark
4 > 0.5).

Finalmente, se debe observar que la conveccién de la superficie libre es
extrema-damente alta; por ejemplo, en el problema de la rotura de una presa,
las pendientes de la superficie libre son o verticales, o 1:1 extendiéndose sobre
un elemento, mientras que en el estudio de Tsunamis, la pendiente de la ola
era de 1:50 extendiéndose sobre diez elementos aproximadamente. Debido
a esta elevada conveccién, el problema de la rotura de una presa es un test
cldsico para algoritmos numeéricos, ver por ejemplo el analisis de Lohner,
Morgan y Zienkiewicz (1984) en el que se se trabaja con la teoria de aguas
poco profundas. En el presente enfoque, este test es todavia mas severo
puesto que las ecuaciones de Navier-Stokes (ecs. convectivas-difusivas) estédn
acopladas con las de actualizacién de la malla (ecs. puramente convectivas),
y estas tltimas definen el contorno donde deben de verificarse las primeras.

|”<l
LT

FIGURA 17. Planteamiento esquemdtico del anilisis de wuna
avenida creada por la rotura de una presa (a) flujo
sobre fluido en reposo, (b) flujo sobre fondo seco
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Todas las dificultades citadas anteriormente mas las inherentes a los
problemas de superficie libre han impedido hasta hace poco la resolucién
del problema de la rotura de una presa utilizando algoritmos que integren
globalmente las ecuaciones de Navier-Stokes en el dominio.

La Figura 17 presenta una esquematizacién del problema de la rotura de
una presa para el flujo sobre fluido en reposo y para el flujo sobre fondo seco;
puesto que siempre se estudia el problema adimensional, H es siempre igual
a uno. El caso de FFR se analiza primero.

v
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FIGURA 18. Mallas de elementos finitos empleadas para el anlisis
de FFR (a) 41 x 1, (b) 41 x 3, ()41 x5y (d)41x7

Flujo sobre fluido en reposo

A lo largo de los contornos verticales aguas arriba y aguas abajo se
considera siempre que la tensién tangencial es nula, mientras que en el fondo
sélo se asume deslizamiento perfecto para el caso de un fluido no viscoso
y para fluidos viscosos se impone una velocidad nula en el fondo. En la
direccién horizontal se toman 41 elementos de longitud unitaria, mientras
que verticalmente, dependiendo del problema analizado, se consideran tres,
cinco o siete capas de elementos, véase la Figura 18.
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FIGURA 19. Comparaciones entre teoria de aguas poco profundas
y la Formulacién Arbitrariamente Lagrangiana-
Euleriana para dos discretizaciones (FFR)

Ambos métodos para la actualizacién de la malla, ie. matriz de
Euler-Lagrange y formulacién mixta, coinciden en este andlisis puesto que
horizontalmente se impone una descripcién Euleriana. En cambio, a lo largo
de la superficie libre, se utiliza una descripcién Lagrangiana en la direccién
vertical para poder seguir su movimiento; mientras que en el resto del fluido
se emplea un punto de vista Euleriano para la componente vertical.

De una forma similar a Léhner et al. (1984), el anilisis con un fluido
perfecto se realiza con AH = H = 1. La Figura 19 compara los resultados
numeéricos obtenidos para una y tres capas de elementos con la solucién
aproximada de aguas poco profundas. Obsérvese como la integracién global
de las ecuaciones de Navier-Stokes alisa la onda y disminuye su velocidad
en los primeros instantes del movimiento (recuérdese que las ecuaciones de
Saint Venant predicen una velocidad constante, \/gH, desde ¢t = 0). No se
observan diferencias importantes entre las dos discretizaciones (i.e. unoy tres
elementos en profundidad); ambas muestran un alisamiento de la depresién
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FIGURA 20. Influencia de la formulacién de Petrov/Galerkin

ponderada a contracorriente en la ecuacién de
actualizacién de la malla

aguas arriba de la ola y un pico claro en el frente. El pico se cree producido
por el cambio brusco en la componente vertical de la velocidad material al
paso del frente, en vez de estar generado exclusivamente por oscilaciones
numéricas. Donde si se pueden observar claramente oscilaciones numeéricas
nodo a nodo es en la Figura 20, en la que se compara una formulacién cldsica
de Galerkin para la ecuacién de actualizacién de la malla, con la formulacién
de Petrov-Galerkin (i.e. la solucién previa de 41x3 elementos). Se ha
seleccionado para perturbar las funciones de peso el criterio temporal (Hughes
y Tezduyar, 1984) y, como era de esperar (Hughes y Tezduyar, 1984; Hughes y
Mallet, 1986), se obtienen mejores resultados si el niimero de Courant se toma
igual a uno. En este problema de rotura de la presa con flujo sobre fluido
en reposo, se ha implementado el método de Newmark de segundo orden,
ver por ejemplo Hughes y Liu (1978), (i.e. ¥ = 0.5, y 8 = 0.25), mientras
que en los andlisis restantes es necesario cierto amortiguamiento numérico
(i.e. v > 0.5) debido a los reducidos valores de AH; estas inestabilidades
numeéricas se discuten més adelante.
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FIGURA 21. Resultados de un anélisis de FFR para tres niimeros
de Reynolds

Para los estudios con fluidos viscosos se define un caso de referencia
utilizando valores similares a los de Jeyapalan (1980). La altura de la presa
se toma de H = 15 m; la pendiente de 2:1; la densidad de p = 1600 kg/m3; y
puesto que la viscosidad varia entre 1 x 102 Pa-s y 1 x 10% Pa-s, se define el
valor medio de 1 x 10® Pa-s; dadas estas dimensiones, el numéro de Reynolds
de referencia es de 300; finalmente se escoje como profundidad del fluido en
reposo aguas abajo de la presa un 25% de la profundidad total del depésito
puesto que el caso limite de flujo sobre fondo seco se estudia en el siguiente
apartado.

La Figura 21 presenta la influencia del nimero de Reynolds. Es importante
observar el efecto que la disipacién de energia viscosa tiene en la velocidad de
la ola (menor que en el caso no viscoso), y en las oscilaciones de la superficie
libre. Para un numéro de Reynolds de 30 el alisamiento de la superficie
libre y la disminucién de velocidad del frente por la pérdida de energia en
efectos viscosos son evidentes; mientras que para R = 3000, que es un valor
extremadamente alto, al estar todo el cizallamiento reducido a la pequena
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FIGURA 22. Viscosidad en funcién de la velocidad de deformacidn
para los modelos de Carreau-A y Bingham en los
casos estudiados

capa limite, los desplazamientos de la superficie son mds préximos a los
del caso de referencia o més atin a los del andlisis no viscoso. Para este
ultimo andlisis hacen falta siete capas de elementos para poder capturar las
variaciones de la velocidad en profundidad.

Seguidamente se estudian algunos casos con fluidos no Newtonianos. Para
evitar comparaciones con un excesivo niimero de pardmetros, los ejemplos que
se presentan se han realizado con el modelo de Carreau-A y el de Bingham
que son simplificaciones del modelo de Carreau y del de Herschel-Bulkley,
respectivamente (ver la Tabla 1). El modelo de Bingham se transforma en
realidad en uno biviscoso con una viscosidad inicial extremadamente elevada
debido a la imposibilidad numérica de prescribir viscosidades infinitas; esta
transformacién es ya clasica y puede encontrarse por ejemplo en O’Donovan
y Tanner (1984) y Keentok et al. (1985). Las ecuaciones unidimensionales
para el modelo de Carreau-A y el de Bingham son, respectivamente,

(n-1)/2

i=po [L+ (%)) (65)
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FIGURA 23. Analisis de FFR para un material no-Newtoniano:
modelo de Carreau

donde u, 4, y 7 son la viscosidad absoluta, la velocidad de deformacién
angular, y la tension tangencial, respectivamente; pg, A, y n son la viscosidad
en el origen, una constante temporal, y el coeficiente adimensional de la
potencia para el modelo de Carreau-A; y pp y 79 son la viscosidad plastica
y la tensién de cedencia para el modelo de Bingham. La ecuacién (65) se
ha representado en la Figura 22 para pg = 1 x 104 Pa-s (cota inferior del
rango de viscosidades de interes), A = 5 s, y tres valores de la constante n.
Para n = 1.0 el comportamiento es Newtoniano y al disminuir » aumenta
la pseudoplasticidad del material. Puesto que no se ha encontrado ningin
fluido que exibiera mas pseudoplasticidad que la correspondiente a n = 0.2
(Tangy et al., 1984), se ha tomado este valor limite, el caso Newtoniano
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FIGURA 24. Andlisis de FFR para un material no-Newtoniano:
modelo de Bingham

y uno intermedio para estudiar la influencia de la pseudoplasticidad. En la
Figura 22 también se representan las curvas correspondientes a los modelos de
Bingham analizados; en los dos casos, la tensién de cedencia es de 1 x 103 Pa,
mientras que la viscosidad plastica es 1 x 102 Pa-s 6 1 x 103 Pa-s; de hecho los
pardmetros 7o = 1 x 103 Pay pp = 1% 103 Pa-s son los que empled Jeyapalan
(1980) para su caso de referencia.

Las superficies calculadas para diferentes instantes, correspondientes a los
modelos citados anteriormente, se representan en las Figuras 23 y 24. Es
importante observar que los resultados obtenidos con el modelo de Carreau-
A para n = 0.2 son muy similares al caso Newtoniano de R. = 300, mientras
que para el modelo de Bingham con pup =1 X 102 Pa-s las superficies libres
son parecidas a las de R = 3000; esto era previsible porque el rango de
velocidad de deformacién angular es de 0 a 20-30 s—!. También conviene
remarcar que para ambos fluidos de Bingham las oscilaciones de la superficie
libre son superiores a todos los demds modelos viscosos implementados, y que
atn en el caso de pp = 1 X 10 Pa-s la avenida se mueve a mayor velocidad
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FIGURA 25. Malla de elementos finitos en movimiento para el
analisis de FFS, (a)t =0, (b)t =2, (c)t =5y
(d)t=28

que en los modelo de Carreau-A. Dos razones fundamentales pueden ser las
causas de este comportamiento; primero, a menos que se usen incrementos de
tiempo excesivamente inecondmicos, en las zonas en que el fluido se encuentra
en reposo, aparecen oscilaciones debidas al valor, extremadamente elevado,
de la viscosidad inicial (1000up); y segundo, las mayores velocidades de
deformacién angular ocurren debajo del frente de la ola, y es precisamente en
este punto donde la viscosidad se reduce de golpe en, al menos, dos 6rdenes
de magnitud creando oscilaciones numéricas. Este comportamiento también
estd presente en el problema de flujo sobre fondo seco (FFS).

Flujo sobre fondo seco

En el analisis de FFS sélo la condiciéon de contorno aguas abajo difiere del
problema de FFR. Este contorno se idealiza como una superficie material
vertical de profundidad variable con una velocidad material horizontal
constante a lo largo de toda la altura; para flujos viscosos se prescribe una
velocidad nula en el fondo. La interpretacién fisica de esta condicién de
contorno es que el flujo empuja una pared vertical sin rozamiento que no
tiene masa ni se opone al movimiento del fluido.
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FIGURA 26. Posiciones de la superficie libre en diferentes instantes

La Figura 25 muestrala malla de elementos finitos, para un solo elemento en
profundidad, en diferentes instantes del flujo de un fluido no viscoso. Nétese
el corte vertical en el frente en ¢ = 2 s, también es importante observar que
los elementos no sélo siguen el movimiento vertical de la superficie libre sino
que se trasladan el la direcciéon horizontal para mantener formas y tamafios
razonables. Por lo tanto en este anélisis, al existir un movimiento en las
dos direcciones del espacio, sélo se puede utilizar la formulacién mixta para
el remallado. La descripcién Lagrangiana se emplea para el desplazamiento
vertical de la superficie libre y para el movimiento horizontal del frente de la
avenida. El resto de los nodos se trasladan horizontalmente con una velocidad
de malla que varia linealmente entre cero en el contorno aguas arriba y la
velocidad del frente en el contorno de aguas abajo. Cuando se implementan
mas elementos en profundidad, el movimiento vertical de los nodos interiores
se define de la siguiente manera: en el frente, la velocidad vertical de la malla
(92) varia linealmente con la profundidad; el los nodos del contorno aguas
arriba se puede utilizar la misma 93 que en el frente si se quiere mantener
la forma rectangular de los elementos interiores y concentrar el ntimero de
nodos en la capa limite, o bien, se puede reducir 95 al aumentar la distancia
al frente para evitar elementos demasiado pequefios en el contorno aguas
arriba (ver la Figura 29).

La teoria de aguas poco profundas predice una superficie libre de forma
parabdlica, una velocidad del frente de 24/gH, y una variacién lineal de
la velocidad desde el frente hasta la parte posterior de la ola. La Figura
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FIGURA 27. Andlisis de FFS para un material no-Newtoniano:
modelo de Carreau

26 muestra las superficies calculadas con el presente método; como se puede
observar, todas ellas tienen, excepto en la cola de la ola, formas muy préximas
a parabolas y pasados los dos primeros segundos del movimiento, todas estas
superficies se cortan en un punto cuya altura coincide con la calculada por
Ritter. Pero esta interseccién de superficies estd ligeramente trasladada y
la velocidad de la avenida tiende a 3\/gH, en vez de 2,/gH. Estas dos
diferencias entre ambos métodos, i.e. la traslacién y la velocidad del frente,
son debidas a la aceleracién del frente en los primeros instantes del flujo.
Pasados 1.5 s, la solucién se estabiliza y se aproxima al estado estacionario.
Recuérdese que la teoria de aguas poco profundas predice una aceleracién
infinita en ¢ = 0 y cero en cualquier otro instante. Obviamente, esta
aceleracién inicial es la causa de la variacién del volumen y la velocidad
final del frente; ademds, las oscilaciones de la aceleracién, en los primeros
instantes, al partir de un estado sin equilibrio, dependen del tamafio del
elemento y del incremento de tiempo. En cualquier caso, si la solucién de
Ritter (1892) en ¢ = € s (para € pequeiio) se utiliza como condicién inicial,
no se observan cambios de volumen y la velocidad del frente permanece
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FIGURA 28. Comparacién entre superficies libres para el anglisis
de Flujo sobre Fluido en Reposo, FFR, y Flujo sobre
Fondo Seco, FFS, para un fluido de Carreau (n = 0.2)

constante en 2./gH.

Para el andlisis viscoso del problema de FFS, se estudia el flujo con los
fluidos no Newtonianos implementados anteriormente (ver la Figura 22).
La Figura 27 muestra la superficie libre para los tres modelos de Carreau,
y la Figura 28 compara el resultado de los problemas de FFR y de FFS
para n = 0.2, mientras que la Figura 29 presenta, para el citado fluido, la
malla de elementos en cuatro instantes del flujo. Como era de esperar, en el
problema de FFS la disipacién de energia es mayor, y por lo tanto la velocidad
de la onda menor, que en el andlisis de FFR. Obsérvese también, que las
oscilaciones de la superficie libre han desaparecido casi por completo; esto
es debido a que en el problema de FFS, el transporte es fundamentalmente
horizontal, mientras que en un FFR el movimiento vertical de masa fluida al
paso de la ola es muy importante.

Para los modelos de Bingham sélo el caso de referencia estudiado por
Jeyapalan (1980) (i.e. 79 = 1 x 10% Pa y pp = 1 x 10% Pa:s) tiene una
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solucién estable, en cambio para pup, = 1 X 102 Pa-s las inestabilidades
numeéricas de la velocidad del frente producen el colapso de los elementos.
Estas inestabilidades, que quedan amortiguadas para nimeros de Reynolds
medios o bajos, son debidas a la particular condicién de contorno prescrita
aguas abajo. A lo largo del frente se imponen todas las velocidades
horizontales iguales; esto introduce una distribucién de velocidades irreal que
no concuerda con la distribucién “natural” que se produce en la columna
de nodos justo aguas arriba del frente. Consecuentemente, la velocidad
horizontal del frente empieza a oscilar para intentar adecuarse a la citada
distribucién “natural” de velocidades y estas oscilaciones inducen variaciones
asociadas de la superficie libre en el altimo elemento (véase la Figura 30).
La Figura 31 muestra la variacién del desplazamiento horizontal del frente
con el tiempo para los diferentes modelos no Newtonianos que se estudian.
Finalmente, se predicen los resultados experimentales de Jeyapalan (1980)
con el modelo propuesto. El citado autor ha realizado diversos ensayos
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FIGURA 30. Anélisis de FFS para un material no-Newtoniano:
modelo de Bingham

de laboratorio donde se simula la rotura de un depédsito, de 0.1524 m
de profundidad por 4H de largo, con un aceite de viscosidad constante
p = 3.9 Pa:s y una densidad p = 897.05 kg/m3. Las predicciones que
emplean tres mallas de elementos finitos diferentes, se muestran en la
Figura 32. La sobrevaloracién de los desplazamientos se debe a dos razones
fundamentales: (i) la idealizacién del muro vertical aguas arriba como un
contorno sin rozamiento (i.e. tensién tangencial nula) no es exacta para
fluidos viscosos, (ii) en los instantes iniciales del flujo las aceleraciones son
extremadamente altas, oscilan y dependen del tamafio de los elementos,
consecuentemente para cada discretizacién la velocidad mdaxima del frente
en estos primeros instantes varia (ver Figura 32b) y por lo tanto produce
una rotacién (i.e. variacién de la pendiente) de la curva de desplazamientos
cerca del origen. Al aumentar suficientemente el niimero de elementos en
profundidad, se disminuyen las oscilaciones iniciales y se puede observar una
mejor prediccion de los resultados.

Es obvio que el método de los elementos finitos con una formulacién ALE no
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resuelve de modo definitivo el problema de la rotura de una presa; pero se ha
realizado un gran progreso al (1) conseguir la integracién global de la ecuacién
de equilibrio en todo el dominio, lo que permite implementar modelos
constitutivos relativamente sofisticados, (ii) permitir el movimiento del
dominio con las nuevas y mejoradas técnicas de remallado, y (iii) incorporar
técnicas de ponderacién a contra corriente no sélo en las ecuaciones del
movimiento sino que también en las del contorno. Evidentemente, el
considerable esfuerzo que la comunidad cientifica sigue realizando hoy en dia
en el campo de la discretizacién de las ecuaciones dominadas por procesos
convectivos es absolutamante necesario; y para el caso del problema de la
rotura de la presa, es necesario mejorar la descripciéon de las condiciones



A. Huerta 55

iniciales y de la condicién de contorno aguas abajo.

7.5.— Chapoteo de gran amplitud

La complejidad de los problemas sismicos de interaccién fluido estructura
se ve muchas veces acentuada por el movimiento de la superficie libre, en
particular cuando se estudia el chapoteo de tanques de almacenamiento de
fluidos, depdsitos subterraneos de combustible y o reactores nucleares. En
estos cdlculos de interaccion fluido estructura, la hipétesis de muros rigidos
se implementa si se adopta una formulacién desacoplada entre el fluido y la
estructura (Zienkiewicz y Bettess, 1978; Ma et al., 1982; Belytschko y Liu,
1985; Liu y Gvildys, 1986) o cuando se estudia el desbordamiento de un
depdsito durante un sismo (Muto et al., 1985). Técnicas Lagrangianas de
actualizacién, con ciertas modificaciones para evitar excesivas distorsiones
de la malla (Ramaswamy et al., 1986), han sido implementadas pero, o
bien las restricciones en los incrementos de tiempo son muy severas, o bien
las amplitudes de las olas son pequenias (aproximadamente un 1% de la
profundidad del depésito). Aqui la descripcién ALE se utiliza para analizar
el chapoteo de gran amplitud (del orden de un 50% de la profundidad).

Se excita un depédsito rigido bidimensional de profundidad D y ancho H
con una aceleracion horizontal

g1 = Agsin (wt) (67)

donde g, w, y t son la aceleracién de la gravedad, la pulsacién, y el
tiempo respectivamente, y A es una constante arbitraria que gobierna la
amplitud de la excitacién. Después de escalar el problema utilizando D como
longitud caracteristica, y pgD como presién caracteristica, los pardmetros
adimensionales que gobiernan el flujo son

a=D/W ; A ; &=wy/D/b ; Re=Dy/gD/v (68)

donde a estd asociado con la geometria, 4 y @ son los pardmetros que definen
la excitacién, Re es el ntimero de Reynolds cldsico, y v es la viscosidad
cinematica.

Para comparar los resultados numéricos con los ensayos experimentales
descritos en Muto et al. (1985) se prescriben los siguientes valores: D = 0.3 m,
W = 0.8 m, A = 0.01 (10 Gal) para el primer modo de vibracién y 0.03
(30 Gal) para el tercero, y =1 x 1073 Pa-s (agua). Puesto que el agua en
este problema se comporta casi como un fluido no viscoso, los contornos del
depdsito se suponen sin rozamiento. La discretizacién estd compuesta por
441 (21 x 21) elementos cuadrangulares lineales de presién constante, por lo
tanto hay 484 nodos. En la ecuacién de equilibrio se emplea la formulacién
de Petrov-Galerkin. A lo largo de la superficie libre y en la direccién vertical
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la descripcion es Lagrangiana, mientras que en los elementos interiores la
componente vertical de la velocidad de la malla varia linealmente con la
profundidad. Horizontalmente, se utiliza la descripcién Euleriana en todo
el dominio. El incremento de tiempo para el primer modo de chapoteo se
toma igual a 7 /30, i.e. 60 incrementos de tiempo por ciclo si la frecuencia de
vibracion es de 0.91 Hz.

0.50
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1 1¥ Modo de vibracion

000 t— T rTrTrTr T TTT T T YT T YT T T T T T
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FIGURA 33. Variacién de la altura méaxima de la ola con respecto
a la frequencia

Al finalizar el décimo ciclo se mide la altura de ola méxima, la Figura 33
muestra como varia esta altura con la frecuencia. La frecuencia de resonancia
obtenida (0.89+0.01 Hz) se compara favorablemente a los resultados citados
en Muto et al. (1985): anaélisis experimental (0.88 Hz), andlisis por elementos
finitos (0.898 Hz), y la teoria de Houssner (0.902 Hz). La Figura 34 muestra
dos configuraciones instantaneas del dominio y de las lineas de corriente;
es importante observar el movimiento vertical de la superficie libre en el
centro del tanque donde la componente vertical de la velocidad material es
siempre nula. Este mismo fenémeno puede observarse en la Figura 35 donde,
para un mismo ciclo, se ha representado la superficie libre en doce instantes
diferentes; Muto et al. (1985) muestran graficos muy similares obtenidos al
fotografiar el movimiento del liquido con un velocidad de obturacién lenta.
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FIGURA 34. Configuraciones instantdneas del dominio fluido y
lineas de corrientes para el primer modo de vibracién
(a) wt =n2r — Ty (b) wt =n2r

1.5 |
‘ |
|
|
I

1.0 “‘\:\:‘_::,’;;
a |
™~ |
~ |
4 |
|
0.5 - |
|
aceleracion = 0.01g ! £f=0.89 Hz
!
0.0 J.
0.00 1.33 2.87

x, /D

FIGURA 35. Posiciones de la superficie libre durante un ciclo.
Primer modo de vibracién

La no linealidad en el comportamiento de la superficie libre es debida a la
componente convectiva de la ecuacién de actualizacién de la malla y puede
ser observada de nuevo en la Figura 36 donde se representa el desplazamiento
vertical de la ola junto a los muros del depdsito. Obsérvese que los nodos
a ambos lados del tanque tienen una diferencia de fase de un ciclo y que la
amplitud de la ola en estos puntos, aunque periddica, no es simétrica con
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FIGURA 36. Historia de las oscilaciones de la superficie libre en los
lados del tanque

respecto al nivel inicial del liquido (i.e. la ola sube mds que baja). Esta
ultima figura corresponde a vibrar el sistema a la frecuencia de resonancia
durante diez ciclos, y luego dejar que el fluido oscile libremente. Como era
de esperar no se observa casi amortiguamiento, puesto que la viscosidad del
agua es muy pequeia, la formulacién de Petrov-Galerkin que se emplea aqui
no sobre amortigua la solucién, y los muros se suponen sin rozamiento.

Finalmente se estudia el tercer modo de vibracién imponiendo una la
frecuencia empirica (1.67 Hz) obtenida por Muto et al. (1985). Se toman
sesenta incrementos de tiempo por ciclo, quince ciclos, y una aceleracién de
excitacion tres veces mayor que en el analasis del primer modo.

La Figura 37 muestra dos configuraciones instantaneas; obsérvese que en
wt = n2m (con n entero) se visualizan claramente unos vértices y la amplitud
de la ola en los extremos vuelve a ser maxima, mientras que en wt = n2r—7/2
la distribucién de lineas de corriente es simétrica y las amplitudes de las
velocidades son méaximas. Esta figura visualiza claramente la conclusién de
Muto et al. (1985) de que hay un menor movimiento de agua en la mitad
inferior del depdsito para el tercer modo de chapoteo. La Figura 38 muestra
para el décimoquinto ciclo doce instantes diferentes de la superficie libre; y
de nuevo, el tratamiento no lineal de la superficie libre explica la traslacién
vertical de los puntos que poseen componentes verticales de la velocidad
nulas. La excelente concordancia entre los resultados experimentales y los
del modelo numérico, indica que la formulaciéon ALE que aqui se presenta,
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FIGURA 37. Configuraciones instantdneas del dominio fluido y
lineas de corrientes para el tercer modo de vibracién
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FIGURA 38. Posiciones de la superficie libre durante un ciclo.
Tercer modo de vibracién

puede emplearse en estudios de interaccion fluido estructura con grandes
movimientos del contorno.
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8.— CONCLUSIONES

Este trabajo ilustra la aplicacién de técnicas Arbitrariamente Lagrangia-
nas-Eulerianas a flujos viscosos con superficie libre. Este programa se ha
implementado en un ordenador personal gracias al uso de una formulacién
mixta presién-velocidad y a la eficacia de la formulacién de Petrov-Galerkin
ponderada a contracorriente. Ademds, se han desarrollado varios métodos
de actualizacién de la malla, incluyendo una nueva formulacién mixta que
permite transformar el dominio espacial deformado al dominio referencial
de una forma mucho mas racional. Una particularidad de los métodos
que se han presentado es la inclusién de la formulacién de Petrov-Galerkin
ponderada a contracorriente en las ecuaciones de actualizacién de la malla.
Se han obtenido claros progresos en la modelizacién del Tsunami, chapoteo
de gran amplitud y la avenida producida por rotura de una presa. En
este ultimo problema se ha incorporado también el comportamiento no
Newtoniano del material. En conclusién el método ALE permite estudiar
grandes movimientos del contorno de una forma mucho més excata y eficaz
que las clésicas descripciones Euleriana y Lagrangiana.
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APENDICE A: CONSERVACION DE MASA Y MOMENTUM
EN FORMA REFERENCIAL

A.1 Conservacién de masa (ecuacién de continuidad)

El objetivo en esta seccién es derivar el principio de conservaciéon de masa
en forma referencial. Considerese un volumen arbitrario Vy fijo en el dominio
referencial, Ry, con un contorno Vy; el medio es continuo con una densidad
p(x,t). Utilizando transformaciones de coordenadas cldsicas entre el volumen
Vy y su representacién espacial, Vz, o material, Vx, se puede escribir que en
el instante ¢ la masa total en V) es

— a _ _ 0
M = /prdﬂx - /Vmpdﬂm = /pr dx (A1)
donde

px:t) = Jo(x,1) (A.2a)
po(x,to) = Jp(x,t) (A.20)

. Oz;
J= det[ 1] A2¢
o (A2¢)

Oz;

= det z] ;

J = de [ o (4.2d)

El principio de conservacién de la masa establece que la velocidad de
crecimiento local de la masa total contenida en el volumen de control,

oM 95
3t ly /vx ot |y ’ .5a)

debe ser igual, si no se crea o destruye materia en el interior de Vy, al flujo
de masa a través del contorno 9Vy, es decir

= pw -1 dS , A.3b
c')prw L - ( )

Por lo tanto,

9p
- dQl pw-ndS, = 0 A4
/VX ot X X T avy prw-n x ( )

donde # es la normal exterior unitaria a dVy.
La ecuacién anterior se puede deducir directamente de la Ec. (A.1)
utilizando el siguiente razonamiento. La velocidad de crecimiento total
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(i.e. derivada material) de la masa que en tg contenia el volumen material
Vx, y que en el instante ¢ ocupa el volumen referencial V,, debe ser zero.
Consecuentemente, de la Ec. (A.1) se deduce:

oM 9 0 0
—_— = d§} = 0 = .
ot at ‘x v ! T T Bt }x /pr i =0 (45)

y aplicando el teorema de Reynolds en forma referencial, ver la Ec. (19), se
obtiene de nuevo la Ec. (A.4)

oM op
— | = — | dQ pw-ndSy = .
5 /Vx 91 ‘X x + anpw ndSy 0 (A.4)

Utlizando ahora el teorema de la divergencia, la ecuacién anterior se puede

8 A Bapye
/ [_ﬁl _+§£Ei}d9x -0 (A.6)
Vx X

escribir como
ot ox;

y puesto que la integral de la Ec. (A.6) se anula identicamente para cualquier
volumen V, arbitrariamente escogido, el integrando debe ser nulo en todos
los puntos del dominio referencial; por lo tanto se obtiene la ecuacién de
continuidad en forma referencial

p Opw;

ot ly O =0 en Ry . (A.7)

Si se emplea la formulacién Lagrangiana, la ecuacién anterior se transforma
utilizando

A Ox;
x=X ;3 w=0 ; J:J:det[ z] s p=p° (A.8)
0X;

007

5 lx— 0 o bien pJ = p° en Rx . (A.9)

En cambio, si se desea emplear una descripcién Euleriana, se toma

~

x=x ; w=v ; J=1 3 p=p (A.10)
Y 0 0
P pv;
sl =0 R .
ot Ix T o en Ry (A.11)

donde las Ecs. (A.9) y (A.11) son las dos formas clasicas de presentar la
ecuacién de continuidad, ver Malvern (1965).
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Hughes et al. (1981) utilizan una ecuacién diferente que se puede obtener
directamente de la Ec. (A.1) después de derivarla con respecto al tiempo,
manteniendo X fijo,

9
- = ’X /V pdQy = 0 (A.124)

y de aplicar el teorema del transporte de Reynolds clasico y el de la
divergencia

0
/ [ ' + "”l] % = 0 (A.12b)
V. z;
o bien 5 5 5
9 AL PO
/Vz[at Trige (%i] Ay = 0 (A.12¢)

Obsérvese que los dos primeros términos son la derivada material de p, si se
aplica la Ec. (13), la ecuacién anterior queda

Op dp Ov; B
/Vm[at | g, ]‘mm =0 (4.12d)

y puesto que V; es arbitrario

Bp Op Ov;
5 Czami - =0 en R, (A.13)

A.2 Conservacién de momentum (ecuacién de equilibrio)

Utilizando las mismas definiciones que en la conservacién de masa, el
principio de conservaciéon de momentum proclama que la velocidad de
crecimiento total de la cantidad de movimiento de un medio que en el instante
t ocupa el volumen referencial V,,

’x Bl 8) o(x, 1) Ay , (A.14a)

es igual a la fuerza neta que se ejerce sobre €l
idS, + §_ pgdo A14b
]%VX x T oy, P9 X ; ( )

donde £ es la fuerza por unidad de area que actua sobre la superficie 9V, del
volumen Vy, y g es la fuerza volumétrica por unidad de masa que actua
en V. La fuerza sobre la superficie espacial deformada por unidad de
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area referencial, , se puede escribir como una funcién del primer tensor
de tensiones de Piola-Kirchhoff, T', y de la normal unitaria exterior, f2, a la
superficie referencial

i; = Ty, : (A.15)

Hay que observar que el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff se
define aqui en el sentido referencial, i.e. se define con respecto al dominio
referencial fijo. El tensor T' estd relacionado con el tensor de tensiones de
Cauchy, o, y con el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff en su
sentido clasico, T? (i.e. definido con respecto a la superficie material en
el instante tg), porque todos ellos dan la misma fuerza sobre la superficie
deformada, dSz, pero utilizan diferentes normales unitarias exteriores y
diferentes unidades de area, es decir

(3-T)dSy = (n-0)dS; = (n°-T%)dSx (A.16a)

o bien (ver Malvern, 1965)

0X;
T = J oy, :
ij By, Ty (A.160)
& ~ Ov;:
Toy = J a;‘; okj (A.16¢)

donde n y n? son las normales unitarias exteriores de la superficie espacial
deformada, dS;z, y de la superficie material en el instante %, dSy,
respectivamente.

Substituyendo la Ec. (A.15) en la Ec. (A.14) y utilizando el teorema
de la divergencia para transformar integrales de superficie en integrales de
volumen, se obtiene

9 . AT
ot )X /prvi dity = /Vx[axj + Pgi] dfdy (A.17)

el lado izquierdo de la ecuacién anterior se transforma aplicando el teorema
del transporte de Reynolds y el de la divergencia,

0pv; awjﬁvi] [8Tji . }
— dQdy = | d§2 A.18
/VX[ ot X T BXj o /Vx Bx]' t P X 7 ( )

que a su vez se puede simplificar a

Ow ; po; a1
JPVs Jt n
= + g en Ry (A.19)
X Ox; Ox;

0pv;
ot
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después de observar que Vy es arbitrario. La Ec. (A.19) se puede simplificar
mas si se utiliza la ecuacién de continuidad, i.e. Ec. (A.7); por lo tanto, la
ecuacion de conservacion de la cantidad de movimiento en forma referencial
puede expresarse como

. O, . Qv 0Ty
Pt ly + pw; o . Ox + pgi en Ry . (4.20)

La particularizacion de la ecuacion precedente a las descripciones
Lagrangiana y Euleriana es automatica si se emplean las substituciones
correspondientes, i.e. Ecs. (A.8) y (A.10). En Lagrangianas se obtiene,

Ov: oT".
0% J 0
— | = + p g en Ry (A.21)
ot IX BXJ t
puesto que T' = TV. En cambio, en Eulerianas dado que T' = o,
Ov; Ov; aaji
P 5 _ + pv; Bz, = Ba; + pg; en Ry . (A.22)

Estas dos ultimas ecuaciones se pueden encontrar en Malvern (1965).
La formulacién empleada por Hughes et al. (1981) se deduce répidamente,
de la Ec. (A.16a), al observar que

AT dS :/ od§ .
/Vxn X Vxn odS; (A.23a)

y que X
dlz = JdQy (A.23b)

Por lo tanto, la Ec. (A.18) se reescribe

/ j-1 [8ﬁvi
Va ot

En la ecuacién anterior, la integral desaparece puesto que V; es arbitrario;
ademsds, el lado derecho de la Ec. (A.24) se simplifica aplicando la ecuacién

de continuidad, i.e. la Ec. (A.7), y la densidad referencial, p, desaparece al
sustituir la Ec. (A.2a); por lo tanto,

Ov; Ov; 0o j;
Pot Iy

Oow ; pv; 0o ;; "
y +#”f] dQy = /V [ ot hoid T A (A24)
j =z L OZ;

+ + pg; en Ry . (A.25)

w; p =
J ox; Oz;

Aplicando la regla de la cadena y la Ec. (13) y recordando que o es simétrico,
se deduce finalmente

Ov;

‘ B
P Ov; 7% + pg; en Ry . (A.26)
X

ij('):cj - 6:1:]'

+
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APENDICE B: DEFINICION DE MATRICES Y VECTORES

En este apendice se desarrollan las matrices necesarias para resolver las
ecuaciones de continuidad, equilibrio y actualizacién de la malla. Las sumas
sobre los elementos simbolizan el ensamblaje de las contribuciones de cada
elemento; N, Na, y N&p son las funciones de forma, continuas, del elemento
para velocidad, velocidad de la malla, y presién, respectivamente, en el nodo

“a”; y k es la difusividad artificial. La ecuacién de continuidad es

MPP + 9P (P) + GTo = 0 (B.1)
donde
MP =3 MPe , MPe=[Mf] (B.2a)
(4
f=/. NG Ny dRq (B.2b)
n’ (P)=3n"° , 0t = [nf] (B.3a)
e
1 oP
P _ = AP UL
77.[ _/g BNCL Ckalik dRJ! (B.Bb)
G=5G° , G =[Gyl (B.4a)
€
0N,
_ p Ol
Cyry= /R R (B.4b)
I=(a—1) NEPN 1<a,b< NEPN
J=(b—1) NEPN con 1<c¢ < NEN (B.5)
M= (c—1) NEN +m 1<m < NSD

donde NEPN, NEN y NSD son el numero de nodos de presién por elemento, el
numero de nodos de velocidad (o desplazamiento) por elemento y el niimero
de direcciones espaciales, respectivamente.
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La ecuacién de equilibrio se escribe como

Ma + n(v) + Ky,v — GP = fe*

donde
M=> M¢ , M= M|
[
BNa
M =/ 5. (N L N, d
=3 , n°=[ni]
e
ONg4- ¢ 0
nI:/eP(ATa+ ak” ﬁz)cm o dRg
e:ct Zfe:cte fewte_ [f}z:ct]
, —
ON,
ext asT
177 = Jo? (‘”Lan e 1|2>g1 g
I=(a—1) NEN +1 1<4,7,m,n < NSD
con .
J=(b—1) NEN + 1<a,b < NEN
T
K, =Y K, , Ki=[ B'DBdR,

ON, ON
a a 0 0 0 a‘Na
6:111 68:1:2 P P (9.’53
I N, N,
T a a a
=| 0 0 0
Ba 8:1:1 (9(132 63)3
0 0 0 ON, ONg 0N,
6$3 8:132 8:1:3
200 0 0 0 O
0 o 0 0 0 O
o 0 2 0 00
D=14 o o 20 0 0
0 0 0 0 u O
0 0 0 0 0 pu

71

(B.7b)

(B.8a)

(B.10)

(B.11a)

(B.11b)

(B.11c)

(B.11d)
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Y finalmente, la ecuaciéon de actualizacién de la malla es

Mé + qi(z) — Mv = 0 (B.12)
donde
M= M . M°= [MU] (B.13a)
€
. . BN
R HCH

verificandose las ecuaciones (B.10). El término convectivo se define de la
siguiente manera

=3 , i =[] (B.14a)
€

. - ONg - . 0
nr = /Re 5” (Na + =4 ”c‘ﬁz) cm =4 dRX (B 14b)
X

donde resta por determinar, para cada método de remallado, el vector de
conveccion, é.
(i) Método de la matriz de Euler-Lagrange
Es evidente observando la Ec. (30) que la conveccidn que aparece en la
ecuacion de movimiento de la malla para este método es

6y = (5@' — aij) v; (B.15)

(ii) Formulacién mixta
Sin pérdida de generalidad se asume que la superficie libre es perpendicular
a la direccién de x3. Los cofactores citados en las secciones anteriores son,
en este caso,

233 _ Ozy Ozy  Ozq Ozy

B.16a
Ox10x2 Ox20x1 ( )

« Ozg Ory  Ozg Ozg
J13 = - B.16b
Ox10x2  Ox20x1 ( )
293 _ 31:1 awg _ 6:131 8233 (B.16C)

Ox20x1  Ox10x2

Recuerdese que z3 es la unica incognita que define la superficie libre que se
supone material (i.e. w3 = 0). Substituyendo las Ecs. (B.16) en la Ec. (37)
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se obtiene

i}
ot

X 8(132 % (9&:1] ~33} 6(1)3
4 —91) 22— (vg = by) oL | /33 T2y
y {[ (v1 —91) Bxs (vg — B3) Brs /
" 8132 & 6:131] A33} 6;23
— — — + — _— J — = (B.17
{[ (v1 — 1) Bx1 (vg — D9) ot / 0B.17)

y se define el vector convectivo como

b = [ (o1~ ) 22— (13~ 59) g-);] /3% (B.sa)
ey = |—( —‘)Q$—+( —‘)aﬂ ] 3% B.18b
62 - Ul 'Ul 8X1 '02 ”2 aXl ( * )
é3=0 (B.18¢)

APENDICE C: METODO DE LA MATRIZ DE EULER-
LAGRANGE SEGUN UNA FORMULACION DE GALERKIN

La ecuacion de actualizacién de la malla por el método de la matriz de
Euler-Lagrange utilizando una formulacién de Galerkin es, como ya se ha
visto,

-~

Mb + di(z) — Mv =0 . (C.1)

De igual forma que Hughes et al. (1981), la integracién sobre el dominio
referencial se efectua aplicando la cuadratura de Lobatto, para de esta forma,
suprimir la “difusién” entre nodos Lagrangianos y Eulerianos. Ademas, es
importante observar que al ser el dominio referencial fijo en el tiempo, la
matriz generalizada de masa es constante e igual a

M= M , M° = M) (C.24)
e
Wi = /R 6 Na Ny dRy (C.20)
X
= Ja wd 52-7 5ab (0.26)

donde se utiliza la misma notacién que en el Apendice C; y Jq y wq son el
Jacobiano y el factor de peso, respectivamente, asociados al nodo “a”. El
término convectivo de la ecuacién (C.1) puede transformarse en un tensor de
tercer orden en banda segun

M(z) = (ij) z (C.3)
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L=X1I° , Lf= [EUK] (C.4a)
€
. . N
Lijg g = / 6:5 Na (6mn — amn) vn —h dRy (C.4b)
R, Oxm
N
= Jawa 8ij (Smn — ctmn(a)) vr(a) — 1(9)  (0.40)
Xm
donde
I=(a—1) NEN +: 1<14,7,m,n < NSD
. con ;i (C.5)
J=(b—1) NEN + 1<a,b < NEN

K varia entre uno y el niimero de variables por elemento; y a(a), Ny(a) y
v(a) son particularizaciones de la matriz de parametros de Euler-Lagrange,
la funcién de forma de la malla y la velocidad material, respectivamente, en
el nodo “a”. Por lo tanto el tensor de tercer orden en banda L, constante en
el tiempo, se puede definir con las ecuaciones (C.4a) y

: oN,
m

donde

I'=(a—1) NEN +:
J=(b—1) NEN 4+
K=(a—1) NEN +n

1<1,9 < NSD
con { =hD M = (C.7)

1<a,b < NEN

Consecuentemente, la ecuacién de actualizacién de la malla, Ec. (C.1), se
puede reescribir como

-~ ~

Md = Mv — (iv)z (C.8)

y las matrices L y M se evaluan después de leer los datos del problema, se
guardan y se utilizan en cada paso del calculo.
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