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Resumen

Neste trabalho apresenta-se uma descri¢ao unificada para retratar a cinemética co-rotacional de elementos
de barra deforméveis, que podem ser discretizados com elementos de trelica plana, de treliga espacial ou
de viga 2D. A cinemaética co-rotacional se basea na separagdo do movimento em uma parte deformacional,
e a outra, em movimento de corpo rigido. Para o caso de translagbes e rotagoes, definidas por um tnico
parametro angular, o movimento deformacional é obtido analiticamente. Demonstra-se que a obtencao do
deslocamento deformacional se basea em uma expressao vetorial tinica independente do tipo de elemento de
barra adotado. Em seguida, obtém-se o vetor de forga interna e a matriz de rigidez tangente através das
derivadas direcionais, de primeira e segunda ordem, da energia de deformagao.

Palavras chaves: formulacdo co-rotacional, andlise nao-linear geométrica, elementos de
barra.

A COROTATIONAL UNIFIED FORMULATION FOR TRUSSES AND 2D BEAMS ELEMENTS

Summary

This article presents a unified corotational kinematics of deformable bar elements that can be represented as
plane truss, spatial truss or 2D beam elements. The corotational kinematics is based on the separation of the
motion on deformational and rigid body components. For the case of translations and rotations, determined
by a single angular parameter, the deformational motions are expressible in closed form. It is demonstrated
that the determination of the deformational motions are based on a unique vectorial expression independent
on the bar element used. In addition, the element internal force and consistent tangent stiffness matrix are
derived by taking variations of the internal energy with respect to nodal freedoms.

Keywords: corotational description, geometrically nonlinear structural analysis, bar ele-
ments.

©Universitat Politecnica de Catalunya (Espana). ISSN: 0213-1315 Recibido: Octubre 2008 Aceptado: Enero 2009



164 W. Taylor Matias e L. Mendes

INTRODUCAO

O desenvolvimento da formula¢ao co-rotacional (CR) na anélise nao-linear do sélido teve
um impulso no inicio dos anos 80, com os trabalhos!?, entre outros. Entretanto, segundo Fe-
lippa & Haugen?, a formulacio CR, ainda, ndo hé logrado difundir-se nos cédigos comerciais
do método dos elementos finitos, talvez, pelos os desafios que esta formulagao deve vencer,
tais como: a) obtencao de uma matriz de rigidez simétrica consistente para rotagoes finitas
em 3D%~7, b) obtencdo do vetor de forcas internas auto-equilibrado, além do equilibrio
global, considerando rotacdes finitas em 3D%Y. Por outro lado, na andlise dindmica nao-
linear muitos aspectos tedricos desta formulacdo encontram-se em aberto; 19712, Neste tra-
balho, sem pretencoes de resolver os problemas acima mencionados, descreve-se a cinematica
dos elementos de trelica plana, de trelica espacial e de viga 2D, através da formulagao CR,
com o objetivo de unificar os aspectos tedricos desta formulacao no tratamento de rotacoes
finitas em 2D e na extragao dos movimentos deformacionais. O conceito chave da for-
mulacdo CR se basea na decomposicao da configuracido de referéncia em duas, Felippa &
Haugen?:

1. Uma configuragao inicial indeformada ou de referéncia C,, que é fixada em cada
elemento da malha quando o sélido esta em repouso.

2. Uma configuragdo co-rotacionada C,, que se move junto com cada elemento. A con-
figuracao C, expressa o movimento de corpo rigido do elemento em relacao a con-
figuracao C,,. O movimento deformacional se mede através da configuracao deformada
C com relacao a configuracao C.

Na Figura 1 mostra-se a interpretacao geométrica das configuragoes C,,, C,, e C, respec-
tivamente. Além disso, ainda, nesta figura, podem ser identificados os movimentos de corpo
rigido e deformacional, respectivamente. Observe que a configuragao C foi grosseiramente
deformada, a partir de C, para facilitar a distincao visual entre ambas configuracoes.

Configuracao
co-rotacionada
C”R_
Configuragao c \
deformada N
movimento
deformacional
Configuracao
indeformada
CO
/ movimento
de corpo rigido

Figura 1. Descrigdo cinemdtica da formulagdo co-rotacional
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Os elementos de trelica plana e espacial se caracterizam pela auséncia de graus de liber-
dades rotacionais, enquanto que o elemento de viga 2D apresenta duas translacoes e um
grau de liberdade rotacional, cujo eixo de rotagao permance sempre perpendicular ao plano
que contém o solido. Portanto, as rotacoes em 2D se definem através de um tnico parametro
angular. Devido a caracteristicas cinemadticas, anteriormente comentadas, a respeito desses
elementos, é possivel determinar a relagao entre os movimentos de corpo rigido e deforma-
cional explicitamente através da dlgebra vetorial. Além disso, a interpetracao geométrica
desses movimentos é extremamente simples. Neste trabalho, demonstra-se que a equacao
vetorial que expressa o movimento deformacional de uma particula arbitraria de um sélido
é a mesma, quando este sélido é discretizado por elementos de trelica plana, ou por ele-
mentos de trelica espacial ou por elementos de viga 2D. Para isto, é necessario descrever
uma transformacao tensorial, transformagcao ortogonal, entre as bases ortonormais que sao
fixadas nas configuragoes indeformada, co-rotacionada e deformada, respectivamente. Uma
vez definidas essas transformacoes ortogonais e as equacoes de movimento, chega-se a ex-
pressao do movimento deformacional.

ELEMENTO DE TRELICA 2D

Em primeiro lugar, adota-se um sistema de coordenadas globais cuja base ortonor-
mal é dada por (e,,e,). Para expressar as varidveis cinemdticas na configuracao inde-
formada utilizam-se as coordenadas materiais (X,Y’), enquanto que, na configuragao de-
formada usam-se as coordenadas espaciais (x,y). Considere, agora, um corpo deformével
discretizado por um elemento de trelica plana com dois nds, situados em suas extrem-
idades, cujas coordenadas na configuragdo indeformada sao dadas por X, = (X,,Y]) e
X, = (X,,Y,), conforme mostra-se na Figura 2. O comprimento da barra em C, é
Ly = /X2 +Y2 com X, =X,—-X, eY, =Y, Y. Nesta configuragao é fixado,
no centréide do elemento, um sistema de coordenadas locais cuja base ortonormal é dada
por (e},e}). Apds o corpo sofrer translagoes e rotagoes de corpo rigido e deformacionais,
este ocupa uma posicao dada pelas coordenadas espaciais de seus nds, que se expressam
como x, = (z,,y,) e X, = (z,,¥,), respectivamente. A configuragao deformada é definida
por estas coordenadas como pode ser observado na Figura 2. Por outro lado, as coordenadas
espaciais nodais podem ser escritas em fungao dos deslocamentos nodais como x, = X, +u,
e x, = X, + u,, respectivamente. O comprimento da barra na configuracao deformada é

> 7 ®(z,,y,)

Figura 2. Cinemaética co-rotacional do elemento de treliga 2D
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X,z

Figura 3. Componentes dos deslocamentos nodais em relagdo as bases e, e e’

dado por | = (/22 +y2, com x, =z, —x, = (X, +u,) — (X, +u,) = X,, +u, e
Yor = Yo =y = (Ys +v,) = (Y) +v,) =Y, +0,,, sendo u,, =u, —u, e v, =v, —v,, as
componentes dos deslocamentos nodais em relacao a base e,. Portanto, pode-se escrever
que | = \/(X,, + uy, )2 + (Yy, + v,,)2 Alternativamente, conforme mostra-se na Figura 3,

esse comprimento pode ser expresso como [ = \/ (Lo +uf)? + v} 2%, sendo uf, = uf —u' e
vy, = v, —vj, as componentes dos deslocamentos nodais em relagao a base €. Ainda, como
mostra-se na Figura 2, para identificar as translagoes e rotacoes de corpo rigido define-se
uma configuracao co-rotacionada que acompanha a configuracao deformada do corpo. E
fixada no centrdide da configuragao co-rotacionada um sistema de coordenadas locais cuja
base ortonormal é dada por (e{",eS").

Uma vez que, sao usadas grandezas vetoriais para descrever as varidveis cinematicas
da formulacao co-rotacional, estas podem ser decompostas em relacao a qualquer uma das
bases ortonormais anteriormente descritas, isto ¢, e,, € e €. Portanto, ¢ necessério definir
as transformacoes ortogonais entre essas bases. A transformacao ortogonal Q entre as bases

e, e e é dada por
7

X Y. X Y.

* 21 21
e = =te, + +te * 21 —21 0

1 L, ©1 T L, %2 e L, L, €

* eI ><92 * > e* s _Y21 X21 e e e* = e. 1
€} = fotxe,] — © /e, 2 Foalls e 0 2 ;=Qe, (1)

*
e e

* % * 3 3

el =el xe] 0 0 1

~ * ’ .
Por outro lado, a transformacgao ortogonal Q entre as bases e e e’ é definida pelas

seguintes relacoes

N

Ly+u? vy L * *

cr . 20T 721 A% 21 % 0tUs Vo1 *

€ - iy L el i 1 0 €
ef"xe’ er * I * % or .
er — %1 %% L T *x —{e = v, 0 TU5, e — e = e’
€, lesm x e} | €, M €, 2 -1 -1 0 2 i Q i

cr *

e;"“ = e;"" X eir e3 0 0 1 e3
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X,z

e,

Figura 4. Movimento deformacional de uma particula do elemento de trelica 2D

Finalmente, a transformagao ortogonal Q entre as bases e;" e e; é dada por

x Y
er = 21¢a + 22l o cr o1 Yor
1 [ 1 [ 2 el 1 ] 0 e1
e = DXy e e, — e b= |- T | {e, b —>e” = Qe (3)
3 [ecTxe, | 1 2 2 l l 2 i ‘
er = e x e e;T 0 0 1 e3
3 1

Note que as componentes de e} em (1) representam os co-senos diretores da barra na
configuragao indeformada com relagao ao sistema de referéncia global e,. As componentes
de e” em (2) denotam os co-senos diretores da barra na configuragao co-rotacionada com
relagao a base e, enquanto que, as componentes de e;" em (3) denotam os co-senos diretores
da barra na configuracao co-rotacionada com relagao a base e,. Substituindo a equagao (1)
na equagao (2), chega-se a e = Q" Qe,. Comparando-se este resultado com a equacao (3),

conclui-se que Q =Q'Q.

Movimento deformacional de uma particula

Para descrever o movimento de uma particula arbitraria do elemento de trelica 2D,
inicialmente, os vetores de posigao e de deslocamentos serao expressos em relagao a base e’

definida na configuracao indeformada. Seja uma particula P de coordenadas (X;, Y; ) em
C,,, conforme mostra-se na Figura 4, que se move ao ponto P de coordenadas (X;T, Y;T)
em C,, e, em seguida, desloca-se ao ponto P, de coordenadas (z*,y*) em C. Devido ao

movimento de corpo rigido entre as configuracoes C, e C,, e levando em conta a equagao
(2), o vetor posicao da particula P em C, pode ser expresso em fungiao da base e’ como

cr*

X, = Q*TX;. Por outro lado, a posicao da particula P em C,, em relacao ao sistema de
referéncia local definido em C,,, é dado por

X=w+X, =uw+Q X, (4)

onde uy ¢ o deslocamento de corpo rigido do centréide do elemento entre as configuragoes

indeformada e co-rotacionada. De acordo com a Figura 4, a posicao da particula P na
configuracao deformada é dada por

x" = X; +u* (5)
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X,z
Figura 5. Movimento deformacional do elemento de treliga 2D

onde u* ¢ o deslocamento da particula entre as configuragoes C,, e C. Este deslocamento
pode ser decomposto em uma parte deformacional u’; e em uma parte correspondente ao
movimento de corpo rigido u, tal que, u* = u’ + u’. Novamente, como pode ser visto na
Figura 4, a parte deformacional deste deslocamento é dada pela seguinte expressao

u, =x"—x (6)

Substituindo as equagoes (4) e (5) em (6), obtém-se o movimento deformacional da
particula P entre as configuragoes co-rotacionada e deformada, que se expressa como

* * Ty ~7* * *
w,=(I-Q )X, +(u"—uj (7)
Por outro lado, o movimento deformacional pode ser expresso no sistema de coordenadas
local da configuragao deformada, isto ¢, em relagao a base €. Levando em consideragao a
equagao (2), tem-se que ug = Q*uz. Portanto, a equagao (7) pode ser reescrita como

= (Q -DX, +Q (u' —u) (8)

Finalmente, pode-se escrever o movimento deformacional da particula P na configuracao
deformada, usando a posicao que esta particula ocupava em C,, o deslocamento do centréide
do elemento e o deslocamento de P expressos em coordenadas globais. Desta maneira,

5 4 : Soagr o *
levando em conta a equagao (1), obtém-se as seguintes relagoes: X,=QX,,u; =Qu, e
u* = Qu. Usando estas relagoes na equagao (8), chega-se a

' =(QQ-QX,+Q Qu-u) (9)

Por 1ltimo, tendo em conta a equagao (3) e a relagao Q = Q' Q, obtém-se que
uf = (Q-Q)X, +Qu-u,) (10)

Movimento deformacional do elemento trelica 2D

Para obter o movimento deformacional do elemento de trelica plana serao monitorados os
deslocamentos do centréide e dos nés do elemento. De acordo com a Figura 5, considera-se
que entre as configuragoes C,, e C, o centréide sofre somente deslocamentos de corpo rigido.
Por outro lado, os deslocamentos dos nés 1 e 2 é composto por movimentos deformacionais e
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de corpo rigido entre as configuragoes C,, e C. A posicao dos nés do elemento na configuragao
indeformada, descrita em coordenadas globais, é dada por

(X =X)) ER.CTR
2 2
o (Y,—Y;) Y,
X — X1 _1 —(X2—X1) _1 _X21 . - 221 . _% (11)
X? 2 (XQ - Xl) 2 X 7()(2;)(1) %
(Y2*Y1) i
2 2/
Por inspecao geométrica da Figura 5, pode-se escrever o deslocamento do centréide do
elemento como u, = %(u1 +u,) = % Zl 152 } A relacao entre os deslocamentos nodais
1 2

e o deslocamento do centréide do elemento sao expressos, em forma vetorial, como

( _M Uyq
2
Uy Uy + Uy (vy—v;) Vg

e L SR S O e O
u, — 4, U, 2| u + U, (u2_u1) Y21
Uy v, + U, 2 2
('UQ_'U1) U%

Considere que a particula P possa ocupar a posicao do nd 1, e em seguida, a posigao
do né 2. Desta maneira, levando em conta as equagoes (10), (11) e (12), o movimento
deformacional do elemento se expressa como

cr X
udl % _u%
cr Y. V.
v A 21 A _ Y
th= [Q_Q . } Lo [Q 9} ’ (13)
U/CT O Q — Q X21 O Q ul
do 2 2
cr v
Ud2 % %

onde 0 é a matriz nula de dimensao 2 x 2. Q é a matriz de rotagao definida em (1). Esta
matriz rotaciona os vetores de posicao e de deslocamentos do sistema global de referéncia
para o sistema local de referéncia definido na configuracdo indeformada. A matriz Q, dada
pela equagao (3), rotaciona esses vetores do sistema global para o sistema local de referéncia
definido na configuragao co-rotacionada. Como este elemento possui 2 graus de liberdade
por nd, utilizou-se as submatrizes ngz e Q,,,, cujas terceira linha e terceira coluna foram
suprimidas. Por inspecao geométrica da Figura 5, deduz-se que o deslocamento deforma-

. p p . I—L . p

cional do n6 1 é dado por u;*l = —% e v;; = 0, enquanto que, para o né 2 tem-se
o I-L . ’ . 11 .

que u d;’qc’" = % e v;; = 0. A seguir, apdés um breve desenvolvimento algébrico uti-

lizando a equacao (13), demonstra-se estas identidades para o né 1 do elemento. Portanto,
reescrevendo a equacao (13) para o né 1, tem-se que

ucr 21 Xo1 Yo1 Yy, Xoy Ty Yoy Uy

d l L l L —5 - -5

1 o 0 0 2 + l l 2 (14)
e _Yu 4 Yo 29 Xy _Y, _Ya1 Ty Y1

d1 l L, l L, 2 l l 2
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we = Xor (Tar _ Xt} _ Yoy (War _ Yor ) _ Toy Vo Yoy V.
4 1 L, 2\l T I, 12 )
X, x 2 Y. Y2 To U v,
_ 21%21 | 21 21Y21 42 Tl Y21 Y21
2 2L, 2 2L, 2 2
(X§1+Y221) Lo Y21 (15>
= 2LO 21 (X21 + u21) 21l (Ym + 021)
Zo1 Y21
2 2 2 2 2
— (X21+Y21) (x21+y21) — Lo 2 — ﬂ ol _(l_Lo)
2L0 21 2L0 21 2 2 2
X Yoy Y. T X Yoq U To, U
cr 21 Z21 21 [ Z21 21 221 721 _ 721 21
gy =72 < T T ) 2 ( 1 I, ) T )
— X519y _ X501 Y5, Y 1’21 _|_ 21 + y21“21 Ty Y
21 2L 21 (16)

_ Y X z Y. _ Z91Y To1 Y. _
- 2211 ( 21 +u21) - 22l1 ( 21 +7)21) - 212[21 - 212[21 =0
———— ———

L1 Yo1

Nas proximas secoes obtém-se o vetor de forcas internas e a matriz de rigidez tan-
gente através das derivadas primeira e segunda da energia de deformacgao em relagdo aos
deslocamentos locais, respectivamente. Desta maneira, calculam-se as derivadas primeira e

segunda de | = \/(LO + uz )% + v}, % em relagao aos deslocamentos locais (u¥, v*, u¥, v¥). De

. . L +u* v*
acordo com a Figura 3, pode-se definir que cos¢ = ¢, fm e seng = s, i sendo ¢
o angulo entre os versores €] e €. Estas derivadas se expressam como
ol T
CRTE [, —s, ¢, s,] (17)
2 2
s, 8,C, S5 R
2 2
2 — _
07l 1 |75:% ¢ 55Co s (18)
* P 2 2 _
Ju*du l s, 84,C, s $4Cy
2 2
$4Cy c, 8,C, c

Vetor de forgas internas do elemento de trelica 2D

Admite-se que a energia de deformacao armazenada no elmento entre as configuracoes
L
0
co-rotacionada e deformada seja dada por U, = % J EAoaﬁdX. Note-se que se estd uti-

0
lizando a configuracao co-rotacionada para o célculo da energia de deformacgdo. Assume-se

I-L ) 1 ol
— 0 [
que g, = 7 , sendo que, z= = Lo o Portanto, calculando

a derivada primeira de Uy e utilizando a equagao (17), obtém-se o vetor de forgas internas,
cuja expressao é dada por

L, ¢
.9, de ol ~5
=5 _/EAO S dX = BAdge =Nog o (19)
0
S
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onde N, = FA e, é o esforco axial. Para expressar o vetor de forcas internas em coorde-
nadas globais utiliza-se a matriz de rotagao dada em (1), tal que, f = Q" f*.

Matriz de rigidez tangente do elemento de trelica 2D

Obtém-se a matriz de rigidez tangente do elemento a partir da derivada segunda da
energia de deformagao, ou através da derivada primeira do vetor de forcas internas, em

relacao aos deslocamentos nodais. Lembrando que O _ 1 0L e e 1 9% e
b : q ou* L, ou* ou*ou* L, ou*ou*
usando a equagao (18), tem-se que
02U, _ of* Lo Oe Oe
* — 0 0
K 8u*8u* - Ou* T 0 [EAO Bu* + EA 0o 8u*6u X
K* = EA, a1 ® N 921 (20)
~ L, Ou* 8u* 0 Ju*Ou*
* * *
K* =K} + KG
com
2 2
c R c $4Cy
2 _ o2
K- _BA, $4Cy 55 $4Cy 55
Mo L —c? s c o s.c
¢ oo ¢ [
_ 2 2
8,C, 55 $,Cy s
2 . 2
s $4Cy s, 5,C,
. 2 _2
. N, | T5%6% G 56Cs s
Ke=71 _2 2 (21)
s, 5,Cy s, —5,C,
2 2
$4Cy c $4Cy c,

onde ® ¢ o produto aberto ou diddico. K}, ¢ a matriz de rigidez material. K7, ¢ a matriz
de rigidez geométrica. Para obter a matriz de rigidez tangente em coordenadas globais
utiliza-se a matriz de rotacao definida em (1), tal que, K = Q"K*Q.

ELEMENTO DE TRELICA 3D

Considere, agora, um corpo deformavel discretizado por um elemento de trelica espacial
com dois nos, situados em suas extremidades, cujas coordenadas na configuragao indefor-
mada sao dadas por X, = (X,,Y,,Z,) e X, = (X,,Y,, Z,), conforme mostra-se na Figura 6.
O comprimento da barraem C,, é L, \/X2 +Y2 + Z221, comX, =X,-X,,Y, =Y,-Y,
e, =Z,—%,. Nesta conﬁguragéo é fixado, no centréide do elemento, um sistema de coor-
denadas locais cuja base ortonormal ¢ dada por (e}, e}, e}). Apds o corpo sofrer translagoes
e rotagoes de corpo rigido e deformacionais, este ocupa uma posicado dada pelas coorde-
nadas espaciais de seus nés, que se expressam como X, = (,,9,,2,) € X, = (2,,Y,,2,),
respectivamente. A configuracido deformada é definida por estas coordenadas como pode
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(X,.Y,.2,) >
Ty, Yy, 2g)

Z,z

Figura 6. Cinemdtica co-rotacional do elemento de treliga 3D

ser observado na Figura 6. Por outro lado, as coordenadas espaciais nodais podem ser
escritas em fungao dos deslocamentos nodais como x, = X, + u, e x, = X, + u,, re-
spectivamente. O comprimento da barra na configuracao deformada é dado por [ =
\/ 5'331 +y221 +Z2217 com Ty, = Ty — X, = (XQ + u2) - (Xl + u1) = X21 + Uy, Yy =
Yo =y = Yo +v) (Y, +0) =Y, tv, ez, =2 -2 = (Z,+tw,)—(Z +
w,) = Z, + w,y, sendo u,, = u, — u,, v,, = vV, — U, € W, = W, — W,, as COMPO-
nentes dos deslocamentos nodais em relagao a base e,. Portanto, pode-se escrever que [ =
V(X +uy)2+ (Yo, +vy)2 + (Z,, + w,y, )2 Alternativamente, esse comprimento pode ser

— * )2 * 2 * 2 * * 0% * a0k ok
expresso como | = \/(L0+u21) +ol “+wi“, sendo uy, = ui —uj, v, = v) — v e
w; = w, —w;, as componentes dos deslocamentos nodais em relagao a base €.

Para a extracao dos deslocamentos deformacionais é necessario identificar as translacoes
e rotacoes de corpo rigido. Entao, para este fim, define-se uma configuracao co-rotacionada
que acompanha a configuracao deformada do corpo. E fixada no centréide da configuracao
co-rotacionada um sistema de coordenadas locais cuja base ortonormal é dada por (e, €S, ey
conforme mostra-se na Figura 6. Procedendo-se como na se¢ao anterior, determina-se agora,
as matrizes ortogonais entre as bases e;, €7 e e/, para o elemento de trelica espacial. A

- . . .
transformagao ortogonal Q entre as bases e’ e e, €’ = Qe,, ¢ dada por

el = (7 72 2 A
1 Ly Ly L CH 0 0 0 e,
X, Y. L Y, Z.
€] Xey % ef\ — | 221721 Xz 21721 e
€} = Tetxo,] — e fe,—=L,,>0 =% LoLy, L, LyLy, 2
*
e X e
ko * 3 _Z2 21 3
e, =e; Xe;] - 0 Tug
(22)

onde L, = /X2 + Z2 é a projecao da barra em C, no plano XZ da base e,. Por outro
lado, a transformacao ortogonal Q" entre as bases e’ ee’, e = Q*ej, ¢é definida pelas
seguintes relacoes
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* * * L,+u? v wk
ef = (Z ) - S S S O
1 1 ) [ e1 el
ef"xe’ cr (L0+u;1)v;1 ! vglwgl *
[ — 1 2 — cr * e = — = — e
€, \eiTXe;\ € M e, - lzz >0 2 i, l i, 2
ec’r w* L +u* e*
e’ = e'c'r X ec” 3 __21 0 0 21 3
2 3 1 Tz lz‘z
(23)
— * )2 *2 4 facd *
onde [, = \/(LO +ui )? +wk? é a projecio da barra em C no plano zz da base e.

Finalmente, a transformacao ortogonal QQ entre as bases e e e,, e = Qe,, é dada por
1 K2

e = 7;;2; —=e fe,= [ >0 qe = —% lez —% e,
e = ey xey Lm0 el
24
onde I, = /22 +22 = \/(X,, + uy)%+ (Z,, + w,,)? é a projecdo da barra em C no

plano X Z da base e,. Note que as componentes de e¥, em (22), representam os co-senos
diretores da barra na configuracao indeformada em relacao ao sistema de referéncia global
e,. As componentes de e{", em (23), denotam os co-senos diretores da barra na configuracao
co-rotacionada com relagdo a base e, enquanto que, as componentes de e”, em (24),
denotam os co-senos diretores da barra na configuracao co-rotacionada com relacao a base
e,. Substituindo a equacdo (22) em (23), chega-se a " = Q Qe,. Comparando-se este

resultado com a equacio (24), demonstra-se que Q = Q" Q.

Movimento deformacional de uma particula

Para descrever o movimento de uma particula arbitraria do elemento de treliga 3D,
inicialmente, os vetores de posicao e de deslocamentos serao expressos em relagao a base €7

definida na configuragao indeformada. Seja uma particula P de coordenadas (X;, Y; , Z;)
em C,, conforme mostra-se na Figura 7, que se move ao ponto P de coordenadas

//

Zz

Figura 7. Movimento deformacional de uma particula do elemento de trelica 3D
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(X;T, Y;T, Z}c:) em C,, e, em seguida, desloca-se ao ponto P, de coordenadas (z*, y*, z*) em
C. Devido ao movimento de corpo rigido entre as configuragoes C,, e C,, e levando em conta
a matriz de rotacao dada em (23), o vetor posicao da particula P em C,, pode ser expresso
em fungao da base e’ como XZ = Q*TX;. Por outro lado, a posicao da particula P em
C,, em relagao ao sistema de referéncia local definido em C,, é dado por

X'=uw+X, =uw+Q X, (25)

onde u; ¢ o deslocamento de corpo rigido do centréide do elemento entre as configuragoes
indeformada e co-rotacionada. De acordo com a Figura 7, a posicao da particula P na
configuracao deformada é dada por

x" = X; +u* (26)

onde u* é o deslocamento da particula entre as configuragoes C,, e C. Este deslocamento
pode ser decomposto em uma parte deformacional u’; e em uma parte correspondente ao
movimento de corpo rigido u’, tal que, u* = u’ + u’. Novamente, como pode ser visto na
Figura 7, a parte deformacional deste deslocamento é dada pela seguinte expressao

w=x" - x (27)

Substituindo as equagoes (25) e (26) em (27), obtém-se o movimento deformacional da
particula P entre as configuragoes co-rotacionada e deformada, que se expressa como

w=(1-Q )X, + (u* —u)) (28)

Por outro lado, o movimento deformacional pode ser expresso no sistema de coordenadas
local da configuragao deformada, isto ¢, em relagao a base €. Levando em conta a matriz
de rotacdo definida em (23), tem-se que uy = Q*u:. Portanto, a equacao (28) pode ser
reescrita como

u =(Q -DX, +Q (u —u) (29)

Finalmente, pode-se escrever o movimento deformacional da particula P na configuracao
deformada, usando a posi¢ao que esta particula ocupava em C,, o deslocamento do centréide
do elemento e o deslocamento de P expressos em coordenadas globais. Desta maneira,
levando em conta a matriz de rotagao dada em (22), obtém-se as seguintes relagoes: X; =
QX,, u! = Qu, e u* = Qu. Usando estas relagoes na equagao (29), chega-se a

' =(QQ-QX,+Q Qu-u) (30)

Por 1ltimo, tendo em conta a relacao Q = Q" Q, obtém-se que

u;’r = (Q - Q)XP + Q(u - 110) (31)

Nota-se que é a mesma expressao dada em (10). Portanto, para sélidos discretizados
com elementos finitos que possuam somente graus de liberdade translacionais, a extragao
do movimento deformacional independe do tipo de elemento finito adotado, e é dado por
relagoes algébricas simples.
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Figura 8. Movimento deformacional do elemento de trelica 3D

Movimento deformacional do elemento de trelica 3D

Para obter o movimento deformacional do elemento de trelica espacial serao monitora-
dos os deslocamentos do centrdide e dos ndés do elemento. De acordo com a Figura 8,
considera-se que entre as configuragoes C,, e C, o centrdide sofre somente deslocamentos
de corpo rigido. Por outro lado, os deslocamentos dos nés 1 e 2 é composto por movimen-
tos deformacionais e de corpo rigido entre as configuragoes C,, e C. A posicao dos nés do
elemento na configuracao indeformada, descrita em coordenadas globais, é dada por

_(X—X)) (_ Xy
2 T2
_ (Y,-Y)) Y,

2 2

_ Zo—7 Z.

X — X1 _ 1 _(X2 - X1) _ 1 _X21 . _( 22%) . _% (32)

Xz 2 (X2 - Xl) 2 X21 (Xp—Xy) %
(oY) Yy

2 2
(Z27Z1) @

\ 2 J \ 2

Por inspegao geométrica da Figura 8, pode-se escrever o deslocamento do centréide do
u, + u,
_ 1 _1 A = :
elemento como u, = 5(u, +u,) = 5 ¢ v, +v, ». A relacio entre os deslocamentos nodais
w, + w,
e o deslocamento do centréide do elemento sdo expressos, em forma vetorial, como
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.
_@ oy
2
U, Uy + U, _(U22U1) *U%
Uy v, v, (wy —wy) Wy
{u1 - uo} _Juw LJw +w, { _ )72 D (33)
u, —u, Uy 2] uy, +u, (ug—uy) Ugy
Uy v+, 2 2
W, w; + w, (U2;”1) %
(wy—w,) % )
\ 2

Considere que a particula P possa ocupar a posicao do nd 1, e em seguida, a posigao
do né 2. Desta maneira, levando em conta as equagoes (31), (32) e (33), o movimento
deformacional do elemento se expressa como

Xoq1 )
ul - _ U9y
1 2
cr YQI v,
Vi e 3
r Z. w
we" A _“Zan ~ _ P
d Q-Q 0 2 Q 0 2
= i +r 2 (34)
ucr 0 Q-Q Xo1 0 Q 2
do D) 2
do )
- w
wj 221 51 y,
2 2

onde 0 é a matriz nula de dimensdo 3 x 3. Q é a matriz de rotacdo definida em (22).
Esta matriz rotaciona vetores do sistema de referéncia global para o sistema de referéncia
local definido na configuragao indeformada. A matriz Q, dada pela equagao (24), rota-
ciona vetores do sistema de referéncia global para o sistema de referéncia local definido na
configuragao co-rotacionada. A composicao dessas matrizes definidas em (34) podem ser
escritas como

0 Q-Q
I oy Xy Yo _ Yor Zo1 %oy
1 I, 1 I, 1 I, 0 0 0
To1Y21 + X0 Yy, lye _ Lxyz _Ya1®n + Y0129, 0 0 0
”rz L() LXZ L LO llTZ L() LXZ
_ %21 + Zg 0 21 Xo1 0 0 0
lyz Lyg lys Ly,
0 0 0 Ty _ KXoy Yo _ Yo Z1 _ Zy
l L0 l L0 l L0
T21Y21 X1 Y5y lez _ Lxz _Y21%1 You
0 0 0 i, T ToLy, [ L, L. TI,I
0 0 0 _ 22 + Za1 0 Ty _ Xy
L lmz LXZ sz LXZ
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Por aspectos geométricos da Figura 8,
né 1 é dado por uz =
(I-Lg)

cr
que ug’

utilizando as equagoes (34), (

elemento.

cr
Udl

cr
d

wCT
dy

cr
dy

177
o T Y21 Z21 7
: ? ? 0 0 0
To1Yor  lee _ Y21%o 0 0 0
ll,, l lys
R _ 72 o1
0 G Loy Yo Z21
Q 0 0 0 : l l
0 0 0 To1Yo1r  lex  Y21%o1
lfL‘Z l lfL‘Z
221 Zo1
i 0 0 0 (. 0 o

(I-Ly)

2

,UCT —
) dl
cr —

2 0 Tdg

Lo Aoy 971_& ZI_ZQI
1 L, T I, T I,
— | %Y + X51 Yy, Loy Ly, Y2170 + Y5129,
i,., "I Ly, I L, i, " TyLyy,
_? 2o 0 Ty Xo
Tz + LXZ lz‘z LXZ
Zo1 Yo1 Z21 u
] 1 ] ——2
+ To1Yo1  lee  _ Yo1Z:m _ Vgy
L. 1 1. 5
_ %1 Loy _ W
lil)Z O lCL‘Z 2
7(@7)(21))(21 7(@7&)&7(21 221)221
1 L,/ 2 T L, 2 1 o) 2
oy Usy Yoy Vo1 Rgy Wy
[ 2 I 2 [ 2
Zo1 Y21 ?21 X221
_Tl(le +u21) - W(Ym +U21) - Tl(Zm +w21) + 2L,
2 2 2 2 2 2 2
_ Ty T tEy + X Y5 25, N 4 Ly =Ly Ly _
2l 2L, 20 2L, 2 T2

deduz-se que o deslocamento deformacional do

0e w;’l“ = 0, enquanto que, para o nd 2, tem-se

0e w;; = 0. A seguir, apés um breve desenvolvimento algébrico,
35) e (36), demonstra-se essas identidades para o né 1 do

_X21
2
IR
_Zn
2
(37)
) ) (38)
21 21
o, T o,
_ (=Ly)

2
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er leyzl Xo1Y51 \ Xy ol Ly, i _ 3421Z21 Y512, 21
Yy = (= +LL ) 2 (l Lo)2 (= lyz +L0sz) +
To1Yp1 Uo1 gy ”21 Y1721 Woy
T2 ] +

Ty Y lzz Yo, 2 X Y
= %::(Xm + u21) - 7(}/21 + v21) + 22l1l;: (221 + w21) B 2LQlTZ—f_

2
+Y21LXZ _ Y0125,
2L, LoLx,
2 2 2 2
— ZyY; xzy21 + Ya1%y; X5 Ya Yolxy  YnZ,
21, 21, 2LOLXZ 2L, 2LOLXZ
_ Yo _ lo2Yoy _ Y5 2 2 Yo,Lyx,
=, (x +23) 2 3,Ly, (X5 +7Z5) + 2L,
2
_ y2113232 _ Y1 lus Y, L Youlx, _ ymlzz y21lzz o Y5 Ly, + Y5 Ly, =0
21, 2 2L0LXZ 2T, 2 2 2T, 2L, 39)
39
X T X Z. Zoq U Lo, W
W = — 21 _ (%L1 _ Ao1 21 21 Yo1 _ Toy Woy
a0 (=7 XZ) st (o) S e
—  *a Lo X Z21 X 1221
- 2, (X21 + u21) - 21, (Z21 + w21) —+ Ly, (40)
. Ro1To1 TRy X Z21 X01%01 _ 0
20, 20, Ly, T 2L

Nas préximas secoes obtém-se o vetor de forcas internas e a matriz de rigidez tangente
através das derivadas primeira e segunda da energia de deformacao em relacao aos deslo-
camentos, expressos em relagao a base e, respectivamente. Desta maneira, calculam-se

as derivadas primeira e segunda de [ = \/ (Ly +uz,)? + U;‘12 + w;Q em relacao aos deslo-

camentos locais (u}, v, w},u}, v}, w)). Os co-senos diretores do elemento na configuracao
. ~ ~ . - L,+ur’ v*
co-rotacionada em relagao a configuracio indeformada sao dados por: ¢*=—"2L, cz:Tl
w o~
e ci=—71. Levando em conta as definigoes de [, ¢, ¢’ e ¢!, e que, 24 *2 4 *2 =1, estas
z x y z T y z

derivadas se expressam como

*

T
=|—c —c —c ¢ ¢ c*] (41)
Y z x Yy z
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KR I T TR CAR o B e
—c:c: (cz2 + ) —c:c: c:c: —(c:2 + 022) czc:
P2l 1| e e @4e) et (@7 +e?)
dudur |67+ e ciel (2 +c®) =g —eel
cicy —( +c2) c,’;c: —cicy (2 +c2) —ccl
o I —Gel (@P 4
(42)

Vetor de forgas internas do elemento de trelica 3D
Admite-se que a energia de deformagao armazenada no elmento entre as configuracoes
LO
co-rotacionada e deformada seja dada por U, = % J EAoeng. Note-se que se estd uti-

0
lizando a configuragao co-rotacionada para o calculo da energia de deformagéo Assume-se
I-L Oe 1
ue g, = 0 =
que £, =

, sendo que Portanto, calculando

’ Jur T 8u*‘
a derivada primeira de Uy e utilizando a equagao (41), obtém—se o vetor de forcas internas,
cuja expressao é dada por

8l:N

0 0
ou* Cz

f*:a

0
Ug = / EAOsO%dX — EA,e (43)

onde N, = FA. e, é o esforco axial. Para expressar o vetor de forcas internas em coorde-
nadas globais utiliza-se a matriz de rotagdo dada em (22), tal que, f = Q”f*.

Matriz de rigidez tangente do elemento de trelica 3D

Obtém-se a matriz de rigidez tangente do elemento a partir da derivada segunda da
energia de deformagao, ou através da derivada primeira do vetor de for(;as internas, em
1o, 94 L o o
L, Ou* 8u*8u* — L, Ou*ou*

~ . o]
relagdo aos deslocamentos nodais. Lembrando que 8321

usando a equagao (42), tem-se que
" 0%U, Of* Lo Oe Oe
— 0 0
K 8u*6u* — Ou* bf [EAO Bu* +EA oo 8u*6u X
_ BEAy a1 9%l (44)
K* = LO0 ou* ® Bu* N 0 Ju*ou*

S
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Ccom
roo k2 * ok * ok *2 * ok * k]
c crc c’c —c —c'ct —c'c
x Ty x z Yy z
e C:2 c'c —cic 2 cic*
c'c c'c 2 et~ =2
K* o EAO z T
ML *2 * % * % *2 * % *
C c C —C C C Cc C ccC
xT xT vy xT z €T Yy
—c*e 6*2 —ctet oot 6*2 e
y Yy =z y
—c'c¢* —cc 2 et cic* c*?
- z €T z -
r * 2 * 2 * _k * _x * 2 * 2 * k * % 7
(c;” +¢7) —cc, —c.c —(c;” + %) ¢, c.c.
* _* * 2 * 2 * % * ok * 2 *2 * ok
—Cc,C, (c;”+¢7) —c,C. ¢, (c;”+¢7) c,C.
* ok * ok * 2 * 2 * ok * ok * 2 * 2
R B R o o R
l * 2 * 2 * %k * * 2 * 2 * *
(c;” +¢c%) ., c,c. (c;,” +¢c7) —c.c, —c,c
cicy —(+c2) fen —cic; (2 +¢2) —cycs
* % * % * 2 * 2 * % * % * 2 * 2
L cick c,ch —(c "+ . ) —cicl c, . (c; +c )_

onde ® ¢é o produto aberto ou diddico. K}, ¢ a matriz de rigidez material. K?, ¢ a matriz
de rigidez geométrica. Para obter a matriz de rigidez tangente em coordenadas globais
utiliza-se a matriz de rotacao definida em (22), tal que, K = Q"K*Q.

ELEMENTO DE VIGA 2D

Para descrever a cinematica co-rotacional do elemento de viga 2D, adota-se um sis-
tema de coordenadas globais cuja base ortonormal é dada por (e,,e,,e,). Para expressar
as varidveis cinematicas na configuragao indeformada utilizam-se as coordenadas materi-
ais (X,Y, Z), enquanto que, na configuracao deformada usam-se as coordenadas espaciais
(z,y,z). Considere, agora, um corpo deformével discretizado por um elemento de viga 2D
com dois nds, situados em suas extremidades, cujas coordenadas na configuracao indefor-
mada sao dadas por X, = (X,,Y,) e X, = (X,,Y,), conforme mostra-se na Figura 9. O

comprimento da barraem C, é L, = /X2 + Y2, com X, = X, - X, eV, =Y,-Y,. Nesta

217
configuracao é fixado, no centréide do elemento, um sistema de coordenadas locais cuja base

ortonormal é dada por (ef,e},e}). Observe que o é o angulo de inclinacao do elemento
em C, com relagao ao eixo (X, ), e que, cosa = %201 e senq = %}1 Apbs o corpo sofrer
translagoes e rotagoes de corpo rigido e deformacionais, este ocupa uma posicao dada pelas
coordenadas espaciais de seus nds, que se expressam como X, = (z,,y,) € X, = (Z,,Y,),
respectivamente. A configuracao deformada é definida por estas coordenadas como pode ser
observado na Figura 9. Por outro lado, as coordenadas espaciais nodais podem ser escritas
em funcao dos deslocamentos nodais como x, = X, +u, e x, = X, + u,, respectivamente.

Considera-se que o comprimento da barra na configuragao deformada é dado pela secante
que une os nés do elemento. Portanto, pode-se escrever que | = ‘/*7331 + 92217 com z,, =
Ly =Xy = (X2 +u2) - (Xl +u1) =Xy Uy €Yy =Yp—Y, = (Yz +U2) - (Yl +U1) =Y, +v,,
sendo u,, =u, —u, e v, =v, —v,, as componentes dos deslocamentos nodais em relagao
a base e,. Por fim, pode-se escrever que | = /(X,, + u,,)? + (Y,, + v,,)2. Na configuracio
deformada a inclinagao da reta secante, que une os nés do elemento, em relacao ao eixo
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Y, +o,

X
Wy

Figura 10. Componentes dos deslocamentos nodais em relagio as bases e; e e}

(X, z), é dada pelo angulo 1. O co-seno e o seno deste angulo sdo dados por cosy) = x% e
seny = y% Alternativamente, conforme mostra-se na Figura 10, esse comprimento pode ser

expresso como | = \/(LO +ul )+ U;‘IQ, sendo uj = uj—wuj e v, = v, —v;,as componentes
dos deslocamentos nodais em relagao a base €. Para identificar as translagoes e rotagoes
de corpo rigido define-se uma configuragao co-rotacionada que acompanha a configuracao
deformada do corpo. O centréide desta configuracdo coincide com o ponto médio da reta
secante que une os nés do elemento, conforme mostra-se na Figura 9. E fixada no centréide
da configuracao co-rotacionada um sistema de coordenadas locais cuja base ortonormal é
dada por (e{",e",e:"). Observe que ¢ ¢ o angulo entre o versor e, em Cp, e o versor e,

?T2 073
em C,. Este angulo representa a rotacao de corpo rigido entre as configuracoes CRLe CQ.
. A ~ +u
De acordo com a Figura 10, o co-seno e o seno deste angulo sao dados por cos¢ = %
v . . -
e seng = —L, respectivamente. Por outro lado, conforme mostra-se na Figura 9, a relacao

entre os angulos a, 1 e ¢ ¢ dada por ¥ = o + ¢.
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As relagoes entre as bases ortonormais e;, €} e e, sao dadas pelas matrizes de rotagao
definidas pelas equagdes (1), (2) e (3). Descrevem-se aquelas matrizes, agora, em funcao
dos angulos «, ¢ e 1 do seguinte modo

el cosa sena 07 (e
e; o= |—sena cosa 0| (e, » = e’ = Qe, (46)
e;‘ 0 0 1 e,
ey cos¢p seng 0 e
e » = |—senp cosp 0| (e =—e" = Q*ej (47)
e 0 0 1] |e;
e’ cosyp seny 07 (e,
e’ » = [—seny cosyp 0 e =—e’ = Qei (48)
e’ 0 0 1 e,

Substituindo a equagado (46) na equagao (47) chega-se a e’ = Q*Qei. Comparando-
se este resultado com a equacao (48), conclui-se que Q = Q'Q. Por outro lado, esta
relacdo pode ser obtida levando em consideracao as seguintes relagoes trigonométricas:
costh = cos(a + ¢) = cosacosp — senasend e senty) = sen(w + @) = senacosp + senpcosa.

Movimento deformacional de uma particula
Para descrever o movimento de uma particula arbitraria do elemento de viga 2D, ini-
cialmente, os vetores de deslocamentos e de posigao serao expressos em relagao a base e’
definida na configuracao indeformada. Sera considerado como componente destes vetores o
grau de liberdade rotacional cuja direcao é perpendicular ao plano que contém o elemento
de viga 2D, portanto, podendo ser expresso, indistintamente, em relagao aos versores e;, €;
. . , * * * *
e e, respectivamente. Seja uma particula P de coordenadas (X ,,Y,,0,) em C,, onde 3,
/7 A~ * . .
¢ o angulo entre o vetor X , e o versor €], conforme mostra-se na Figura 11. Em seguida,

’ cr cr cr cr cr ,
esta particula move-se ao ponto P de coordenadas (X, ,Y, ,3,) em Cy, onde 3, é o

R
~ cr ~ ’
angulo entre o vetor X | e o versor e{". Como entre as configuragoes C, e C,, hd somente
s . * cr * cr .
deslocamento de corpo rigido segue que |X | = |[X_| e 8, = (3, . Posteriormente, esta

mesma particula, desloca-se ao ponto P, de coordenadas (x*,y*,O;) em C, onde 0; é a
rotacao total, obtida pelo somatério da rotagao de corpo rigido ¢ com a rotacao defor-

N * . , * * . ~ JT) 20
macional 6, , isto é, 8, = ¢ + 6, . A interpretacdo geométrica deste somatério pode ser
d d

Figura 11. Movimento deformacional de uma particula do elemento de viga 2D
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visualizada na Figura 11. Devido ao movimento de corpo rigido entre as configuragoes C,
e Cy, e levando em conta a equagao (47), o vetor posigao da particula P em C, pode ser

~ cer® * T gy .~ ,
expresso em funcao da base €7 como X | =Q ~ X . Por outro lado, a posi¢ao da particula
P em C,, em relagao ao sistema de referéncia local definido em C,,, ¢ dado por

* * cr*_ * * T *
xr_uO+XP _uo+Q XP

" w|  [eoso —sens 0] [ (49)
N =qv) o+ SG(I)l¢ coosqS (1) Y,
gy +o) L9 8,

onde u} é o deslocamento de corpo rigido do centréide do elemento entre as configuragoes
indeformada e co-rotacionada. De acordo com a Figura 11, a posi¢do da particula P na
configuracao deformada é dada por

x* = X; + u*
m: XI: u: (50)
Yy =Y, o+ v
ep 5; 9P o BP

onde u* é o deslocamento da particula entre as configuragoes C,, e C. Este deslocamento
pode ser decomposto em uma parte deformacional u’; e em uma parte correspondente ao
movimento de corpo rigido u’, tal que, u* = u’; + u’. Novamente, como pode ser visto na
Figura 11, a parte deformacional deste deslocamento é dada pela seguinte expressao

u =x* —x*
d r

u* * *

‘ ac* x¥ (51)
Ud = Y — y:
(9Pd 9P ¢

Substituindo as equagoes (49) e (50) em (51), obtém-se o movimento deformacional da
particula P entre as configuragoes co-rotacionada e deformada, que se expressa como

w=1-Q )X, + (u* —u) (52)

Por outro lado, o movimento deformacional pode ser expresso no sistema de coordenadas
local da configuragao deformada, isto ¢, em relagao a base €. Levando em consideragao a

equagao (47), tem-se que u = Q*uz. Portanto, a equagao (52) pode ser reescrita como

u =(Q -DX, +Q (u —u) (53)

d
Finalmente, pode-se escrever o movimento deformacional da particula P na configuracao
deformada, usando a posi¢ao que esta particula ocupava em C,, o deslocamento do centréide
do elemento e o deslocamento de P expressos em coordenadas globais. Desta maneira,
levando em conta a equagdo (46), obtém-se as seguintes relagdes: X , = QX , uy = Qu, e
u* = Qu. Usando estas relagoes na equacao (53), chega-se a

W =(QQ-QX,+Q Qu-u,) (54)
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Figura 12. Movimento deformacional do elemento de viga 2D

Por tltimo, tendo em conta a equagao (48) e a relagao Q = Q" Q, obtém-se que

u’ =(Q-Q)X, +Q(u-u,) (55)

Note que a equacao (55) é idéntica as equagoes (10) e (31) porque para sélidos dis-
cretizados com elementos finitos que possuam graus de liberdade translacionais e apenas
um grau de liberdade rotacional, perpendicular ao plano que contem o sélido, a extracao
do movimento deformacional é obtida por relagoes algébricas simples.

Movimento deformacional do elemento de viga 2D

Para obter o movimento deformacional do elemento de viga 2D seréo tomados os deslo-
camentos do centréide e dos nés do elemento. De acordo com a Figura 12, considera-se que
entre as configuragoes C, e C,, o centréide do elemento sofre somente deslocamentos de
corpo rigido. Por outro lado, os deslocamentos dos nés 1 e 2 é composto por movimentos
deformacionais e de corpo rigido entre as configuracoes C,, e C. Note que os nés estao situa-
dos sobre o eixo local €] em C,,, e sobre o eixo local €” em C,, portanto, os angulos 3, e 37
serao nulos, respectivamente. A posicao dos nés do elemento na configuracao indeformada,
descrita em coordenadas globais, é dada por

(X =X)) (_ Xoy

2 2

_(Y2_Y1) _i

2 2

X 1 [—-(X, -X 1 X 0 0

X:{_l}:{ (X, n}:{ 21}: ] 56

X, 2| X,-X)) 2| X, <X2;X1> X
(Yy—Y)) Yo

2 2

0 0
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Por aspectos geométricos dados na Figura 12, pode-se observar que a parte translacional
do movimento do centrdide do elemento é dado pela média de suas translagoes nodais, isto
é, u, = %(ut1 +u,,). Incluindo, agora, as rotagdes como a terceira componente desses
vetores. Os deslocamentos nodais e do centréide do elemento, expressos em coordenadas
globais, podem ser definidos como

1
u, u, u, 2(“1 + u2)
W, =0 0, Uy =10, 0, Uy =147, 0 =1 (v, +0,) (57)
0, 0, ¢ p

com 0, =¢+0, e, =¢+0,, conforme mostra-se na Figura 12. Onde 0, ¢ a rotacao
total do né 1, 6 i é a rotacao deformacional do né 1, 6, é a rotacao total do né 2, 6 i
é a rotacao deformacional do né 2 e ¢ é a rotacao de corpo rigido do elemento. Desta
maneira, as rotagoes deformacionais dos nés do elemento sao dadas por: 6 4y = 0, —¢
ef by = 0, — ¢. Portanto, a relacao entre os deslocamentos nodais e o deslocamento do
centroide do elemento sao expressos, em forma vetorial, como

(ug—u,)
(S +w)) |~ | (%
(O (v, +v,) —7@25”1) 2
0, 0 0, ¢ 0
{ul - uo} = 01 —_ = ! = d1 (58)
u, —u, 752 %(ul + u,) (u2;u1) u%
2
92 %(U1 +U2) (”2;”1) Ung
\ ¢ 92 — ¢ ) \ 0d2

Considere que a particula P possa ocupar a posicao do né 1, e em seguida, a posicao
do né 2. Desta maneira, levando em conta as equagoes (55), (56) e (58), o movimento
deformacional do elemento se expressa como

b

ug; ( _% _ ’LL;l
" % -
9d1 Q -Q 0 0 Q 0 0‘11
= A — N RO (59)

uer 0 Q-Q Xo1 0 Q Lo

do 2 2
v L 3

dy \ 0 0d2 Y

onde Q é a matriz de rotacao definida em (46). Esta matriz rotaciona os vetores de posicao e
de deslocamentos do sistema global de referéncia para o sistema local de referéncia definido
na configuracao indeformada. A matriz Q, dada pela equacao (48), rotaciona esses vetores
do sistema global para o sistema local de referéncia definido na configuragéao co-rotacionada.
Por inspecao geométrica da Figura 12, deduz-se que o deslocamento deformacional do né

(I-Ly)

A cr cr e
1edad0p0rud1— 5 ,vdl—OeGdl—H

4y enquanto que, para o né 2 tem-se
ELo) per = g e 97

cr J—
que ud2 - 2 7 Vdy do

=40 iy Nas secoes anteriores, para os deslocamentos
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translacionais, demonstrou-se as relagoes descritas acima. A seguir, utilizando as equagoes
(46), (48) e (59), chega-se as seguintes expressoes

uy = —u%cosw — ;1 seny — X—(cosw — cosar) — YT(semp — sena)
Y,
g = %2 cosy) + “Zsemtp + 21 (cosyp — cosa) + —3%(sentp — sencv)

(60)

cr cr
ug —l—udl =0

U — U = u,, costh + v, senth + X, (costp — cosa) + Y, (sent) — sena)

da dy

Ainda utilizando a Figura 12, pode-se definir o movimento deformacional do elemento
devido as translagoes como d = u¢” —u¢". A seguir demonstra-se que esta relacio, também,
2 1

pode ser expressa como d = [ — L, lembrando que as defini¢oes dos senos e co-senos dos
angulos « e v foram dadas no inicio desta segao.

d=u" —u” = u,costp + v, seny + X, (cosyy — cosa) + Y, (seny) — senav)

da dy

=y, (B o, (BT 4 X, (Fufte - T2 4y, (PR - T2

_ X21“21+“21 + 21v21+v21 + +X21u21 o X221 + Y2 +Y 1Y21 ﬁ
= I I I L,

2 y2 2 2 2
_ X21+2X21u21+u21 + Y3 +2Y5, vy oy, o X21+Y21

I I I,
2 2

_ (X21+“21)2 + (Y21+U21)2 _ ﬂ _ 2 _ i — —
= I I I, 1 I, 0

(61)

A relagao angular ¥ = a + ¢, ou ¢ = ¥ — «, foi definida no inicio desta secao, e cuja
interpretagao geométrica estd dada nas Figuras 9 e 12, pode ser utilizada para obter as
rotagoes deformacionais dos nés do elemento em funcao dos deslocamentos globais. Desta
maneira, lembrando que 9;: =0, —¢e 0;; = 0, — ¢. Substituindo ¢ nessas expressoes, pela

~ . ~ . . . cr
relagao dada acima, as rotagoes deformacionais podem ser escritas como §, =6, —¢ +«
1

CcTr ~ . ~

e, =0,— 1+ a Poroutro lado, estas expressoes podem ser escritas em fungao das
2

translagoes como

9” — 91 _ tanfl(;;m"'”zl ) —i—tan’l(i)

dy 21 HUg X1
er _1, Yy v 1, Y 2
0, = 0, — tan~" (L) + tan ! (1) (62)

com X, +u, #0 e X, #0

Portanto, o movimento deformacional do elemento de viga 2D serd definido pela de-
~ . ~ . . cr
formagao translacional d(u,,v,,u,,v,) e pelas rotacoes deformacionais 6 0 (uy,v,,0,,u,,v,)
cr ’ . ~ ~ . .
e iy (u,,v,,u,,v,,0,). Nas proximas secoes, serao obtidos o vetor de forgas internas e a
matriz de rigidez tangente através das derivadas primeira e segunda do funcional da ener-
. ~ , . ~ .« . cr cr .
gia de deformagao, que € escrito em fungao das varidveis d, f e 6 . Portanto, a derivada
1 2

. . cr cr ~ . ,

primeira de d, 0, e 6 em relagdo aos deslocamentos globais, (u,,v,,0,,u,,v,,0,), é dada
1 2

por



Uma abordagem unificada da formulagdo co-rotacional para elementos de trelica 2D, trelica 3D e viga 2D 187

(Su,
od —, -s, 0 ¢, s, 0 ov,
00, N = | =5, /1 e,/ 1 s,/l —c,/l O (‘:z (63)
50;; =s,/l ¢,/ 0 s,/l —c,/l 1 50,

56, )

onde ¢, = cosy e s, = sentp. Por outro lado, levando em conta as equagées (61), (62) e
(63), as derivadas segundas dos deslocamentos deformacionais podem ser definidas por

2 . 2
s, S4,Cy 0 57 S4,Cy 0
2 2
—5,¢, c, 0 5,C, —c, 0
024 1 0 0 0 0 0 0
oudu ~ 1 2 2
—s, 8,Cy 0 5%, —5,C, 0
2 _ 2
S4Cy c, 0 5,C, c, 0
| 0 0 0 0 0]
(64)
r 2 .2 2 2 .
2s¢cw c, = s, 0 2$wc¢ 5, = C, 0
2 2 2 2
c, =S, Qchw 0 s, —¢ 7281&% 0
920°" 20" 0 0 0 0 0 0
dy dy __ 1
Oudu ~ dudu ~ [? 2 2 2 2
2chw s, = C, 0 —2$wcw c, =5, 0
2 2 2 2
s, —¢C _QSwa 0 c, =S, 25¢c¢ 0
0 0 0 0 0 0]

Esforgos resultantes do elemento de viga 2D

Os eforgos resultantes do elemento de viga 2D na configuragao deformada sdo N, V,
M, e M,, sendo N o esforco normal, V' o esforco cortante e M, e M, os momentos fletores
nos nés 1 e 2 do elemento, respectivamente. Os esforgos normal e cortante sdo consider-
ados constantes enquanto que o momento varia linearmente ao longo do elemento. Estes
esforcos resultantes, com as respectivas convengoes de sinais, sao mostrados na Figura 13

Figura 13. Deformagdes e esforcos seccionais do elemento de viga 2D
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apresentada a seguir, sendo obtidos a partir das respectivas deformacdes'®, de acordo com
as seguintes equacoes

N: EAOE = ETI?)Od, V: MITMQ 6EI (9 +9 ) (65)
M, = %(29: +0,); M,= 2E1(0 +26,)

sendo E o médulo de elasticidade longitudinal do materlal, A, a area da secao transversal
e I o momento de inércia da secao transversal.

Energia de deformagao do elemento de viga 2D

A energia de deformacao da viga, considerando-se apenas deformagoes infinitesimais e,
portanto, sem levar em conta o ocoplamento dos efeitos dos esforgos axiais e de flexao, pode
ser expressa como a soma da energia de deformacgao axial U, mais a energia de flexao U,,,
ou seja, U = U, + U,.. Desta maneira, adotam-se as seguintes expressoes definidas em!*

_ 1 2 _ 1EA; o
UA = §EA0L06 =3 Lood
2EI cr 2 cr cr cr 2 (66)
UF = L, (edl + Hdl 9d2 + edg )
Vetor de forcas internas do elemento de viga 2D

O vetor de forgas internas f é obtido pela derivada pr1me1ra do funcional da energia de
deformacao U em relacao aos deslocamentos globais u, isto é, f = BU Portanto, utilizando
as equagoes (63), (65) e (66), chega-se as seguintes expressoes

_ 8 (1EA _ BAy ;0d _ nrOd .
f S ( 0d2> N TOOd% - Nﬁ =N [_Cw Sy 0 Cy Sy 0]
f _ 0 2F1 607"2 907" 067” 967'2 2EI 29 dl 6 9 90"' GCT
T ou L, \Ta + dy dg + do dy + dy da
f.=[-Vs, Ve, M, Vs, =V, MQ}T

(67)
Por fim, o vetor de forcas internas é obtido pela soma das contribuigoes dos esforcos
axial e de flexao, isto é, f =f, +f,.

Matriz de rigidez tangente do elemento de viga 2D
A matriz de rigidez tangente é obtida pela derivada segunda do funcional da energia de
deformagao U em relacao ao vetor de deslocamentos globais u, ou de forma similar através

. . . . . 92
da derivada primeira do vetor de forgas internas f, ou seja, K = %—flj = aanl =K, +K,.

Portanto, derivando as expressoes de f, e f,, dadas na equacao (67), obtém-se que

ou L, ou (9 Judu
2 CcTr cT cT cT cT

of 020" o0y o0y o0 o0
= ((29 +0, ) gun T 27w ® Ju- + ou ® H + (68)

u

u

82067‘ GCT 087" 087" 0;7‘
(0 +20 )8u8u+2 ®8 +8 ®81>
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Usando as derivadas primeiras e segundas das deformacgoes d, GZ
equagoes (63) e (64), na equagao (68), chega-se as seguintes expressoes

EA EA EA EA
0.2 12E7 2 0 _ 12EI _GEI _EAy 2 _ 12BI 2 _ 0 12ET _BEI
( Zy u t Lo’2s¢’) ( Lo Lo’2) Sy o Lol v ( Ly “u Lo"2s¢’> ( I, * L012> Sy Cu Lo
EA EA EA EA
0 12E7T1 0 .2 12E71 2 6ET _ 0 12E1 _ 0.2 _ 12E1 .2 6ET
( I, Loz?) Sy Sy ( Iy, Syt 1 z?%) Lol v ( I, * Loz?) Sy Sy ( Iy u Loﬂcw) Lyl
_6EI 6EI 4EI 6EI _G6EI, 2E
Lol Lol Sy Ly Lol Sy Lol Sy Lo
K]W: EA EA EA EA
_ 0.2 12B71 2 _E4y 12ET 6EI 0.2 12BT 2 0 _ 12EI 6EI
( I, “p T L2 Sw) ( I, T Lol2> Sy Cy Loty ( I, %t Loi2 Sd,) ( I, Lolz) Sy Cy Lyl
EA EA EA EA
_E4q 12EI) (7 0.2 _ 12EI 2) _G6EI ( o _ 12EI) < 042 4 12B] 2) _GEI
< Ly Ly1? Sy y Iy %y Lyl? Sy Lol Sy Ly Lyt? Sy y Ly %y L2 Sy Ly
_6EI 6EI 2ET 6EI _SBEI AE
Lol v Lol % Ly Lol v Lol %0 L,
r N .2 2V V.2 2 N .2 2V N V.2 2
(Tsw Tswcw) (—stcw-&-T( )—sw)) 0 (_TS¢)+TS¢C¢) (Tswcw—T(cw—sw))
N V.2 2 N 2 2V N V.2 2 N 2 2V
(77 wcw+7(c 731’0)) (Tc,erTswcw) 0 (Tswcwa(cwfsw)) (7Tcw773wcw>
0 0 0 0 0
KG,:
N 2 2V N V.2 2 N .2 2V N V.2 2
(—Tsw+73wc¢) (Tswcw T(cw— w)) 0 (Tsw—Tswcw) (7Tswcw+7(cwfsw))
V(.2 N 2 N 2 2 N 2 2V
(Tswcwf L(c 751/))) (7Tcw7 7 chw) 0 ( T‘swcw+ l<ci/1751/1)> (Tcw+Tch¢)
L 0 0 0 0 0

e 9:;, dadas pelas

Note que a rotagao de corpo rigido do elemento e suas rotacoes deformacionais, definidas
na equagao (62), além do vetor de forgas internas, dado pela equagao (67), e da matriz de

rigidez tangente, dada pela equagao (69), sdo calculados em funcao
nodais expressos em coordenadas globais.

CONCLUSOES

dos deslocamentos

Ao definir-se as transformagoes ortogonais entre os distintos sistemas de coordenadas
utilizados para descrever a cinématica co-rotacional foi possivel unificar o procedimento
algébrico para a separacdo entre o movimento de corpo rigido e o movimento deforma-
cional. Demonstrou-se neste trabalho que a descricdo do movimento deformacional de um
solido utilizando a formulacao co-rotacional é obtida analiticamente quando este sélido é

discretizado por elementos finitos com graus de liberdades translacionais,

€ com, No maximo,

um grau de liberdade rotacional por n6. Cabe destacar como principal vantagem da for-
mulacgao corotacional, o desacoplamento entre os efeitos locais e globais. Pode-se incluir
como efeitos locais, em regime de deformacoes infinitesimais, por exemplo, os modelos con-
stitutivos da plasticidade, os modelos da mecanica da fratura e modelos de dano. Por outro
lado, os efeitos globais decorreriam do movimento de corpo rigido do sélido, possibilitando,
por exemplo, a andlise da estabilidade do equilibrio, a deteccao de singularidades na ma-
triz de rigidez tangente do elemento, a formulacao de algoritmos de busca de trajetdrias
secundarias de equilibrio. Entretanto, para que esta formulacao se difunda na comunidade
de métodos numéricos aplicados a engenharia, é necessirio que a mesma possa superar
alguns obstéaculos, tais como, a aplicagdo de métodos implicitos para integracao no tempo

do tensor de rotacoes finitas na analise dindmica nao-linear.
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