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Resumen

Neste trabalho apresenta-se uma descrição unificada para retratar a cinemática co-rotacional de elementos
de barra deformáveis, que podem ser discretizados com elementos de treliça plana, de treliça espacial ou
de viga 2D. A cinemática co-rotacional se basea na separação do movimento em uma parte deformacional,
e a outra, em movimento de corpo ŕıgido. Para o caso de translações e rotações, definidas por um único
parâmetro angular, o movimento deformacional é obtido anaĺıticamente. Demonstra-se que a obtenção do
deslocamento deformacional se basea em uma expressão vetorial única independente do tipo de elemento de
barra adotado. Em seguida, obtém-se o vetor de força interna e a matriz de rigidez tangente através das
derivadas direcionais, de primeira e segunda ordem, da energia de deformação.

Palavras chaves: formulação co-rotacional, análise não-linear geométrica, elementos de
barra.

A COROTATIONAL UNIFIED FORMULATION FOR TRUSSES AND 2D BEAMS ELEMENTS

Summary

This article presents a unified corotational kinematics of deformable bar elements that can be represented as
plane truss, spatial truss or 2D beam elements. The corotational kinematics is based on the separation of the
motion on deformational and rigid body components. For the case of translations and rotations, determined
by a single angular parameter, the deformational motions are expressible in closed form. It is demonstrated
that the determination of the deformational motions are based on a unique vectorial expression independent
on the bar element used. In addition, the element internal force and consistent tangent stiffness matrix are
derived by taking variations of the internal energy with respect to nodal freedoms.

Keywords: corotational description, geometrically nonlinear structural analysis, bar ele-
ments.
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INTRODUÇÃO

O desenvolvimento da formulação co-rotacional (CR) na análise não-linear do sólido teve
um impulso no ińıcio dos anos 80, com os trabalhos1,2, entre outros. Entretanto, segundo Fe-
lippa & Haugen3, a formulação CR, ainda, não há logrado difundir-se nos códigos comerciais
do método dos elementos finitos, talvez, pelos os desafios que esta formulação deve vencer,
tais como: a) obtenção de uma matriz de rigidez simétrica consistente para rotações finitas
em 3D4−7, b) obtenção do vetor de forças internas auto-equilibrado, além do equilibrio
global, considerando rotações finitas em 3D8,9. Por outro lado, na análise dinâmica não-
linear muitos aspectos teóricos desta formulação encontram-se em aberto; 10−12. Neste tra-
balho, sem pretenções de resolver os problemas acima mencionados, descreve-se a cinemática
dos elementos de treliça plana, de treliça espacial e de viga 2D, através da formulação CR,
com o objetivo de unificar os aspectos teóricos desta formulação no tratamento de rotações
finitas em 2D e na extração dos movimentos deformacionais. O conceito chave da for-
mulação CR se basea na decomposição da configuração de referência em duas, Felippa &
Haugen3:

1. Uma configuração inicial indeformada ou de referência CO , que é fixada em cada
elemento da malha quando o sólido está em repouso.

2. Uma configuração co-rotacionada CR que se move junto com cada elemento. A con-
figuração CR expressa o movimento de corpo ŕıgido do elemento em relação à con-
figuração CO . O movimento deformacional se mede através da configuração deformada
C com relação à configuração CR .

Na Figura 1 mostra-se a interpretação geométrica das configurações CO , CR e C, respec-
tivamente. Além disso, ainda, nesta figura, podem ser identificados os movimentos de corpo
ŕıgido e deformacional, respectivamente. Observe que a configuração C foi grosseiramente
deformada, a partir de CR , para facilitar a distinção visual entre ambas configurações.

C
O

Configuração
indeformada

C
R

Configuração
co-rotacionada

C
Configuração
deformada

movimento
deformacional

movimento
de corpo ŕıgido

R

Figura 1. Descrição cinemática da formulação co-rotacional
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Os elementos de treliça plana e espacial se caracterizam pela ausência de graus de liber-
dades rotacionais, enquanto que o elemento de viga 2D apresenta duas translações e um
grau de liberdade rotacional, cujo eixo de rotação permance sempre perpendicular ao plano
que contém o sólido. Portanto, as rotações em 2D se definem através de um único parâmetro
angular. Devido à caracteristicas cinemáticas, anteriormente comentadas, a respeito desses
elementos, é posśıvel determinar a relação entre os movimentos de corpo ŕıgido e deforma-
cional explicitamente através da álgebra vetorial. Além disso, a interpetração geométrica
desses movimentos é extremamente simples. Neste trabalho, demonstra-se que a equação
vetorial que expressa o movimento deformacional de uma part́ıcula arbitrária de um sólido
é a mesma, quando este sólido é discretizado por elementos de treliça plana, ou por ele-
mentos de treliça espacial ou por elementos de viga 2D. Para isto, é necessário descrever
uma transformação tensorial, transformação ortogonal, entre as bases ortonormais que são
fixadas nas configurações indeformada, co-rotacionada e deformada, respectivamente. Uma
vez definidas essas transformações ortogonais e as equações de movimento, chega-se à ex-
pressão do movimento deformacional.

ELEMENTO DE TRELIÇA 2D

Em primeiro lugar, adota-se um sistema de coordenadas globais cuja base ortonor-
mal é dada por (e1 , e2). Para expressar as variáveis cinemáticas na configuração inde-
formada utilizam-se as coordenadas materiais (X, Y ), enquanto que, na configuração de-
formada usam-se as coordenadas espaciais (x, y). Considere, agora, um corpo deformável
discretizado por um elemento de treliça plana com dois nós, situados em suas extrem-
idades, cujas coordenadas na configuração indeformada são dadas por X1 = (X1 , Y1) e
X2 = (X2 , Y2), conforme mostra-se na Figura 2. O comprimento da barra em CO é
L0 =

√
X2

21
+ Y 2

21
, com X21 = X2 − X1 e Y21 = Y2 − Y1 . Nesta configuração é fixado,

no centróide do elemento, um sistema de coordenadas locais cuja base ortonormal é dada
por (e∗

1
, e∗

2
). Após o corpo sofrer translações e rotações de corpo ŕıgido e deformacionais,

este ocupa uma posição dada pelas coordenadas espaciais de seus nós, que se expressam
como x1 = (x1 , y1) e x2 = (x2 , y2), respectivamente. A configuração deformada é definida
por estas coordenadas como pode ser observado na Figura 2. Por outro lado, as coordenadas
espaciais nodais podem ser escritas em função dos deslocamentos nodais como x1 = X1 +u1

e x2 = X2 + u2 , respectivamente. O comprimento da barra na configuração deformada é
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Figura 2. Cinemática co-rotacional do elemento de treliça 2D
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Figura 3. Componentes dos deslocamentos nodais em relação às bases ei e e∗
i

dado por l =
√

x2
21

+ y2
21

, com x21 = x2 − x1 = (X2 + u2) − (X1 + u1) = X21 + u21 e
y21 = y2 − y1 = (Y2 + v2) − (Y1 + v1) = Y21 + v21 , sendo u21 = u2 − u1 e v21 = v2 − v1 , as
componentes dos deslocamentos nodais em relação à base ei . Portanto, pode-se escrever
que l =

√
(X21 + u21)2 + (Y21 + v21)2. Alternativamente, conforme mostra-se na Figura 3,

esse comprimento pode ser expresso como l =
√

(L0 + u∗
21

)2 + v∗
21

2, sendo u∗
21

= u∗
2
− u∗

1
e

v∗
21

= v∗
2
−v∗

1
, as componentes dos deslocamentos nodais em relação à base e∗

i
. Ainda, como

mostra-se na Figura 2, para identificar as translações e rotações de corpo ŕıgido define-se
uma configuração co-rotacionada que acompanha a configuração deformada do corpo. É
fixada no centróide da configuração co-rotacionada um sistema de coordenadas locais cuja
base ortonormal é dada por (ecr

1
, ecr

2
).

Uma vez que, são usadas grandezas vetoriais para descrever as variáveis cinemáticas
da formulação co-rotacional, estas podem ser decompostas em relação a qualquer uma das
bases ortonormais anteriormente descritas, isto é, ei , e∗

i
e ecr

i
. Portanto, é necessário definir

as transformações ortogonais entre essas bases. A transformação ortogonal Q entre as bases
ei e e∗

i
é dada por
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Por outro lado, a transformação ortogonal Q
∗
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i
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i
é definida pelas

seguintes relações
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Figura 4. Movimento deformacional de uma part́ıcula do elemento de treliça 2D

Finalmente, a transformação ortogonal Q̂ entre as bases ecr

i
e ei é dada por
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1
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=⇒ ecr

i
= Q̂ei (3)

Note que as componentes de e∗
1

em (1) representam os co-senos diretores da barra na
configuração indeformada com relação ao sistema de referência global ei . As componentes
de ecr

1
em (2) denotam os co-senos diretores da barra na configuração co-rotacionada com

relação à base e∗
i
, enquanto que, as componentes de ecr

1
em (3) denotam os co-senos diretores

da barra na configuração co-rotacionada com relação à base ei . Substituindo a equação (1)
na equação (2), chega-se a ecr

i
= Q

∗
Qei . Comparando-se este resultado com a equação (3),

conclui-se que Q̂ = Q
∗
Q.

Movimento deformacional de uma part́ıcula
Para descrever o movimento de uma part́ıcula arbitrária do elemento de treliça 2D,

inicialmente, os vetores de posição e de deslocamentos serão expressos em relação à base e∗
i

definida na configuração indeformada. Seja uma part́ıcula P de coordenadas (X
∗
P
, Y

∗
P
) em

CO , conforme mostra-se na Figura 4, que se move ao ponto P
cr

de coordenadas (X
cr

P
, Y

cr

P
)

em CR , e, em seguida, desloca-se ao ponto P
d

de coordenadas (x∗, y∗) em C. Devido ao
movimento de corpo ŕıgido entre as configurações CO e CR , e levando em conta a equação
(2), o vetor posição da part́ıcula P em CR pode ser expresso em função da base e∗

i
como

X
cr

P

∗
= Q

∗TX
∗
P
. Por outro lado, a posição da part́ıcula P em CR , em relação ao sistema de

referência local definido em CO , é dado por

x∗
r

= u∗
0
+ X

cr

P

∗
= u∗

0
+ Q

∗T
X
∗
P

(4)

onde u∗
0

é o deslocamento de corpo ŕıgido do centróide do elemento entre as configurações
indeformada e co-rotacionada. De acordo com a Figura 4, a posição da part́ıcula P na
configuração deformada é dada por

x∗ = X
∗
P

+ u∗ (5)
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Figura 5. Movimento deformacional do elemento de treliça 2D

onde u∗ é o deslocamento da part́ıcula entre as configurações CO e C. Este deslocamento
pode ser decomposto em uma parte deformacional u∗

d
e em uma parte correspondente ao

movimento de corpo ŕıgido u∗
r
, tal que, u∗ = u∗

d
+ u∗

r
. Novamente, como pode ser visto na

Figura 4, a parte deformacional deste deslocamento é dada pela seguinte expressão

u∗
d

= x∗ − x∗
r

(6)

Substituindo as equações (4) e (5) em (6), obtém-se o movimento deformacional da
part́ıcula P entre as configurações co-rotacionada e deformada, que se expressa como

u∗
d

= (I−Q
∗T

)X
∗
P

+ (u∗ − u∗
0
) (7)

Por outro lado, o movimento deformacional pode ser expresso no sistema de coordenadas
local da configuração deformada, isto é, em relação à base ecr

i
. Levando em consideração a

equação (2), tem-se que ucr

d
= Q

∗
u∗

d
. Portanto, a equação (7) pode ser reescrita como

ucr

d
= (Q

∗ − I)X
∗
P

+ Q
∗
(u∗ − u∗

0
) (8)

Finalmente, pode-se escrever o movimento deformacional da part́ıcula P na configuração
deformada, usando a posição que esta part́ıcula ocupava em CO , o deslocamento do centróide
do elemento e o deslocamento de P expressos em coordenadas globais. Desta maneira,
levando em conta a equação (1), obtém-se as seguintes relações: X

∗
P

= QXp , u∗
0

= Qu0 e
u∗ = Qu. Usando estas relações na equação (8), chega-se a

ucr

d
= (Q

∗
Q−Q)XP + Q

∗
Q(u− u0) (9)

Por último, tendo em conta a equação (3) e a relação Q̂ = Q
∗
Q, obtém-se que

ucr

d
= (Q̂−Q)XP + Q̂(u− u0) (10)

Movimento deformacional do elemento treliça 2D
Para obter o movimento deformacional do elemento de treliça plana serão monitorados os

deslocamentos do centróide e dos nós do elemento. De acordo com a Figura 5, considera-se
que entre as configurações CO e CR , o centróide sofre somente deslocamentos de corpo ŕıgido.
Por outro lado, os deslocamentos dos nós 1 e 2 é composto por movimentos deformacionais e
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de corpo ŕıgido entre as configurações CO e C. A posição dos nós do elemento na configuração
indeformada, descrita em coordenadas globais, é dada por

X =

{
X̄1

X̄2

}
=

1
2

{−(X2 −X1)

(X2 −X1)

}
=

1
2

{−X21

X21

}
=





− (X2−X1 )
2

− (Y2−Y1)
2

(X2−X1 )
2

(Y2−Y1)
2





=





−X21
2

−Y21
2

X21
2

Y21
2





(11)

Por inspeção geométrica da Figura 5, pode-se escrever o deslocamento do centróide do

elemento como u0 = 1
2(u1 + u2) = 1

2

{
u1 + u2

v1 + v2

}
. A relação entre os deslocamentos nodais

e o deslocamento do centróide do elemento são expressos, em forma vetorial, como

{
u1 − u0

u2 − u0

}
=





u1

v1

u2

v2




− 1

2





u1 + u2

v1 + v2

u1 + u2

v1 + v2





=





− (u2−u1 )
2

− (v2−v1 )
2

(u2−u1 )
2

(v2−v1 )
2





=





−u21
2

−v21
2

u21
2

v21
2





(12)

Considere que a part́ıcula P possa ocupar a posição do nó 1, e em seguida, a posição
do nó 2. Desta maneira, levando em conta as equações (10), (11) e (12), o movimento
deformacional do elemento se expressa como





ucr

d1

vcr

d1

ucr

d2

vcr

d2





=
[
Q̂−Q 0

0 Q̂−Q

]





−X21
2

−Y21
2

X21
2

Y21
2





+
[
Q̂ 0
0 Q̂

]





−u21
2

−v21
2

u21
2

v21
2





(13)

onde 0 é a matriz nula de dimensão 2× 2. Q é a matriz de rotação definida em (1). Esta
matriz rotaciona os vetores de posição e de deslocamentos do sistema global de referência
para o sistema local de referência definido na configuração indeformada. A matriz Q̂, dada
pela equação (3), rotaciona esses vetores do sistema global para o sistema local de referência
definido na configuração co-rotacionada. Como este elemento possui 2 graus de liberdade
por nó, utilizou-se as submatrizes Q̂2×2 e Q2×2 , cujas terceira linha e terceira coluna foram
suprimidas. Por inspeção geométrica da Figura 5, deduz-se que o deslocamento deforma-
cional do nó 1 é dado por ucr

d1
= − (l−L0 )

2 e vcr

d1
= 0, enquanto que, para o nó 2 tem-se

que u
opqcr
d2

= (l−L0 )
2 e vcr

d2
= 0. A seguir, após um breve desenvolvimento algébrico uti-

lizando a equação (13), demonstra-se estas identidades para o nó 1 do elemento. Portanto,
reescrevendo a equação (13) para o nó 1, tem-se que

{
ucr

d1

vcr

d1

}
=




x21
l − X21

L0

y21
l − Y21

L0

−y21
l + Y21

L0

x21
l − X21

L0







−X21

2

−Y21
2



 +

[ x21
l

y21
l

−y21
l

x21
l

]{−u21
2

−v21
2

}
(14)
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ucr

d1
= −X21

2

(
x21
l − X21

L0

)
− Y21

2

(
y21
l − Y21

L0

)
− x21

l
u21
2 − y21

l
v21
2

= −X21x21
2l +

X2
21

2L0
− Y21y21

2l +
Y 2
21

2L0
− x21u21

2l − y21v21
2l

=
(X2

21
+Y 2

21
)

2L0
− x21

2l (X21 + u21)︸ ︷︷ ︸
x21

−y21
2l (Y21 + v21)︸ ︷︷ ︸

y21

=
(X2

21
+Y 2

21
)

2L0
− (x2

21
+y2

21
)

2l =
L2

0
2L0

− l2

2l = L0
2 − l

2 = − (l−L0 )
2

(15)

vcr

d1
= −X21

2

(
−y21

l + Y21
L0

)
− Y21

2

(
x21
l − X21

L0

)
+ y21

l
u21
2 − x21

l
v21
2

= X21y21
2l − X21Y21

2L0
− Y21x21

2l + X21Y21
2L0

+ y21u21
2l − x21v21

2l
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2l (X21 + u21)︸ ︷︷ ︸
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2l (Y21 + v21)︸ ︷︷ ︸
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= x21y21
2l − x21y21

2l = 0

(16)

Nas próximas seções obtém-se o vetor de forças internas e a matriz de rigidez tan-
gente através das derivadas primeira e segunda da energia de deformação em relação aos
deslocamentos locais, respectivamente. Desta maneira, calculam-se as derivadas primeira e
segunda de l =

√
(L0 + u∗

21
)2 + v∗

21

2 em relação aos deslocamentos locais (u∗
1
, v∗

1
, u∗

2
, v∗

2
). De

acordo com a Figura 3, pode-se definir que cosφ = c
φ

=
L0+u∗

21
l e senφ = s

φ
=

v∗
21
l , sendo φ

o ângulo entre os versores e∗
1

e ecr

1
. Estas derivadas se expressam como

∂l

∂u∗
=

[−c
φ
− s

φ
c

φ
s

φ

]T (17)

∂2l
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1
l
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φ
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φ
s

φ
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φ
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s
φ
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φ
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φ
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φ
c

φ

s
φ
c

φ
−c2

φ
−s

φ
c

φ
c2

φ




(18)

Vetor de forças internas do elemento de treliça 2D
Admite-se que a energia de deformação armazenada no elmento entre as configurações

co-rotacionada e deformada seja dada por U0 = 1
2

L0∫
0

EA0ε
2
0
dX. Note-se que se está uti-

lizando a configuração co-rotacionada para o cálculo da energia de deformação. Assume-se
que ε0 = l−L0

L0
seja a medida de deformação, sendo que, ∂ε

∂u∗ = 1
L0

∂l
∂u∗ . Portanto, calculando

a derivada primeira de U0 e utilizando a equação (17), obtém-se o vetor de forças internas,
cuja expressão é dada por

f∗ =
∂U0

∂u∗
=

L0∫

0

EA0ε0

∂ε0

∂u∗
dX = EA0ε0

∂l

∂u∗
= N0
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s
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(19)
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onde N0 = EA0ε0 é o esforço axial. Para expressar o vetor de forças internas em coorde-
nadas globais utiliza-se a matriz de rotação dada em (1), tal que, f = QT f∗.

Matriz de rigidez tangente do elemento de treliça 2D

Obtém-se a matriz de rigidez tangente do elemento a partir da derivada segunda da
energia de deformação, ou através da derivada primeira do vetor de forças internas, em
relação aos deslocamentos nodais. Lembrando que ∂ε0

∂u∗ = 1
L0

∂l
∂u∗ e ∂2ε0

∂u∗∂u∗ = 1
L0

∂2l
∂u∗∂u∗ e

usando a equação (18), tem-se que

K∗ = ∂2U0
∂u∗∂u∗ = ∂f∗

∂u∗ =
L0∫
0

[
EA0

∂ε0
∂u∗ ⊗

∂ε0
∂u∗ + EA0ε0

∂2ε0
∂u∗∂u∗

]
dX

K∗ = EA0
L0

∂l
∂u∗ ⊗ ∂l

∂u∗ + N0
∂2l

∂u∗∂u∗

K∗ = K∗
M

+ K∗
G

(20)

com
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M

= EA0
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(21)

onde ⊗ é o produto aberto ou diádico. K∗
M

é a matriz de rigidez material. K∗
G

é a matriz
de rigidez geométrica. Para obter a matriz de rigidez tangente em coordenadas globais
utiliza-se a matriz de rotação definida em (1), tal que, K = QTK∗Q.

ELEMENTO DE TRELIÇA 3D

Considere, agora, um corpo deformável discretizado por um elemento de treliça espacial
com dois nós, situados em suas extremidades, cujas coordenadas na configuração indefor-
mada são dadas por X1 = (X1 , Y1 , Z1) e X2 = (X2 , Y2 , Z2), conforme mostra-se na Figura 6.
O comprimento da barra em CO é L0 =

√
X2

21
+ Y 2

21
+ Z2

21
, com X21 = X2−X1 , Y21 = Y2−Y1

e Z21 = Z2−Z1 . Nesta configuração é fixado, no centróide do elemento, um sistema de coor-
denadas locais cuja base ortonormal é dada por (e∗

1
, e∗

2
, e∗

3
). Após o corpo sofrer translações

e rotações de corpo ŕıgido e deformacionais, este ocupa uma posição dada pelas coorde-
nadas espaciais de seus nós, que se expressam como x1 = (x1 , y1 , z1) e x2 = (x2 , y2 , z2),
respectivamente. A configuração deformada é definida por estas coordenadas como pode
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Figura 6. Cinemática co-rotacional do elemento de treliça 3D

ser observado na Figura 6. Por outro lado, as coordenadas espaciais nodais podem ser
escritas em função dos deslocamentos nodais como x1 = X1 + u1 e x2 = X2 + u2 , re-
spectivamente. O comprimento da barra na configuração deformada é dado por l =√

x2
21

+ y2
21

+ z2
21

, com x21 = x2 − x1 = (X2 + u2) − (X1 + u1) = X21 + u21 , y21 =
y2 − y1 = (Y2 + v2) − (Y1 + v1) = Y21 + v21 e z21 = z2 − z1 = (Z2 + w2) − (Z1 +
w1) = Z21 + w21 , sendo u21 = u2 − u1 , v21 = v2 − v1 e w21 = w2 − w1 , as compo-
nentes dos deslocamentos nodais em relação à base ei . Portanto, pode-se escrever que l =√

(X21 + u21)2 + (Y21 + v21)2 + (Z21 + w21)2. Alternativamente, esse comprimento pode ser

expresso como l =
√

(L0 + u∗
21

)2 + v∗
21

2 + w∗
21

2, sendo u∗
21

= u∗
2
− u∗

1
, v∗

21
= v∗

2
− v∗

1
e

w∗
21

= w∗
2
− w∗

1
, as componentes dos deslocamentos nodais em relação à base e∗

i
.

Para a extração dos deslocamentos deformacionais é necessário identificar as translações
e rotações de corpo ŕıgido. Então, para este fim, define-se uma configuração co-rotacionada
que acompanha a configuração deformada do corpo. É fixada no centróide da configuração
co-rotacionada um sistema de coordenadas locais cuja base ortonormal é dada por (ecr

1
, ecr

2
, ecr

3
),

conforme mostra-se na Figura 6. Procedendo-se como na seção anterior, determina-se agora,
as matrizes ortogonais entre as bases ei , e∗

i
e ecr

i
, para o elemento de treliça espacial. A

transformação ortogonal Q entre as bases e∗
i

e ei , e∗
i

= Qei , é dada por





e∗
1

= (X21
L0

,
Y21
L0

,
Z21
L0

)

e∗
3

=
e∗
1
×e2

|e∗
1
×e2 | =⇒ e∗

1
6 ‖ e2 =⇒ LXZ > 0

e∗
2

= e∗
3
× e∗

1

=⇒





e∗
1

e∗
2

e∗
3
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X21
L0

Y21
L0

Z21
L0

−X21Y21
L0L

XZ

L
XZ
L0

− Y21Z21
L0L

XZ

− Z21
L

XZ
0 X21

L
XZ








e1

e2

e3





(22)
onde LXZ =

√
X2

21
+ Z2

21
é a projeção da barra em CO no plano XZ da base ei . Por outro

lado, a transformação ortogonal Q
∗

entre as bases ecr

i
e e∗

i
, ecr

i
= Q

∗
e∗

i
, é definida pelas

seguintes relações
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(23)

onde lxz =
√

(L0 + u∗
21

)2 + w∗
21

2 é a projeção da barra em C no plano xz da base e∗
i
.

Finalmente, a transformação ortogonal Q̂ entre as bases ecr

i
e ei , ecr

i
= Q̂ei , é dada por
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l ,
y21
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z21
l )

ecr

3
=

ecr
1
×e2

|ecr
1
×e2 | =⇒ ecr

1
6 ‖ e2 =⇒ lxz > 0

ecr

2
= ecr

3
× ecr

1





ecr

1

ecr

2

ecr

3





=




x21
l

y21
l

z21
l

−x21y21
l lxz

lxz
l −y21z21

l lxz

− z21
lxz

0 x21
lxz








e1

e2

e3





(24)
onde lxz =

√
x2

21
+ z2

21
=

√
(X21 + u21)2 + (Z21 + w21)2 é a projeção da barra em C no

plano XZ da base ei . Note que as componentes de e∗
1
, em (22), representam os co-senos

diretores da barra na configuração indeformada em relação ao sistema de referência global
ei . As componentes de ecr

1
, em (23), denotam os co-senos diretores da barra na configuração

co-rotacionada com relação à base e∗
i
, enquanto que, as componentes de ecr

1
, em (24),

denotam os co-senos diretores da barra na configuração co-rotacionada com relação à base
ei . Substituindo a equação (22) em (23), chega-se a ecr

i
= Q

∗
Qei . Comparando-se este

resultado com a equação (24), demonstra-se que Q̂ = Q
∗
Q.

Movimento deformacional de uma part́ıcula
Para descrever o movimento de uma part́ıcula arbitrária do elemento de treliça 3D,

inicialmente, os vetores de posição e de deslocamentos serão expressos em relação à base e∗
i

definida na configuração indeformada. Seja uma part́ıcula P de coordenadas (X
∗
P
, Y

∗
P
, Z

∗
P
)

em CO , conforme mostra-se na Figura 7, que se move ao ponto P
cr
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Figura 7. Movimento deformacional de uma part́ıcula do elemento de treliça 3D
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(X
cr

P
, Y

cr

P
, Z

cr

P
) em CR , e, em seguida, desloca-se ao ponto P

d
de coordenadas (x∗, y∗, z∗) em

C. Devido ao movimento de corpo ŕıgido entre as configurações CO e CR , e levando em conta
a matriz de rotação dada em (23), o vetor posição da part́ıcula P em CR pode ser expresso
em função da base e∗

i
como X

cr

P

∗
= Q

∗TX
∗
P
. Por outro lado, a posição da part́ıcula P em

CR , em relação ao sistema de referência local definido em CO , é dado por

x∗
r

= u∗
0
+ X

cr

P

∗
= u∗

0
+ Q

∗T
X
∗
P

(25)

onde u∗
0

é o deslocamento de corpo ŕıgido do centróide do elemento entre as configurações
indeformada e co-rotacionada. De acordo com a Figura 7, a posição da part́ıcula P na
configuração deformada é dada por

x∗ = X
∗
P

+ u∗ (26)

onde u∗ é o deslocamento da part́ıcula entre as configurações CO e C. Este deslocamento
pode ser decomposto em uma parte deformacional u∗

d
e em uma parte correspondente ao

movimento de corpo ŕıgido u∗
r
, tal que, u∗ = u∗

d
+ u∗

r
. Novamente, como pode ser visto na

Figura 7, a parte deformacional deste deslocamento é dada pela seguinte expressão

u∗
d

= x∗ − x∗
r

(27)

Substituindo as equações (25) e (26) em (27), obtém-se o movimento deformacional da
part́ıcula P entre as configurações co-rotacionada e deformada, que se expressa como

u∗
d

= (I−Q
∗T

)X
∗
P

+ (u∗ − u∗
0
) (28)

Por outro lado, o movimento deformacional pode ser expresso no sistema de coordenadas
local da configuração deformada, isto é, em relação à base ecr

i
. Levando em conta a matriz

de rotação definida em (23), tem-se que ucr

d
= Q

∗
u∗

d
. Portanto, a equação (28) pode ser

reescrita como

ucr

d
= (Q

∗ − I)X
∗
P

+ Q
∗
(u∗ − u∗

0
) (29)

Finalmente, pode-se escrever o movimento deformacional da part́ıcula P na configuração
deformada, usando a posição que esta part́ıcula ocupava em CO , o deslocamento do centróide
do elemento e o deslocamento de P expressos em coordenadas globais. Desta maneira,
levando em conta a matriz de rotação dada em (22), obtém-se as seguintes relações: X

∗
P

=
QXp , u∗

0
= Qu0 e u∗ = Qu. Usando estas relações na equação (29), chega-se a

ucr

d
= (Q

∗
Q−Q)XP + Q

∗
Q(u− u0) (30)

Por último, tendo em conta a relação Q̂ = Q
∗
Q, obtém-se que

ucr

d
= (Q̂−Q)XP + Q̂(u− u0) (31)

Nota-se que é a mesma expressão dada em (10). Portanto, para sólidos discretizados
com elementos finitos que possuam somente graus de liberdade translacionais, a extração
do movimento deformacional independe do tipo de elemento finito adotado, e é dado por
relações algébricas simples.
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Figura 8. Movimento deformacional do elemento de treliça 3D

Movimento deformacional do elemento de treliça 3D

Para obter o movimento deformacional do elemento de treliça espacial serão monitora-
dos os deslocamentos do centróide e dos nós do elemento. De acordo com a Figura 8,
considera-se que entre as configurações CO e CR , o centróide sofre somente deslocamentos
de corpo ŕıgido. Por outro lado, os deslocamentos dos nós 1 e 2 é composto por movimen-
tos deformacionais e de corpo ŕıgido entre as configurações CO e C. A posição dos nós do
elemento na configuração indeformada, descrita em coordenadas globais, é dada por

X =

{
X̄1

X̄2

}
=

1
2

{−(X2 −X1)

(X2 −X1)

}
=

1
2

{−X21

X21

}
=





− (X2−X1 )
2

− (Y2−Y1)
2

− (Z2−Z1)
2

(X2−X1 )
2

(Y2−Y1)
2

(Z2−Z1)
2





=





−X21
2

−Y21
2

−Z21
2

X21
2

Y21
2

Z21
2





(32)

Por inspeção geométrica da Figura 8, pode-se escrever o deslocamento do centróide do

elemento como u0 = 1
2(u1 + u2) = 1

2





u1 + u2

v1 + v2

w1 + w2



. A relação entre os deslocamentos nodais

e o deslocamento do centróide do elemento são expressos, em forma vetorial, como



176 W. Taylor Matias e L. Mendes
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(33)

Considere que a part́ıcula P possa ocupar a posição do nó 1, e em seguida, a posição
do nó 2. Desta maneira, levando em conta as equações (31), (32) e (33), o movimento
deformacional do elemento se expressa como





ucr

d1

vcr

d1

wcr

d1

ucr

d2

vcr

d2

wcr

d2





=
[
Q̂−Q 0
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(34)

onde 0 é a matriz nula de dimensão 3 × 3. Q é a matriz de rotação definida em (22).
Esta matriz rotaciona vetores do sistema de referência global para o sistema de referência
local definido na configuração indeformada. A matriz Q̂, dada pela equação (24), rota-
ciona vetores do sistema de referência global para o sistema de referência local definido na
configuração co-rotacionada. A composição dessas matrizes definidas em (34) podem ser
escritas como

[
Q̂−Q 0

0 Q̂−Q

]
=

=




x21
l
− X21

L0

y21
l
− Y21

L0

z21
l
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l lxz
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X21Y21
L0 L

XZ

lxz
l
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− y21z21
l lxz

+
Y21Z21
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XZ
0 0 0

− z21
lxz

+
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L
XZ

0
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− X21
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XZ
0 0 0

0 0 0
x21

l
− X21

L0
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l
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0 0 0
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l lxz
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X21Y21
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(35)
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[
Q̂ 0
0 Q̂

]
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(36)

Por aspectos geométricos da Figura 8, deduz-se que o deslocamento deformacional do
nó 1 é dado por ucr

d1
= − (l−L0 )

2 , vcr

d1
= 0 e wcr

d1
= 0, enquanto que, para o nó 2, tem-se

que ucr

d2
= (l−L0 )

2 , vcr

d2
= 0 e wcr

d2
= 0. A seguir, após um breve desenvolvimento algébrico,

utilizando as equações (34), (35) e (36), demonstra-se essas identidades para o nó 1 do
elemento.
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(37)

ucr
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= −(x21
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+

Y 2
21

2L0
+
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L0 L
XZ

)Z21
2 +

+x21y21
l lxz

u21
2 − lxz

l
v21
2 + y21z21

l lxz

w21
2

= x21y21
2l lxz

(X21 + u21)− lxz
2l (Y21 + v21) + y21z21

2l lxz
(Z21 + w21)−

X2
21

Y21

2L0L
XZ

+

+Y21L
XZ

2L0
− Y21Z2

21
2L0L

XZ

=
x2
21

y21

2l lxz
− lxz y21

2l +
y21z2

21
2l lxz

− X2
21

Y21

2L0L
XZ

+ Y21L
XZ

2L0
− Y21Z2

21
2L0L

XZ

= y21
2l lxz

(x2
21

+ z2
21

)− lxz y21
2l − Y21

2L0L
XZ

(X2
21

+ Z2
21

) + Y21L
XZ

2L0

= y21 l2xz
2l lxz

− y21 lxz

2l − Y21L2
XZ

2L0L
XZ

+ Y21L
XZ

2L0
= y21 lxz

2l − y21 lxz

2l − Y21L
XZ

2L0
+ Y21L

XZ
2L0

= 0
(39)

wcr

d1
= −(− z21

lxz
+ Z21

L
XZ

)X21
2 − (x21

lxz
− X21

L
XZ

)Z21
2 + z21

lxz

u21
2 − x21

lxz

w21
2

= z21
2lxz

(X21 + u21)− x21
2lxz

(Z21 + w21)− X21Z21
2L

XZ
+ X21Z21

2L
XZ

= z21x21
2lxz

− x21z21
2lxz

− X21Z21
2L

XZ
+ X21Z21

2L
XZ

= 0

(40)

Nas próximas seções obtém-se o vetor de forças internas e a matriz de rigidez tangente
através das derivadas primeira e segunda da energia de deformação em relação aos deslo-
camentos, expressos em relação à base e∗

i
, respectivamente. Desta maneira, calculam-se

as derivadas primeira e segunda de l =
√

(L0 + u∗
21

)2 + v∗
21

2 + w∗
21

2 em relação aos deslo-
camentos locais (u∗

1
, v∗

1
, w∗

1
, u∗

2
, v∗

2
, w∗

2
). Os co-senos diretores do elemento na configuração

co-rotacionada em relação a configuração indeformada são dados por: c∗
x
=

L0+u∗
21

l , c∗
y
=

v∗
21
l

e c∗
z
=

w∗
21
l . Levando em conta as definições de l, c∗

x
, c∗

y
e c∗

z
, e que, c∗

x

2 + c∗
y

2 + c∗
z

2 = 1, estas
derivadas se expressam como

∂l

∂u∗
=

[
−c∗

x
− c∗

y
− c∗

z
c∗

x
c∗

y
c∗

z

]T
(41)
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∂2l
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z
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(42)

Vetor de forças internas do elemento de treliça 3D

Admite-se que a energia de deformação armazenada no elmento entre as configurações

co-rotacionada e deformada seja dada por U0 = 1
2

L0∫
0

EA0ε
2
0
dX. Note-se que se está uti-

lizando a configuração co-rotacionada para o cálculo da energia de deformação. Assume-se
que ε0 = l−L0

L0
seja a medida de deformação, sendo que, ∂ε

∂u∗ = 1
L0

∂l
∂u∗ . Portanto, calculando

a derivada primeira de U0 e utilizando a equação (41), obtém-se o vetor de forças internas,
cuja expressão é dada por

f∗ =
∂U0

∂u∗
=

L0∫

0

EA0ε0

∂ε0

∂u∗
dX = EA0ε0

∂l

∂u∗
= N0





−c∗
x

−c∗
y

−c∗
z

c∗
x

c∗
y

c∗
z





(43)

onde N0 = EA0ε0 é o esforço axial. Para expressar o vetor de forças internas em coorde-
nadas globais utiliza-se a matriz de rotação dada em (22), tal que, f = QT f∗.

Matriz de rigidez tangente do elemento de treliça 3D

Obtém-se a matriz de rigidez tangente do elemento a partir da derivada segunda da
energia de deformação, ou através da derivada primeira do vetor de forças internas, em
relação aos deslocamentos nodais. Lembrando que ∂ε0

∂u∗ = 1
L0

∂l
∂u∗ e ∂2ε0

∂u∗∂u∗ = 1
L0

∂2l
∂u∗∂u∗ e

usando a equação (42), tem-se que

K∗ = ∂2U0
∂u∗∂u∗ = ∂f∗

∂u∗ =
L0∫
0

[
EA0

∂ε0
∂u∗ ⊗

∂ε0
∂u∗ + EA0ε0

∂2ε0
∂u∗∂u∗

]
dX

K∗ = EA0
L0

∂l
∂u∗ ⊗ ∂l

∂u∗ + N0
∂2l

∂u∗∂u∗

K∗ = K∗
M

+ K∗
G

(44)
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com
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(45)

onde ⊗ é o produto aberto ou diádico. K∗
M

é a matriz de rigidez material. K∗
G

é a matriz
de rigidez geométrica. Para obter a matriz de rigidez tangente em coordenadas globais
utiliza-se a matriz de rotação definida em (22), tal que, K = QTK∗Q.

ELEMENTO DE VIGA 2D

Para descrever a cinemática co-rotacional do elemento de viga 2D, adota-se um sis-
tema de coordenadas globais cuja base ortonormal é dada por (e1 , e2 , e3). Para expressar
as variáveis cinemáticas na configuração indeformada utilizam-se as coordenadas materi-
ais (X, Y, Z), enquanto que, na configuração deformada usam-se as coordenadas espaciais
(x, y, z). Considere, agora, um corpo deformável discretizado por um elemento de viga 2D
com dois nós, situados em suas extremidades, cujas coordenadas na configuração indefor-
mada são dadas por X1 = (X1 , Y1) e X2 = (X2 , Y2), conforme mostra-se na Figura 9. O
comprimento da barra em CO é L0 =

√
X2

21
+ Y 2

21
, com X21 = X2−X1 e Y21 = Y2−Y1 . Nesta

configuração é fixado, no centróide do elemento, um sistema de coordenadas locais cuja base
ortonormal é dada por (e∗

1
, e∗

2
, e∗

3
). Observe que α é o ângulo de inclinação do elemento

em CO com relação ao eixo (X, x), e que, cosα = X21
L0

e senα = Y21
L0

. Após o corpo sofrer
translações e rotações de corpo ŕıgido e deformacionais, este ocupa uma posição dada pelas
coordenadas espaciais de seus nós, que se expressam como x1 = (x1 , y1) e x2 = (x2 , y2),
respectivamente. A configuração deformada é definida por estas coordenadas como pode ser
observado na Figura 9. Por outro lado, as coordenadas espaciais nodais podem ser escritas
em função dos deslocamentos nodais como x1 = X1 + u1 e x2 = X2 + u2 , respectivamente.

Considera-se que o comprimento da barra na configuração deformada é dado pela secante
que une os nós do elemento. Portanto, pode-se escrever que l =

√
x2

21
+ y2

21
, com x21 =

x2−x1 = (X2 +u2)−(X1 +u1) = X21 +u21 e y21 = y2−y1 = (Y2 +v2)−(Y1 +v1) = Y21 +v21 ,
sendo u21 = u2 − u1 e v21 = v2 − v1 , as componentes dos deslocamentos nodais em relação
à base ei . Por fim, pode-se escrever que l =

√
(X21 + u21)2 + (Y21 + v21)2. Na configuração

deformada a inclinação da reta secante, que une os nós do elemento, em relação ao eixo
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(X, x), é dada pelo ângulo ψ. O co-seno e o seno deste ângulo são dados por cosψ = x21
l e

senψ = y21
l . Alternativamente, conforme mostra-se na Figura 10, esse comprimento pode ser

expresso como l =
√

(L0 + u∗
21

)2 + v∗
21

2, sendo u∗
21

= u∗
2
−u∗

1
e v∗

21
= v∗

2
−v∗

1
, as componentes

dos deslocamentos nodais em relação à base e∗
i
. Para identificar as translações e rotações

de corpo ŕıgido define-se uma configuração co-rotacionada que acompanha a configuração
deformada do corpo. O centróide desta configuração coincide com o ponto médio da reta
secante que une os nós do elemento, conforme mostra-se na Figura 9. É fixada no centróide
da configuração co-rotacionada um sistema de coordenadas locais cuja base ortonormal é
dada por (ecr

1
, ecr

2
, ecr

3
). Observe que φ é o ângulo entre o versor ecr

1
, em CR , e o versor e∗

1
,

em CO . Este ângulo representa a rotação de corpo ŕıgido entre as configurações CR e CO .

De acordo com a Figura 10, o co-seno e o seno deste ângulo são dados por cosφ =
L0+u∗

21
l

e senφ =
v∗
21
l , respectivamente. Por outro lado, conforme mostra-se na Figura 9, a relação

entre os ângulos α, ψ e φ é dada por ψ = α + φ.
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As relações entre as bases ortonormais ei , e∗
i

e ecr

i
, são dadas pelas matrizes de rotação

definidas pelas equações (1), (2) e (3). Descrevem-se aquelas matrizes, agora, em função
dos ângulos α, φ e ψ do seguinte modo





e∗
1

e∗
2

e∗
3





=




cosα senα 0

−senα cosα 0

0 0 1








e1

e2

e3





=⇒ e∗
i

= Qei (46)





ecr

1

ecr

2

ecr

3





=




cosφ senφ 0

−senφ cosφ 0

0 0 1








e∗
1

e∗
2

e∗
3





=⇒ ecr

i
= Q

∗
e∗

i
(47)





ecr

1

ecr

2

ecr

3





=




cosψ senψ 0

−senψ cosψ 0

0 0 1








e1

e2

e3





=⇒ ecr

i
= Q̂ei (48)

Substituindo a equação (46) na equação (47) chega-se a ecr

i
= Q

∗
Qei . Comparando-

se este resultado com a equação (48), conclui-se que Q̂ = Q
∗
Q. Por outro lado, esta

relação pode ser obtida levando em consideração as seguintes relações trigonométricas:
cosψ = cos(α + φ) = cosαcosφ− senαsenφ e senψ = sen(α + φ) = senαcosφ + senφcosα.

Movimento deformacional de uma part́ıcula
Para descrever o movimento de uma part́ıcula arbitrária do elemento de viga 2D, ini-

cialmente, os vetores de deslocamentos e de posição serão expressos em relação à base e∗
i

definida na configuração indeformada. Será considerado como componente destes vetores o
grau de liberdade rotacional cuja direção é perpendicular ao plano que contêm o elemento
de viga 2D, portanto, podendo ser expresso, indistintamente, em relação aos versores e3 , e∗

3

e ecr

3
, respectivamente. Seja uma part́ıcula P de coordenadas (X

∗
P
, Y

∗
P
, β

∗
P
) em CO , onde β

∗
P

é o ângulo entre o vetor X
∗
P

e o versor e∗
1
, conforme mostra-se na Figura 11. Em seguida,

esta part́ıcula move-se ao ponto P
cr

de coordenadas (X
cr

P
, Y

cr

P
, β

cr

P
) em CR , onde β

cr

P
é o

ângulo entre o vetor X
cr

P
e o versor ecr

1
. Como entre as configurações CO e CR há somente

deslocamento de corpo ŕıgido segue que |X∗
P
| = |Xcr

P
| e β

∗
P

= β
cr

P
. Posteriormente, esta

mesma part́ıcula, desloca-se ao ponto P
d

de coordenadas (x∗, y∗, θ∗
P
) em C, onde θ

∗
P

é a
rotação total, obtida pelo somatório da rotação de corpo ŕıgido φ com a rotação defor-
macional θ

∗
Pd

, isto é, θ
∗
P

= φ + θ
∗
Pd

. A interpretação geométrica deste somatório pode ser
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Figura 11. Movimento deformacional de uma part́ıcula do elemento de viga 2D
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visualizada na Figura 11. Devido ao movimento de corpo ŕıgido entre as configurações CO
e CR , e levando em conta a equação (47), o vetor posição da part́ıcula P em CR pode ser
expresso em função da base e∗

i
como X

cr

P

∗
= Q

∗TX
∗
P
. Por outro lado, a posição da part́ıcula

P em CR , em relação ao sistema de referência local definido em CO , é dado por

x∗
r

= u∗
0
+ X

cr

P

∗
= u∗

0
+ Q

∗TX
∗
P




x∗
r

y∗
r

β
cr

P
+ φ





=





u∗
0

v∗
0

φ



 +




cosφ −senφ 0
senφ cosφ 0

0 0 1








X
∗
P

Y
∗

P

β
∗
P





(49)

onde u∗
0

é o deslocamento de corpo ŕıgido do centróide do elemento entre as configurações
indeformada e co-rotacionada. De acordo com a Figura 11, a posição da part́ıcula P na
configuração deformada é dada por

x∗ = X
∗
P

+ u∗




x∗

y∗

θ
∗
P





=





X
∗
P

Y
∗

P

β
∗
P





+





u∗

v∗

θ
∗
P
− β

∗
P





(50)

onde u∗ é o deslocamento da part́ıcula entre as configurações CO e C. Este deslocamento
pode ser decomposto em uma parte deformacional u∗

d
e em uma parte correspondente ao

movimento de corpo ŕıgido u∗
r
, tal que, u∗ = u∗

d
+ u∗

r
. Novamente, como pode ser visto na

Figura 11, a parte deformacional deste deslocamento é dada pela seguinte expressão

u∗
d

= x∗ − x∗
r





u∗
d

v∗
d

θ
∗
Pd





=





x∗

y∗

θ
∗
P




−





x∗
r

y∗
r

φ





(51)

Substituindo as equações (49) e (50) em (51), obtém-se o movimento deformacional da
part́ıcula P entre as configurações co-rotacionada e deformada, que se expressa como

u∗
d

= (I−Q
∗T

)X
∗
P

+ (u∗ − u∗
0
) (52)

Por outro lado, o movimento deformacional pode ser expresso no sistema de coordenadas
local da configuração deformada, isto é, em relação à base ecr

i
. Levando em consideração a

equação (47), tem-se que ucr

d
= Q

∗
u∗

d
. Portanto, a equação (52) pode ser reescrita como

ucr

d
= (Q

∗ − I)X
∗
P

+ Q
∗
(u∗ − u∗

0
) (53)

Finalmente, pode-se escrever o movimento deformacional da part́ıcula P na configuração
deformada, usando a posição que esta part́ıcula ocupava em CO , o deslocamento do centróide
do elemento e o deslocamento de P expressos em coordenadas globais. Desta maneira,
levando em conta a equação (46), obtém-se as seguintes relações: X

∗
P

= QXp , u∗
0

= Qu0 e
u∗ = Qu. Usando estas relações na equação (53), chega-se a

ucr

d
= (Q

∗
Q−Q)XP + Q

∗
Q(u− u0) (54)
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Figura 12. Movimento deformacional do elemento de viga 2D

Por último, tendo em conta a equação (48) e a relação Q̂ = Q
∗
Q, obtém-se que

ucr

d
= (Q̂−Q)XP + Q̂(u− u0) (55)

Note que a equação (55) é idêntica às equações (10) e (31) porque para sólidos dis-
cretizados com elementos finitos que possuam graus de liberdade translacionais e apenas
um grau de liberdade rotacional, perpendicular ao plano que contem o sólido, a extração
do movimento deformacional é obtida por relações algébricas simples.

Movimento deformacional do elemento de viga 2D

Para obter o movimento deformacional do elemento de viga 2D serão tomados os deslo-
camentos do centróide e dos nós do elemento. De acordo com a Figura 12, considera-se que
entre as configurações CO e CR , o centróide do elemento sofre somente deslocamentos de
corpo ŕıgido. Por outro lado, os deslocamentos dos nós 1 e 2 é composto por movimentos
deformacionais e de corpo ŕıgido entre as configurações CO e C. Note que os nós estão situa-
dos sobre o eixo local e∗

1
em CO , e sobre o eixo local ecr

1
em CR , portanto, os ângulos βP e βcr

P

serão nulos, respectivamente. A posição dos nós do elemento na configuração indeformada,
descrita em coordenadas globais, é dada por

X =

{
X̄1

X̄2

}
=

1
2

{−(X2 −X1)

(X2 −X1)

}
=

1
2

{−X21

X21

}
=





− (X2−X1 )
2

− (Y2−Y1)
2

0

(X2−X1 )
2

(Y2−Y1)
2

0





=





−X21
2

−Y21
2

0
X21
2

Y21
2

0





(56)
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Por aspectos geométricos dados na Figura 12, pode-se observar que a parte translacional
do movimento do centróide do elemento é dado pela média de suas translações nodais, isto
é, ut0

= 1
2(ut1

+ ut2
). Incluindo, agora, as rotações como a terceira componente desses

vetores. Os deslocamentos nodais e do centróide do elemento, expressos em coordenadas
globais, podem ser definidos como

u1 =





u1

v1

θ1



 , u2 =





u2

v2

θ2



 , u0 =





u0

v0

φ



 =





1
2(u1 + u2)
1
2(v1 + v2)

φ





(57)

com θ1 = φ + θ
d1

e θ2 = φ + θ
d2

, conforme mostra-se na Figura 12. Onde θ1 é a rotação
total do nó 1, θ

d1
é a rotação deformacional do nó 1, θ2 é a rotação total do nó 2, θ

d2

é a rotação deformacional do nó 2 e φ é a rotação de corpo ŕıgido do elemento. Desta
maneira, as rotações deformacionais dos nós do elemento são dadas por: θ

d1
= θ1 − φ

e θ
d2

= θ2 − φ. Portanto, a relação entre os deslocamentos nodais e o deslocamento do
centróide do elemento são expressos, em forma vetorial, como

{
u1 − u0

u2 − u0

}
=





u1

v1

θ1

u2

v2

θ2





−





1
2(u1 + u2)
1
2(v1 + v2)

φ

1
2(u1 + u2)
1
2(v1 + v2)

φ





=





− (u2−u1 )
2

− (v2−v1 )
2

θ1 − φ

(u2−u1 )
2

(v2−v1 )
2

θ2 − φ





=





−u21
2

−v21
2

θ
d1

u21
2

v21
2

θ
d2





(58)

Considere que a part́ıcula P possa ocupar a posição do nó 1, e em seguida, a posição
do nó 2. Desta maneira, levando em conta as equações (55), (56) e (58), o movimento
deformacional do elemento se expressa como





ucr

d1

vcr

d1

θ
cr

d1

ucr

d2

vcr

d2

θ
cr

d2





=
[
Q̂−Q 0

0 Q̂−Q

]





−X21
2

−Y21
2

0
X21
2

Y21
2

0





+
[
Q̂ 0
0 Q̂

]





−u21
2

−v21
2

θ
d1

u21
2

v21
2

θ
d2





(59)

onde Q é a matriz de rotação definida em (46). Esta matriz rotaciona os vetores de posição e
de deslocamentos do sistema global de referência para o sistema local de referência definido
na configuração indeformada. A matriz Q̂, dada pela equação (48), rotaciona esses vetores
do sistema global para o sistema local de referência definido na configuração co-rotacionada.
Por inspeção geométrica da Figura 12, deduz-se que o deslocamento deformacional do nó
1 é dado por ucr

d1
= − (l−L0 )

2 , vcr

d1
= 0 e θ

cr

d1
= θ

d1
, enquanto que, para o nó 2 tem-se

que ucr

d2
= (l−L0 )

2 , vcr

d2
= 0 e θ

cr

d2
= θ

d2
. Nas seções anteriores, para os deslocamentos
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translacionais, demonstrou-se as relações descritas acima. A seguir, utilizando as equações
(46), (48) e (59), chega-se às seguintes expressões

ucr

d1
= −u21

2 cosψ − v21
2 senψ − X21

2 (cosψ − cosα)− Y21
2 (senψ − senα)

ucr

d2
= u21

2 cosψ + v21
2 senψ + X21

2 (cosψ − cosα) + Y21
2 (senψ − senα)

ucr

d2
+ ucr

d1
= 0

ucr

d2
− ucr

d1
= u21cosψ + v21senψ + X21(cosψ − cosα) + Y21(senψ − senα)

(60)

Ainda utilizando a Figura 12, pode-se definir o movimento deformacional do elemento
devido as translações como d = ucr

d2
−ucr

d1
. A seguir demonstra-se que esta relação, também,

pode ser expressa como d = l − L0 , lembrando que as definições dos senos e co-senos dos
ângulos α e ψ foram dadas no ińıcio desta seção.

d = ucr

d2
− ucr

d1
= u21cosψ + v21senψ + X21(cosψ − cosα) + Y21(senψ − senα)

= u21(
X21+u21

l ) + v21(
Y21+v21

l ) + X21(
X21+u21

l − X21
L0

) + Y21(
Y21+v21

l − Y21
L0

)

=
X21u21+u2

21
l +

Y21v21+v2
21

l +
X2

21
+X21u21

l − X2
21

L0
+

Y 2
21

+Y21v21

l − Y 2
21

L0

=
X2

21
+2X21u21+u2

21
l +

Y 2
21

+2Y21v21+v2
21

l − X2
21

+Y 2
21

L0

= (X21+u21 )2

l + (Y21+v21 )2

l − L2
0

L0
= l2

l −
L2

0
L0

= l − L0

(61)
A relação ângular ψ = α + φ, ou φ = ψ − α, foi definida no ińıcio desta seção, e cuja

interpretação geométrica está dada nas Figuras 9 e 12, pode ser utilizada para obter as
rotações deformacionais dos nós do elemento em função dos deslocamentos globais. Desta
maneira, lembrando que θ

cr

d1
= θ1 −φ e θ

cr

d2
= θ2 −φ. Substituindo φ nessas expressões, pela

relação dada acima, as rotações deformacionais podem ser escritas como θ
cr

d1
= θ1 − ψ + α

e θ
cr

d2
= θ2 − ψ + α. Por outro lado, estas expressões podem ser escritas em função das

translações como

θ
cr

d1
= θ1 − tan−1( Y21+v21

X21+u21
) + tan−1( Y21

X21
)

θ
cr

d2
= θ2 − tan−1( Y21+v21

X21+u21
) + tan−1( Y21

X21
)

com X21 + u21 6= 0 e X21 6= 0

(62)

Portanto, o movimento deformacional do elemento de viga 2D será definido pela de-
formação translacional d(u1 , v1 , u2 , v2) e pelas rotações deformacionais θ

cr

d1
(u1 , v1 , θ1 , u2 , v2)

e θ
cr

d2
(u1 , v1 , u2 , v2 , θ2). Nas próximas seções, serão obtidos o vetor de forças internas e a

matriz de rigidez tangente através das derivadas primeira e segunda do funcional da ener-
gia de deformação, que é escrito em função das variáveis d, θ

cr

d1
e θ

cr

d2
. Portanto, a derivada

primeira de d, θ
cr

d1
e θ

cr

d2
em relação aos deslocamentos globais, (u1 , v1 , θ1 , u2 , v2 , θ2), é dada

por
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δd

δθ
cr

d1

δθ
cr

d2





=




−c
ψ

−s
ψ

0 c
ψ

s
ψ

0

−s
ψ
/l c

ψ
/l 1 s

ψ
/l −c

ψ
/l 0

−s
ψ
/l c

ψ
/l 0 s

ψ
/l −c

ψ
/l 1








δu1

δv1

δθ1

δu2

δv2

δθ2





(63)

onde c
ψ

= cosψ e s
ψ

= senψ. Por outro lado, levando em conta as equações (61), (62) e
(63), as derivadas segundas dos deslocamentos deformacionais podem ser definidas por

∂2d
∂u∂u = 1

l




s2
ψ

−s
ψ
c

ψ
0 −s2

ψ
s

ψ
c

ψ
0

−s
ψ
c

ψ
c2

ψ
0 s

ψ
c

ψ
−c2

ψ
0

0 0 0 0 0 0

−s2
ψ

s
ψ
c

ψ
0 s2

ψ
−s

ψ
c

ψ
0

s
ψ
c

ψ
−c2

ψ
0 −s

ψ
c

ψ
c2

ψ
0

0 0 0 0 0 0




∂2θ
cr

d1
∂u∂u =

∂2θ
cr

d2
∂u∂u = 1

l2




−2s
ψ
c

ψ
c2

ψ
− s2

ψ
0 2s

ψ
c

ψ
s2

ψ
− c2

ψ
0

c2
ψ
− s2

ψ
2s

ψ
c

ψ
0 s2

ψ
− c2

ψ
−2s

ψ
c

ψ
0

0 0 0 0 0 0

2s
ψ
c

ψ
s2

ψ
− c2

ψ
0 −2s

ψ
c

ψ
c2

ψ
− s2

ψ
0

s2
ψ
− c2

ψ
−2s

ψ
c

ψ
0 c2

ψ
− s2

ψ
2s

ψ
c

ψ
0

0 0 0 0 0 0




(64)

Esforços resultantes do elemento de viga 2D

Os eforços resultantes do elemento de viga 2D na configuração deformada são N , V ,
M1 e M2 , sendo N o esforço normal, V o esforço cortante e M1 e M2 os momentos fletores
nos nós 1 e 2 do elemento, respectivamente. Os esforços normal e cortante são consider-
ados constantes enquanto que o momento varia linearmente ao longo do elemento. Estes
esforços resultantes, com as respectivas convenções de sinais, são mostrados na Figura 13

��

θd1
θd2

d/2

d/2e
cr

1

e
cr

2

1

N

V

M
1 2

N

V

M
2

C
R

C

Figura 13. Deformações e esforços seccionais do elemento de viga 2D
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apresentada a seguir, sendo obtidos a partir das respectivas deformações13, de acordo com
as seguintes equações

N= EA0ε = EA0
L0

d; V = M1+M2
l = 6EI

lL0
(θ

cr

d1
+ θ

cr

d2
)

M1=
2EI
L0

(2θ
cr

d1
+ θ

cr

d2
); M2=

2EI
L0

(θ
cr

d1
+ 2θ

cr

d2
)

(65)

sendo E o módulo de elasticidade longitudinal do material, A0 a área da seção transversal
e I o momento de inércia da seção transversal.

Energia de deformação do elemento de viga 2D

A energia de deformação da viga, considerando-se apenas deformações infinitesimais e,
portanto, sem levar em conta o ocoplamento dos efeitos dos esforços axiais e de flexão, pode
ser expressa como a soma da energia de deformação axial UA mais a energia de flexão UF ,
ou seja, U = UA + UF . Desta maneira, adotam-se as seguintes expressões definidas em14

UA = 1
2EA0L0ε

2 = 1
2

EA0
L0

d2

UF = 2EI
L0

(
θ

cr

d1

2

+ θ
cr

d1
θ

cr

d2
+ θ

cr

d2

2
) (66)

Vetor de forças internas do elemento de viga 2D

O vetor de forças internas f é obtido pela derivada primeira do funcional da energia de
deformação U em relação aos deslocamentos globais u, isto é, f = ∂U

∂u . Portanto, utilizando
as equações (63), (65) e (66), chega-se às seguintes expressões

fA = ∂
∂u

(
1
2

EA0
L0

d2
)

= EA0
L0

d ∂d
∂u = N ∂d

∂u = N
[−c

ψ
− s

ψ
0 c

ψ
s

ψ
0
]T

fF = ∂
∂u

(
2EI
L0

(
θ

cr

d1

2

+ θ
cr

d1
θ

cr

d2
+ θ

cr

d2

2
))

= 2EI
L0

(
2θ

cr

d1

∂θ
cr

d1
∂u +

∂θ
cr

d1
∂u θ

cr

d2
+ θ

cr

d1

∂θ
cr

d2
∂u + 2θ

cr

d2

∂θ
cr

d2
∂u

)

fF =
[−V s

ψ
V c

ψ
M1 V s

ψ
− V c

ψ
M2

]T

(67)
Por fim, o vetor de forças internas é obtido pela soma das contribuições dos esforços

axial e de flexão, isto é, f = fA + fF .

Matriz de rigidez tangente do elemento de viga 2D

A matriz de rigidez tangente é obtida pela derivada segunda do funcional da energia de
deformação U em relação ao vetor de deslocamentos globais u, ou de forma similar através
da derivada primeira do vetor de forças internas f , ou seja, K = ∂2U

∂u = ∂f
∂u = KM + KG .

Portanto, derivando as expressões de fA e fF , dadas na equação (67), obtém-se que

∂f
A

∂u = EA0
L0

(
∂d
∂u ⊗ ∂d

∂u + d ∂2d
∂u∂u

)

∂f
F

∂u = 2EI
L0

(
(2θ

cr

d1
+ θ

cr

d2
)

∂2θ
cr

d1
∂u∂u + 2

∂θ
cr

d1
∂u ⊗ ∂θ

cr

d1
∂u +

∂θ
cr

d1
∂u ⊗ ∂θ

cr

d2
∂u +

+ (θ
cr

d1
+ 2θ

cr

d2
)

∂2θ
cr

d2
∂u∂u + 2

∂θ
cr

d2
∂u ⊗ ∂θ

cr

d2
∂u +

∂θ
cr

d2
∂u ⊗ ∂θ

cr

d1
∂u

)
(68)
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Usando as derivadas primeiras e segundas das deformações d, θ
cr

d1
e θ

cr

d2
, dadas pelas

equações (63) e (64), na equação (68), chega-se às seguintes expressões

K
M

=
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L0

c2
ψ

+ 12EI
L0 l2

s2
ψ
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ψ
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ψ

) (
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ψ
c

ψ
+ V

l
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ψ
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ψ
)
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ψ
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)
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ψ
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ψ
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)
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ψ
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)
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ψ
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(69)
Note que a rotação de corpo ŕıgido do elemento e suas rotações deformacionais, definidas

na equação (62), além do vetor de forças internas, dado pela equação (67), e da matriz de
rigidez tangente, dada pela equação (69), são calculados em função dos deslocamentos
nodais expressos em coordenadas globais.

CONCLUSÕES

Ao definir-se as transformações ortogonais entre os distintos sistemas de coordenadas
utilizados para descrever a cinématica co-rotacional foi posśıvel unificar o procedimento
algébrico para a separação entre o movimento de corpo ŕıgido e o movimento deforma-
cional. Demonstrou-se neste trabalho que a descrição do movimento deformacional de um
sólido utilizando a formulação co-rotacional é obtida analiticamente quando este sólido é
discretizado por elementos finitos com graus de liberdades translacionais, e com, no máximo,
um grau de liberdade rotacional por nó. Cabe destacar como principal vantagem da for-
mulação corotacional, o desacoplamento entre os efeitos locais e globais. Pode-se incluir
como efeitos locais, em regime de deformações infinitesimais, por exemplo, os modelos con-
stitutivos da plasticidade, os modelos da mecânica da fratura e modelos de dano. Por outro
lado, os efeitos globais decorreriam do movimento de corpo ŕıgido do sólido, possibilitando,
por exemplo, a análise da estabilidade do equiĺıbrio, a detecção de singularidades na ma-
triz de rigidez tangente do elemento, a formulação de algoŕıtmos de busca de trajetórias
secundárias de equiĺıbrio. Entretanto, para que esta formulação se difunda na comunidade
de métodos numéricos aplicados a engenharia, é necessário que a mesma possa superar
alguns obstáculos, tais como, a aplicação de métodos impĺıcitos para integração no tempo
do tensor de rotações finitas na análise dinâmica não-linear.
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