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Resumen

Mientras que la discretización con Cálculo Exterior Discreto (DEC) del término eĺıptico de la
ecuación de Transporte, también conocida como la Ecuación de Convección - Difusión, está bien
documentada y establecida, la discretización del término convectivo, aśı como su estabilización
siguen siendo un tema de investigación. En este trabajo se propone una discretización local de la
Ecuación de Transporte homogénea, isótropa y con flujo incompresible, basada en DEC y funda-
mentada en argumentos geométricos. Debido a que el método numérico obtenido para el termino
convectivo es similar al de Elemento Finito con funciones de interpolación lineales (FEML), se
pueden aprovechar algunas técnicas conocidas para la estabilización de la ecuación. Empleando
esta caracteŕıstica, las pruebas numéricas se llevan a cabo en mallas que vaŕıan de gruesas a finas
para comparar los resultados obtenidos con DEC y FEML, y para mostrar convergencia numérica
en problemas estacionarios. La estabilización de la ecuación es llevada a cabo mediante Difusión
Artificial.

1. Introducción

Cálculo Exterior Discreto es un método numérico relativamente nuevo para la integración numérica
de ecuaciones diferenciales parciales, basado en la discretización de la teoŕıa del Cálculo Diferencial
Exterior [7, 4, 3, 5]. Fue propuesto originalmente por A. Hirani en su tesis doctoral en CALTECH [7] y,
desde entonces, ha sido empleado exitosamente para la resolución de las ecuaciones de Navier-Stokes
y Poisson [9], la ecuación de Darcy [8] y la ecuación de transporte para problemas con convección
dominante con flujo incompresible [6]. En este último trabajo, los autores demostraron que DEC coin-
cide con algunos esquemas numéricos como Elemento Finito, Volumen Finito y Diferencias Finitas al
considerar problemas simples, lo cual conduce a una método estable tipo upwind, involucrando una
discretización para la derivada de Lie.

La ecuación de transporte, conocida también como la ecuación de Convección - Difusión, es una
ecuación diferencial parcial que modela el transporte de un campo escalar (e.g. temperatura, masa o
momento) debido a procesos de transporte conocidos como convección (para transporte de calor) o
advección (para transporte de cualquier sustancia), la cual ocurre siempre que un fluido se encuentra
en movimiento, y difusión, debida al movimiento Browniano, principalmente. Esta ecuación surge en
diversos problemas en ingenieŕıa como en contaminación de acúıferos, donde el transporte del soluto se
debe a la advección producida por la velocidad de part́ıcula, la cual depende, usualmente, del espacio
y del tiempo. Estos problemas suelen ser advectivos dominantes, y por lo tanto, producen inestabilida-
des en la mayoŕıa de los métodos numéricos basados en discretización de dominios. En estos casos, se
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requiere introducir técnicas de estabilización al modelo numérico tales como ”Stream-Upwind/Petrov-
Galerkin”(SUPG) [1] y Galerkin/Least-Squares Method (GLS) [10]. Sin embargo, algunas técnicas de
estabilización puede que no sean adecuadas para algunos problemas, mientras que refinar el mallado
del dominio incrementa los costos computacionales.

En este trabajo, se propone una discretización local basada en DEC de la ecuación de Convección-
Difusión para flujo incompresible, a partir de argumentos geométricos. Debido a que la formulación
es similar a la de Elemento Finito, la estabilización del termino convectivo se lleva a cabo mediante
Difusión Artificial.

El resto de este trabajo se organiza como sigue: En la sección 2 se revisan algunos conceptos
básicos de DEC que son esenciales para el desarrollo de este metodo. En la sección 3 se describe el
procedimiento para la discretización de la Ecuación de Convección - Difusión. Las pruebas numéricas
son llevadas a cabo en mallas que vaŕıan de gruesas a finas para comparar DEC y Elemento Finito
con funciones de interpolación lineales (FEML), aśı como para mostrar convergencia numérica. Estas
pruebas se describen en la sección 4.

2. Preliminares de Cálculo Exterior Discreto

La integración numérica de ecuaciones diferenciales parciales mediante Cálculo Exterior Discreto
consiste en los siguientes pasos:

1. Expresar los operadores diferenciales de la ecuación en lenguaje de Cálculo Diferencial Exterior.

2. Discretizar los operadores involucrados por sus homólogos continuos.

Los operadores diferenciales involucrados en la ecuación diferencial parcial son sustituidos por las
siguientes identidades para el gradiente, rotacional, divergencia y laplaciano (ver [2] y [7] para la
demostración de estas identidades y familiarización con formas diferenciales)

∇φ = dφ, (1a)

∇× u = (?du[)], (1b)

∇ · u = ?d ? u[, (1c)

∇2φ = ?d ? dφ, (1d)

donde φ es una función escalar (o una 0−forma), u es un campo vectorial, d es el operador Derivada
Exterior y ? es el operador Estrella de Hodge. Los operadores ([) y (]) dependen de la métrica inducida
por el espacio y transforman vectores a 1−formas diferenciales y viceversa, respectivamente.

Para discretizar los operadores d y ? en 2D, consideremos una malla formada por un solo elemento
[v1, v2, v3] orientado en sentido contrario a las manecillas del reloj, como el mostrado en la Figura
1, formado por los vértices [v1], [v2], [v3] y aristas [v1, v2], [v2, v3], [v3, v1]. El operador frontera ∂ que
actúa sobre triángulos orientados ([v1, v2, v3]) y aristas ([v1, v2], [v2, v3] y [v3, v1]), como se menciona
en [5], puede ser expresado como un operador matricial, al considerar cada triangulo, arista y vértice
como un elemento de una base vectorial. Por lo tanto, para la Figura (1), el operador frontera que
actúa sobre [v1, v2, v3] y produce una suma orientada de aristas es

∂2,1 =

 1
1
−1

 ,
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donde los sub́ındices ∂2,1 indican que estamos enviando la frontera de un elemento 2−dimensional y
obtenemos una suma orientada de elementos 1−dimensionales. De manera similar, el operador frontera
que actúa sobre aristas y produce una suma orientada de vértices es

∂1,0 =

−1 0 1
1 −1 0
0 1 −1

 .

Por la dualidad (entre los operadores diferenciación y frontera) presente en el Teorema de Green (vea
[5]), la discretización de la derivada exterior d está dada por:

d = (∂)T .

Por ejemplo, la discretización del operador d que actúa sobre 0−formas diferenciales y produce
1−formas es

d0,1 =

−1 1 0
0 −1 1
0 1 −1

 . (2)

Figura 1: Elemento triangular [v1, v2, v3] orientado según indican las flechas.

Para discretizar el operador Estrella de Hodge ?, es necesario definir una malla dual que capture
la idea de direcciones ortogonales (Ver Figura 2):

El dual del triangulo 2−dimensional es el circuncentro 0−dimensional del triangulo (punto C en
la Figura 2a).

El dual de una arista 1−dimensional es el segmento 1−dimensional que une el punto medio de
la arista y el circuncentro C (segmento l1, de la Figura 2b).

El dual de un vértice 0−dimensional es el cuadrilátero 2−dimensional formado por los puntos
medios de las aristas adyacentes, el circuncentro y el vértice (e.g. el dual del vértice [v1] en la
Figura 2c es el cuadrilátero [v1, p1, C, p3]).

Por lo tanto, se requieren dos matrices de estrella de Hodge: una que relaciona aristas primales y
duales, y otra que relaciona vertices y celdas duales. La primera de ellas está dada por (ver Figura 2):

M1,1 =

 l1
L1

0 0

0 l2
L2

0

0 0 l3
L3

 , (3)
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donde los sub́ındices M1,1 indican que estamos enviando elementos 1−dimensionales de la malla primal
a la dual. De manera similar, la segunda matriz Estrella de Hodge está dada por (ver Figura 2):

M0,2 =

A1 0 0
0 A2 0
0 0 A3

 , (4)

donde A1, A2 y A3 son las áreas de las celdas duales. La matriz inversa de M0,2, la matriz M2,0 env́ıa
elementos 2−dimensionales de la malla dual a elementos 0−dimensionales de la malla original.

(a) (b)

(c)

Figura 2: Celdas duales
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3. Discretización de la Ecuación de Convección - Difusión

La ecuación de Convección - Difusión en 2D homogénea, isótropa y estacionaria con flujo incom-
presible está dada por:

u · (∇φ) = k∇2φ+ q, (5)

donde u es la velocidad de part́ıcula, k es el coeficiente de difusión y q el término fuente. Se trata
de una ecuación eĺıptica que modela el transporte de una cantidad escalar debido a los procesos de
convección, modelado por el lado izquierdo de la Ecuación (5), y por difusión, modelado, a su vez, por
el lado derecho de la Ecuación (5).

Para expresar esta ecuación en notación de Cálculo Diferencial Exterior, se sustituyen las Ecua-
ciones (1a) y (1d) en (5)

u · (dφ) = k ? d ? dφ+ q, (6)

y, sustituyendo los operadores ? y d por sus homólogos discretos (2), (3) y (4) vistos anteriormente,
se obtiene

u · (dφ) = kM2,0D
dual
1,2 M1,1D0,1φ+ q, (7)

donde Ddual
1,2 = −DT

0,1.

Para discretizar el termino u · (dφ) de la Ecuación (6), consideremos una función φ por sus valores
discretos en los vértices de un triángulo [v1, v2, v3]:

φ '

φ1φ2
φ3


Podemos aproximar la derivada direccional de φ en el vértice [v1] en dirección del vector [v2] − [v1]
como:

d(φ[v1])[v1,v2] = φ2 − φ1,
de manera similar, la derivada direccional de φ en dirección del vector [v3]− [v1] está dada por:

d(φ[v1])[v1,v3] = φ3 − φ1.

Por lo tanto, para encontrar el vector gradiente W 1 de φ en el vértice [v1], podemos plantear el
siguiente sistema de ecuaciones:

W 1 · ([v2]− [v1]) = φ2 − φ1,
W 1 · ([v3]− [v1]) = φ3 − φ1,

donde:

[v1] = (x1, y1),

[v2] = (x2, y2),

[v3] = (x3, y3).

Resolviendo el sistema anterior para W 1 se obtiene:

W 1 =
1

2A

[
φ1(y2 − y3) + φ2(y3 − y1) + φ3(y1 − y2)

−(φ1(x2 − x3) + φ2(x3 − x1) + φ3(x1 − x2))

]
, (8)

donde A es el área del triangulo. Siguiendo el mismo procedimiento para encontrar W 2 y W 3, se
observa que:

W 1 = W 2 = W 3.

5



Más aún, el vector gradiente obtenido en la Ecuación (8) coincide con el que se obtiene con FEML.
Consideremos ahora la velocidad de part́ıcula v discretizada sobre los vértices del triángulo:

u1 = (u1,1, u1,2),

u2 = (u2,1, u2,2),

u3 = (u3,1, u3,2).

Tomando el producto interno del vector gradiente con la velocidad de part́ıcula en cada vértice,
obtenemos el operador matricial local para el término convectivo de la Ecuación (5):

u · ∇φ ' V φ =
1

2A

V1,1 V1,2 V1,3
V2,1 V2,2 V2,3
V3,1 V3,2 V3,3

φ1φ2
φ3

 , (9)

donde:

V1,1 = u1,1(y2 − y3) + u1,2(x3 − x2),

V2,1 = u2,1(y2 − y3) + u2,2(x3 − x2),

V3,1 = u3,1(y2 − y3) + u3,2(x3 − x2),

V1,2 = u1,1(y3 − y1) + u1,2(x1 − x3),

V2,2 = u2,1(y3 − y1) + u2,2(x1 − x3),

V3,2 = u3,1(y3 − y1) + u3,2(x1 − x3),

V1,3 = u1,1(y1 − y2) + u1,2(x2 − x1),

V2,3 = u2,1(y1 − y2) + u2,2(x2 − x1),

V3,3 = u3,1(y1 − y2) + u3,2(x2 − x1).

Finalmente, sustituyendo la Ecuación (9) en (7), obtenemos la discretización basada en DEC de
la Ecuación de Transporte para flujo incompresible:

[M0,2V + kDT
0,1M1,1D0,1]φ = M0,2q.

4. Pruebas Numéricas

Para las pruebas numéricas se consideró como dominio una elipse cuya ecuación está dada por:

x2 + 4y2 − 100 = 0,

con las siguientes caracteŕısticas (ver Figura 3):

Condiciones tipo Dirichlet φ = 0 en la frontera de la elipse.

Fuentes q = 1 sobre dos discos de radio 0,5 y centro en (−7,5; 0) y (7,5; 0), respectivamente.

Coeficiente de difusión k = 0,5.

Velocidad de part́ıcula v = (2y;−x).
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Figura 3: Elipse considerado para las pruebas numéricas

La discretización del dominio se llevó a cabo mediante mallas simpliciales que vaŕıan de gruesas a
finas y se muestran en la Figura 4.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4: Mallas empleadas para la simulación numérica.
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El resultado obtenido con nuestra propuesta basada en DEC (DEC-b), empleando la malla más
fina (Figura 4d) se muestra en la Figura 5. Para fines de comparación, el resultado obtenido con
FEML empleando la malla más fina (Figura 4d) es tomado como la mejor aproximación de la solución
anaĺıtica. El Cuadro 1 muestra las caracteŕısticas de cada malla, una comparación entre los valores
máximos de la función obtenidos con DEC-b y FEML y la discrepancia (DSP) entre los valores de
DEC-b y la mejor aproximación de la solución anaĺıtica.

Figura 5: Resultado obtenido con DEC-based considerando la malla más fina (19679 nodos y 38388
elementos.)

Valores Máximos
Malla #Nodos #Elementos FEML DEC-b DSP

Figura 4a 491 860 0,10852 0,10714 0,01571
Figura 4b 983 1772 0,11105 0,10983 0,01302
Figura 4c 5246 10010 0,13583 0,13653 0,01368
Figura 4d 19679 38388 0,12285 0,12295 1× 10−4

Cuadro 1: Resultados obtenidos en las pruebas numéricas. Se muestra una comparación entre los
valores máximos de la función obtenidos con DEC-b y FEML.

La Figura 6 muestra gráficas de los valores de la función obtenida con DEC-b y FEML sobre el
eje mayor de la elipse, aśı como una comparación con el resultado obtenido con FEML empleando la
malla mostrada en la Figura 4d.

El problema presenta inestabilidades para ambos métodos cuando se emplean las mallas mostradas
en las Figuras 4a y 4b y, como consecuencia, la estabilización con difusión artificial es necesaria para
evitar oscilaciones en la solución; debido a esto, la solución obtenida con FEML y DEC-b está por
debajo de la mejor aproximación de la solución anaĺıtica. Como se puede observar en los resultados
mostrados, DEC-b y FEML se comportan de manera similar con mallas con pocos elementos. Para
mallas finas, DEC-b y FEML convergen al mismo resultado.
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Figura 6: Valores de temperatura a lo largo de una sección sobre el eje mayor de la elipse para
diferentes mallas. (a) Gráfica para la malla mostrada en la Figura 4a; (b) Gráfica para la malla

mostrada en la Figura 4b; (c) Gráfica para la malla mostrada en la Figura 4c; (d) Gráfica para la
malla mas fina.

5. Conclusiones

En este trabajo se propuso una discretización local para la Ecuación de Transporte basada en
Cálculo Exterior Discreto. Dada la similitud de esta discretización con Elemento Finito con funciones
de interpolación lineales, la estabilización del problema puede llevarse a cabo empleando técnicas co-
nocidas para Elemento Finito, como difusión artificial.

Las pruebas numéricas muestran un comportamiento similar de ambos métodos numéricos para
mallas gruesas; para mallas finas, DEC-b y FEML convergen al mismo resultado.
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