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1. Introduccion

La principal ventaja del método de los elementos fintos y del método de los volimenes
finitos es la capacidad que tienen de tratar con dominios ciertamente complejos de manera
simple déndole un caracter local a la aproximacién. Estos métodos dividen el dominio en un
némero finito de subdominios, que cumplen unas condiciones geométricas regulares. Para el
caso 2-dimensional, ambos métodos no presentan grandes dificultades para la generacion de
una malla, mientras que en el caso 3-dimensional ello resulta bastante complicado y es uno
de los problemas que actualmente se estan estudiando con mayor profundidad, ya que en la
mayoria de los casos, la creacién de una malla resulta computacionalmente mas caro que la
resolucién numérica del problema.

Principalmente por este motivo, se empezaron a estudiar los denominados métodos
sin malla. Los primeros métodos se basaron en un intento de generalizar el método de las
diferencias finitas a mallas irregulares.

Otro de los primeros métodos estudiados son los denominados Smooth Particle Hy-
drodynamics (SPH). Estos métodos trabajan la ausencia de contornos, aunque no son tan
precisos, como los métodos de elementos finitos regulares. Esta clase de métodos suele uti-
lizarse frecuentemente para modelar fendmenos astrofisicos que no posean contornos.

Recientemente, se han estudiado una clase de métodos, donde no es necesaria la
creacién de una malla.

Los dos principales métodos son el método de los elementos difusos (DE), cuyo principal
precursor fue Nayroles y el método Element-Free Galerkin (EFG). Ambos se basan en que
las funciones interpolatorias son polinomios que tratan de aproximar la funcién en los nodos
por un método de aproximacién por minimos cuadrados. En los dos casos nos basta para
formular las ecuaciones de Galerkin con una coleccion de nodos y una descripcion del contorno.
La diferencia entre ambos métodos radica es que en los métodos EFG se anaden términos
adicionales a las derivadas de los interpolantes, que en el método de los elementos difusos no
se consideran necesarios.

Los dos métodos anteriores son consistentes y bastante estables, aunque sustancial-
mente més caros que los métodos SPH. Gracias a un estudio de Duarte y Oden y a otro de
Babuska y Melenk se han comprendido con mayor profundidad, y dicen que son métodos
basados en la particién de la unidad. Estos personajes junto con Liu fueron los primeros en
probar la convergencia de estos dos métodos.

Finalmente para concluir, hay que destacar la presencia de otra clase de métodos
denominados Reproducing Kernel Particle (RKP), cuyo principal precursor fue Liu.

En la seccién 2, veremos una introduccién tedrica a algunos métodos como son elemen-
tos finitos, el método de los puntos finitos, el método de los elementos difusos, el método EFG,
los métodos SPH y finalmente el método de las diferencias finitas para el caso bidimensional.

En la seccién 3, abordaremos algunos aspectos sobre la programacién de ellos, que ha
sido efectuada, en el caso 1-dimensional, donde se han programado todos los anteriormente
citados, salvo los SPH.
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La seccién 4, contendra breves remarcas sobre la programacién de los métodos en
el caso 2—dimenslonal donde se han implementado los mismos métodos que en el caso 1-
dimensional, con la excepcién tnica de reemplazar el método de los elementos finitos por el
de las diferencias finitas.

La seccién 5 y 6 se comentaran los resultados obtenidos para el caso 1-dimensional y
2-dimensional respectivamente.

La seccién 7 contendra algunas conclusiones y comentarios sobre el estudio.
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2. Fundamentaciones tedricas de ciertos métodos

2.1. Método de los elementos finitos

Supongamos que nuestro problema estd regido por una ecuacion diferencial del tipo:
A(u) = b, en §)
con condiciones de contorno:
B(u) =t, en Iy
u — Up =0, en I'y
que pueden también ser escritas de forma compacta como:
Mu—qg=0, en T

en el dominio  con contorno I' = I'; UT,,, donde A y B son operadores diferenciales, u es la
incégnita del problema, b y t representan las fuerzas externas sobre el dominio Q y sobre el
contorno I'y y Ty, respectivamente y u, es el valor prescrito de u sobre T'y.

2.1.1. Residuos ponderados

2.1.1.1. Aproximacién de la ecuacién diferencial

Vamos a aproximar nuestra funcién u por:

M
u%uh:dJ—{»E a; N; (1)
i=1
siendo:
a;: coeficientes constantes.
N;: funciones de interpolacién que cumplen MN; = 0, en I

1 tal que cumpla las condiciones de contorno en I' My — ¢ = 0, lo que permite debido
a la definicién de N; y de v que uy, verifique las condiciones de contorno exactamente.

Definiendo M funciones de test w;, hay que evaluar los coeficientes a; tal que:

/wi(Auh—b)dQ:O, (2) i=1,.,.M
Q
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donde w; = 0, en I'. Teniendo en cuenta la expresion de uj (1) y (2), se obtiene el siguiente

sistema, de ecuaciones algebraicas:

M

Zaj (/ wiAdeQ> = —/ wiA¢dQ+/ w; bdQ), 1=1,....M
= Q Q Q

es decir:

M
ZIQ]' aj; :fi, iZl,...,M
j=1

donde:
K,-j:/wiAdeQ
Q

fi:—/wiAwdQJr/wibdQ
Q

Q

Es decir, obtenemos el sistema:
Ka=F
Hay muchas maneras de elegir las funciones test y dependiendo de ello, el resultado

sera diferente. Vamos a destacar tres:

-Colocacion puntual:

-Minimos cuadrados:

-Galerkin:

w; = N;
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2.1.1.2. Aproximacion de la ecuacion diferencial y condiciones de
contorno

Ahora, la aproximacion es de la siguiente forma:

M

u%uh:Zaij (1)

J=1

y se deben escoger los a; de forma que se anulen ambos residuos (dominio y contorno):

)
~—r

/‘wi(Auh—b)dQ—{—'/(Di(]VIuh—q)dPZO (
Q r

Teniendo en cuenta la expresion de uy, (1) en (2), obtenemos el siguiente sistema de
ecuaciones:

Ka=f

donde:
I&’i]' = / w; AN]' d§) + / (I)iMNj dl’
Q T

fi:/wibd9+/@iqdﬂ
Q T

El caso particular de Galerkin consiste en escoger:

w; = N; G)i:—wi'p, 1=1,....M

2.1.1.3. Aproximacion mixta

Se distinguen las condiciones de contorno Dirichlet del resto (Neumann o mixtas).

Au—0=0, en
u—1u =0, en I

B(u) =#; en I?
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Se define de nuevo una funcién 1 que verifica las condiciones de Dirichlet, es decir:

Y = 4 N; =0, w;=0 en Iy

El método de los residuos ponderados conduce a resolver el siguiente sistema de ecua-
ciones:

Kg=7F

donde ahora:

Kij:/wz-AdeQ—{—/ LD,'MdeP
Q T

fiz—/wiAd)dQ+/wibdQ+/ wiqdf—/ wi M dl’
Q Q I, 1

2.1.2. Conceptos basicos del método de los elementos finitos

Una vez dicho esto, vamos a entrar un poco mas en profundidad en el método de los
elementos finitos.

Lo que se pretende con él es subdividir el dominio {2 en subdominios ¢ disjuntos y
cuya unién sea € con el propésito de que las integrales anteriores resulten mas faciles de
evaluar.

Asi:

Ki]-:/ﬂcbd(l:z/ﬂed)dﬂ

Como el valor de la integral depende de la eleccién de las funciones de interpolacion
N; conviene escoger funciones adecuadamente.

En vez de tomar N;, no nulas en todo §, se emplean interpolantes locales.

Las funciones de interpolacién se toman nulas en todos los nodos, excepto en uno donde
vale 1.

La funcién v asociada a las condiciones de Dirichlet se desarrolla en funcién de inter-
polantes del mismo tipo.

Por tanto, los coeficientes a; del desarrollo son los valores de la funcion incégnita up
en los nodos.

En todo momento del estudio, escogeremos funciones lineares triangulares IN; que
toman valor unidad en el nodo ¢ y 0 en el resto de los nodos.

Asi pues, a partir del desarrollo de los residuos ponderados ya habiamos visto que
obteniamos férmulas para I{;; y fi.
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Debido a que se ha subdividido el dominio en elementos, resulta que:
Ke=Y K5 v F=YF
e €

siendo:

Tet1
K = / g(z)dz

Tet1
fi :/ h(z)da

donde g(z) y h(z) hacen referencia a las férmulas obtenidas en los anteriores apartados.
Como consecuencia de la utilizacién de interpolantes locales, obtenemos:
-sit# eyt #e+1, entonces Kj; =0.
-sij #eyj#e+1,entonces Kj; = 0.

Evidentemente, no es necesario generar toda la matriz K¢. Se trabajara con una matriz

elemental 2 X 2 con numeracion local, es decir:
7€ 7€
Ki,— Ki,

K¢ o1 — Ky
Kl — K3,
Kipyepr — K3
Vamos a definir el término ensamblaje. El ensamblaje es el proceso por el cual una

matriz elemental con numeracién local "coloca” sus elementos en la posicién correcta de la
matriz global y las suma a otras matrices elementales.

Con las matrices K y el vector f vamos a efectuar su pertinente ensamblaje.

Las integrales anteriormente expuestas no siempre resultan ficiles de calcular. Por
ello, las evaluaremos mediante integracién numérica utilizando cuadraturas de Gauss.



8 Estudio de métodos para resolver EDP’S

2.2. El método de los puntos finitos

2.2.1. Conceptos basicos de los métodos sin malla

Supongamos que queremos resolver un problema del tipo:
A(u)=0b, en Q

con condiciones de contorno:

u—up =0, en Iy

donde el contorno de "'es ' =T UT,, A y B son operadores diferenciales, u es la funcion
incégnita, b y ¢ representan fuerzas externas o fuentes que actuan sobre {2 y sobre I'y respec-
tivamente y u, es el valor de u en I'y.

Para resolver el anterior sistema, normalmente se utiliza el método de los residuos
ponderados, en el que la funcién incégnita u es aproximada por alguna aproximacion uy las
ecuaciones anteriores equivalen a cumplir:

/Wi[Aa—b]dQJr/Wi[Ba—t]dI‘Jr/ Wild — up)dl =0
Q T

Con el objetivo de dar un caracter local a nuestro problema (lo cual nos llevara a
matrices en banda), la funcién u se aproximard por u(z) de la siguiente forma:

np

u(z) = u(z) = zNz(m)uf = N'(u)u"

donde np es el ntimero de puntos del dominio y N;(x) cumple:
Ni(z)#0 & zefly

Ni(z)=0 s z &8,
donde §; es un subdominio de § que contiene n puntos, n << npy u® es un valor aproximado
de u en el punto .

Estos dominios §2; reciben el nombre de dominios de interpolacion o nubes.

Vamos a desarrollar un poco més en profundidad la forma de encontrar la solucién a
nuestro problema inicial.
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2.2.2 Aproximaciones por minimos cuadrados

Sea §2j; nuestro dominio de interpolaciéon de nuestra funcién u(z) y sea sj, j =1,...,n
una coleccion de puntos tales que z; € 2. Dicho esto, aproximaremos nuestra funcién u en
Q}, por:

w(z) & z) = Zpi(:c) a; = p(z)T

T , . , .
donde o = [aq, ..., ;]  y el vector p(z) estd formado por monomios. Asi pues, si estamos
trabajando en problemas unidimensionales, si escogemos m = 3, p(z) = [1,z,2?]; en 2D, si
m = 6, escogemos p(z) = [1,z,y,2?, 2y, y?].

Asi pues:

Uy Uy Py

h
U = = = o = Ch

h - t

Uy Un Pn

h o . . 7 . . o~ L o~ .
donde uj = u(x;) son los valores incognitas de u en el punto j que buscamos, u; = u(z;) son

los valores aproximados y p; = p(z;).

Observamos que el método de los elementos finitos es un caso particular del método
de los puntos en el caso que n = m.

Vamos a tratar los dos casos:
a) Sin =m, C es una matriz cuadrada de dimensién n, y por tanto:

a = C—l uh

De aqui resulta:

I%

u

n
0= pT C—l uhv — NT ”U,h _ § :N] ’U,;l
J=1

donde NT = [Ny,...,N,]=pTC 1y N; = Z:’;l pi() Cij_l

Las funciones N;(z) satisfacen la condicion: Nj(z) =1,s1 j =4y N;(z) =0, si j # 1,
1,7 = 1,..n, que es lo que pasaba en el método de los elementos finitos.

Sin > m (aproximacién por minimos cuadrados), C' ya no es una matriz cuadrada y la
aproximacion no se ajusta para todos los valores u;-‘. Este problema se resuelve determinando
los valores de u que minimicen la suma de los cuadrados de las distancias del error en cada

punto
n

n N 9 l 9
J=> (uf—a(z;)) =Y (u} —p;" a)
j=1

J=1
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con respecto a los parametros «;.
Esta minimizacién nos conduce a:

a=C"1uy" donde C'=A"'B

Ahora las nuevas funciones de forma son:

m

NP =) pi(2) G
=1

donde el superindice k se utiliza para recalcar que la funcion N ]I-" puede ser diferente para
cada nube Q.

Debido al hecho de utilizar una aproximacién por minimos cuadrados, tenemos que:

uj = u"(z;) # u(x;)

es decir, los valores de la funcién aproximante no coinciden con los valores incognitas en los
nodos. Ademés 4 es la funcién que impondremos que cumpla la ecuacion diferencial y las
condiciones de contorno y u;-" son simplemente los pardmetros incognita buscados.

Sélo en el caso de que n = m, estamos en el método de los elementos finitos, y en tal
caso u(z;) = ut(z;).

La aproximacién anterior utilizando minimos cuadrados puede ser modificada un poco
si dicha aproximacién la hacemos utilizando funciones de peso ¢;. Teniendo en cuenta esto,
el funcional a minimizar es:

2

n R 9 n s
Ji= eiwj —wi) (uf —(e))) = ) ilwj — ) (uj —p;" @)
j=1 =1

Normalmente se suele construir ¢;(z —z;)que tome valor 1 en el punto 2 (llamado nodo
estrella) y que desaparezca fuera del dominio ;. (Sin = m, los pesos no afectan a la soluciéon
y estamos en el caso anterior). Por tanto, supondremos que n > m.

La minimizacién de J; con respecto a a; nos lleva a ecuaciones muy similares a las
obtenidas anteriormente. Mas concretamente:



Fundamentaciones tedricas de ciertos métodos 11

a=C"1uyt conC1=A"1B
A=) ¢j(z; —ai)p(z;)p’ (z;)
j=1

B'= [pi(z1 — z;) p(1), oy Pi(Tn — -Ti)P(mn)]

2.2.3. Obtencién del sistema de ecuaciones

Recordamos que nuestro problema venia dado por:
Alu)=0b, en

con condiciones de contorno:

Blu)= t, en Iy
u—up =0, en L'y

donde A, B, T'y, Ty, u, up, t y b han sido descritos en el apartado anterior.

Para la resolucién de este problema, nos planteamos la siguiente forma variacional:
/ ¢i [Au — b]dQ+/$i[Bﬁ—t]dP+/ éﬁ\i[ﬁ—ul,]dF =
Q Ty

Dependiendo de la eleccién de los pesos, el conjunto de las ecuaciones variara.

En el método de colocacién puntual no vamos a necesitar evaluar dichas integrales
(necesidad de una malla auxiliar); nos permite obtener un verdadero método sin malla.

En nuestro caso, no necesitamos emplear ningin tipo de cuadratura y los calculos se
reducen a evaluar las funciones de forma y sus derivadas en los nodos.

La eleccién mas simple para estas funciones de peso es la delta de Dirac:

~
~

$i =i = ¢; = &
El sistema de ecuaciones obtenidas sera:
[A(w)]; — b; =0,en  Q

[B(w)]; —ti =0,en T4
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Ui —up=0,en I'y

Recordamos también la expresion de u que habiamos dado:

np

= ZNZ(”L)uf

1=1

Teniendo en cuenta esto, podemos escribir el nuevo sistema como:

donde la matriz de coeficientes I{ sera una matriz en banda, pero no necesariamente simétrica,
que se obtiene:

K = Kij = [A(N;)]; + [B(N;)];
donde u” contiene las incégnitas del problema u? y f es un vector donde se almacenan las
acciones en el dominio {2 y el contorno I'y junto con los valores prescritos u, en I'y.

2.2.4. Imposiciéon de las condiciones de contorno

Ahora bien, para obtener una solucion unica a nuestro problema, es necesario imponerle
las condiciones de contorno a nuestro sitema de ecuaciones. Veamos la manera de hacerlo.

Las condiciones de contorno se imponen en el segundo y tercer miembro de la integral.

En consecuencia, si tenemos condiciones de contorno de tipo Dirichlet: u —wu, =0, en
I'y; su imposicién se traduce en w(z;) = up(z;), Vo en I'y.
En la mayoria de los casos, las funciones de base no verifican la condicion estandard

de interpolacién, y por consiguiente, las aproximaciones no pasan por los nodos.

Ahora bien, si las condiciones a imponer son: B(u) =t en I'y,las aproximaremos de la
siguiente forma: B(u(z;)) = t(z;), Vz; en I'y.
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2.3. Aproximacién por Moving Least Square

El método de los minimos cuadrados moviles es una aproximacion ponderada por
minimos cuadrados en la cual se permite que la funcion de peso se desplace en funcion del
punto donde queremos obtener la aproximacion.

Supongamos que queremos obtener una aproximacion de la funcién incégnita en una
serie de puntos u;, 7 = 1, ...,n, definidos en los n puntos ;.

Asumiremos que nuestra funcién aproximada cumple la siguiente relacion:

m

u(e) ~ (@) = Y @) ai = p (@)

donde p; es un conjunto linealmente independiente de funciones y a = [y, ..., ap] es el vector
de las incégnitas, el cual va a ser determinado por nuestro algoritmo.

El problema de obtener una aproximacién por minimos cuadrados definida para cada
punto Z del dominio, viene determinada por resolver el siguiente problema:

n

J(Z) =man Zs%(fb‘k — &) [ur —p” (z1) a(2)]

k=1

2

donde ¢; puede generalmente cambiar su forma dependiendo de la posicion del punto . Por
tanto, los a; dependen de la posicion seleccionada para el punto . Una vez calculados los
a;(2), la aproximacién a nuestra funcién u(z) viene determinada por:

m

u(z) = d(z) = Zpi(a;) B 8 )| 5=

=1

Utilizamos la notacién ¢z (zy — Z) para destacar la posibilidad de una funcién que cambia en
cada punto donde se imponga la minimizacion.

En el caso més simple, de tener los puntos equiespaciados, es frecuente escoger:

ei(zr — &) = p(zp — )
y suponer que la forma del peso sea invariante con la posicion.

En el caso de no tener los puntos equidistantes, el problema de definir ¢; para cada
punto # es muy complejo. En este caso, es conveniente suponer que las funciones de peso
estan asociadas a los puntos zj y escoger:

pi(zr — &) = i(2 — wx)
Con esta reduccién, las funciones de peso ¢y son fijas en cada z y la funcién a minimizar es:
) kY

n

J(Z) = min Z¢k(§3 — ) fug — pT(2x) ()]

k=1
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Definimos las funciones de peso de la siguiente forma:

fe(y), st |yl <re
dr(y) =
Oa Si |y| Z Tk

entonces los términos de la suma anterior son nulos cuando y = & — ly| > 7k. El perimetro
rr se denomina radio de la bola en z (en la frontera de la bola se anula).

La solucién a nuestro problema de minimizacién nos conduce a que:

a; =AY (&) Y Bj(#)u;
j=1

donde: n
A#) =) b(E — zi) plar) pT (2x)
k=1

Bj(2) = ¢j(¢ — ;) p(x;)

Del hecho de definir las funciones de peso en cada punto zp en funcién del radio
rx (donde fuera de éste vale cero), resulta claro que s6lo un ntmero limitado de términos
contribuyen al sumatorio anterior.

Por tltimo, es importante resaltar el hecho de que el algoritmo de los minimos cuadra-
dos méviles produce soluciones para a que dependen de los puntos seleccionados para cada
aproximacion.

Si ahora utilizamos la siguiente notacién:
T —1/4 5
Nj(z) = p" (2) A71 (&) Bj(#)]a=2

el problema de encontrar la funcién 4(z) se puede reescribir como:
n
i(z) = ) Nj(z)u;
i=1

También es necesario obtener expresiones para las derivadas de la funcién u(x). Veamos
el modo de hacerlo. Definimos:

a(&)|z=2 = ij(m) uj
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y teniendo en cuenta la siguiente relacion:

Ny(@) = p" () w;(a)

en la que se cumple:

A(z)wj(z) = Bj(z)

La primera derivada se puede obtener de la siguiente forma:

dN; dp™ _ 1 dw;
dz  dz g g dz (1)
v d dA dB
@y 4 G o BUF
el e O
donde:
dA - dgi(z — ) T, .
RN I
g ABy(x) _ ddy(z — )
(@) _ déj(z—=j)
Aislando
dw;
dz

de (2) y sustituyéndolo en (1), obtenemos que:
dN; _ (dp" _ r i dA dB;
_ [ 2 _ A—l ) we T A—l J 5
dx ( dz T dx itP dx (5)
Las derivadas de orden superior se obtienen utilizando el mismo razonamiento.

Este proceso requiere para el calculo de las derivadas, el calculo de las derivadas tanto
de A, como de Bj.

Por ello. Navroles et al. sugirieron que las aproximaciones ignoraran las derivadas de
)
« y suponer que a(z) sea constante. Por ello, utilizamos:

dN; _dN;  dp”

o w; 6
dz dz de 7 8)

En nuestro estudio, utilizaremos las expresiones (5) y 6 para el caso de los minimos
cuadrados moviles.

La expresién (5) calcula correctamente la derivada para nuestra, funcion, mientras que
(6) lo hace de un modo aproximado.

El método que utiliza la expresién (5) para la derivada se llama EFG, y el que usa la
(6) se llama el método de los elementos difusos.
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2.4. Métodos Smooth Particle Hydrodynamics (SPH)

Uno de los métodos sin malla més antiguo son los SPH. La base de estos métodos es la
expresién de la aproximacién para la funcién u(x) en un dominio §2. Dicha expresion viene
dada por:

W)= [ty mu)d2, ()
Q
donde u"(x) es la aproximacién, w(x —y, h) es la funcién de peso o ntcleo y h es la longitud
del soporte.

Las funciones de peso anteriormente citadas deben cumplir las siguientes propiedades:
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(3) fQ w(x —y,h)dQ =1.
)
)

La segunda condicién es crucial, ya que proporciona a la aproximacién un caracter
local, es decir, u"(x) sélo dependera de aquellos valores de u de los nodos en los cuales la
funcién de peso sea diferente de cero. El dominio donde w(x,y) # 0 se suele llamar dominio
de influencia o soporte de la funcién de peso. La tercera condicién es crucial para probar la
convergencia del método.

Para esta clase de métodos, se suelen utilizar diversas funciones de peso, aunque la
mas comun es la funcién de peso spline:

1-32+424, ¢<1
2
w(s,h) =57 la—gq), 1<¢<2
0, q>2

donde ¢ = s/h. Esta funcién es de clase c2.

Es posible generar funciones de peso utilizando productos tensoriales, es decir:
wx —x1) =w(e —zr)w(y —yr)

La discretizacién de la formula (1) se obtiene mediante una cuadratura numérica, y asi
obtener una férmula para u”(x) en términos de los valores en los nodos u; = u(xy). Asi, en
el caso 1-dimensional tenemos que:

uh‘(x) = Zw(l —xr)ur Az

1
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donde Az = (2141 — x7_1)/2 para los nodos interiores. Para los extremos, obtenemos una
férmula bastante similar.

El sumatorio anterior sélo incluye los puntos donde w(z — 1) > 0.

En méas dimensiones, las férmulas vienen dadas por:

uh(x) = Zw(x —x1)us Avg

I

donde Av; es una medida del dominio alrededor del nodo I.

Designaremos por ¢(x) = w(x — x1) Avy. A estas funciones se las denomina funciones
de forma SPH de la aproximacién. Cabe destacar que en la mayoria de los casos se cumple
que u; # uh(x1), asi que los pardametros u; no deben ser tratados exactamente como los
valores en los nodos.
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2.5. Método de las diferencias finitas (en 2 dimensiones)

Por comodidad en la notacion del método, cuando hagamos referencia a la coordenada
t temporal en este apartado, nos referiremos a la ordenada y.

Dentro de esta técnica, distinguiremos tres métodos numéricos: Estos tres son:
-Explicito.

-Implicito.

-Crank-Nicholson.

Para cada uno de ellos, estudiaremos su fundamentacion teérica y hablaremos sobre la
convergencia y la consistencia de cada uno de ellos. Antes de nada, empezaremos a introducir
la notacion que utilizaremos en este apartado.

La solucién analitica de nuestro problema serd la funciéon u(z,t), su aproximacién
numérica la designaremos por U(z,t).

Si ﬁ es un numero entero, definimos M como M = i — 1. Cuando se hable de
x; y de t"™ haremos referencia respectivamente a v; = 1Az = th para: = 0,....M + 1y
a t™ = n/At. Continuando con esta notaciéon u] nos indicara el valor de la solucién u(z,t)
evaluada en el punto (z;,t"). Para U* tendremos la misma notacién.

Finalmente cuando nos refiramos a U™ enteremos que se trata del vector (U7, ..., U},).

Vamos a estudiar a continuacion algunos aspectos tedricos de cada uno de estos métodos.

2.5.1. Método explicito

También llamado Forward-Time centered-space (FTCS).

En este método, el punto base para la aproximacion en diferencias finitas de la ecuacién
en derivadas parciales es el punto (z;,t").

La ecuacion en diferencias finitas correspondiente a este método la obtenemos susti-

tuyendo el operador % mediante una formula hacia delante de primer orden en el tiempo:
ou ultl —yn
n 1 13
ot At (&)
2 . . 7 .
y el operador % se discretiza usando una férmula de segundo orden centrada en el espacio:
2 n n n
0 uln_ui+1—2ui+ui_1 O(Az?
2 1i — 2 + O(Az”)
Ox Az

La ecuacién en diferencias obtenida es:

Uin+1 =rU +(1- 2r)U +r z?zl—l
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. _ At

YT = as?
El error de truncamiento cometido es 7 = O(At) + O(Az?). Se cumple que si r = 1/6,
conseguimos mejorar el error de truncamiento y éste vale 7 = O(At*)+O(At Az*) +O(Az*).

El método serd convergente, ya que cuando hacemos tendir el Aty el Az a0 la solucion
U converge hacia su solucion exacta.

Si hablamos de estabilidad, el método sera estable si r < 1/2, lo que nos indica que
el método es condicionalmente estable, ya que no podemos escoger los Az y los At que
queremos.

La restriccién que hemos obtenido sobre la estabilidad del método, nos comporta un
serio obstéculo en cuanto a la utilidad de éste para resolver una EDP. Veamos un posible
motivo. Nos gustaria el modo de saber si una soluciéon obtenida es suficientemente buena. Un
posible procedimiento seria dividir el Az por 2 y repetir la misma solucién en el mismo nivel
temporal, para ver si ésta ha variado significativamente. Para hacerlo en nuestro método,
tendremos que dividir por 2 el Az; mantener la r fija supondra que tendremos que dividir el
At por 4. Ello significard que se requeriran cuatro veces mas de pasos temporales para llegar
al msmo nivel temporal que antes, y a su vez para cada paso se requiere el doble de trabajo,
asi que el coste computacional se vera multiplicado por ocho.

En resumen, este método explicito es consistente, convergente y condicionalmente es-

table (estable si 7 < %)

2.5.2. Método implicito

También llamado Backward-Time centered-space (BTCS).

El método anterior es un ejemplo de método en diferencias explicito, en el que las
aproximaciones en diferencias finitas de las derivadas parciales son evaluadas en el nivel
temporal n, asi que como las soluciones son evaluadas en un punto en el nivel n + 1 pueden
ser expresadas explicitamente en términos de la solucién conocida en el nivel temporal n.
Veremos que esto no ocurre ni en el método exlicito, ni en Crank-Nicholson.

Recordemos también que el método anterior tenia algin problema en cuanto a la
estabilidad del método, ya que era condicionalmete estable. Veremos que tanto en el implicito
como en Crank-Nicholson esto no sucede. La ecuacién en diferencias resulta de sustituir las
derivadas temporales y espaciales respectivamente (por una férmula hacia atras):

ou , ultt —un
82 u |7l+1 u?—:_ll - 2U?+1 + u;lj—ll + O(A 2)
— " = X
9% Az?
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Realizando estas sustituciones en nuestra ecuacion en derivadas parciales e imponiendo

tn—l—l)

que se cumpla la solucién en el punto (z;, , obtenemos la siguiente ecuacién en diferen-

cias:

—r UM+ A +2r)UPH —r U = UP

Este método sera incondicionalmete estable, lo cual supone una notable mejoria re-
specto al anterior. El error de truncamiento coincidird con el método explicito, es decir,

T = O(At) + O(Az?).

A pesar de todo, esta técnica tiene un gran inconveniente, que en el explicito no
existia. Este obstaculo es que la solucion que queremos encontrar en un punto en un cierto
nivel temporal depende de una serie de puntos desconcidos. En consecuencia, no podemos
obtener la solucién de forma directa, ya que para ello es necesario resolver un sistema de
ecuaciones en cada paso de tiempo.

El sistema que se obtiene es de la forma: (en el caso de tener condiciones de contorno
Dirichlet)
AU =BU™+F

, donde
1+2r -7
—r 14+2r —r

—r 1427

y donde ¢(t) = u(0,t) y h(t) = u(1,t), y A y B son matrices cuadradas de orden M.

2.5.3. Método de Crank-Nicholson

En los dos métodos anteriores teniamos que la ecuacién en diferencias finitas de la
derivada espacial era de segundo orden, pero, en cambio, la aproximacién en diferencias
finitas de la derivada temporal era de primer orden. En Crank-Nicholson se utilizard una
aproximacion de segundo orden para calcular la derivada temporal y asi obtener una mejora
en la precision de la solucion.
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La ecuacién en diferencias finitas la obtenemos aproximando la derivada temporal en
el punto (z;,t"*t1/2) por:
Ou whth g
—_l?+1/2 :—l—l——I—O(Atz)
ot At

y la derivada espacial en este mismo punto por:

+1/2 +1/2 1/2
ou w12 g ntt/ —i—u’-hL/

n+1/2 Uit i i—1 7
5 i = = +0(A?)

Teniendo en cuenta esta relacién, la ecuacién en diferencias obtenida viene determinada

por:
—r UM 421+ ) UM — v U = U 420 =) U + 1 U,
Este método es incondicionalmente estable y consistente.
Su error de truncamiento es 7 = O(At2) + O( A:cz), que es mejor que en los anteriores
métodos.

De la ecuacién en diferencias anterior, vemos que Crank-Nicholson es un método
explicito. El sistema que hay que resolver en cada paso temporal viene dado por:

AUnJrl — BUn +F

, donde
14+26r —0r
—0r 14+260r —0r

—6r 1+20r

1—21—6)r (1-6)
(1—0)r 1-2(1—-60)r (1—06)r

(1—6)r 1-2(1-0)r
FT =r(0 g™ 4+ (1—6)¢",0,....,0,0 1" T + (1 — 6) ™)
y donde ¢(t) = u(0,t) y h(t) = u(1,t), A y B son matrices cuadradas de orden M y 6 = 1/2.
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3. Resolucién del problema unidimensional

3.1. Planteamiento del problema

En este documento se pretende estudiar la solucién de la siguiente ecuacion diferencial:

kit +g=0, z=1

utilizando diversos métodos numéricos para resolverla y posteriormente se estudiara el error
cometido en la aproximacién, ya que la podemos comparar con la exacta, la cual es facil de
hallar.

Los métodos empleados son:

-a) Método de los elementos finitos.
-b) Método de los puntos finitos.
-¢) Método de los elementos Difusos.

-d) Método de Element-Free Galerkin (EFG).

Sobre la implementacién de cada uno de ellos, hay que recalcar una serie de aspectos
técnicos.

3.1.1. Método de los elementos finitos

Las funciones de forma que se utilizan en este método son lineales (valen uno en un
nodo y en los demds cero).

Después también hay que destacar el procedimiento que utilizamos para evaluar inte-

grales del tipo:
Te41
/ g(z)dz

e

Para ello, lo primero que haremos sera una transformacion isoparamétrica, que no es nada
més que un cambio de variable lineal que nos transforma el intervalo (z., z.41) en el intervalo
(=1,1). Debido a esto, la nueva integral viene dada por:

/_ 11 h(t) dt
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Una vez realizado esto, se procede a la integracion numeérica de esta tltima integral. Para ello,
se utilizan cuadraturas de Gauss, que con n evaluaciones de la funcién que queremos integrar,
podemos integrar exactamente un polinomio de grado 2n — 1. En este estudio utilizaremos 3
evaluaciones de la funcion.

3.1.2. Método de los puntos finitos

La base de polinomios que se hace servir en este documento es cuadratica, y por tanto,
sus funciones de forma también lo seran.

Para encontrar la solucién numérica, dividiremos el dominio en una serie de subdo-
minios. Cada subdominio estara formado por una nube de puntos. Cada una de ellas estara
formada por una nube de puntos, las cuales estaran formadas por tres o mas puntos. La
primera y la ultima nube estaran formadas respectivamente por los tres primeros y tltimos
puntos. La segunda y la penultima nube contendran los cuatro primeros y ltimos puntos.
El resto estardn compuestas por el nodo estrella, junto con los dos puntos anteriores y los
dos posteriores a él.

Por cada subdominio, interpolaremos la funcién u(z) que queremos determinar por
una parabola utilizando la técnica de minimos cuadrados.

Las funciones de peso utilizadas son dos:

Funcién de ponderacion wjy(): Si llamamos a, b, ¢, d y e a los puntos que forman
nuestro dominio de interpolacién (de tal forma que a < b < ¢ < d < ), definimos la siguiente
funcién de peso a trozos: (le llamaremos funcién de peso triangular)

wi1($) -

1—{—10“1-0%,3}6[1),8]

es decir, la funcion de peso toma valor 1 en el punto p y estd formada por dos rectas: una que
va del punto (a—75(b—a),0) al (p, 1) y otra que va desde este tltimo punto al (e+ 75 (e—d),0).
En el resto de los puntos del dominio, la funcion de ponderacién es nula.

Observamos que por la forma de definir w;;(z) se cumple que en todo el dominio de
interpolacion la funcion de ponderacion es estrictamente positiva. Por 1ltimo, remarcar que
w;1(x) es una funcién continua, pero no es diferenciable en el punto p.
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Funcién de ponderacién w;,(z). Le llamaremos funcién de Gauss truncada, y estd
definida de la siguiente forma:

wi,(7) =

donde dist = |z — z;|, dmaz = gy TP €8 el nimero de puntos y finalmente f es un factor que
determina el apuntamiento del dominio; en nuestro caso, cogemos f = 0.5 d,,4,. La funcién
de Gauss truncada, tal y como la hemos definido vale uno en el punto z y es C'*°.

3.1.3. Método de los elementos difusos (DE)

Las funciones de peso empleadas son las mismas que en el anterior método. En cuanto
a la base completa de polinomios utilizada, remarcar que es cuadratica, pero ahora en vez de
escoger la base cuadratica usual p(z) = [1,, %], tomaremos p(z) = [1,(z — z;), (z — 2;)?],
cuando estamos trabajando sobre el nodo J (z;), ya que con esta elecciéon podemos evitar un
mal condicionamiento de la matriz del sistema que hay que resolver.

3.1.4. Método de Element-Free Galerkin (EFG)

Ahora no usaremos la funciéon de peso triangular, sélo la de Gauss. Ello es debido a
que la funcién de ponderacién triangular no es una funcién C?, que es lo que necesitamos
al usar el método, ya que en él efectuamos un céalculo correcto de las derivadas. La base de
polinomios es la misma que la especificada en el método de los elementos difusos.
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4. Resolucién del problema bidimensional

4.1. Planteamiento del problema

Se desea conocer numéricamente la soluciéon de la siguiente ecuacion en derivadas par-
ciales:

Ut = Ugg, 1 >0, 2 6(071)
u(0,t) = 0; u(1,t) = 0;

u(e,0) = f(z)

3 a2 . .y o
La funcién u(z,y) = 1 —x +e~ ™ ¥ san(7 z) es solucién de nuestra e.d.p. y por ser la solucién
tnica, debido a que la condicién inicial es continua, tenemos que u(z,y) es la solucién exacta
al problema.

Otro aspecto que tendremos en cuenta es que la solucién de nuestro problema tendira a,
la recta 1 — z, a medida que aumente la y. Ello se puede verificar facilmente de dos maneras:

a) Directamente, utilizando la expresién de la solucién exacta u(z,y) = 1 —a +

2 . . . , . , .
e”™ Ysin(mx). Vemos que a medida que incrementamos la y, el dltimo término de la ex-
presién de u(z,y) ird hacia 0.

b) Sin necesidad de conocer la solucién exacta. Si consideramos la siguiente ecuacion
en derivadas parciales:

vy = Ugg, ¥ > 0; 2 €(0,1)

v(0,y) = 0; v(1,y) = 0;

v(z,0) = sin(m z)

La funcién solucién v(z,y) satisface la ecuacion en derivadas parciales que estamos inicial-
mente estudiando, pero ahora tiene condiciones de Dirichlet homogéneas, lo que provoca que
tienda a 0 a medida que la y tienda a infinito. En consecuencia, nuestra solucion u(z,y)
tendera a la recta 1 — .

Este hecho nos servira de gran ayuda para ver si la solucién obtenida numéricamente
es suficientemente buena.

Para obtener la solucién numérica, hemos recurrido a las siguientes técnicas:
-Método de los puntos finitos.

~Método de los elementos difusos.



26 Dstudio de métodos para resolver EDP’S

-Método de Element-Free Galerkin (EFG).

~Método de las diferencias finitas (analizaremos resultados del método explicito, implicito
y de Crank-Nicholson).

Para encontrar la solucién numérica empleando cada uno de estos métodos, se ha
empleado una malla regular.

En todos los métodos, menos el de diferencias finitas, hay una serie de aspectos a
resenar. En ellos, hemos intentado interpolar nuestra funcién u(z,y) por un polinomio de
segundo grado p(z,y) en cada subdominio. Asi:

p(e,y) = a+ba +cy +da® + ey + fy?

Por tanto, para determinar p(z,y) debemos determinar univocamente los valores de los
pardmetros a, b, ¢, d, e y f. Por analogia al caso unidimensional, se podria pensar que
por cada 6 puntos pasa un tnico polinomio de segundo grado. Pero esto, en general, no es
cierto, ya que si imponemos que pase por los puntos (z;,yi, u(zi,yi)), 2 = 0...5, obtenemos
un sistema lineal de la forma Av = f, donde v = (a, b, ¢, d, e, f)T y A es la siguiente matriz:

1 20 Yo o> ToYo Yo’
1 21 oy @2 2y w
1 22 w2 z2? Ty Y2 y22
1 x3 ys @3 z3ys ys®
1 24 ya @4® Tays ys®
1 @5 ys a5 @s5Ys Ys®

Esta matriz tiene determinante nulo, y por tanto, no obtenemos una solucién tnica para el
sistema anterior, en el caso de que en esos 6 puntos en cuestién, tengamos cuatro o mas
ordenadas o abcisas iguales, ya que en ese caso tendriamos que las filas que las contengan
serian linealmente dependientes, y en tal caso, el determinante valdria cero.

Una vez dicho esto, vamos a especificar como elegimos los puntos que forman cada
nube.

Para ello, ordenaremos en primer lugar los puntos de nuestro dominio con el orden
lexicografico. Vamos a recordar un poco como funciona este orden. Diremos que (21, Y1) <
(z2,y2) (en orden lexicografico), si o bien se cumple que z; < 22, 0 bien en el caso que
z1 < Z9, entonces y1 < ya.

Después de la ordenacién de los puntos, ya podemos pasar directamente a explicitar la
composicién de cada nube. Supondremos en todo momento que los puntos estan ordenados
lexicograficamente. Las cuatro primeras y las cuatro ultimas nubes contendran respectiva-
mente los nueve primeros y los nueve dltimos puntos. El resto de las nubes estaran formadas
por el nodo estrella y los cuatro puntos anteriores y los cuatro posteriores a él. En resumen,
todas las nubes estaran compuestas por nueve puntos.

La base completa de polinomios utilizada es cuadratica. Mas concretamente, p(z, i) =
[1,2,y,2% 2 y,9%]
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5. Resultados del problema unidimensional

El objetivo de este apartado es estudiar la solucion de la siguiente ecuacion diferencial:

ke 4 Q(z) =0, =z €(0,1)
u—u=20, x=0

kit +g=0, z=1

utilizando diversos métodos numéricos para resolverla y posteriormente se estudiara el error
cometido en la aproximacién, ya que la podemos comparar con la exacta, la cual es facil de
hallar.

Cabe remarcar que a la hora de ejecutar el programa, lo haremos con puntos equidis-
tantes y con puntos no equidistantes. En el caso de puntos no equidistantes, escogeremos
como lista inicial de puntos la formada por:

[0,0.15,0.43,0.56,0.87, 1]
Si queremos doblar el niimero de puntos, es decir, pasar de 6 a 11, lo inico que haremos es

intercalar entre cada dos puntos consecutivos su punto medio. Para volver a doblar, lo mismo.
Trabajaremos, con listas de 6, 11, 21 y 41 puntos en el caso que éstos sean no equidistantes.

Resolveremos la ecuacién anterior para 3 valores concretos de carga ()(x) y con unas
determinadas condiciones de Dirichlet en el 0 y de Neumann en el 1.

5.1. Resultados sobre la ecuacion 1

La ecuacién que vamos a I‘GSOlVeI' es:
£y _ 1 € (0,1
dzz — 5 T ( ’ )

u(0)=0, 2=0

La solucién exacta de este problema viene dada por la funcién u(z) = 22 /2.

Ejecutando el problema para mallas regulares e irregulares, obtenemos para cada uno
de los métodos solucion exacta en los nodos.
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5.2. Resultados sobre la ecuacion 2

La ecuacién que vamos a resolver es:

w(0)=10, #=0

fuy=1, z=1

La solucién exacta de este problema viene dada por la funcién u(z) = 23 /6 + 0.5 z.

Las superposiciones entre las soluciones exacta y las numéricas son en general bastante
buenas para todos los métodos (ver graficas 1-7), a excepcion del método EFG cuando usamos
puntos no equidistantes. Si observamos la grafica 2, vemos que el resultado, para 6 puntos no
equidistantes, no es lo suficientemente preciso. Ello nos podria hacer pensar que es debido a
que no utilizamos un nimero de puntos suficiente; asi que doblamos el nimero de puntos y
vemos que la grafica 3 se ajusta mucho a la exacta. Pero, si volvemos a doblar el nimero de
puntos, volvemos a tener problemas (grafica 4).

Para saber bien si la solucién es buena o no, pasaremos a estudiar los logaritmos de
los errores en funcién del nimero de puntos utilizados para la resolucion de la ecuacion.

En el caso de tener los puntos equiespaciados, el comportamiento de los métodos es
bueno, y la curva va descendiendo a medida que aumente el nimero de puntos, y esto nos
asegura la convergencia de ellos (grafica 8).

Para el caso de puntos no equidistantes, observando la grafica 9, vemos que tenemos
algiin problema en cuanto a la convergencia de los métodos, ya que nos interesaria que la
curva del logaritmo del error relativo descendiera a medida que aumentaramos el nimero de
puntos. Pero esto no sucede si utilizamos funciones de ponderaciéon de Gauss.

En general, viendo estas dos ultimas graficas, nos damos cuenta que los métodos que
emplean funciones de ponderacién triangular nos conducen a un error menor en la estimacion
de soluciones que utilizando funciones de peso de Gauss.

En cuanto al método de las diferencias finitas, destacar que como antes, se obtienen
soluciones exactas en los nodos, y por tanto, no tiene estudiar su error, ya que funciona a la
perfeccion.
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5.3. Resultados sobre la ecuaciéon 3

La ecuacién que vamos a resolver es:

La solucién exacta viene dada por la funcion u(z) = sin(z) 4+ (3 — cos(1)) z

Los resultados que se obtienen para esta carga en particular son bastante parecidos a
los de la ecuacion anterior.

Las soluciones exactas y aproximadas practicamente se superponen para cada uno de
los métodos (graficas 9-12) y los métodos que utilizan funciones triangulares para ponderarlas
funcionan mejor que los que usan las de Gauss.

Si hacemos referencia a las curvas del error (graficas 13-14), comentar que tenemos un
problema parecido al comentado antes, cuando utilizamos el método EFG con funciones de
peso de Gauss. En el resto de los casos, se observa una buena convergencia de los métodos.
La solucién exacta de este problema viene dada por la funcién u(z) = sin(z) + (3 — cos(1)) x
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6. Resultados del problema bidimensional

Se desea conocer numéricamente la solucién de la siguiente ecuacién en derivadas par-
ciales:

Ug = Uz, t >0, 2 € (0,1)
u(0,t) = 0; u(1,¢) = 0;

u(z,0) = f(z)
Sabemos que la funcién u(z,y) =1—z+ e ™Y sin(m x) es la solucién exacta a nuestra e.d.p..

Otro aspecto que tendremos en cuenta es que la solucién de nuestro problema tendira
a la recta 1 — z, a medida que aumente la y.

El caso 2-dimensional se ejecutara sélo con mallas regulares. Empezamos a analizar el
método de las diferencias finitas.

Empezamos utilizando el método explicito con Az = 0.1, At = 0.003, por lo que la r
vale 0.3. A continuacién, dibujamos la solucién numérica para los pasos 0, 20, 40, 60, 80 y
100. Vemos que a medida que aumentamos el nimero de pasos, la solucién va convergiendo
hacia la recta 1 — z, que es lo que queremos (grafica 15).

Veamos ahora qué sucede si aumentamos el valor del pardmetro ». Para ello, dejamos
fijo el incremento espacial y aumentamos el incremento temporal hasta 0.01. Ello significa
que la 7 = 1. Si observamos la grafica 16, vemos que en los primeros pasos de tiempo, la
solucion se comportabien, hasta que llegando al paso temporal 36, la solucién se convierte en
inestable. Esto es debido, a como ya hemos anunciado con anterioridad, el método explicito
era estable s1 r < 1/2.

Las graficas 17 y 18 reflejan los resultados obtenidos utilizando el método explicito y
Crank-Nicholson, con un valor de = 1, el mismo que antes nos ha dado problemas. Pero
vemos, como ya sabiamos, debido a que estos dos métodos son incondicionalmente estables,
que la solucién se va acercando hacia la recta 1 — z, que es lo que queremos.

Para el resto de los métodos, utilizaremos una malla de Az = 0.1 y At = 0.06.
Para cada uno de ellos, obtenemos el mismo error, y la solucién converge hacia la recta que
queremos al incrementar el tiempo (ver grafica 19). Esta gréafica contiene el caso de usar el
método de los puntos finitos y funciones de peso triangulares. Para el resto de métodos, no
se han incluido las graficas soluciones, ya que son similares a la 19 y no aportan nada nuevo.

El error que se comete al estimar la solucién con estos tltimos métodos en el paso
u(x,0.42) viene dado por 0.0341871620.
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7. Conclusiones

-En general, el mejor método para resolver la ecuacion diferencial unidimensional es el
método de los elementos finitos, que nos da solucion exacta para todas las cargas utilizadas.
Sélo en el caso de que Q(z) = —sin(z), se comete un error despreciable, y es debido al
calculo de integrales por cuadraturas, que nuestras cuadraturas de Gauss sélo integran hasta,
polinomios de grado 5 con total precision.

-En cuanto a los otros métodos, decir que el de los puntos finitos, el EFG y el de
elementos difusos nos proporcionan una solucién que se ajusta a la exacta, sobre todo en el
caso de los puntos equidistantes. En caso de no ser equidistantes, tenemos problemas cuando
utilizamos el EFG. Todo ello se puede ver reflejado cuando dibujamos el logaritmo del error
en funcién del niimero de puntos, ya que la curva es descendente en casi todos los casos, que
es lo que nos muestra que el método es convergente.

-Las funciones de peso utilizadas en este estudio han sido basicamente dos: la de Gauss
y la triangular. La funcion de peso triangular nos proporciona menos error que la funcion de
Gauss.

-El principal inconveniente de los métodos EFG y de los métodos difusos es que si
agregamos algtin punto a nuestra lista, no siempre disminuye el error, aunque la mayoria de
veces si.

-Para el caso bidimensional, tenemos que para todos los métodos obtenemos una
solucion bastante buena.

-También es importante reflejar en el caso de las diferencias finitas, que los resultados
obtenidos se ajustan con bastante exactitud a la teoria expuesta en el apartado 2.5.

-Para el método explicito, vemos que cuando r < 0.5 el método es estable, lo cual no
sucede obligatoriamente si r > 0.5.

-Los otros métodos (Crank-Nicholson y implicito) son incondicionalmente estables,
independientemente del valor de r, y convergen hacia la solucion.

-Para los otros tres métodos (elementos difusos, EFG y de los puntos difusos) se ob-
tienen soluciones bastante buenas y tienden hacia la recta 1 — 2, lo que nos indica la conver-
gencia del método.
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Capitulo 9: Anexos .(Grdficas).







Caso Q(x)=x.
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Grafica 1. Superposicién entre la solucidn exacta y la
numérica utilizando el método de Element-Free Galerkin y 10
puntos equidistantes.
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Grafica 2. Superposicién entre la solucidn exacta y la
numérica usando 6 puntos no equidistantes con el método EFG.
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Grafica 3. En las mismas condiciones que en la grafica 2, pero
ahora doblando el numero de puntos.
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Grafica 4. En las mismas condiciones que en la grafica 3, pero
doblamos el numero de puntos.
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Grafica 5. Superposicién entre la solucidébn exacta y la
aproximada mediante Elementos Difusos, 10 puntos equidistantes
y funciones de peso triangulares.
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Grafica 6. Superposiciones entre las soluciones exacta y las
aproximadas mediante Elementos Difusos, funciones de peso de
Gauss y usando 6, 11 y 21 puntos no equidistantes.
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Grafica 7. Superposicidén entre la solucidn exacta y la
aproximada mediante el método de los puntos finitos, 20 puntos
equidistantes,con funciones de peso de Gauss.
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Grafica 8. Grafica del logaritmo del error relativo en funcidn
del numero de puntos, usando los métodos: (1)-EFG,

(2)-Elementos Difusos (DE) con funciones de ponderacidn
triangulares, (3)-Elementos Difusos con funciones de Gauss,

(4) y (5)-Método de los puntos finitos con funciones
triangulares y de Gauss. (para puntos equidistantes, con la
norma de los minimos cuadrados) .
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Grafica 9. Logaritmo del error (norma infinito) para puntos no

equidistantes en funcién del numero de puntos utilizando las
técnicas: (1), (2) y (3) igual que antes.

Caso Q(x)=-sin (x)
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Grafica 10. Comparaciéon de las soluciones usando el EFG para
11 puntos no equidistantes (1), 41 puntos no equidistantes (2)
y la exacta (3).
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Grafica 11. Superposicidén entre la solucibdn exacta y la
aproximada utilizando 11 puntos no equidistantes y funciones
de peso triangulares.
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Grafica 12. Superposicidén entre la solucibén exacta y la
aproximada utilizando 11 puntos no equidistantes y funciones
de peso de Gauss.
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Grafica 13. Gréafica del logaritmo del error relativo en
funcidén del numero de puntos, usando los métodos: (1) -EFG,
(2) -Elementos Difusos (DE) con funciones de ponderacién

triangulares, - (3)-Elementos Difusos con funciones de Gauss,
(4) y (5)-Método de los puntos finitos con funciones
triangulares y de Gauss. (para puntos equidistantes, con la

norma de los minimos cuadrados) .
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Grafica 14. Logaritmo del error (norma infinito) para puntos
no equidistantes en funcidn del numero de puntos utilizando
las técnicas: (1), (2) y (3) igual que antes.



CASO 2-DIMENSIONAL:

Grafica 15:Ax=0.1, At=0.003, pasos=0,20,40,60,80,100, r=0.3

Métode explicito

Grafica 16:Ax=0.1, At=0.01, pasos=0,6,12,18,24,30,36 r=1

Método explicito.



Grafica 17:Ax=0.1, At=0.01, pasos=0,5,10,15,20,25, r=1

Método implicito.

Grafica 18:Ax=0.1, At=0.01, pasos=0,5,10,15,20,25, r=1

Método Crank-Nicholson.
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Grafica 19. Representacién de las graficas correspondientes
a u(x,0) (a), u(x,0.12) (b), u(x,0.42) (c) y la recta 1-x
(d), por el método de los puntos finitos y funciones de
peso triangulares. ‘



