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1 - GENERALIDADES

Fl uso de materiales compuestos en el disefio de estructuras se ha visto incre-
mentado notablemente en los 1iltimos afios. HEsta tendencia se debe al hecho
-de la posibilidad de disefiar el material con ciertas propiedades especiales con
‘cualidades mecénicas superiores a los materiales tradicionales. ' '
" "Esdtos materiales presentan una elevada, relacién resistencia‘peso y rigidez-
peso, son resistentes a la corrosién, térmicamente estables y resultan especial-
mente adecuados para estructuras en las que el peso constituye una variable
1 .- .fundamental en el proceso de disefio.- Los componentes estructurales que re-
g " quieren gran rigidez, resistencia a los impactos, formas complejas y considerable
: volumen de produccién resuléan ideales para ser fabricados a partir de mate- .
riales compuestos. Por ello, su utilizacién en la fabricacién de piezas para la
industria aerondutica, aeroespacial, naval y de automovﬁes se ha extendldo en
‘Jos tltimos afios (Ali, 1996) (O'Rourke, 1989). ‘ '
. Entre las dificultades que se encuentran para la utilizacién de los materiales
compuestos con fines estructurales est4 la falta de tecnologfa para garantizar
las uniones entre piezas y también la dificultad de realizar un disefio fiable,
debido a gue las técnicas analiticas convencionales utilizadas para el estudio
de materiales tradicionales no resultan adecuadas para el anélisis de materia-
_lés compuestos. Tampoco ha resultado del todo satisfactoria la representacién
de un compuesto mediante un tnico material ortétropo con propiedades del
conjunto, sobre todo cuando el comportamiento de al menos uno de sus com-
ponentes ha supe;ado el limite de elasticidad. Puede observarse en distintag
referencias los intentos que ha habido para modelar el comportamiento de ma-
teriales compuestos, utilizando la técnica de elementos finitos para el andlisis
y disefio de estructuras, donde la correlacién entre los andlisis y los resulta-
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dos expenmentales no resulta del todo satlsfactona, (Ah, 1998) (Kiintwmjth &

-Macmllhan, 1992) L

; _2 UTILIZACION DE 1,08 MATERJALES

COMPUES’I‘OS

clea Utt_hzacmn_ de mat_erlaies compuestos en la industria automotriz

" La utilizacion de materiales compuestos con fines estructurales en la industria

del automévil es baja (Noguchi, 1993), aunque su uso. es relevante en el mundo

~del automdvil de competicién y en los laboratorio de prueba de la industria
--automotriz, donde se demuestra el alto potencial que poseen estos materiales,
Los automéviles especiales, por ejemplo los vehfculos de Férmula 1, resultan
- extremadamente sofisticados en disefio, construccién y operacidn y por ello

han realizado grandes inversiones en tecnologfa que les permite obtener venta-
" jas respecto de otros sectores de la industria del automévil. Como resultado,

gracias al gran desarrollo e impulso gue les ha dado la industria aerondutica

los materiales compuestos han eomenzado a ser muy utilizados a'partir del afio
~1980. Los disefiadores de automdéviles de carrera deben respetar ciertas reglas

impuestas en cuanto a la resistencia, rigidez ¥ peso de los coches. El peso del

.- vehfculo constituye también una variable fundamental en el momento de definir
- los materiales que se utilizards en la construccién del casco de los coches, La
“solucién a este problema se obtlene optlmlzaudo la geometlia, ¥ la. cahdad de__
“los materiales a emplear. : '
. ».-Lla utilizacidn en la industria del automévﬂ de matena}es compuestos TEe- -

: _f{nzaclos con fibras se remonta al afio 1950. En aquella época se utilizaban
-~ mucho los compuesios de matriz de resina polyester y refuerzo de fibra de

“vidrio orientada aleatonamente Este mateual se ha utﬂlzado h&sta ﬁnaies de

~ la década de 1980. : s : S L
. A partir de la década de los 80 comienza ia utihzac:én de matenaies com- -
- puestos reforzados con fibras de carbono. Este uso se ha generalizado debido .

a que presentan una elevada relacién resistencia-peso y rigidez-peso; son re-

" :sistentes a la corrositn, térmicamente estables ¥ resultan especialmente -ade- -
“ cuados para estructuras en las que el peso constituye una variable fundamental *
. en el proceso de disefio. En la actualidad en los vehiculos de Férmula 1 el 75%
. de los mismos estd constituido por matériales compuestos; porcentaje que se
inerementa a diario. En la Figura 1 se muestran las diver sas par tes de un coche '
. de Férmula 1 constituidas por materiales compuestos. '

La utilizacién de materiales compuestos ha permitido por un lado mejorar
las prestaciones de los vehiculos y por otro incrémentar la seguridad de los

“mismos debido a la gran capacidad de estos materiales para absorber energfa,
.- ante unpactos Adlmonalmente a las parbes esuuctmales, los matella.les, com- .
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. ._ -Figum_ 1: Esquema de los componentes de material compuesto en un
© automovil de Formula 1 (McLaren MP4/7 1992).

‘- puestos se utilizan en otras partes de los vehiculos tales como discos de freno de

carbono-carbono, embragues y como aislante térmico. Los discos de freno de

. carbono-carbono permiten una significativa reduccién del peso de los mismos
'al igual que un aumento en la capacidad de frenado del vehiculo. . '

‘La. mds reciente innovacién ha sido el disefio de componentes de suspensién .

con materiales compuestos en el afio 1992 por parte del equipo McLaren, lo que
. permitio una reduccion del 50-60% del peso, lo que se traduce en una reduccién
- de la inercia. En la Figura 2 se muestra el esquema tipico. de un sistema de.
- suspensmnes de un coche de meuia 1. (Sava,ge, 1993) :

"2 2 Ut111zac10n de materlales compuestos en awacmn

. La utlhzamén de matena.les compuestos en la mdustna aer oné,utlca es anterior
& la de la industria automotriz. Se-la considera como precursora en el uso-de o
. estos materiales en diversas aplicaciones. La elevada resistencia y rigidez junto

" " amenores costos y peso de los materiales compuestos son los principales factores

que han permitido su uso en la industria aeroespacial, El peso constituye la

" - variable fundamental para la eleccién del material a utilizar en las estructuras
- de aeronaves. -La utilizacidn a gran escala de estos materiales en motores de

-aviacién se debe a Rolis—Royce, utilizando en partes del sistema de compt: es:on .

" de Ia turbina RB108 pldstico reforzado con fibra de vidrio.

- En mohmes los mateuales compuestos de matriz polimérica (PMC) com-
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Figura 2: Disefio tipico de la suspension de un automdvil de Formula 1
C {McLaren MFP{-14 1998). ’ ‘

piten con el titanio en su utilizacién debido a que presentan una elevada, relacién
resistencia-peso y rigidez-peso. Los materiales compuestos. de matriz, metdlica
(MMC) resultan potencialmente atractivos en situaciones en que elevadas tem-
peraturas puedan dafiar los materiales compuestos de matriz polimérica. En
" zonas de temperaturas muy elevadas se utilizan materiales compuestos de ma-
triz cerdmica (CMC). Los materiales CMC son conceptualmente diferentes a
los PMC y & los MMC debido a que las fibras modifican la forma de propa-

gacion de las fisuras en el material y no actiian como un refuerzo de una matriz
(Ruffles, 1993).

La introduccién de motores *big-fan” en los primeros afios de la década
de los 70 coincide con la amplia disponibilidad de los materiales compuestos
reforzados con fibras de carbono. Con la introduccién de estos materiales se
lograba una mejora de sus caracteristicas y una disminucién considerable de
peso. A pesar de las ventajas citadas, estos "fans” no superaban las pruebas
de choque contra aves y el material compuesto fue reemplazado por titanio,

A excepcion del propio "fan” vy de la zona de combustidn, la mayor parte
de la estructura vista desde el exterior de uma turbina estd constituida por
material compuesto reforzado con fibras de carbono. ¥n la Figura 3 se observa
la carcasa de una turbina realizada en material compuesto reforzado con fibra
de carbono correspondiente a una turbina Rolls-Royce. En ‘el interior de una
turbina muy pocas piezas estdn realizadas en material compuesto, A pesar de
esto los materiales compuestos representan alrededor del 10% en peso de una

i
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;

Figura 3: Carcasa de turbine realizada en matriz epoxidica con fibra de”
carbono (Rolls Royce RB21-1)..

turbina (Ruffies; 1993). _ '

En el futuro, 1a utilizaciér de los materiales compuestos deberd extenderse
hacia la zona interior de la turbina. Los programas de desarrollo de m?tores
para aviacién civil impulsados por Rolls-Royce tienen como objetivo realizar el
"fan case” y la estructura de soporte del "fan” en material compuesto reforzado
con fibras de carbono. '

En los motores de aviacién destinados a uso militar las parfes realizadas con

. materiales compuestos son diferentes debido fundamentalmente. a que estos

motores se montan directamente en la estructura del a,vitjn ¥y no tiene una
cubierta exterior. En la actualidad se encuentran bajo desarrollo diversas partes
realizadas con materiales MMC y CMC.(Ruffles, 1993)

2.3 Utilizacidn de los materiales cofnpu_estos en la industria nayal

El uso de materiales compuestos orgénicos (OMC) en aplicaciones I‘narinas
data del afic 1940. En la actualidad su uso se ha extendido a pequenag em-
barcaciones. La utilizacién en grandes navios y estructuras offshore no se ha
peneralizado debido fundamentalmente a que los diseﬁadore's y cqnstruct.ores
de este tipo de estructuras no estén familiarizados con este tipo de n{atenai y
deben desarroflar nuevas tecnologias que permitan su aplicacién en la industria
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Los métodos de ensayo de materiales compuestos se basan en los realiza-
Jdos en la industria serondutica y algunos no pueden aplicarse a la industria
uaval, por.lo tanto, es necesario definir ensayos y metodologias que permitan

caracterizar estos materiales para aplicaciones en esta industria.

2.4 Utilizacién de los materiales compuestos en la ingenierfa civil

La aplicacién de materiales compuestos con fines estructurales en obras civiles

“-gomienza a ser relevante en la iltima década, ya que anteriormente su presencia
" en este campo ha sido casi inexistente, Hallan su aplicacidn en la industria de
la construccién en estructuras sometidas a la accién de ambientes agresivos,

partes de plataformas offshore, depdsitos, anclajes al terreno, construeciones
‘no conductivas y no magnéticas, refuerzos de estructuras, armaduras pasivas,
“armaduras activas, cables, tableros para pasarelas, perfilerfa y recubrimientos .-

- de ttineles,

2.4.1 'Refuerzos de estructuras

De los diversos métodos empleados en el refuerzo de estructuras, el encolado

. de chapas de acero mediante ‘adhesivo estructural es uno de los sistemas més
~ampliamente utilizado y de mayor eficacia gracias al desarrollo de las técnicas
adhesivas. A pesar de la eficacia demostrada por las l4minas encoladas de
acero, estas presentan algunos inconvenientes; . - Ll B

e Las ldminas de acero constituyen elementos de peso elevado, lo que di-
- ficulta su manejo y puesta en obra. Son necesarios medios auxiliares
. para su colocacion, los cuales deben permanecer por elevados perfodos
- de tiempo con las consignientes molestias en el transito en el caso de
refuerzos de pasos a sobrenivel, ' ' S
"~ Corrosi6n en las ldminas, que afecta a su resistencia y a la adherencia
entre la ldmina y el hormigdn. B T .
e Necesidad de superficies de hormigdn planas que permitan el perfecto
“encolado de las ldminas. FE : T

. El sistema de refuerzos de estructuras con materiales compuestos ha sido
desarrollado en los Laboratorios Federales Suizos para el Ensayo de Materiales
(EMPA) en la década de los 80 con el objetivo de solventar los inconvenientes

titados anteriormente y ante el elevado niimero de estructuras existentes que

requieren ser reforzadas, ‘
fibra de carbono y resina epoxi

* La utilizacién de laminados compuestos de
en el refuerzo de estructuras de hormigén, metdlicas, de maders, etc. comienza

a ser una alternativa al sistema de refuerzo convencional mediante el encolado

B
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. Figura 4: C’qlocacid_n de refuerzo o ﬁem’én en viga loteral de un puent_e.'

-de chapas de acero. El aumento en el uso de materiales compuestos para re-
fuerzos se debe fundamentalmente o las mejores prestaciones mecanicas, buena
Tesistencia a la corrosién y bajo peso que facilita su transporte, manejo y colo-

- cacién en obra. :La primera aplicacién a escala de este tipo de refuerzo data

- del afio 1991 en el puente Ibach en Lucerna, - Sl s

" Este sistema se aplica en diversos pafses, y tan s6lo en Suiza y Alemania
el nimerc de realizaciones (de refuerzos de estructuras con ldminas de mate-
rial compuesto encoladas asciende a 25() ¥ existen mas de 1000 en el mundo,

- concentradas en paises tales como Suiza, Alemania, Japén, EE.UU. y Canad4.

_ - Gracias al empleo de medios auxiliares mads ligeros durante un tiempo menor

ta un 25% en el proceso total de re-
fuerzo de'la estructura, compensando el mayor costo econdém

compuesto frente al del acero (. Pulido & Sobrino, 1998).
~ “Enla Figura 4 se observa el proceso de colocacion del refuerzo a flexion en
una viga lateral de un puente. En la misma fotografia se observan los medios
-auxiliares ligeros empleados en la colocacién del material compuesto,

lo que
. permite dis_minuir los costos del proceso de refuerzo de la estructura, -

En la Figira 5 se muestra la colocacién de refuerzo a cortante en unsa viga
de un puente. Se aprecia la utilizacion, también, de sencilios medios auxiliares

para la colocacién del refuerzo en las caras laterales de la viga.

ico del material
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: 'Figum §: Colocacidn de refuerzo o esfuerzos cortqntes en, un pue.m.fe.

. _2.4.2 . :Ax‘;;_r;aduras_ del hc_:_rm‘igé_r;

Otra utilizacién de los .c.ompuestos reforzados con fibras es la de sustituir las

armaduras utilizadas -para el armado de hormigén o en tendones de préten-

sado. ‘Se aplica fundamentalmente en ocasiones en que gl Us0 ‘dell acero corEo
armadura del hormigén presenta problemas de corrosidn, magnetismo etc. La

alternativa la constituye el redondo compuesto por fibra de vidrm. 1'eves‘tzda;

;-l)or.una matriz termoendurecible (poliéster o epoxi). La-‘adherencuz'tﬁepne e

o -_hormigén y este tipo de refuerzo es muy alta ya que se obtienen ?)Llp?_l. ces con
" relieves comparables a las de los redondos de acero. - S .

‘Actualmente las aplicaciones son muy variadas: losas no magnéticas, velos

* delgados de hormigén (las armaduras pueden estar muy proximas a la sup_er_ﬁc;e_
~exterior), tierra armada, tirantes de a_rmost_rz;m;en_tqs, etc. .

2.4.3 'Tii‘éntes .

"Los tirantes de fibras se utilizan fundamentalmente en ap‘hcamones dond.e exis-
. ten problemas de corrogién, o en edificios de comunicaciones o tll‘&IISi"IliSlOI%ES
- donde los tirantes metdlicos serfan susceptibles de calentamiento por absorcién

de la energfa radiante o de.interferencias en la transmision de ondas efit?ci.:r'o—_
magnéticas. o e . o :
Para el caso de esfuerzos de traccién de nivel medio alto (hasta 2700 MPa.)

‘se utilizan fbras de vidrio y para esfuerzos superiores se usan fibras de car-

bono o aramida. Un ejemplo de aplicacién lo constituye la conoci§a Toré'e
de Telecomunicaciones de Colserolla de 268 metros de altura de la cn@a.gl _e
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Barcelona. En este caso se utilizs

"+ e polietileno, -

i 2.4.4 Perfiles de pultrusién
- Los pei‘ﬁles fabricados
~ triales donde existe el

las plantas de obtencién de aluminio
( ido de sodio y 4cido hidroclérico gener
de corrosién, Otro ejernplo d
" destinados para ens

prppiedades_ aislant

_ an serios problemas
e aplicacion lo constituyen los edificics industriales
ayos de ordenadores y productos electrénicos debido a lag
es de estos materidles a ondas electromagnét

-3 PROPIEDADES DE LOS COMPUESTOS .
- OARACTERISTICAS ALCANZABLES

“Los materiales compuestos surgen como consecue

iguientes caracterfsticas:

. -B_a;j.o _Q:O.sto._' . o ' |

e B_u_eﬁ cor.npqrtamie.nto_e.s_tructi_;ral.
. B_aj(_)'.peso. | : e
‘. _-Pos_ib:ilidad de pl_‘oc.iucq:.ién_enlforma_. masiva, . : P

Estas premisas pueden cumplirse de muy diversas for

‘pueden ser ncrementadas, en gran medida, a
diferentes, que Jjuntos dan lugar & un materia] -
tancia simple, : EIORET
son. utilizados en diversos sectores industriales
Smicas que presentan, pues reducen sustancial-

5 de alto costo colocdndolos exclusivam
que son realmente requeridas, <. :
en presentan las siguientes caracteristicas:

través de mesclay componentes

Los materiales compuestos
ente en:

.® Buen aislamiento térmico ¥ acistico,
* Resistencia a algunos agentes guimicos,

- @ Disipacién de energla provocad
+ Sus componentes de modo que
-, ho presenta una brusca cafda

a por la microfisuracién en las interfases de
el comportamiento general de la estructura
de su resistencia 1iltima. L

una, fibra de aramida y cada uno de los o
nes de 50 mm colocados dentro de una vaina

por el proceso de pultrusion se utilizan en edificios indus-
peligro de corrosién debido a 1a, presencia de dcidos. Un
, donde la presencia

neia de la blisqueda de ..:‘nat_e- e g

" mencionar:

mas, asi, las propie- =~
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H M

\ i i i 3 olicitaciones
- del comportamiento de estos materiales sometidos a nlwelels de ia o] anliss
" “que sobrepasan el limite eldstico. Las técnicas convencionales pa aTen
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-de materiales tradicionales son inadecuadas para el andlisis de materiales com-

puestos. Tampoco ha resultado satisfactorio el estudio a través de elementos -
finitos de un compuesto representado por un.dnico material con propiedades

~-del conjunto (Al, 1996) (Klintworth & Macmillian, 1992). La principal difi-
cuitad que se encuentra con el método de los: elementos finitos con modelos
constitutivos convencionales es la imposibilidad de modelar el comportamiento
de materiales altamente anisétropos sometidos a cargas que superan los limites
de elasticidad de al mencs un componente del material compuesto. Por ello, re-
_sulta necesario modelar materiales compuestos a partir de teorias que permitan
-simular el comportamiento de materiales con alta anisotropia y con deforma-
- clones permanentes direccionadas; con comportamiento diferenciado para cada
-sustancia que conforma el compuesto; con un buen tratamiento de Ja fase de
refuerzo con fibras; con capacidad de representar el deslizamiento relativo entre
‘matriz y fibra (debonding); con capacidad de representar el pandeo local del

. refuerzo; con capacidad de simular grandes desplazamientos y deformaciones
y otros fendmenos colaterales a estos mencicnados. Todos estos fendmenocs in-
ducen a una pérdida de resistencia y rigidez global del material compuesto con

pEIdldEL de l:neahdad en la 1espuesta del conjunto

'4  CLASIFICACION DE LOS MATERIALES
'COMPUESTOS

; Es muy diffcil deﬂnir un materia] compuesto da_da. sus cualidades, composicién,
propiedades, forma de fabricacién, etc. Por esta razén hay distintas maneras

de clasificar los mftteua[es compueatos En este hbm se pwsenta la mgmente

. 'clas1ﬁcao1on

4] E _Clasiﬁcacién segiin su topologia

~ Entre las posibles clasificaciones, estd la que se basa en su cbnﬁgulacién topo-

Adgica, es decir en.como son y como se distr ibuyen los componentes: materiales
de matriz compuesta, materiales de matriz compuesta con fibras cortas y/o
largas, materiales laminados y también una combinacién de cada uno de estos
tipos enunciados. En la Figura 6.se observa, la claslﬁcamon de los mateuales
compuestos en iunc:on de su conﬁgm acion

' _'4 2 .Glasiﬁcacidn segt‘ln sus componentes

‘Los materiales compuestos pueden también Cl&SlﬁC&lSe segun el t;po y founa
" en que estdn constltuldos, en {Botello, 1993):

L3 Fibrosos: Compuestos por fibras continuas cortas o largas, en una dos o
tres direcciones, o bien distribuidas en forma aleatoria aglutinados por

.
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HATERHLES DEMATRIZ COMPUESTA,
-CERMETS{  -cardmico-nietall. Kosmindn
simple, aln

h!l\lllﬂﬂ_lisnﬂﬁn‘lﬂll BOMPOESER - - -
-l + -

" FIBRAS CORTAS. - ' !
Heraigoies son fibyas, Htak Rerenduicss

MATERIALES DE h!ﬂ'lﬂll COMPUESEA .

" TBRASUGASyia ORTAS. o
Hermtigores armados, Hat Aeronintins

MATEAIALES LARINADAOS,

COMBIRAH TON0S 1G5 BASDS POSIBLES.
-Materiales de usp nalunémlnu ¥
nulnmnlm.

. Figurs, 6.'__Glasz'ﬁcaci_dﬁ_ de lés_materia.les_ compuestos segin su. topologin.

una matriz. A su veg esta matnz puede estal f01 mada p01 dos 0 mds,
' -mateua.les . o . :

® Pa1tlcu§ados I‘omlados por pal tlculas que puntualmente t1 abaJan agh1t1—
: 'nadas p01 wna ma,tllz : .

e Laminares: Compuesl:os por capas o constituyentes laminares con carac-
' ‘reustlcas de ;emstenma en magmtud y dlreccmn dlfetentes :

‘e HOJueEados Compuestos p01 ho;ueias planas inmersas.en una matuz

© Relleno baua. esqueieto fmma.do por un esqueleto wlleno p01 otlo ma—
tenal ' S e

-1+ Los mds utlhzados so1n los ﬁblosos, en los cuales las ﬁblas asumen el papel_ c
; '.'.'de resistir las acciones mecénicas y la matiiz sirve como aghutinante y pr otec-
- 4or del medio ambiente. La resistencia mecdnica de las fibras es del orden de
25 a 50 veces mayor que la matriz. En el caso del hormigdn a traccion esta
relacion es dei orden de 100 veces. Esto pmvoca un comportamlento fuel t;e—

‘Tente anisdtropo. o

“Al aplicar un carga en un material compuesto se ploducen en su interior
esfuerzos y para lograr una buena transicidn de estos ent;e fibra y matnz se

-+ coloca una resina y una encima.

La funcién de la matriz es la de repartir y txansm;tu las calgas a las fiblas

- En el caso de laminados compuestos las propiedades de resistencia al corte son
muy importantes. La matriz cumple la funcién de asegurar la continuidad de
‘degplazamientos entre ldminas en todo el espesor de la est1at1ﬁcaclén e mﬁuye.

en el modc} de rotura.
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En ldminas sometidas a compresién 1a matriz influye en la longitud de pan-
deo de las fibras. Las matrices mas comunes estdn constituidas por polimeros,
metales 'y cerdmicos. ' o

Las mds utilizadas son las poliméricas, que a su vez se clasifican en;- polimeros

‘termopldsticos, polfmeros termoestablés y polimeros espumados.

Las propiedades mecénicas en estado sélido para un material termopléstico

son generalmente no-lineales con un médulo de elasticidad muy bajo y un com-

portamiento dictil. Los materiales termoendurecibles tienen unas propiedades

_ :rr;_uy lh.}ealiza_bles_ é_on un alto médulo de elasticidad y comportamiento fragil,

43 Clasificacion estructural

Desde el punto de vista del estudio del comportamiento mecinico, los materiales
sompuestos pueden clasificarse segin sw: . ' o

" e . Estructura bdsica. En este caso se considera en la clasificacién la estruc- .
tura a nivel de las moléculas singulares o mallas cristalinas, :

_e Istructura microscépica. Se tiene en cuenta para la clasificacién Ia in-
teraccion fibra-matriz, su influencia en la distribucién de tensiones vy la
aparicién de fallas, discontinuidades o fisuras bajo condiciones de cargas
elementales, R : SO BRI '

- @ BEstructura macroscépica. Se considera en la clasificacién al material com-
puesto desde un punto de vista macroseopico, como una combinacién de
3 sustaan_c;as diferentes, que contribuyen al estado de equilibrio del conjunto,

En este. capitulo se presentard un estudio estructural desde el punto de vista
_‘hacroscopico, considerando las siguiente hipétesis: IR

o Las fibras se distribuyen uniformemente en la matriz,

e Existe perfecta adherencia entre la matriz y el refuerzo. En otro capftulo
" més adelante, s¢ incorporard a la formulacién, la influencia del desplaia.-
miento relativo entre matriz y refuerzo, =~ -

e La matriz no contiene vacios ni defectos,

¢ No existen tensiones residuales en el material compuesto provenientes
_ de posibles defectos en la fabricacién. Sin embargo, es posible incluirlos
como condiciones iniciales, ' ' ' o

Una. extensa descripeidn sobre los tipos de materiales compuestos y de com-
onen?es, formas de fabricacién y aplicaciones industriales, puede consultarse
1 (Miravete, 2000) y en (Car, 2000). "
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5 SIMU;ACION DEL COMPORTAMIENTO.
.. ANISOTROPO DE MATERIALES DE

MATRIZ REFORZADA

: Segin se ha visto en los apartados anteriores, los materiales compuestos son

- de muy diversas formas y por-io tanto resulta complejo aproximaxr su compor-
~ tamiento mediante un modelo constitutivo dnico y general, Fsta afitmacién se

‘hace mds clerta aun, cuando se quiere representar el comportamiento no lineal
" de’estos materiales compuestos. Por otra parte, los compuestos son materiales
muy anisétropos y éste fendmeno sélo tiene en consideracién en régimen elds-
tico o través de modelos que no diferencian explicitamente el comportamiento
.del refuerzo y de la matriz. Fstos modelos presentan un buen acuerdo con los
‘ensayos experimentales, pero la alteracion de algunos de los componentes en
“forma o cantidad exige tuna nueva parametrizacion del material. '

- En este apartado se presenta la formulacién de un modelo constitutivo ani-

sotropo no-lineal en grandes deformaciones, que permite representar fendimenos

irreversibles, incluido probleinas de fractura, partiendo de las propiedades de

.conjunto del compuesto. En un capitulo posterior, se ampliard esta formu-
“lacidn a través de la teorfa de mezclas de sustancias bdsicas, permitiendo asi

el tratamiento del compuesto a partir de las propiedades y forma de partici-
pacién de los componentes., También y en capitulos sucesivos se intensificard

_ esta generalizacién para tener en cuenta los fendmenos de deslizamiento entre

fibra y matriz y también el problema de inestabiliad local que ocurre cuando
_"se comprime un compuesto de matyiz reforzada con fibras. La gran diversidad
‘de mecanismos que ocwrren en el compuesto, hace que la exacta simulacién
“mumérica de los mismo sea un objetivo casi inalcanzable (Car, 2000), (Zalamea,

2001). . . :
‘Los materiales compuestos constituidos por pldsticos reforzados con fibras

{FRP *fiber reinforced plastic”) y, especialmente, los materiales compuestos
- reforzados con fibras de vidrio o carbono constituyen los materiales especial-.

mente indicados para la fabricacién de elementos estructurales en los que el
peso y la resistencia constituyen variables fundamentales durante el proceso
de disefio. Por lo tanto, es necesario establecer la respuesta de este tipo de

‘materiales bajo diversos tipos de solicitaciones. El mecanismo de falla en los

materiales plasticos reforzados con fibras es complejo debido a la pregencia de
diversos fendmenos y mecanismos. Dependiendo del tipo de material y de los

-esfuerzos a los que estd sometido la pieza el proceso de falla del material puede
sobrevenir como una combinacién de diversos mecanismos. ’

" En el siguiente apartado se describe el modelo constitutivo elastopldstico en
régimen de pequefias deformaciones eldsticas y grandes deformaciones plésticas,
estd escrito en el contexto de la termodindmica de sélidos irreversibles, trata la

‘anisotropfa en forma general y permite representar estados de fractura mediante
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-~ la aproximacion del continuo llevada al limite de la discontinuidad,

‘6 MODELO CONSTITUTIVO ELASTOPLASTICO

- ISOTROPO

Los materiales compuestos surgen de una combinacién adecuada en volumen

y forma {orientacién) de elementos de refuerzo y.maftrices. Estos elementos de

refuerzo se caracterizan por sus excelentes propiedades mecdnicas y su fuerte
anisotropfa. La posicién y tipo de refuerzo dan lugar a diversos tipos de mate-

.- En este apartado se formula el modelo constitutivo que es capaz describir el
comportamiento de materiales compuestos. Para ello es necesario desarroHar
-ut modelo yue permita simular los siguientes fendmenos: a) fuerte anisotropia

con deformaciones permanentes direccionadas; b) flujo pldstico unidireccional . N
““en el caso de refuerzo con fibras; ¢) tendencia de las fibras a alinearse con la
- direccién del esfiierzo mayor; d) presencia de grandes deformaciones debido
- al fendmeno de alineacidn det refuerzo en la direccion del esfuerzo mayor; e)

fendmenos de microfisuracion en la matyiz y i) fallas en la fase de refuerzo. Fn
capitulos posteriores se incorporara: ) la participacién de distintas sustancias

& través de la teorfa de mezclas; ii} deslizamientos relativos entre matriz y fibra
. {("debonding™) a nivel de interfase con pérdida de-compatibilidad cinematica;
~ili) pandeo local del refuerzo.. | - o R o

El modelo se formula en el contexto de la mecénica no-lneal de medios

_-continuos en régimen de grandes deformaciones y debe satisfacer enfre otros

postulados las leyes de la termodindmics. FI mismo se desarrolla siguiendo
-el enfoque utilizado-por Ortiz (1987) y Moran et al. -(1990), entre otros que
‘consiste en definir a priori los elementos del modelo coustitutivo: energia libre,

funcion de fluencia y potencial pldstico, variables internas ¥ sus leyes de evélu’—_ :
. cion. El modelo se obtiene de la segunda ley de la termodindmica expresada
- en este contexto mediante la desigualdad de Clausius-Duhem {(Malvern, 1969),
- (Lublinet, 1990). Ademds, toda esta formulacién se realiza. con el objetivo de -

ser introducida dentro de un andlisis por elementos finitos no lineal. :

©6.1  Pardmetros del modelo. constitutivo

- En presencia de grandes transformaciones 1a eleccién de Ia configuracién en la
‘gue se obtienen las mediciones de log ensayos no resulta trivial. Si se pretende
-zmplear en el contexto de las grandes deformaciones el valor de las tensiones

aniaxiales T obtenidas a partir de ensayos de traccion simple, deben emplearse

“las medidas de deformacién adecuadas para que el modelo constitutivo respete
-a fisica del problema(Garcfa Garino, 1993) '

(Bathe, 1982). R

. fancién ¢.
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Existe una pérdida de unicidad en los resultados dependiendo si el ensayo

s refiere a la configuracion original o a la deformada. De aquf se concluye

gue .es necesario emplear los argumentos adecuados en la descripcién de la

" ecuacién constitutiva. Con el objetivo de definir la ecuacién constitutiva y

para la implementacién numérica del modelo constitutivo'se utilizardn las ve-
riables espaciales que describen de manera natural la fisica del problema. Lo

-anterior no impide que el modelo constitutivo pueda formularse utilizando va-
" “riables materiales o con referencia a otra configuracion distinta de la defom.lada.
. - La implementacién practica de este tipo de modelos supone un tratemiento
" matemadtico muy complejo (Car, 2000). S T : .
. En presencia de estados tensionales uniaxiales el limite eldstico del mate-
rial se encuentra definido en las curvas tensién-deformacién. En general, para

casos tridimensionales, todos los estados tensionales que producen fluencia en

‘el material constituyen el Iimite eldstico del mismo definido matemdticamente

a través de un clerto eriterio o condicidn de fluencia. El criterio de fluencia -

. inicial es una funcién del estado tensional y en general se expresa €Omo,

bfmeig)=fimg)-K{a}<0 (1)

donde -f es.una funcién continua de las tensiones, T es el tensor de tensiones

-de Kirchhoff en la configuracién actual o deformada y o es'un conjunto de

variables internas que permiten tener en cuenta el cambio en la _for_ma,_ de la

- La ec.(1) no puede utilizarse indistintamente en cualquier configuracién ya.

- que cada configuracién tiene una definicion especial para la condicién de ﬂj.xenﬁ . '
- cia (Cante, 1995): . . A R

e

'-.:donde S es el segundo tensor de tensiones de Piola Kirchhoff en la configu-
- racién inicial o de referencia y 7 es el tensor de (ten_sio_:zle_s _de Kirchhoft en la .

-configuracién actual o deformada., : . _ N y
Ll primer término de la ec.(1) se puede interpretar como una tensién efect}va
.que se cofilpara con un resultado experimental, Resulta esencial que Ia tensién

-efectiva que se calcula sea independiente de los argumentos gue _intermenen en

su definicidn. : - . N

- Como conclusidn se puede expresar que ninguna medida de 1a deformacién
o de la tensién resultan inadecuadas para describir correctamente el compor-
tamiento de un material, pero siempre respetando sus pardmetros fisicos. Las
~variables espaciales describen en forma natural la fisica del problema y por este
motivo se utilizan en este trabajo como argumentos del modelo cor}stltutavo, ¥
sin pérdida de generalidad se extiende el modelo a variables materiales.
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6.2 Caso de pequenas deformaciones cldsticas y grandes deforma-
ciones pldsticas, Expresion de la energia libre

Los materiales compuestos, a excepcién de log -eiastdmeros,' presentan deforma-
ciones eldsticas pequefias atin cuando estdn sometidos a procesos de grandes de-
formaciones. Esto conduce a que la parte eldstica del tensor gradiente de defor-
maciones F* se aproxime a la identidad y la parte eldstica del tensor izquierdo
“de Cauchy-Green (b°) 'tiende al tensor métrico espacial g (Car, 2000). En
este caso la distincidn entre configuracién intermedia y deformada carece de
importancia. Sin embargo, las deformaciones plésticas contimian siendo finitas
¥ es necesario mantener la presencia del tensor derecho de Cauchy-Green C
en la expresién material del modelo constitutivo, Si este tensor no se tiene en
cuenta explicitamente, se estd definiendo un material diferente, matemética-
mente vdlido, pero sin validez fisica. Para el caso de pequefias deformaciones
eldsticas, resulfa suficiente caracterizar la componente eldstica de la energia
libre mediante una funcién cuadritica del tensor eldstico de deformaciones de
Almansi e, esto es, ‘

. 1 .
y‘)_zﬁe‘e:c:e (3)

donde ¢ es el tensor constitutivo en la configuracién actualizada. Teniendo en
cuenta la hipétesis de elasticidad desacoplada, la expresién de la energia libre
(ec. 3) puede escribirse como, '

1, '
w:%(ee:c:ee)+¢p . (da)
donde 4 representa la parte pldstica de Ia energfa libre.

6.3 Expresién del modelo constitutivo elastopldstico en la configu-
racién actualizada. Definiciones basicas :

Teniendo en cuenta la ecuacién de disipacién de Clausius-Duhem (Malvern,

1969); (Lubliner, 1990}); (Car, 2000) y la cuota eldstica de la deformacién de
Almansi e®, que se define como: - o ’

1 . . : .
eﬁzg%eng(l‘_bul)%f dPdt (5)
‘ o

las tensiones de Kirchhoff resultan,
'r:é:ee:c:(eke") : (8)

donde ¢ es el tensor constitutivo en la configuracion actualizada. En la ec.(6)
el tensor constitutivo ¢ es posible considerarlo constante tanto en la configu-
racidn actualizada como en la referencial. En el caso de consjderarlo constante

;
i
i
!
ol

Car, E.; Oller, 5. y Onate, £. / Maleriales Compuestos ... ’ 113

en la configuracion referencial el tensor constitutivo ¢ se obtiene como el ”pus}a
forward” del tensor constitutivo en la configuracién referencial. Asf en la defini-
cién de la ecuacién constitutiva y en su implementacién numérica se utilizardn
variables espaéiales que describen la fisica del problema més cercana a l'a real-
idad. Esto no impide que el modelo constitutivo pueda formularse utilizando
variables materiales o en otra configuracion distinta de la deformada.

6.3.1 Condicién de fluencia

La condicién de fluencia distingue entre dos estados: uno eldstico que se en-
cuentra en el interior del dominio delimitado por la llamada funcién de fluencia
y otro estado pléstico que se Iocaliza sobre dicha superficie (Crisﬁeld,‘ 1991).
La condicién de fluencia depende fundamentalmente del tipo de material y se
define en la configuracién actualizada de la siguiente forma: :

¢{T;g;a}mF{T;g}—_k{a}:0 . M

donde T es el tensor de tensiones de Kirchhoff, g es el tensor métrico en la
configuracién actualizada y o es la variable interna de plasticidad que controla

" la evolucién de la superficie ¢.

6.3.2 Regla de flujo

La regla-de flujo estable la ley de evolucién de las deformaciones plasticas y se
define en la configuracién actualizada como:

Jg

Ly (€)F = dF = )\—8-1; (8)

. donde L, (-) es la denominada derivada objetiva de Lee (Malvern, 1969); (Lubliner,

1990), ( g = g {7 ; g} es la funcién de potencial pldstico y A es una funcidn
escalar no negativa conoecida como pardmetro de consistencia pldstica que debe
cumplir con las condiciones de Kuhn-Tucker (Crisfield, 1991) dadas por:

820 alrigal<0  Aefrigal=0  (9)

Las condiciones dadas por la ec.(9) se conocen en la terminologfa clisica
como condiciones de carga v descarga. Ademds, debe cumplirse la COIld‘lC.léll
de persistencia expresada por la derivada objetiva de la funcién de fluencia:

¢{r;g;a} =0 ' (10)
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- 6.3.3 Tensor constitutivo elastopldstico tangente

_ El tensor constitutivo elastopldstico tangente relaciona el tensor de tensmnes
de Kirchhoff con las defmmacmnes de Almansi en la fUl ma: :

' _LU(T-):_CE?:LU(e_) 1D

- La derivada objetiva de la ec.(6) re:sulta:

Lo(r)=Ly(e): (e~ ) et [bu(@)=Lo(@)] (1)

“Hipétesis 1: tensor constitutivo constante en la configuracién ac- : .
- tualizada Tn este apartado se deduce la expresién del-tensor constitutivo |
tangente del problema planteado, partiendo de la hipétesis que el tensor cons-

. titutivo e se mantiene constante en Ia configuracién actualizada. Este modelo
se conoce en la literatura como modelo de Murnagaham (1937) y cuya forma

lirieal ha sido denominada como modelo Jipereldstico lineal espacial, por Gar-

- cia Garino y Oliver (1988) .. Teniendo en cuenta la condicién de fluencia en

la configuracion actualizada (ec.(7), resulta en forma, detaliada la CDIIdlClOIl de . -

: consxstenma enunc;ada en fa ecuacién. (10), -

q‘b-ﬁ Lo(r )+a¢ L9+ 22

346 8¢ 8h ' L
aka =0 - (13)
donde & 1epresenta, Ia ley de evolucmn de las variables internas Y esta dada
DOr: : E
: a;,\[hﬂ:a—ﬂ:hﬂ:z,ﬂ_(ef’)_ . D)

'y hy es un tensor de segundo orden, funcién del estado de tensiones y de la
variable de endurecimiento pldstico k; que en el caso mss simple de la teoria
incremental de la plasticidad toma Ia forma del tensor de tensiones de KirchhotT.

La derivada objétiva del tensor métrico espacial se obtiene teniendo en cuenta

- la relacidn entre la variacién temporal del tensor derecho de Cauchy—Gleen y
la variacién temporal del tensor de deformaciones de Green-Lagrange C’—-QE
-En la (,onﬁgulamon actuahzada la relaci6n anterior se escribe como:

L, (g)=2L, € (15)

Considerando las ecs.(8), (12), (13) v (15) la. condicién de consistencia se
reescribe de. la siguiente manera:
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3 e emre: (1o -3 28Y
S T (‘r) - | - . N |
a¢ L Bk‘[ a] e
i 2L, hy : 0 o (16) .
L.(g) ' ' '

- El producto doblemente contrafdo Ly, (¢) : (e — e} puede }'eescri_birse en la

- forma deducida por Cante (1995} , esto es: .

L@ie-=din D

:_donde d estd d_ada.por {Cante, 1995): -

i .Cfin = —47 [ fléjk + Eikefj] - E_X [5@?}‘;1 + 51'_[;51{21‘ [ee]] (18)

Teniendo en cuenta la ec. (16) la ec. (17) y la ec. (18) se obtlene el pardmetro B

~de con31sten01a plastlca .

ey o

Ay 'dﬂ-:Lv 22— L,
i 0T (H )12 (0)+ 5y ) - (19)
o 0g Ok[, O S

: méwc r Ok | 7O

"El tensor constitutivo elastoplastlco tangenLe se obtlene teniendo en cuenta, .
la ec.(12), el pardmetro de consistencia pléstica dado en la ec. ( 19) b la deﬁmmon
del ﬂu_]o piastlco dado p01 la ec, (8) _ S _

) ' ¢ - 0g -
[B—T—:(c.+d)+23§]®(c_5;) e

| (c%d).‘ o 98 Ok, __a_g_] Phule
— _CEPILU (E’,) . - : . B (20)

a

Al

L)

donde e°P representa el tensor constitutivo elastoplastico tangente en la configu-
racion espacial que relaciona el incremento de deformaciones en la confipuracion

“actualizada con el incremento de tensiones de Kuchhoff



- ec. (16) resulta

- donde ¢ representa el tensor constitut

~Comparacién entre modelos ‘Ap
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' 'Hipétesis"i’.: tensor

constitutivo constante en la configuracién refe.-
rencial En este apart

ado se obtiene el tensor constitutivo tangente partiendo
de la hipétesis de que el tensor constitutivo permaneece const

. raci6n referencial, En el caso eldstico lineal este maodelo coin
-de Kirchhoff-St. Venant (Marsden & Hughes,
neal material. Bajo esta hipétesis la derivada objetiva del tensor constitutivo
Ly (e), es decir sy variacion en la, configuracién referencial es nula, Por lo tanto,
: el_ primer miembro de la ec.(12) es nulo ¥ la variacién de la tensién resulta: -

ante en la configy-
cide con el modelo

o h@eeln e ey gy
Teniendo en cuenta la ec. (21_) la pondic_ién de ;jonéistencia expresadé en la

oy 09 {[ N Op . Bk 'ég .

L Bl :Lv '—A_‘* = sy ——— - b= = ’

¢ R A S _aT” T2yt .(é) _3&)\_[@ af} 0 ()

_ '.EI_ pgré,metro de consis_tené_ia_ plést_ica_)'\_se pbtiene a partir de la,_e_c-_(ZZ)

o7 (@iLu(e) SO0
Q?c O _ Ok [h,,-:_aEJ

'(“)1':" 5;_5*‘; Or

la ec.(21), el pardmetyo d

. :. | '-["g?cﬂgﬂ@(mg%)
Ly () = 1 g |
-:'._CEP:LT,(e). P

(249)

_ vo elastopldstico tangente en la configy.- .
racion espacial que relaciona el incremento de deformaciones en 1a configuracisn
actualizada con el incremento de tensiones de Kirchhoff, .- AR
artir de las ecuaciones que definen los dis. i

tintos modelos congtitutivos es posible comparar lag Tespuestas para cada uno

1994) 0 modelo hipereldstico Ii. -

(23) N

: ¢ consistencia pléstica dado por Ia ec.(23) y In defin. -
cién del flijo pléstico dado por la ec.(s) TR
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Figura 7: Comparacion de ln re;‘;puesia de _los_modelos constitutivos R

o

L cie ellos para el caso-eiéstico lineal.. En la Figura 7 se muestra la respuesta (ten-

id i isma.
siones de Cauchy) del material en funcién de las deformaciones. En la mis

 se observa que el modelo hipereldstico lineal material caractgrilzall'm miexf:i{i:al _
; j rmacidn i ta, mientras que el modelo hipereldstico -
“:_que endurece bajo deformacién impuesta, S : delo :
-gneal espacial define un material que _a,bla:)da. ba_]o.d__efm maménlmpuesta g

7 CONSIDERACION GENERAL DELA

ANISOTROPIA EN LA ECUACION CONSTITUTIVA - _.

. A _ E - . N
TLos modelos constitutivos desarrollados para la simulacién del comportamien

: ilisis de mate-
.de materiales simples isétropos no resultan adecuados para el fanzhslstiS mate
B .1'ia1es compuestos, entre otros motivos por la fuerte anisotropfa de es

i i repr i6 uesto
riales. Tampoco ha resultado satisfactoria la representacién de un comp

ieda i  ello -
~mediante un tnico material ortétropo con pl‘opledacfle_s del .corijunto_, por elic
" también se presentara en el préximo capitulo la teorfa de mezclas,

Existen diversas formulaciones para materiales ani{?‘(')tropos (1ue1 ﬂr?tﬁiﬁl

una respuesta constitutiva no-lineal (Hill, 1971) (Bassarln, 19'?1’)?52?&;? form,_:la l,
: ; Sstas 'fas, en general, se

-1989) (Barlat et al., 1991). Estas teo ;€ : . ormular

Eunci)mfes'de ﬂuencia’y potencial plastico anisétropas; lo que obliga a de_;al_m_llal

nuevos procedimientos para integrar la ecnacion constitutiva.

capi] i orientada
© La formulacién anisdtropa que.se presenta en este ca,pltulcz1 estatoilitéll -
idn isd : r nterior. 3¢
a generalizar la formulacién isétropa presentada en el ap§,1t_._a 0'.a- T3
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- basa en transportar desde el espacio real, a otro espacio isétropo ficticio los
s pardmetros constitutivos del material y su estado.tensional v deformacional.
.- Unaveg allf, se utiliza un mo_deIo constitutive isétropo junto a todss las técnicas
S procedi_miento_s d_esar;olla.dos_para ecuaciones constitutivas isdtropas. - '

'8 GENERALIDADES SOBRE LA NUEVA
‘-~ FORMULACION PROPUESTA = -

- La formulacién de una ley constitutiva adecuada para solidos ortétropos o

- anisétropos elastopldsticos no proporcionales’ constituye un problema de ele-

- . vada complejidad. Los materiales compuestos reforzados con fibras constituyen

una forma simplificada de materiales no proporcionales anisétropos. bifase. La
. descripcion del comportamiento en régimen eldstico de un sélido anisétropo no
- - presenta grandes dificultades. Es posible utilizar para tal fin las formas gene-
~ tales de'la teorfa.de la elasticidad (Full, 1987), (Pendleton & Tuttle, 1989),

{(Matthews &_Rawlings, 1994), sin embargo .en el campo ineldstico no se en- .

cuentran experiencias generales y satisfactorias. ~. .- S R

.- Uno de los temas delicados y diffcil de solucionar en los problemas anisétro-
- . pos es la formulacion de la funcién umbral de fluencia ¥ todo los temas que
derivan de utilizar estas complejas funciones. La formulacién general de su-
- perficies de fluencia anisétropas debe ser capaz de tender al c'omportamiento,
- -de materiales isdtropos como un caso particular del anisétropo y debe poseer

las propiedades de funciones isdtropas como describen Malvern (1969), Gurtin -

. (1981) y Chen y Han (1988). Estas propiedades se refieren a la simetrfa? de la,
- funcién de fluencia y a su convexidad. B L R BT

-+ -Los primeros intentos de fornular funciones de Huencia para materiales'or- .
- totropos no, proporcionales se deben a Hill quien en 1948 cousiguié extender * . . -

~&l"modelo isétropo de von Mises al caso ortétropo (Hill, 1971} -(Hill, 1979)
= (Hill, 1990). La principal limitacién de esta teorfa se encuentra en la imposi-
- hilidad de representar el comportamiento de materiales sensibles a la presién,
.como por ejemplo es el caso de los geomateriales o materiales compuestas, Thi-

"+ wersos autores han propuesto funciones de fuencia en el .espacio de tensiones

* para materiales anistropos, entre ellos se puede mencionar Bassan) (1977) ,

- Budiansky (1984) y Barlat ef ol, (1989, 1991) (Barlat et al., 1991). Barlat -

et al. (1991) utilizan una transformacién lineal det estado tensional del mate-
rial anisétropo nultiplicando todos los componentes del tensor de tensiones por
diferentes constantes. Karafillis y Boyce (1993) proponen una expresién generaf

C ] s ) . . .
-Sg entiende por material no proporcional a aquel en el cual la relacisn entre Ios médu-
. los eldstices del material en dos direcciones cualesquiera no es igual a la relacién entre las
resistencias en las mismas direcciones :
2 . M :
- Dz.ldo 1.m estado de tensiones principaies oy, oo ¥ o3 la funcidén de Auencia f resulta
simétrica si se cumble £ {71, @a. go) =.F fren m1 o) e

_.la implementacién corﬁputacional del modelo. -

Car, E,; Qller, 3, y Ddale, E. / Maleriales Compuestos ... o 119

'pai'a superficies de fluencia de materiales policristalinos que permite describir
" materiales isétropos y anisdtropos. -La anisotropia del material la describen -
* - introduciendo un conjunto de variables tensoriales irreducibles. Este conjunto
..-de variables tensoriales permite realizar una transformacion lineal del estado
~tensional del material anisStropo a un estado que denominan IPE (Isotropic
* Plasticity Equivalent material). Dvorak y Bahei-El-Din (1982) utilizaron tam- -
" "bién operadores tensoriales en conjuncidén con el criterio de fluencia de von Mises
~para el anélisis de materiales compuestos. Diversos autores han utilizado ten-
~gores de cnarto orden en-la formulacién de criterios de fluencia para materiales -
‘anisGtropos entre ellos se puede citar a Shih y Lee (1978) , Eisenberg y Yen
. (1984). y Voyladjis y Foroozesh(1990). Voyiadjis y Thiagarajan {1895) realizan
- ¢l estudio de materiales compnestos reforzados unidireccionalmente formutando .

una superficie de fluencia general que depende de un tensor de cuarto orden.

" La formulacién anisétl\'opa que se desarrolla en este capitulo, permite rea- : '

© lizar una generalizacién de la teoria isGtropa cldsica. Esta teorla se basa en -

. aplicar una transformacién lineal tanto al tensor de tensiones como al de de-

© formaciones a través-de tensores de cuarto orden que contienen la informacién
.. de la anisotropia del material. Esta transformacién lineal garantiza la conve- -

. xidad de la funcién de fluencia y del potencial plastico (Eggleston, 1969). La

" convexidad de la funcién de fluencia asegura que el material no retorna a un
“estado eldstico una vez gue ha plastificado bajo carga creciente. Esta teorfa -

. que se denomina de transformacion de espacios, se basa en las ideas propues- -

. "“tas por Betten (Betten, 1981) (Betten, 1988) y utiliza el concepto de tensor
de tensiones mapeado o un espacio de tensiones ficticio,. La transformacién e
" generalizada del tensor de tensiones del material anisétropo se representa es-

~ quemdticamente en la Figura 8. Este concepto permite utilizar los algoritmos
- .usados para el caso de materiales isdtropos, con las consignientes ventajas en

- -En trabajos previos, diversos autores han desarrollado una generalizacién

de la teorfa de plasticidad isétropa al caso anisétropo (Oller et al., 1993b) o

{Oller et al., 1993a). La idea bdsica consistia-en modelar el comportamiento

" de un sdlido en el espacic anisdtropo real a través de un sélido ideal en el
espacio isdtropo ficticio (ver Figura 8). El modelo se basa en realizar una
© - transformacién lineal del tensor de tensiones suponiendo que las deformaciones
. ’eldsticas son idénticas en ambos espacios lo cual introduce una limitacién en .
Ia teorfa anisétropa mapeada. Esta limitacién estd dada por el hecho de que

. se debe regpetar la proporcionalidad entre el Hmite de resistencia y el médulo
_de elasticidad para cada direccién del material. Para evitar este inconveniente
Oller et al. (1995) proponen que la aplicacién lineal se realice tanto sobre el
espacio de tensiones como sobre el de deformaciones. I

" El modelo constitutivo que se presenta en este trabajo resulta aplicable a

 'materiales que presentan una fuerte anisotropfa, como es el taso la los mate:
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Figura §: Transformacion de espacios. Espacios de tensiones v
deformaciones reales ¥ ficticios en pequering deformaciones.

riales compuestos reforzados con fibras y resulta de una generalizacién de la
teorfa de la plasticidad clasica. Tl comportamiento anisétropo del material se
forrula a través de un espacio ficticio isGtropo de tensiones y deformaciones que
resulta de una transformacion tensorial lineal de los espacios reales de tensiones

v deformaciones anisdtropo. Los pardmetros que intervienen en la definicidn .

del tensor de transformacién se obtienen a través de ensayos experimentales,

La ventaja en la utilizacién de este tipo de modelos consiste en la posihilidad

de utilizar las mismas funciones de fluencia, potenciales pldsticos y métodos
de integracién de 1a ecuacién constitutiva desarrollados para materiales isdtro-
pos. Toda la informacion de la anisotropfa .del naterial se encuentra en los

tensores de cuarto orden de transformacién de los espacios de tensiones (A%

0 a” en la configuracién referencial o actualizada, respectivamente) y deforma-
ciones (A” 0 a® en Ia configuracidn referencial o actualizada respectivamente),
La utilizacién de la teorfa de transformacién de espacios permite obtener una

metodologia para, la definicién de modelos anisétropos de cardcter generalizado.

La formulacién que resulta de este procedimiento es completamente general
¥ permite realizar andlisis de materiales que presentan un grado de anisotropfa,
elevado.
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9 FUNCION DE FLUENCIA Y DE POTENCIAL
PLASTICO PARA MATERIALES
ANISOTROPOS

¥n los apartados sigulentes se presenta un modelo elE'Lsto pléstic9 que pE?fie f(g‘(—)
roularse indistintamente en la canfiguracién referenma{lggo ;cﬁﬁ;aélz)adé 1tl i ]ij;eio
, it 0 ota tualizada {Green » . Este m
la cinemdtica lagrangeana total o actualiz: . : 9 delo
permite si ' rtami -lineal de materiales sometidos a gra
ermite simitlar el comportamiento no-li - °rla ‘ .

geformaciones pldsticas y pequefias deformaciones elastlce_ls c‘kebldcT a que Iéaal ?C;Z
definicién de la energfa libre eidstica se utiliza un potencial cuadrdtico (

Garino & Oliver, 1981}, - . . y
lLas funciones de fluencia y potencial plastico pueden dleﬁpns.e en ir] espw:mo,
de tensiones de Kirchhoff (configuracién a.ctualiza_da) de la siguiente forma:

Fuﬁcién de fluencia ¢" {r; ;9 = 0 (25)
Funcién de potencial g {39} = K 3 {26)
donde 7 es el tensor de tensiones de Kivchhofl y ¢" y g representan las fun- -

i 'aci i . También
ciones de fluencia y potencial pldstico en la configur acion actua,hza(?al T:,m e
pueden estar definidas estas funciones en la configuracion referencial, esto es:

Funcién de fluencia {8 ;e G} = 0 .(27)
Tuncion de potencial G{S ; G} = K (28)
donde 8 es el segundo tensor de Piola Kirchhoff y &% y Q sonf]as ‘fqz(l;loné:
i o istic ritas en la configuracion referencial,
de fluencia y potencial pldstico escri a ‘ : wcial
necesario resaltar que las funciones ¢”, g, ®° y G son funciones isétropas,

siméfricas y convexas. . o . e
La funcidn de fluencia y patencial pldstico en el casc 'mds general p

' i i i ntes del
expresarse como una funcién de 6 variables independientes, coxlnponente

" tensor de tensiones

@7 [S1y; Sa0; Saa; S12; S13; Ses;a} = 0 (23;
G {511; Sao; Sas; Si9; 5133 Sagja} = K (
‘0 en funcidén de las tensiones principales en el caso isétropo:

@5 {8785 Sg;0} = 0 (g;).
G{51; 8z; Ss5a} = K : {32)
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que resultan de una transformacién del est
. fluencia y potencial plastico resultan isdtro
transformacién ortogonal se verifica la condicidn de invar

de ﬂ_l_lell'ci&_o del potencial (Malvern, 1969), esto es: s de la fuﬂ.Cié

D7 {aipajqSpq; ar} = 5 {Sya} =0 : (33

GloneioSuio} = G{Syal=k (34)

. donde a0, = d:; representa una transfor
‘ponentes del tensor de Kronecker. Ios materi
€10 de invariancia y esto permite escribir |

oldst; . . .
pldstico en ‘_.fuuclon de los invariantes del tensor de tensiones, esto eg:

o NI I Igsa} = g

G{hilsla)l = K 5

| | (36)
. En el caso de materiales que satisfacen 1

. g ) a condicién de i medhil:
- Pldstica®, las funciones de fluencia ¥ potenci ‘ncompresibilidad

_al_ plai_stico_ resultan; -

Ty Jsia} = 0
' g_.{Jz; Jsa) =x

donde Jy y Jy representan el segundo y
. del segundo tensor de tensiones de PiE)Ia—Kirchhoff
- En- forma andloga en Ia configuracion actualiza, l
ﬁuenfzia o de potencial pldstico result o i o
Anvariancia de la funcién de Huericia o
-que satisfacen la condicién de incos

- 37
- (38)

. tiene que la funcin de
an isdtropas si se verifica la condicién de
del potencial, y para el caso de materiales
npresibilidad_ pléstica se escriben como:

I ':9?57 {ijse}l = 0 o (39)
| glhidsel = K - (40)
- donde jy y j; representan el see . . o
. 2 : segundo y tercer invariante i

.(le] tensor de tensiones de KirchhoR. v rereer .m_‘ 1113.11?@ .'de .la parte desviadora

La condicién de meompresibilidad pldstica se

D " verific : i .
st afectada de la parte esférica del tensor de t €a cuando lz} funcion de Auencia po

nsiones.

ado tensional. TLas funciones de
Pas 81 se cumple que para cualquier

1

)

macién ortogonal y 8i; son las com-
ales isétropos satisfacen Ia condi-
a funcién de fluencia ¥ potencial

tercer invariante de Ia parte desviadora . .
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“10 ANISOTROPIA EN LA CONFIGURACI()N_

REFERENCIAL

T
Los procedimientos tradicionales que permiten obtener las ecuaciones consti-
tutivas para materiales anisétropos elastopldsticos se basan en la descripcion

. de una superficie de fluencia y una superficie de potencial pldstico en términos
‘de las propiedades caracteristicas del material. Satisfacer las condiciones de
N . . - - L ps b 4 . . -
Invariancia en estos casos resulta dificil y en algunos casos imposible. |

Un procedimiento que garantiza esta condicién de invariancia consiste en

definir las propiedades del sélido ” anisdtropo reel” en términos de un solido
Tisdtropo ficticio”, estableciendo una relacién lineal entre el espacio de tensiones
‘real v el espacio de tensiones ficticio a través de un tensor de cuarto orden que
.contiene la informacién de la anisotropfa que producen las distintas resisteiciag
- en las direcciones ortogonales del material (Oller et al., 1995) (Casus et al.,
-:1998) (ver Figura 8). ' ' ' P

10.1 Transformacién del espacio de tensiones

. La transformacion del segundo tensor de tensiones de Pioja-Kirchloff del espa-

cio anisdtropo real al espacio isdtropo ficticio que garantiza la invariancia antes

~definida, se realiza a través de un tensor de cuarto orden (Oller’et al., 1995)

810 = Ay Sk (41

‘donde A% es un tensor de cuarto orden definido como el operador lineal 4% :

" &3 — 8y que establece la relacidn enfre el espacio de los tensores simétricos de
- tensiones reales y ficticias respectivamente, S es el segundo tensor de tensiones

de Piola-Kirchhoff en el-espacio ficticio ¥ § es el segundo tensor de tensiones
de Piola-Kirchhoff en el espacio anizétropo real. El tensor de cuarto orden
A® e define en la configuracién referencial ¥ permanece constante en esta

~ configuracién, La condicién de fluencia del material anisétropo en el espacio

isdtrop_o ﬁ_ctic__io res_uli.a: =
@{8,Cial=0 . (@)

donde ¢ es la funcion de fluencia en el espacio isétropo ficticio y se diferencia

" de la funcidn de fluencia en ¢l espacio anisétropo & en que el segundo tensor

de tensiones de Piola-Kirclihoff en el espacio isétropo ficticio S sustituye al .
segunclo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff en el espacio isétropo ficticio
8§ como argumento. En la definicidn de la forma y propiedades del operador
tensorial 4% introducido o35 necesario tener en cuenta la simetria del segundo
tensor de tenisiones de Piola-Kirchhofl en los espacios anisdétropo real e isdtropo
ficticio S v § respectivamente, esto es: - ‘ _
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AIJ.KL'E__A:?H{L m-’Ai‘LK_ SR (43)

S Se parte de la hipdtesi?g de que el tensor de cuarto orden de transformacion
_ de espacio de tensiones A” presenta la simetria - . : . : :

R _ s
i _‘A._IJKL = AKL_I’J
Como: . -

AJSJK; = fx (ffL)_l

donde 8 v £8 : : :
_ldonfiei Jin y F1, 50m los tensores de segundo orden de tensiones que representan
a resistencia correspondiente a los espacios isétropo ficticio y anisétropo real.

~La deﬁ_lliqiéll del operador lineal dada en la ec, -(45) no es univoca vaqueen

- general dado un par g gy S ; .
: A4e un-par 7, (f ) "} no es pomble obtener un tensor A5 que S

-verifique la relacién -
S 8 _ a8 5
_ ; .f_u_ '_“._AIJKL Jrr

- La ec. (46_) se verifica solo para el ¢aso de tensores fg v 77 diagonaies
‘La determinacién del limite eldstico se realiza sobre ensayos experimeht:ales
‘reales y por lo tanto con ia bieza en estado deformado (configuracion actuali-
zad_zf). Por consiguiente este valor lfmite obtenido se encuentra en la. configu-
racién af:tllalizada. Para hallar el tensor A% es necesario obtener el valorgdé
- :este. limite de resistencia en Ia configuracion referencial y por o tanto dehe
' realizarse e] pull-back de la tensién Mmite obtenida en un l
L 1s=F () L

. donde ¢ representa el pull-back del primer tensor de Kirchhoff, funcién del
tensor gradiente de las deformaciones, F] cdlculo de este tenso,r se .obtiene
-tomponente a componente a partir del tensor gradiente de las deformaciones
que para el caso unidimensional resulta .. - : s

_Frt.g“fz.lf/_lﬂ o4y

 donde I es Ia longitud de la probeta ensayada en forma uniaxia) ¥y Iy es la

_Iong}tud. de la probeta correspondiente a la tension en'la que se verifica Ia

'_(44)

Oler et al. (1995) definen una, forma simplificada del operador lineal 'AS :

)

ensayo Uniaxial, esto.

e constante, esto es:

Car, £, Oller, S. y Onate, €, / Materiales Compueslos ... 125

-pérdida de linealidad en la respuesta. Teniendo en cuenta que T = Ja, el valor
~de la resistencia del material en la configuracién referencial! resulta: '

(49)

1
. fS-: I_Ofa
f

-donde fy es la resistencia del material en la configuracién referencial,

- 1_0.2 - 'Transformaci6n del espacic de deformaciones

La transformacion de espacios definida en la ec. (41).solo puede aplicarse a

- materiales proporcionales, esto es, materiales para los cuales la relacién entre

las tensiones de fluencia y el médulo de Young para cada direccion del espacio

U fu/Eu = faaf B = = fas/ By (0

“donde fy E repi‘esenta.n la resistencia y el médulo elastico del material en la
“configuracion referencial para cada direccién del espacio. Esta implica que el

tensor de deformacién eldstica debe ser el mismo'en los espacios real y ficticio

(Oller et al., 1993a). Con el objetivo de generalizar la formulacién a diversos
.. materiales Oller ef al. - (1995) proponen una transformacién del espacio de
. deformaciones reales. ' R ' A

"Se define la relacién entre las deformaciones de Green-Lagrange eldsticas

- en el espacio ”anisGtropo real” E§; v las deformaciones de Green-Lagrange

- . s . . e e .
eldsticas en el espacio “isétropo ficticio” E;; (ver Figura 9) a través de un
tensor de cuarto orden F : : ' ' o

ﬂ'.'ﬁ_i.} _:-A:?JKI;E?{L R ' '_'(51),

" donde AT es un tensor de cuarto orden definido como el operador lineal AZ :
- 8 — Sy que establece la relacitn entre el espacio de los tensores simétricos
_'de deformaciones de Green-Lagrange reales y ficticias respectivamente, E es
el tensor de deformaciones de Green-Lagrange en el espacio isétropo ficticio
¥ E es el tensor de deformaciones de Green-Lagrange anisdtropo real, Esta
- ‘hipdtesis implica no unicidad en las deformaciones eldsticas entre espacios. .Fl
- tensor de transformacidn de las deformaciones A% se puede calcular teniendo .
_-en cuenta la ec.(41) y la ec.(51) de la siguiente manera; B

. — s

Cramn Byy = Afjkr Crors Efs
) B . 8 a .
‘Crivn Avnrs Brs = Afsxr Cxrrs Bgs

Rl

i 5 s
Croawn Ayings =  Afskr Cxirs

. — —1 . .
'AI\F:INRS'; :_ (C[JJVIN) _‘_1}?4[(1: CJ_{LRS o (52)

“En este trabajo la expresién configuracian referencial se refiere a la configuracion inicial
en lu que el material se encuentra en estado virgen : ’ : :
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“donde € es un tensor constitutivo arbitrario definido en e espacio isdiropo fie-
ticio ¥ C es el tensor constitutivo en el espacio anisétropo real. La eleccién de
_C es arbitraria ¥ puede estar represeniado por las propiedades de cualcier ma-
“terial isdtropo conocido, debido a que solo se utiliza para trabajar en el espacio

. ficticio y Tuego se cancela sn influencia al regresar al espacio real. Teniendo en

. cuenta la ec.(52) es posible establecer Ia relacion entre los tensores constitutivos

en el espacio anisétropo real e is6tropo ficticio:

RPN Bl
Crcnms = (A7 1) CI_J;\-IN.AM:\’RS R (53)
El tensor constitutivo anisdétropo re
tensiones A% estdn expresados en coordenadas locales, por Io tanto resulta

. necesario expresarlos en el sistema de referencia global a través de un tensor. ¢

- de rotacion de cuarto orden R esto eg: |

Gk = Risis Crsealo Rroxz (54
AISJffL_ '“-: R[Jgs (AIS?SPQ)_IOC RP_QKL B

“donde {Crgpq) too €5 €l ténsdr_constitutivo local de cuarto orden en el espacio

- anisotropo real y (A% PQ)km es el tensor de cambio de espacios local. .El tensor

. 'de rotaciones Rrikr se define como:

RI.IKL:_-TI_I(T'_JL Lo = o (56)

. donde ryyx = cos [(? 1) giop ("5’1;')104, siendo €; el versor unitario correspon- -

diente a la componente i-8sima, del sistema de referencia coordenado: F} tensor
. de rotacidn R tiene en cuenta los angulos entre las di

“material anisétropo y el sistema de coordenadas globales, =

11 “ ANISOTROPIA EN LA CONFIGURACION
- CACTUALIZADA -~ o T
‘Luego de un detallada estudio de la
dsdtropo en la configuracion referenci
la anisotropfa a la configuracién actualizada e forma andloga a lo re
la configuracicn referencial. Se presentan a continuacion los tensores de cuarto
-orden que definen la aplicacion lneal que relaciona los espacios anisétropo real e
istropo ficticio de tensiones ¥ deformaciones en 1a configuracion actualizada ¥
se deinostrard la veracidad de esta formulacién, lo que da una gran generalidad
- A la teorfa desarrollada. ' N B : '

generalizacién del modelo elastopldstico

alizado en

al C ¥ el tensor de transforinacion de -

FERE

recciones principales del .

al, es posible extender el tratamiento de -

" actualizada resulta: -
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.3.,1.'1 Transformacién del espacio de tensiones .

La relacién lineal entre los espacios de tensiones de Kirchhofl isétropo ficticio
. 1 1 I's i . 3 — - 8 e a

. y anisétropo real en la configuracién actuallzddq (ver Figuia 9} se _1)101)0.1.1_ .
través de un tensor de cuarto orden como: L

c e = g The

Lo - . o R o .
donde ¢’ es un tensor de cuario orden definido como el oper aclo% h}r;efdos o
S ~.~.~>.'82 que establece la relacién entre e espacio de los tensores simétric

i aract izada, T
tensiones reales y ficticias respectivamente en la configuracién actualizada,

“es el tensor de tensiones de Kirchhoff en el espacio isdtropo ficticio y 7 es el

io anisétr ¥ ondicién de
tensor de tensiones de Iirchhoff en el espacio amsétlopcf 1leal. ?a (,Oi;idl‘(;i nle
fuencia del miaterial anisétropo en el esgacio_lsot;‘opg ﬁc_tml_o enla con guracion _

._ <75 (F ;'t_l.;g) =0 - __ -(5_3)

K ST N o
. donde é es la funcién de fluencia en el espacio isétropo ficticio en la ‘

= ada < 1 e5pacl
a e
ﬁgul ’lCl(ﬁll rlCtllﬂ.h_Z'ld LY se dlf&lenCla de la. fLIIiClOll de ﬂ.uel C en 0]

! i e to is6tropo.

" anisétropo ¢ en que el tensor de tensiones de Kirchhioff en el esp'acxccl) do anh _

8 { 7 i ] o s .
Hicticio ¥ reemplaza a T como argumento de la funcisn d.e_ﬂ_ifl_CHC_l_B.. ada, o 3

o ec(7).

abe act finit serador lineal'a”, relaciona
En el contexto de deformaciones finitas el operador lineal 'a, que

irchhoff fictici 3 10 Es e, - Esto se
~los espacios de tensiones de Kirchhoff ficticio y real, no es constante

; i0 EISOY 'ans-
debe al cambio de configuracidn y, por lo tanto, es funcion del tensor de tra

e 5. radientes
' : ién refer fentes
" formacion . de tensiones en la configuracion referencial A~y de los gl._rl_d ontes

de deformaciones F, como se demostrard a c<?nt1nua.c1on. o : o notual
: Bl tensor de cambio de espacio entre fensiones en la con gul_aic ;} . _g o
. . e H - “‘ra‘r .
zada se obtiene teniendo en cuenta la ec.(41) y la o_p_e@qén pus 101 ward ¢ .-
del tensor de tensiones, _est_o es: .. L : ; :

o

e )

* G ==>"1=U = EH -S-.IJ. (FT)JJ . .

Sustituyendo 6] valor del Seguudo tensor de Piola-Kirchhoff en._el_ _e.spa__cu?.._

. _isétrcpo ficticio por la expresién c_ladz_t_ en la _e'c_.{_zll)_se _t_:_i.en.ef.. ..

Tij = ifAfJKLSKL_(E.- )Ji AT ()

. o ' ' fenracion referencial se ob-
-~ El tensor de tensiones anisétropo real en la configuracidén 1efeleuuclll 5 0

nsor de tensiones anisétropo de Kirchholl,
~ . tiene realizando el pull-back ¢ del tensor e tensiones PO rehitots

esto es:

e
SKL.:-(}'W-I)K;.:'”*l'_(F___1)4_1,__' IR .(-.)_
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Reemplazando la ec.(61) en la ec.(60) se obtiene:

Ty ICF‘H Ai””‘ (Fﬁl)mc' (FWT)zL (FT)JJJ' Tht (62)

>
ikt

De la ecuacidn anterior se obtiene que el tensor de transformacién de espa-
cios de tensiones en la configuracién actualizada es una funcién del gradiente de
tas deformaciones, que expresa, el movimiento del sistema referencial, y del ten-
sor de transformaciones de espacios de tensiones en la, configuracién referencial
(ver Figura 9) :

G = Far (P, (7). (FT)JJ- A, (63)

donde F es e] tensor gradiente de la deformaciones, F7 es la traspuesta del
tensor gradiente de las deformaciones, F~1 eg Ia inversa del tensor gradiente
de las deformaciones, 77 g5 13 traspuesta de'la inversa del tensor gradiente

. 8 . . .
de las deformaciones y A” es el tensor de cambio de espacio en la configuracién
referencial. - . '

11.2  Transformacion del espacio de deformaciones

En forma andloga a,lo dicho en el apartado 10.2, la transformacién de espacios
definida en la ec. (57) solo puede aplicarse a materiales proporcionales, esto es,
materiales para los cuales la relacién entre Ias tensiones de fluencia y el madulo
de Young para cada direccién del espacio es constante, esto es:

Ju/Eu = foo/Bay = ... = Fas/ Eag B (64)

donde f y B representan Ia resistencia y el médulo eldstico del material en la
configuracién actualizada para cada direccidn del espacio. Fsta implica que
el tensor de deformacién elgstica sea el mismo en los espacios real y fcticio.
Con el objetivo de generalizar la formulacion a diversos materiales Oller et af,
(1995} proponen una. transformacion del espacio de deformaciones reales.

La relacién entre los espacios de deformaciones de Almansi isétropo ficticio

¥ anisdtropo real en ]a configuracién actualizada se define a través de un tensor
de cuarto orden (ver Figura 9 ‘ '

Cij = Qe (65)

donde, en forma andloga a lo expresado en el apartado 10.2 a® es un tensor de
cuarto orden definido como el operador lineal a® : §; — S, que establece la
relacién entre el espaciode log tensores simétricos de deformaciones de Almansi
reales v ficticias respectivamente, & es el tensor de deformaciones de Ahyansi
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‘en el espacio isotropo ficticio y e es el tensor de deformaciones de Almansi en

el espacio anisétropo real. 5 ‘

El operador lineal a® se encuentra definido en la configuracion actualizada y
debido al cambio de configuracidn no permanece constante. En .el contex?o de
deformaciones finitas este operador es funcidén del tensor de cambx.o de tensiones
en la configuracién material A® v de los gradientes de deformaciones F, como

se demostrard a continuacidn. ‘ _
El tensor de cambio de espacio en la configuracién actualizada, entre ten-

I
siones se obtiene teniendo en cuenta la ec.(41) y la operacién pushmforward_ ¢
del tensor de deformaciones de Green~Lagrangg, esto es,

e=¢'E ey = (F“T)_“.EIJ (le)ﬂj . (66)

Sustituyendo el valor de las deformaciones de Green-Lagrange en elxespacivo
isétropo ficticio por la expresién dada en la ec.(51) se tiehe:

Gig = (F~T)z‘r Afsx Brcr (F_E')Jj ' (67)

El tensor de deformaciones de Green-Lagrange anisQE1~op0 real endia go;ﬂ?—
guracién referencial se obtiene realizando el pull-back ¢ del tensor de defor-
maciones de Almansi anisétropo, esto es: :

Exp = (FT),  enfir _ ' (68)
Reemplazando la ec.(68) en la ec.(67) se obtiene:

[

LN

L]
Diskt

De la ecuacién anterior se obtiene el tensor de transformacién de espacios
de deformaciones en la configuracién actualizada

afjkl - (F—T)u (FT)Kk B (Fﬁl).]j A?J.KL (70)

donde AP es el tensor de cambio de espacio de deformaciones en la f:Oﬂhgll-

racion referencial. En la Figura § los espacios de teilsilo}aes y (lefo;'lna01ox}es Zn.
las configuraciones referencial y actualizada. La relacidn entre los (mapalcaos1 e
tensiones y deformaciones reales y ficticios esta dada por los operador e mc‘ad,te‘s
A% 18 — 8y, AP 18 = 8, a7 1Sy Spy 2t Sy o S La-l“ela.fn?nl en 1(3
los espacios de tensiones y deformaciones, tanto en la (:O'nﬁgm‘acwn referencia

como actualizada estd dada por la ley de Hooke generalizada.
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Configuiacion Maicrial

ESPACIO DE

- TENS!ONES REAL ¢
s 4 Amu S

| (ANISGTROPO) S

. ESPACIO DE
DEFORMACICNES
EAL

(ANISOTROFO} '
. .

ESPACIC DE
TENSIONES
1SOTACPO
FICTICIO §

ESPACIO BE
DEFQRMACICNES
ISAQTROPC
EICTICIO

B

© ESPACIO DE

TENSIONES REAL I
_ (AMISOTROPO) t (‘:j TU—“..u u B

" ESPACIO DE

DEFORMACIONES ,
. REAL o cr=a’ e | T
{ANISOTROPO) — O

e

: LConﬁgurhcién Actuulizndaw

ESPACIC DE
TENSIONES
1SOTROPG
FIGTICIO T

.
Ty = Cipuéiy

£5

ESPAC:O DE

DEFORMACIONES .

ISOTROPO
- FICTICIO

-

3

Figura 9: Tensores de transformacion de tensiones 1 ¥ deformaciones en
las mnﬁjzrmmones referenciol u actualizada.
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11,3 Transformacion de espamos aplicada a d:versas funcmnes urm-

- brales de discontinuidad

- Las transformaciones dadas en la ecs.(41) y (57) conduce a cambios en la forma

de la superficie de fluencia en las configuraciones referencial y actualizada. Esto

-se puede observar en la Figura 10 para los criterios de fiuencia més utilizados:
 Tresca, Von Mises, Mohr-Coulomb y Drucker-Prager. La transformacion de
- espacios permite representar adecuadamente materiales dliamente anisétropos,

tal el caso de una fibra de refuerzo en una matriz de material compuesto cuando
la relacién ry; = 7y /a“ tiende a infinito®. Por ejemplo para el caso de plas-

. ticidad asociada y criterio de fluencia de von Mises la Figura 10 muestra la

pérdida resistencia en una direccion dada, mientras que en la direccién nor nml _

a estd existe un mecnmento del ﬂu_]o pléstico en la nisma plopowlon.

1200 T 1RO prrm T
: TRESCA £210 i ’ P vON MISES T
800} - el b 800
400} . ri268 1 400
(R r2150 j
af— ! 1
=400 F : vesio ] =400 b
. L ) . 1994
-800 . S - -800 B
-1200 I B . el S MU
—126d '-_GUG -0 “6U0 1200 -1200 600 - ﬂ _-GEIB 1200
. e —" B [
C 4 B MOHR COLomB I B HEL_FCK_ER FRAGER///j.Ji |
N - o %2 ' S~
o =
0 % P 0 \
5 -
i Ty —ap b
—~40 - L 4 L
S : -g0 |
g0k o ) ot
= : L
. [ i =10 7 . -
ot 0 4 — T T N
-20 0 -85 -~40 @ 40 :

160 ~120 -§0 ~40 G C4d . g6
- Figure 10: Modificecidn de la forma

de diversas funciones de fhuencia.

9941 es la relacion entre las tensiones de fluencia en los esp'l('xo:, )‘;étlo;)o thi(.]O ¥ anissiy ehu
wal
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. 12 REGLA DE FLUJ O. LEY DE EVOLUCION DE LAS
VARIABLES INTERNAS :

_ A continuacién se presenta la regla de ﬂUJO y Ia ley de evolucidn de las variables

}ntemas que rigen el comportamiento del material en’ régimen pldstico. Bn
orma andloga a lo realizado en apartados anteriores su deduccidn se realiza
: pa1a los modelos constltutwos en Ias conﬁgmacmnes refexenclai y actuahzada

12,1 Conﬁguxamdn referencial

En la. configuracién referencial la ley de evolucién de la deformacidén pléstlca
en el espac:lo dnlSOthpO estd dada por la mgulente regla de nor mahdad

-'BQ

-EP#/\M o (71)

88

~ “Teniendo en cuenta, que toda la informacién de la amsotropw. del material
“estd contenida en el tensor de transformacién A%, se propone la funclon de
. poten01al plést;co para el sélido a,msotlopo de la sigujente forma '

G{8:Csa} =G {s;4° ;C;a} G{5 Ca}wK _"(72)

* Reemplazando la ec, (72) en la ec.(71) el mmemento de la cuota plastica de :

' ia deformamén de Gxeen Lagrange resulia;

aG G 8% .-Bg . .»‘;S'.. |
)\__ - 5 LA8

- a5 ~ )\8 39 -'A(:?S A, ; —-(E) .__A_ (73)
~donde ( ) = A\ es el ﬂu;o pléstlco normal al potencml isétropo g El

concepto de &dlti\'ldad de las deformaciones en la configuracion referencial®

‘permite extender la regla de tr ansformacién de las deforma.cmnes ala cuota. - )

. plastlca de las defmmamones es decu

i AE )\AE 4% = E(%) . AS :
| 8 BS A E (A (74
- donde E es el incremento de la defmmamon plastica isétropa fictlma en Ia
configuracion referencial. La ley de evolucién de las variables mtemas de en-
chnc,(,umenLo plast;co viene, dada por. id mgurente 1egla genelal

-
o El concepte de aditividad de las deformaciones establece que E* = p_B° -y al ser

A* una aplicacién lineal, 1 ta eld d 1
a cuota eldstica ela defolmaclon de Gxeen Lagrange resulta

Em® . A E
APES - 4 (E B )cou lo cuzl se obtiene &° = BB dondL la ley de evoiucn’m de la.

. defmumcmn pldstlca ﬁ(‘tmla estd dada por ; E = AEEP :
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ag as : aG

Bg m Pk S X

GmA(H™)g: 52 = AH)s ¢

" donde (H™)¢ es un tensor de segundo 01'den, funcién del estado de tensiones
“actualizado y de la variable de endurecimiento pidstico también actualizada que
“en el caso mds simple de la teorfa de la plasticidad toma la forma del segundo
- tensor de tensiones de Piola-Kircchoff y en este caso & coincide con la densidad
' _."de enelgfa pl:istlca. La ley de evoluuén de la va,uabie interna 1esulta

= )\s as \1: : T :_..(76)_,

- _':12 2 Conﬁgulacmn actuahzada

En la configuracién actualizada la Iey de evolucidn de las deformaciones plds- -

: -tlcas en el espamo anlsotiopo esta dada po; la signiente 1egia de normahdad

9
o7

- Teniendo en cuenta. que toda ls, anisotropia del material estd contenida en

(e”} = d” =A o

_ el tensor de transformacion a'r la funcxon de potenc;al pldstlco pata. el sohdo -
: ‘amsotmpo se plopone como: -

e(migal—glna f;g;é}'zg{f;g;a}ﬂ . )

Reemplazando la ec.(78) en la ec.{77) el mczemento de la cuota plastlca de

' la defmmamon de Almansl resulta

Bg Jg 31‘ '-Bg |
d" 31- : ./\5; ar = (e) (79)

- donde (é) —/\—5 es el ﬂu]o plasuco normal al potenclal plé,stlco lsét,mpo g
" "El concepto de ad1t1v1dad de las deformaciones’ en la configuracién espa.ua,l‘
- permite extender la regla de tr ansfmmacmn de las defotmacmnes a la cuota .
L 'plastlca de }as defonnacmnes es decir; S :

ag

.C?D.*“a- d" Aat 8“ :a,"'.z__qe_: ("é)_T:rf (80) :

‘T_El concepto de aditividad de las deformaciones establece que €° = & — &P y al ser
af una aplicacion lineal, la cucta eldstica de la defmm‘mmon de Green-Lagrange resulta

até® = a®(é - éP)con lo cual se obtiene & = & — & dunde la iey de evolucmn de la
P . .

" ‘deformacién plistica ficticia estd dada por : &° = n®éP
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g : . o . .
_donde des la deformacién pldstica istropa ficticia en la configuracién actua-

viene dada por la siguiente regla general: -

lizada. La ley de evolucion de la variable interna de endurecimiento pldstico

o 'ag 3 Cop am
a=AR") =A@y L8 0T my OB .
donde (A"}, es un tensor de segundo orden, funcién-del estado de te‘nsio_nes

actualizado y de la variabie de endurecimiento pldstico también actualizada gue.

en el caso mds simple de la teorfa de la plasticidad toma la forma del tensor de

- tensiones y en este caso & coincide con la densidad de energla pldstica. La ley .

~de évolucion de la variable interna resulta:

S o5 N .
. ';"’A §o—
GsATige=d

s

. Los valores de la disipacién plastica dada por ]a;s ecs. (76) y (82) son loé

-misinos. Esto puede demostrarse teniendo en cuenta las operaciones de trans- - o

porte push-forward y pull-back® 'y .considerando Ia i6 isipaci
: ) ¥ C a expres 1
en la configuracion varitn o 1 Sontioeesion

. actualizada -
S T TR
; _.(1_-).. F. ba ...t:_ip FF L ?_ﬁ”q/)z..,_ i (83} e

13 DEFINICION DE LA DISIPACION EN EI -
- BSPACIO ISOTROPO FICTICIO. = -
~ UNICIDAD DE DISIPACION

. Este apartado tiene como objetivo demostrar qile la disipacion .p.la‘ustica del
-modelo constitutivo anisétropo desarrollado en los apaftados anteriores es i 'uai .

: 'mdep'enflie_ntemente de si se la considera en el espacio anisétrdpo real o in ei
8pacio 186tropo ficticio. Como se ha mencionado anteriormente la. utilizacién

" del modelo constitutivo en el espacio ficticio tiene Ia ventaja de pocfer utcifiza.‘
‘todos los algoritmos desarrollados para materiales isdtropos con la consieuje ]
- .:\reuta.jé.l en la implementacin en un cddigo de elementos ﬁnitos.. e

- SEl producto tensorial (4. B): ¢ = B ; (AT.C) = 4, (€¢.B7) |

" "Helmholtz para un proceso isotérmico resulta: . -

_rgfe_renc;_a__l, se yerifica su conservacién en la configuracién

- dada por 1%71_‘ ec.(80) se obtiene: -

nte

- Car, E,; Qller, 5. y Onale, E. / Maleriales Compueslos ... T 1.'55

13.1 Configuracién referencial

En la configuracidn referencial isétropa la expresion de la energfa libre de

O (Ee) = 5 (B CB)+ @ {a_} s

T omP

“donde W es la energia libre total ficticia y " es la cucta pldstica de la energfa

libre en el espacio istropo ficticia. La ecuacidn constitutiva en la configuracion

" actualizada del material isétropo ficticio surge de considerar la expresion de
"+ Clausius-Duhern y las ecuaciones de transformacién de espacios de tensiones y . -
".deformaciones (ecs. 41 y 51}. La disipacion estd dada en forma general por: - .

Oar

E=5: B om0 e tev0z0 ()

. El primer término de la expresion de la disipacién en la configuracién re- -

_ferencial es posible escribirlo en funcién de los tensores de transformacién de

‘espacios de tensiones y deformaciones ASy AF respectivamente y de los espa-

cios de tensiones y deformaciones ficticias como

T T T e
s [w)s](an) E e
Reemplazando en la ec.(86) la \{ari_aéién de la deformacidn pléstica ficticia =

Ll B i (aS .‘.1 oL (4B N 4m, G s - e
S8 BaA(a7) 8 (A7) 14Tigs AT 6D
e g ey T e

S B =S = FE o se)

. Congsiderando la ecuacién dnterior, 1a':expresién' de la disipacién para pro- .

* cesos isotérmicos resulta:

£

= S Aw L ap AU S
_Emec_: S . _ED "_I?.)-Jyé“é“a“’d B SE _.—_‘_ TN-'D-ETCEQI ,_u:m_.,,"_'..”mc Z 0 . (89)

" 'La expresién anterior de la disipacion obtenida a partir de la ec. (85) de-
U muestra que teniendo en cuenta las trapsformaciones entre espacios, resulta
“eruivalents escribir el modelo constitutive en el espacio real o en et ficticio.

La implementacién computacional de este modelo para anisotropia presenta

- :grandes ventajas. Al tratarse ¢f material.en un espacio isétrope ficticio solo es
" necesario realizar una transformacion de los espacios de tensién y-deformacién

“"a un espacio isétropo ficticio y luego utilizar los algoritmos desarrollados en la - - '
- literatlra cldsica para materiales isdtropos. - Lo
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13.2  Configuracién actualizada

L . . i 1
1 a exlf)‘lesmn. fle la energia libre de Helmholtz en e espacio isétropo ficticio en
a configuracion actualizada para un proceso isotérmico resulta:

FEa) = o (@589 47 (o)

ﬁgnde w_es la energfa libre total Beticia ¥ "{EP es la cuota,
alc tle ?n eilespa(:lo Isétropo ficticio. La ecuacién constituti
CIatllliiLza Da }cllei material 156.1:1'0130 ficticio surge de considerar la expresion de
d;efor s-Duhem y las ecuaciones de transformacién de espacics de tensiones y
maciones (ecs. 57 y 65). La disipaci6n estd dada en forma general por:

— M 1

E=T7idP —maady — =
e gq.VB >0 (90)
tuaﬁé;ﬂrmmr téi_'mino de: l.a expresidn de la disipacién en la cohﬁgura(iién écn
a es posible escribirlo en funcién de los tensores de transformacién de

espacic i : i
° pt 108 de tensiones y d'efm maciones a7 y a® respectivamente ¥ de los espacios
e tenslones y deformaciones ficticias como -

T:dP x-[(ar)"l : '“:"-] : [(ae)_l : JP] : (91)

pléstica de la energia
va en la configuracion

* Reemplazando en la ec.(91) la variacién de la deform

dada por la ec.(80) se obtiene; peion plistice fctcia

T =2y i F(e) T iqe. OB o

( ()9 T {a%) et o a {(92)
E _ ~. ' .
57 =T | | (93)

Considerando la ecuacién anterior, la e
cesos isotérmicos, estd dada por:

g .
ar

Emee =T :d —mLg =7 F Yi=7
me ma o "r.d T O = By > 0 (94)

e dP = AT

xpresion de la disipacién, para pro-

.De la ec.(94) se deduce, como era de esperar

0 , H H y
“variante del proceso termodindmico, siendo su valo
en el espacio isétropo ficticio o en el anisétropo re

que la disipacién es una in-
1 independiente si se caleula
al.

14 ECUACION CONSTITUTIVA TANGENTE

El método de Newton-Raphson
una de las técnicas més util
clones que rigen el comporta

son, que utiliza matrices de rigidez tangente es
1z§das en la aproximacién numérica de las ecua-
miento de sélidos elastoplésticos. Por lo tanto, es

, B
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necesaria una relacién incremental entre las tensiones y las deformaciones para
obtener el operador lineal tangente. A continuacidn se presentan los operadores
lineales elastopldsticos tangentes continuos que establecen la relacidn entre el
incremento de tensiones y el de deformaciones totales en las.configuraciones
referencial y actualizada. . ) o
El caso de materiales con comportamiento ineldstico requiere la integracién

- numérica de sistemas acoplados de ecuaciones diferenciales de primer orden de

pasos de fiempo{Simo & 'Taylor, 1985). El resultado del algoritmo de inte-
gracién es una funcion de respuesta no-lineal que define el tensor de tensiones
como una funcién ‘de la historia de deformaciones hasta el paso de tiempo
actual. Este algoritmo de integracién permite tratar el problema elastoplds-
tico fundamentalmente como un problema linealizado equivalente en el paso de
tiempo. ' ' .

El operador tangente que interviene en el problema linealizado se debe
obtener mediante una linealizacion de la funcién de respuesta consistente con
el ‘algoritmo de integracién de la ecuacién constitutiva. La utilizacién de es-
tos operadores tangentes preserva la convergencia cuadrédtica de esquemas de
solucién iterativos basados en métodos de Newton{Simo & Taylor, 1985) (Cr-
isfield, 1991). La precisidn con la que se obtiene la matriz de rigidez tangente

~del sistemna influye directamente en la velocidad de convergencia y es de una

importancia fiindamental en la exactitud general del andlisis.(Ortiz & Popov,
1985) , ' '
Fl operador elastopldstico que se presenta en este apartado es independi-
ente del proceso de integracién de la ecuacién constitutiva y por lo tanto no
preserva la convergencia cuadritica propia de los esquemas de solucién basados
en métodos de Newton. En la referencia (Car, 2000) se presenta la expresion
del operador linesl elastoplédstico tangente consisténte con el algoritmo de in-

"tegracién de la ecuacién constitutiva. La utilizacién de este operador permite

obtener convergencia cuadrética en el problema no-lineal propia del' método
Newton-Raphson. ‘ o

14.1 Configuracién referencial

Ta ecuacitn constitutiva tangente en la configuracion espacial se obtiene con-
siderando la variacién temporal de la tensién de Piola Kirchhoff, esto es:

. aS’J e R
Sij = a5, L _ (95)

Teniendo en cuenta que la tensién de Piola Kirchhoff en el espacio anisdtropo

- es funcidn de la tensién en el espacio isétropo ficticio se tiene
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Sis = o e mnEe
95,, BES, OE; M
—1 ) ’
Aisirs) o Ai’mu

SU ( m:s) c?smﬂ AmnM EM .

S (Afm) lcrsmn_(E}ct"Ek;) o o (96)

Teniendo en cuenta Ia condicién de consistencia pldstica es posﬁ)le obtenel
la ecuacuin COI}Stituth& en el espaczo isétropo ficticio, esto es: |

=@k

donde (C_)E representa, el -tensor constitutivo elastoplastico tangente en el es-

' pacio ISdthpO ﬁctl(,lt) ¥ esta dado por;

B A A
. . Cﬁj-rsm) (“”——‘Cv'ski) g '
e = : dz 885, O
Ciky = Cijht — —— ( e 1S rs - -
CIRTTRTTSS 6 o . 8)
BSpq " B8y, 4 Do WS 5,

Teniendo en cuenta la ec.(41), que relaciona el tensor de tensiones de Piola- -

Kirchhoff en los espacios real ¥ ﬁctucio, es posible obtener la variacion de tensicn
am,sdtlopaleal como; IR S ST

w1—ep ko

2.:' — (A;r.]k!) cklrs o .- L (99)

Combmando la ec.(99) con la ec.(51) y teniendo en cuenta_que el tensor de
transformacion de espacios A no depende del tiempo, se obtlene la. expy esion
- “del tensor constitutivo elastroplastlco anisétropo como:

| . S“J = (AU‘-U) ckhs Aigqu qu _. ] o : (100) _

Cfaﬁpq _. -
ep ;
donde Ciipg = (Afj M) Curs Arqu es el tensor elastoplastico anisdtropo, que

-resulta una, funcién del tensor const1tut1vo elastoplastico tangente isotr opo fic-
thlO BRI ’ EE T
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" 14.2 - Configuracién espacial

‘La ecuacidn constitutiva tangente en la configuracién espacial se obtlen_e con-

siderando la variacién temporal de la tensién de Kir_chhqff, esto es;

gg;leig IR (101)

’f’ijﬁ

.. Teniendo en cuenta que la tension de Kuchhoﬂ en el espamo amsotlopo es

. funcmn de la tensxén en el espamo xsétmpo ficticio se tiene

Oy OTrs 0€5, e

.. — e
T T = = kt
. .” T 8Trs ,66,6.'““,83;1
N . M e’

: -1 . -y
T i, 3
(“'ijra) . Tmnkl

. -1 . e e
Tig = (a’;’rjrs)_ - Cramnlmnki®Ri

| . - i b o ) .
*ijx(ﬂ‘%m) 15-rsmn (ﬁm—eka) S (102)

Teniendo en cuenta la condicién de con51sten01a pldstica es posible obtenei
Ea ecuacion constltutwa en el espa.cm 1sotr0po ficticio, esto es: .

: . ’T‘“(C)p‘e . (163)

.donde (&) 1ep1esenta el tensor constitutivo eiastop]éstlco tangente en el es-
pac;o 1sét10po ficticio y estd dado pcn = . :

: 2\ [ 09 L
(CEJTSFEJL) (8_¢ CT'SM) . (104)
T T T g 05 g 0B
L BTy MR, 4 Doy T BT

Teniendo en cuenta la ec.(57) que relaciona el tensor de tensiones en el esp;.—
_cio anisétropo real ¥ el espacio isétropo ficticio es posible obtener la variaci n_

de tensién en el espacm amséh opo real como: .
R Tl 105
Tij = (a'ijk,l)_ Cklrsers ( )
Combinando la ec.(105) con la ec.(65) y teniendo en cuenta que el te?bOI
" de'transformacién de espacios a® no cambia en la configuracién referencial, se
obtiene la expresidn del tensor constitutivo elastopldstico anisétropo como:
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o= (a7 -1 —ep .e . . : -
T”f — ‘ga'ijk'l) Cklrsampqepq S I (106)
- Tidpg .

La ec.(106) muestra la, expresuﬁn del tensor elastopldstico amsétropo, que

- resulta una funcién del tensm const1tut1vo elastoplastsco tangente en el espaczo

- isétropo ficticio. -

_ Los tensores constitutivos elastoplasticos tangentes obtenidos anteriormente
. 1o permiten obtener convergencias cuadraticas en la solucién de problemas in-
“ .. crementales basados en métodos de Newton, debido a que en su deduccién nose

. ha tenido en cuenta el procedimiento de integracién de la ecuacién constltuhva :

y por lo tanto no es consistente con el mismo. :
" Los tensores constitutivos elastopldsticos tangentes ficticios dados por 1as
ecs.  (98) y (104) para el caso de plasticidad asociada resultan simétricos,

"¢ mientras-que el tensor elastoplastzco tangente anisdtropo en las configuraciones

g referencial o actualmada dade por las ecs. (1[}{)) N (106) en genelal 1esu[tan no
‘simétricos. -

" Para mayor detalle y p10fund1zac1on soble la formulacién y su lmpiementamén LT
_computacional, es recomendable consultar Ja referencia, (Car, 2000).
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1 INTRODUCCION

“Los materiales compuestos estdn formados por diferentes tipos de sustancias

inorgdnicas u orgdnicas. Su estado de equilibrio atémico depende de ligaduras

. Interatdmicas de distintos tipos dando lugar a materiales amorfos o cristalinos.

Las caracterfsticas mecdnicas de los materiales compuestos dependen de sus
‘propiedades intrinsecas: estructura macroscépica, tipo de lgadura, estructura
- cristalina, etc.. También influyen en el comportamiento de estos materiales

sus propiedades extrinsecas: caracteristicas del proceso de fabricacién, tamafio

- de microporos y distribucién de-los mismos, microfisuras, estados tensionales

~iniciales, etc. Desde el punto de vista de la simulacion del comportamiento
constitutivo sélo se puede contribuir en estudios que conduzcan a mejorar las
propiedades extrinsecas del compuesto. : )

Cada una de las sustancias componentes que integran el compuesto condi-
cionan con su propia ley constitutiva el comportamiento del conjunto en funcién
de la proporcién del volumen en que participan y de su distribucién morfolégica,
en el compuesto. ' o

Existen diversas teorfas que permiten simular el comportamiento consti-
tutivo de los materiales compuestos. Una de ellas es la Teorin de Mezclas,

- que se considera adecuada para la simulacion del comportamiento de materia-

les compuestos en régimen lineal y con ciertas modificaciones permite simular,
también, el comportamiento una vez superado el lfmite de proporcionalidad del
material. Por otro lado, esta teorfa establece que los materiales componentes,
que coexisten en un punto del sélido deben tener la misma deformacidn. Esta
hipétesis plantea una fuerte limitacién de la teorfa de mezclas para ser utilizada



