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Resumen

O presente trabalho realiza um estudo comparativo entre fungoes de base hierdrquicas associadas a elementos
triangulares e tetraédricos.Discute-se, a partir da andlise das propriedades de esparsidade e condicionamento
das matrizes elementares, o desempenho de varios conjuntosde fungdes sugeridos na literatura. Apresenta-se
ainda uma nova propostapara funcoes hierdrquicas associadas a elementos triangulares e tetraédricos. As

fungbes de forma e suas respectivas matrizes locais de rigidez e massa sdo geradas analiticamente usando o
software MATHEMATICA 3.0.

HIERARCHICAL BASIS FUNCTIONS FOR THE p-VERSION OF THE FINITE ELEMENT
METHOD

Summary

This paper presents a comparative study of hierarchical basis functions for triangular and tetrahedral
elements. The performance of some sets of shape functions presented in the literature is discussed based on
the sparsity and condition number of the elemental matrices. In addition, new triangular and tetrahedral
basis functions are proposed. The shape functions and their respective stiffness and mass elemental matrices
are calculated analytically using the software MATHEMATICA 3.0.

INTRODUCAO

Na abordagem de problemas pelo Método de Elementos Finitos (MEF), o potencial ou
campo vetorial desconhecido é aproximado por uma soma ponderada das fungoes de base (de
forma ou de interpolagao) associadas a cada elemento. A escolha dessas fungoes desempenha
um papel fundamental na determinacao da eficiéncia e flexibilidade do método.

Os elementos mais simples empregados no MEF utilizam fungoes polinomiais de baixa
ordem definidas num espago de coordenadas local. Elementos mais elaborados usam fungoes
de base constituidas por polindmios de alta ordem. Entre os elementos de alta ordem, aqueles
que preservam a continuidade da funcao de aproximagao ao longo de malhas compostas por
elementos de ordens polinomiais diferentes sao conhecidos como elementos hierdrquicos'*.
O conceito de hierarquia usado na versao-p do MEF? fundamenta-se na propriedade de que
o conjunto de fungoes de base que gera o espaco de aproximacao de uma dada ordem p
contém integralmente o conjunto de funcoes de base do espaco de aproximacao de ordem

p—1.
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As funcgoes de forma hierdrquicas tipicamente empregadas na formulacao p do MEF
sao comumente associadas a entidades topoldgicas dos elementos como vértices, arestas,
faces e interiores!!. O tratamento cldssico dessas funcoes envolve o uso de polindémios
unidimensionais de Legendre ou Chebyshev. Para os casos de elementos quadrilaterais ou
hexaédricos, constroem-se as fungoes hierdrquicas a partir do produto tensorial de funcées de
base unidimensionais”. A utilizacao do produto tensorial na obtencao de funcoes hierarquicas
para dominios triangulares ou tetraédricos nao é imediata, necessitando-se uma abordagem
especial.

Sherwin & Karniadakis'® propuseram um conjunto de funcoes hierdrquicas para
triangulos e tetraedros, baseado em coordenadas cartesianas, que preserva as propriedades
do produto tensorial. As funcoes de base sugeridas nessa formulacdo empregam polinémios
de Jacobi e acomodam uma integracao numérica exata usando apenas as regras de
quadratura unidimensionais de Gauss-Jacobi®. A vantagem de nao requerer procedimentos
especiais de integracao numérica!® decorre da utilizacdo de um conjunto de transformacoes
de coordenadas, o qual permite definir dominios triangulares e tetraédricos a partir de
sistemas de coordenadas retangulares e hexaédricos'’.

Webb & Abouchakra!® descreveram um elemento triangular hierdrquico no qual também
se utilizam os polinomios de Jacobi para gerar as funcoes de interpolacao. Esse desenvolvi-
mento mantém, no entanto, o esquema tradicional de definicdo do elemento de referéncia
usado na formulacao h do MEF!*, necessitando portanto das regras de quadratura suge-
ridas por Dunavant®. Uma versao tridimensional desse elemento para o caso de malhas
tetraédricas foi sugerida por Abouchakra®.

Um aspecto essencial na busca de alta performance para a versao-p do MEF diz respeito
as propriedades de condicionamento e esparsidade das matrizes de rigidez e massa locais asso-
ciadas ao elemento de referéncia®>*712. Os padroes de esparsidade e condicionamento das
matrizes locais sao determinados pela definicao das fungoes de base e indiretamente influen-
ciam esses mesmos padroes das matrizes globais®*™!%. O bom condicionamento das matrizes
globais demonstra-se particularmente importante quando se empregam aproximacoes de alta
ordem e/ou métodos iterativos na solugdo dos problemas de algebra linear decorrentes da
discretizacao por elementos finitos. No caso do uso de métodos iterativos, o bom condicona-
mento resulta na redugao do ntimero de iteragoes. Da mesma maneira, a esparsidade dessas
matrizes resulta num menor custo por operacao?.

As funcbes hierarquicas classicas para elementos quadrilaterais e hexaédricos propostas
por Szabé & Babugka!l apresentam boas caracteristicas quanto a esparsidade e condiciona-
mento’. Tais caracteristicas decorrem diretamente das propriedadedes das integrais dos
polinémios de Legendre e do carater tensorial dessas fungoes. No entanto, para elementos
triangulares e tetraédricos, as funcoes sugeridas por estes mesmos autores!! nao exibem
propriedades tao boas, as quais tendem lamentavelmente a se degenerar com o aumento da
ordem polinomial p*.

Carnevali et al.* apresentaram um conjunto de funcoes de base hierdrquicas para
triangulos, tetraedros e prismas dando énfase especial as propriedades de ortogonalidade das
derivadas dessas funcoes. Essa particularidade resulta na obtencao de matrizes de rigidez
locais com maior grau de esparsidade e melhor condicionamento que as matrizes associadas
as fungoes hierdrquicas propostas por Szabd & Babuska!!l. Esse conjunto de funcoes de base
demonstrou ainda conservar muitos termos nulos nas matrizes de rigidez globais mesmo
quando se empregavam funcoes de mapeamento nao-lineares®.

O presente trabalho realiza um estudo comparativo entre fungoes de base hierarquicas
associadas a triangulos e tetraedros. Discute-se, a partir da analise das propriedades de es-
parsidade e condicionamento locais, o desempenho de véarios conjuntos de funcoes sugeridos
na literatura'*1%1513 ~ Com base na formulacao apresentada por Sherwin & Karniadakis'®,
apresenta-se uma nova proposta para fungoes hierarquicas associdas a tridngulos e tetrae-
dros. Esse conjunto de fungoes, construido a partir do produto tensorial generalizado de
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polinémios de Jacobi, permite acomodar uma integracao numérica exata usando-se apenas
as regras de quadratura unidimensionais de Gauss-Jacobi.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. Na primeira se¢do, sdo apresen-
tados os conjuntos de func¢oes de forma hierarquicas bi e tridimensionais considerados.
A segunda secao traz resultados nimericos comparando as propriedades de esparsidade
e condicionamento das matrizes locais (rigidez e massa) associadas as diferentes fungoes
hierdrquicas definidas sobre triangulos e tetraedros. A obtencao desses resultados é reali-
zada com o auxilio do software MATHEMATICA 3.0. As conclusoes a respeito das inves-
tigacoes realizadas sao apresentadas na terceira secao. Em anexo, apresenta-se um programa
computacional (elaborado a partir do software MATHEMATICA 3.0) para a geracao das
funcoes e respectivas derivadas associadas ao elemento tetraédrico sugerido por Sherwin &
Karniadakis'®.

FUNCOES DE BASE HIERARQUICAS

Quadrilateros

As fungoes hierarquicas associadas a quadrilateros sugeridas por Szabd & Babuska sao
definidas sobre o elemento de referéncia Q = {(¢£,17) € R? | |¢| < 1,|n| < 1} (Figura 1a)
e construidas com base na integracao dos polinomios de Legendre. Essas funcoes sao
organizadas de acordo com as entidades topoldgicas do elemento como funcoes de vértice,
de aresta e de face?!!.

As 4 funcoes associadas aos vértices desse elemento sdo exatamente as mesmas empre-
gadas nos elementos de 4 nds utilizados na versao-h do MEF, ou seja

Definem-se 4(p — 1) fungoes de forma associadas as arestas as quais sao dadas pelas
seguintes expressoes para ¢ = 2,...,p

NO(Em) = 501 n)n(6)

NP (E,m) = 5(1+E)ou(n)

NP (&) = 5= (1 + mei(€)
N = 0 gom)

A funcéo ¢,(¢) é dada por

00 =252 [ s Q)

sendo P;_;(t) o polinémio de Legendre de grau i — 1. O termo (—1)% presente nas fungoes

3 4) 4 (. . A s ~
Ni( ) e NZ.( ) ¢ necessério para se obter invariancia com respeito a rotagao de coordenadas?.

Finalmente, definem-se (p — 2)(p — 3)/2 funcoes associadas a face, para p > 4, as quais
sao dadas por

NOEn) = ¢:(©)¢s(n)  ij=2,...,p—20<i+j<p (4)
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Hexaedros

De maneira geral, as funcoées de forma associadas a hexaedros sao andlogas aquelas
definidas para elementos quadrilaterais. Neste caso, além das fungoes de vértices, arestas e
faces, definem-se ainda fungoes associadas ao interior do elemento de referéncia.

Para o elemento hexaédrico’ Q = {(£,1,¢) € R | €| < 1,|n| < 1,|¢| < 1} (Figura 1b),
definem-se 8 fungoes de forma hierdrquicas associadas a seus vértices, as quais sao as mesmas
empregadas na versao-h do MEF, ou seja

Ni(&,mé) = %(1 _fif)(l - 77i77)(1 - Cz'() i=1,...,8&§=mn=_==x1 (5)

Para p > 2, definem-se 12(p — 1) fungoes de forma associadas as arestas do elemento.
Essas funcoes sao similares as fungoes de aresta definidas para o elemento quadrilateral. As
fungdes que conectam os vértices (1,2) e (2,3) (Figura 1b), por exemplo, sdo representadas
por

1
NEP(Em.€) = 70(O1 =)L =) “
6
1
NP (€n.0) = 201+ €)1 = ¢)

com ¢;(¢) dado pela relagao (3). As demais fungoes de aresta sao obtidas analogamente,
permutando-se as varidveis &,n e ( e seus respectivos sinais £1.

\
s 1O s

a) quadrildtero b) hexaedro

Figura 1. Elementos de referéncia quadrilateral e hexaédrico de Szabé & Babuska!!

Para p > 4, definem-se 3(p — 2)(p — 3) fungodes de forma associadas as faces do elemento,
as quais sdo similares as funcoes de face descritas para o elemento quadrilateral. A funcao
associada a face definida pelos vértices (1,2,5,6) (Figura 1b), por exemplo, é dada pela
seguinte expressao

Nﬁ““@m&)Z%@—m@@wﬂO 5 =23,...p=2%itj=45...p (7)
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sendo m(i, ) o indice convencionado para a numeracao das funcoes de face BAszabol991 = Ag

demais funcoes de face sao obtidas analogamente, permutando-se as varidveis &,n e ( e seus
respectivos sinais +1.

Finalmente, definem-se (p — 3)(p — 4)(p — 5)/6 fungdes de forma associadas ao interior
do elemento, para p > 6. Essas fungoes sao dadas pela seguinte expressao geral

N = ¢:i(€)d;(mdn(C) i,jk=2,3,....p—4dii+j+k=6,7,....p (8)

sendo m = m(i, 7, k) o indice convencionado para a numeragao das fungoes internas'!.

Como constatado pelo trabalho de Edgar & Surana’, o emprego das funcoes hierdrquicas
associadas a quadrildteros e hexaedros sugeridas por Szabdé & Babuska!! resultam em
excelentes propriedades de esparsidade e condicionamento ntimerico das matrizes locais.
Segundo 4, no entanto, nao se pode esperar o mesmo para as fungoes associadas a tridngulos
e tetraedros desenvolvidas por estes ultimos. Dessa forma, o restante deste artigo concentra-
se no estudo de fungoes hierarquicas para triangulos e tetraedros.

Triangulos

As fungoes hierdrquicas associadas a elementos triangulares propostas por'! sao definidas
sobre o triangulo de referéncia equildtero T = {(5,77) ER|0<n<V3E+1),-1<¢

<0oul<n<v3(1—-¢),0<¢< 1} (Figura 2a) e, assim como no caso dos elementos
quadrilaterais, sao construidas com base na integracao dos polinémios de Legendre. Essas
fungoes sao dadas em termos das coordenadas de drea L; (i = 1,2,3) do elemento padrao,
as quais obedecem a relacao L; + L, + L3 = 1. Definem-se, nesse caso, 3 funcgoes de vértice,
3(p — 1) funcgbes de aresta, para p > 2, e (p — 1)(p — 2)/2 fungdes de face, para p > 3. As
funcoes associadas aos vértices sao dadas pelas préprias coordenadas de area L; (i = 1,2,3).
Essas fungdes possuem um comportamento linear, assumindo valor unitario no vértice i do
elemento de referéncia e anulando-se nos lados opostos a esse mesmo vértice. As funcoes
de aresta sao construidas de modo que em cada lado do triangulo, as mesmas se encaixem
exatamente nas fungoes de aresta correspondentes definidas para o elemento quadrilateral
e ainda se anulem ao longo dos outros dois lados do tridngulo. As funcoes de face possuem
um aspecto do tipo bolha e sdo construidas de forma que se anulem em cada um dos lados
do triangulo de referéncia.

w3
3

@ 7 Ve @

1 2 &
— (0,0) (1,0
a) Szabé & Babugka'! b) Carnevali et al.* c) Sherwin & Karniadakis"®

Figura 2. Elementos de referéncia triangulares

Em geral, as fungbes hierarquicas associadas a triangulos definidas adiante possuem
0s mesmos comportamentos descritos acima. A quantidade de funcgdes por elemento a
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cada nivel de aproximacao p também segue o mesmo padrao sugerido anteriormente. As
diferencas aperecem na forma do elemento de referéncia utilizado e nos tipos de polinémios
que compoem as funcoes de interpolacdo. A utilizacdo de coordenadas de drea é bastante
comum, mas nao obrigatéria'’.

As funcoes hierdrquicas associadas ao elemento triangular de Carnevali et al.? sdo
definidas sobre o tridngulo de referéncia retangulo T'={(£,7) € R2|0<n< 1—£,0<& < 1},
denominado [0,1] 2 — simplex (Figura 2b). Essas fungoes, assim como no caso anterior,
sao dadas em termos das coordenadas de area L; (i = 1,2,3) do elemento padrao. Com
o objetivo de se obter ortogonalidade entre as derivadas das fungoes associadas a esse ele-
mento, empregam-se alguns resultados tedricos, além do procedimento de Gram-Schmidt na
construcao das mesmas?.

As fungoes hierarquicas de Webb & Abouchakra'® sao construidas com base nos
polindmios de Jacobi. Essas fungbes sao definidas exatamente sobre o mesmo triangulo
padrao usado por Carnevali et al. e também sao descritas através das coordenadas de area
L; (i=1,2,3).

b n
[-1.1) (1.1] (Em
\
£ = (1+a)(1-b)2- 1 \
T \ (0,0)
(0,0) a \ 1S
\
a=2(1+&/(1-7) - 1 \
[-1-1) (1-1) (-1.-1) R 11-1)
A} \\\ B\\\\
a:‘—W a\:O \a:W

Figura 3. Mapeamento de coordenadas do elemento quadrilateral para o elemento triangular
de Sherwin & Karniadakis®®

O conjunto de funcoes hierdrquicas proposto por Sherwin & Karniadakis!® ¢ definido
sobre o triangulo padrao 7% = {(¢,v) | —1 < ¢, ;¢ +1 < 0}, mapeado a partir do dominio
quadrilateral R? = {(®,¥) | -1 < &, ¥ < 1} (Figuras 2c e 3). Essas fungoes sao construidas
com base nos polindmios de Jacobi e também podem ser escritas nas coordenadas de area
L; (i=1,2,3).

A Tabela I apresenta, em termos das coordenadas de area L; (i = 1,2,3), as expressoes
para as fungoes hierdrquicas associadas aos diferentes tipos de elementos triangulares men-
cionados acima. Essa tabela traz ainda um novo conjunto de funcgoes hierdrquicas para
malhas triangulares proposto com base na referéncia'’. Partindo-se do conjunto de funcoes
de base ortogonal proposto por Dubiner® e aproveitando a formulacio multi-dominios suge-
rida por Sherwin & Karniadakis'?, a qual preserva a continuidade C° sobre malhas triangu-
lares conformes, obteve-se uma base hierarquica adequada para os espacos de aproximacao
comumente utilizados no MEF. As funcoes associadas a esse novo elemento sao definidas
sobre o mesmo triangulo padrao sugerido em!'®. O novo conjunto de fungoes hierdrquicas foi
idealizado para se gerar ortogonalidade entre as fungoes associadas a face do elemento de
referéncia.
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vértice | NV =1, N? =1, N =L,
N(l) = LlLQ(pi(LQ — Ll)
Szabo!! arestal 1( ) — LoLsp;(Ls — Ls)
2(3) = L3Lipi(L1 — L3)
face? N(p) 2)(p—3)/24+i = L1LaLsPp_g)41-i (L2 — L1)Pi—1(2L3 — 1)
vértice h(1 =1L, hél) = Lo, hgl) =
h(”) = —2L,L,E,_5(Ly, Ly)
Carnevali'*| aresta’ h(p) = —2L3L3E, 5(Ls, L3)
h(”) = —2L3L1E,_5(Ls, Ly)
face? hgj; = L1 LyLsF, (L1, Ly)
vértice Nl = Ll N2 . 2[42 N3 = L3
Nat1 = L1Lo P35 (Ly — Ly)
Webb!3 aresta® | Nyyo = L2L3P< (L — Ly)
Nays = L3L1P( (L1 — Ls)
face® | Npasi = L1LaLs(1 — Lg)* P49 (1 — 215) P2 ( 2oL )
. 1_gvert A _guert B _gquert ©
vértice | gjg = Ly, 901 = L, 901 =Ls
aresta 1
91102 —LLQ]Dlllg(l LLl)( — Ly)i2
Sherwin'® | aresta g%mZMGSia : = L2L3P1 ! 1(2Ls — 1)
g = L P (2L3 —1)
face’ | gi='"" = [1L,L3P"} ( ) (1— L) =2P2 b1 (2Lg — 1)
vértice N172(1)a'r‘t A) — L N(%;Q(verf B) I, N172(ve1‘t %)) — I,
_olaresta 1)
Ny ? ::Lﬂaaié(“ )(17L9
(aresta 2)
Propostas | aresta | Nj,. 2( = L2L3Pm’ 1(2L3 — 1)
aresta 3
N2 = L3I, P>* (2Ld 1)
face® | N1=27" = [, 1,1, P> ( ali) (1 - La) 2P 12 (2Ls - 1)

(1= e

Ep72 (Lia LJ)

O termo ¢;(¢) é definido através da seguinte expressao:

= ¢i(C) = /B [, Pioa(t)dt.

Py é o polinémio de Legendre de ordem k.
O termo E,_o(L;, L; ) é definido através da seguinte expressao, para p > 2:

—2y (p—1 —2-k
oD () (R LELy
O termo F, g(L1, Lg) é definido através da seguinte expressao, para o, 3 =0,...,p — 3;

a+fB=p-3ep>3: Fap(Lr,Ls) =30 X5 o(=3)Hili6+ 1)) (T (D) (P

X

1

itj

(Le)* 7 (Ls)7".

[ k(a+B+2)—k(k—1)/2]

k=1

O indice a, para p = 2,3,...,n, é definido por a = %p(p +1). P,ia’ﬁ) sao polindmios

de Jacobi de ordem k e pesos « e (.
6 O fndice k, para p > 3, é dado por k =p — 3 — 1.
7 O indice Im é definido de modo que (2<1;1 <m |l < L;l+m < M), com Le M

indicando o nimero total de funcoes de base. P,
k e pesos a e 3.

T polinémios de Jacobi de ordem

8 O indice Im e os polinémios P} # &0 definidos tal como em Sherwin & Karniadakis'®

Tabela I. Expressoes para as fungbes hierdrquicas associadas aos elementos triangulares



44 A. Costa Nogueira Jr. y M.L. Bittencourt

Os graficos de algumas fungoes hierarquicas associadas as arestas e as faces dos diferentes
elementos estudados sao ilustrados na Figura 4.

b) Szabé & Babuska (triangulo)

c) Carnevali et al. (tridngulo) d) Webb & Abouchakra (tridngulo)

e) Sherwin & Karniadakis (triAngulo) ) Propostas (tridngulo)

Figura 4. Fungles hierarquicas de ordens 4 e 5 associdas as arestas e as faces, respectiva-
mente, dos diferentes elementos estudados

Tetraedros

As funcoes hierdrquicas associadas ao elemento tetraédrico de Szabd & Babuska!' sdo
definidas sobre o tetraedro padrao derivado do triangulo equilatero descrito anteriormente
(Figura 5a). Essas fungoes sao elaboradas com base na integragdo dos polinémios de
Legendre e representadas em termos das coordenadas de volume L; (i = 1,2,3,4) do
tetraedro de tal forma que L; + Ly + L3 + Ly = 1. Defininem-se, nesse caso, 4 funcoes
de vértice, 6(p— 1) fungoes de aresta, para p > 2, 2(p—1)(p — 2) fungoes de face, para p > 3,
e (p—1)(p—2)(p—3)/6 fungoes internas, para p > 4. As fungdes associadas a esse elemento
possuem caracteristicas semelhantes aquelas encontradas nas funcoes hierarquicas definidas
para o elemento triangular de Szabé & Babuska.
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g
225 \&
1 ©)

@) —

£ 1
N3
m
s (1,-1,-1)
a) Szab6 & Babuska' b) Carnevali et al.* c) Sherwin & Karniadakis'®

Figura 5. Elementos de referéncia tetraédricos

Os demais elementos tetraédricos sugeridos na literatura’*!? sdo extensoes diretas dos
respectivos elementos triangulares descritos e portanto preservam as propriedades destes
dltimos. Observa-se, por exemplo, que as funcoes hierdrquicas associadas aos elementos
tetraédricos de Carnevali et al.* e Abouchakra! sdo definidas sobre o elemento de referéncia
[0,1] 3 — simplex (Figura 5b). J4 as fungoes elaboradas por Sherwin & Karniadakis'® sdo
definidas sobre o elemento de referéncia 7% = {(¢,9,7) | =1 < ¢, 0, 750+ +7 < —1},
mapeado a partir do dominio hexaédrico R* = {(®,¥,T) | -1 < &, ¥, T < 1} (Figura
5¢ e 6). No caso tridimensional, a quantidade de funcoes por elemento a cada nivel de
aproximacao p, normalmente respeita o padrao adotado por Szabé & Babuska'!

E=(1+a)(1-0/2-1

— T
— o T
~Db=b,e=t =

=1+b)(1-g)y2-1 M
— T

— bt =

b=2(1+£)/(1-9 - 1

Figura 6. Mapeamento de coordenadas do elemento hexaédrico para o elemento tetraédrico
de Sherwin & Karniadakis'®

A Tabela II apresenta as expressoes para as fungoes hierdrquicas associadas aos diferentes
tipos de elementos tetraédricos mencionados acima. Essa tabela traz ainda um novo conjunto
de funcoes hierdrquicas para malhas tetraédricas concebido com base na referéncial®. Esse
conjunto de funcoes é uma extensao imediata do conjunto associado a malhas triangulares
proposto anteriormente.
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vértice | N =1, N®=p, N® =15, N¥ =L
aresta? N(1 2) — = LiLop;(L2 — L1)

N‘2 b _ = LyLspi(Ls — La)
Nﬁf) = LsL1yp; (L1 — L)
N&D = LaLipi(L1 — La)
Szabé!l N®Y = LyLapi(La — L)
N<3 i _ = L3Lypi(Ls — L3)
facel® N<1’2’3) LiLsL3Pi(La — L1)P;(2L3 — 1)
N2 = L LyLyPi(La — L1)Pj(2Ls — 1)
NZ3Y = LyLsLaP;(Ls — Lo)Pj(2Ls — 1)
N<3’1’4) LaLyLaP;(Ly — L3)Pj(2L4 — 1)

J
interior'! | N = Ly Ly L3 LaP;y(Ly — L1)Pj(2L3 — 1) Py (2L4 — 1)

vértice

MY =1, wY =1y, AV =15, A =1L,

Carnevali* arestal? [h(®P) = —2L;L;Ep_2(L;, Lj)

facel3 hfﬁ)ﬁ = Ly LsLiFa g(Ly, Ls)

interior!4 h;’gv = L1L2L3L4Bag~ (L1, L2, L3)

vértice Ny =Li, No=Ls, N3=L3, Ny=1Ly

arestal® | Noy1 = L1LoP%) (Lo — L1)
Nat2 = L1LsP3) (Ls — L1)
Nags = L1L4P(2 2)(L4 — L)
Nata= LngPﬁﬁ)(Lg — L2)
Nats = LoLa P73 (La — La)

Abouchakral Nate = LsLaP""3 (Ly — Ls)

facel6 Nasrpi = L1L2L3(1 _ Lg)kPi(2’2k+5)(1 2L )P<2 2)(L2 Ll )
2,2k+5 2 2),Lo—L
Notsyit(ps) = LileLa(l = LR (1 — 204 P )( =)
. 5(2,2k+5 2,2 _
Nuvoriva(p—s) = L1LaLa(l — L) P91 — 20 P> (Lol

2,2k+5 2,2 _
Nat104i43(-3) = LaLaLa(1 — La)P P340 (1 - o1,) p) (Lazlz)

i jorl? . Lo — LaYe(] — [a)ap(22) (_La=Ly
interior Na+11+]+1(1+1>+4(p 3) = L1LaL3L4(1 — Lo — L3)*(1 — L3) P, (1—L2—L3>
2,2k+ 1—L3—2L 2,2k+2q+8

( o)( 1—3L3 2)Pj< q )(172L3)

10

11

12
13
14

15

16
17

O termo ¢;(¢) é definido exatamente como no caso do elemento triangular.
m = m(i,j) é o indice convencionado para a numeragao das fungoes de facedo tetraedro;

P;,P; sao polinoémios de Legendre de ordens i e j respectivamente,com ¢,j = 0,1,2,...,p —

ei+353=0,1,...,p—3.

m = m(i, j, k) é o indice convencionado para a numeragio das fungoes internas

do tetraedro padrao; P;,P;,P; sao polindomios de Legendre de ordens ¢, j e k
respectivamente, com 4,5,k =0,1,2,...,p—4ei+57+k=0,1,...,p—4.

O termo E,_2(L;, L;) é definido exatamente como no caso do elemento triangular.
O termo F, g(L,, Ls) é definido exatamente como no caso do elemento triangular.
O termo Bagy(L1, Lo, L3) é definido pela seguinte expressdo, para «, 3,y > 0;

a+B+7=p—4ep>4 Bagy(Li,La,Ls) = Biog " (L1) x BT
(L1, L2) x B (L1, La, Ls), com BY (Ly) = Y0 (=1)%l($) (*1)
s L B (L, L) = S it (9) (°F)

Cmis Ol =i, — 1) Bég;)(Ll,Lz,Lg) =0 () () Bt o Ly 4 Ly — 1)

2m+3)! 2m+1)!
O indice a, para p = 2,3,...,n, é definido por a = p(p+ 1)(p+2)/6 e Pﬁf *) gi0
polinémios de Jacobi de ordem m e pesos a e b.

O indice k, parap >3 ei=0,1,...,p—3,é dado por k =p — 3 —i.

Os indices k e ¢, parap > 4,i=0,1,...... ,p—4

ej=0,1,...,4, sao dados respectivamente por k=p—4—ieq=1i—j.

7

3
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vértice g%gogue” A — Iy g%&)guert B = Lo, géfogue” [e] = L, géglguert D — L,
aresta glloz)?’mesm to L1L2Pll_’12 (l_f%g_f]ﬁ) (1— L3 — Lg)t~2
Gt = LaLaPyly (55 -1) (1 - Lt
g3 2 LLsPht ) (25 —1) (- Lay™?
glo3 T S L L (2Ls — 1)
Pl L (L - )
Sherwin!? géfnsares C = L3L4Pi’_11 (2Ls — 1)
e ot = TabalaPl () (b L 2P (2 1) (- Lo
ol t"" " = LaLaLa (7455 (- L = L)' 2P 2L - 1)
b = LaBa Ly (1) (0= L™ LR oL, - )
tn = LiLaLaPply (5 1) (1 - L)™' PR (2L — 1)
interior'8 llgfmwim = L1L2L3L413l1;12 (%) (1= Lz — Ly)' 2
<PEH (2 1) (T mam P er, )
vértice N110703vert A — L, Nll&):,’ven B — L, Néfo‘gwn C — L, N&&gvem D L
aresta Nllo_osaresm "= L1L2P12;22 (%) (1— L3 — La)'—2
NEET N = 1oL P22 (2 - 1) (1 Loy
Nt = LiLa P2 (255 -1) (- Laym !
NIGET Y 2 Ly LaP22 (204 — 1)
NIGET T = oLy P22 (204 — 1)
Propostas N&fn?’amsm o= L3L4P5’_21(2L4 -1)
face | N = LiLaLaR (455 (- Lo — L' P 2 (20— 1) (- Lo
Nigah "™ " = InLaLa P (e252) (1= La = L)' 2P0 2L, - )
NLA® 2 Lol e P22 (25 —1) (1= L™ P22 (2L, - 1)
NS 2 Ly L La P22 (252 —1) (1 - Lo P22 (20, — 1)
interior!? Nlln:smt”ior = L1L2L3L4P12,’22 (%) (1 — Lz — Ly)'2
x PP (25 1) (1= Ly PR 2220, — 1)

18O indice Imn é definido de tal forma que (2 <l;1 <m,n |l < L;l+m < M;l+m+n < N),
com L, M e N indicando o nimero total de fun¢oes de base. Py’ # sdo polinémios de Jacobi
de ordem k e pesos « e 5.

19O fndice Im e os polinémios P} # s&0 definidos tal como em Sherwin & Karniadakis.

Tabela II. Expressoes para as fungdes hierarquicas associadas aos elementos tetraédricos

RESULTADOS NUMERICOS PARA TRIANGULOS E TETRAEDROS

Condicionamento das matrizes de rigidez e massa locais

A seguir sao apresentados resultados sobre o condicionamento das matrizes de rigidez e
massa locais para os diferentes tipos de elementos triangulares e tetraédricos considerados
anteriormente. O mesmo tipo de andlise para elementos quadrilaterais e hexaédricos pode ser
encontrado em®7. As matrizes de rigidez locais sao obtidas a partir do operador de Laplace
(=Au = f) sobre o triangulo ou tetraedro padroes. Calcula-se o nimero de condicao das
matrizes locais com base em trés procedimentos distintos utilizados por Zumbusch,'®> Webb
& Abouchakra'® e Carnevali et al.,* respectivamente.

No primeiro caso, computa-se o nimero de condicao das matrizes de rigidez através da
seguinte relacao k; = ﬁi—m sendo max p o maior valor singular e min y, o menor valor
singular diferente de zero (ou mais préximos de zero) dessas matrizes, respectivamente. No
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caso das matrizes de massa, procede-se analogamente sem desconsiderar o valor singular
mais préximo de zero. Esse modo de avaliagao equivale a calcular o niimero de condicao a
partir da sua defini¢do considerando a norma euclidiana (norma-2), i.e., k1 = [|A], |45,
uma vez que as matrizes [A] sdo reais, simétricas e positivas-definidas. Nessa situagao, os
valores singulares p e os auto-valores A das matrizes locais sao idénticos.

No segundo caso, calcula-se o niimero de condicao considerando o mesmo procedimento
anterior, mas efetuando-se desta vez a seguinte mudanca de escala nas matrizes locais

A=DAD

sendo D uma matriz diagonal cujos elementos sao fornecidos pela relagao D;; = \/%“_, com
A;; dado pelos elementos diagonais das matrizes de rigidez e massa originais. Nesse caso,
A—l
2 2
equivalente a normalizar as func¢oes de base através da multiplicacdo destas por fatores
constantes. A mudanca de escala nas matrizes locais permite tomar como parametro um
conjunto de fungoes de base ideal (conjunto ortogonal) cujo niimero de condigdo das matrizes
locais seria 113,
Finalmente, no terceiro procedimento para a obtencao do ntimero de condicao, utiliza-se
A—l
1 1
novamente a mudancga de escala sobre as matrizes de rigidez e massa locais. Remove-se
ainda um grau de liberdade nodal das matrizes de rigidez locais para eliminar os modos de

Esse procedimento é

o numero de condicao serd dado pela relacao ko = HA

a definicdo deste ultimo considerando a norma-1, ou seja, k3 = Hfl Repete-se

corpo rigido, o que equivale a tornar as matrizes {A} nao singulares.

Triangulos

A Figura 7 apresenta os numeros de condigao obtidos a partir das matrizes de rigidez
e massa locais em fun¢ao da ordem polinomial p das fungoes hierdrquicas analisadas (p =
1,...,10). Consideram-se as trés metodologias de calculo adotadas.

Observa-se a partir desses graficos que, para qualquer método de célculo do niimero
de condigdo das matrizes de rigidez locais, o conjunto de fungbes propostas por Webb &
Abouchakra'® forneceu os melhores resultados. As funcoes de base apresentadas por Sherwin
& Karniadakis'® e Webb & Abouchakra'? e aquelas propostas neste trabalho demonstraram,
em todos os casos, um comportamento de estabilizacdo do numero de condicdo com o
aumento da ordem polinomial p. Nota-se que o desempenho apresentado pelas funcoes
de base fornecidas por Carnevali et al.* é fortemente dependente da normalizacao das
mesmas. Confirmou-se ainda a acentuada tendéncia de degeneracao do ntimero de condigao
das funcoes propostas por Szabé & Babuska'! com o aumento da ordem polinomial p. Os
mesmos comentarios feitos em relagdo ao condicionamento das matrizes de rigidez locais se
aplicam ao caso das matrizes de massa locais.

Tetraedros

A Figura 8 apresenta os ntimeros de condicao obtidos a partir das matrizes de rigidez
e massa locais em funcdo da ordem polinomial p das fungées hierdrquicas analisadas (p =
1,...,8). Consideram-se as trés metodologias de calculo adotadas.

Observa-se a partir desses graficos que, para a segunda e terceira metodologias de calculo
do nimero de condicao, com excecao das funcoes de Szabd & Babusgka,!'! todas as demais
apresentaram um desempenho bastante similar, demonstrando um comportamento de es-
tabilizacdo do numero de condicdo com o aumento da ordem polinomial p. Analogamente
ao caso dos elementos triangulares, empregando-se a primeira metodologia de calculo do
numero de condi¢ao, é possivel notar que o desempenho das fungoes de base fornecidas por
Carnevali et al.* é fortemente dependente da normalizaciao das mesmas. Do mesmo modo,
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constata-se a tendéncia de degeneracao do numero de condicdo das fungoes propostas por
Szab6 & Babuska!! com o aumento da ordem polinomial p. Os comentdrios em relagao as
matrizes de massa locais é idéntico ao que acaba de ser apresentado para as matrizes de

rigidez locais.
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Figura 7. Numero de condigcao das matrizes de rigidez e massa locais vs.
p, considerando-se as defini¢des de k1, k2 e k3 (tridngulos)
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p, considerando-se as defini¢oes de k1, k2 e k3 (tetraedros)
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Esparsidade das matrizes de rigidez e massa locais

A seguir s@o apresentados resultados sobre o grau de esparsidade das matrizes de rigidez
e massa locais para os diferentes tipos de elementos triangulares e tetraédricos considerados
previamente. Observa-se que as integrais nas matrizes de rigidez e massa locais foram
obtidas de forma exata a partir do programa de manipulagdo simbdélica MATHEMATICA
3.0. A nao utilizacdo de procedimentos numéricos de integracao permite uma avaliagdo
precisa da ortogonalidade entre as funcgoes hierarquicas analisadas e consequentemente da
esparsidade das matrizes locais. Assim como na anélise do condicionamento, as matrizes
de rigidez locais também sao obtidas a partir do operador de Laplace sobre o triangulo ou
tetraedro padroes. O grau de esparsidade é computado como o inverso da densidade do
elemento,? i.e., a fracao de elementos nulos presente nas matrizes de rigidez e massa locais.

100 100

90 |—% szabo 90F |—x Szabo
-0 Camevali A -0 Camevali
80 X Webb oot 80 X Webb
--+ Sherwin
O Propostas

Yy

70k |-+ sherwin
O Propostas

o]
<
=}
3

Q%

%

60

Esparsidade (%)
Esparsidade (%)

2 3 8 9 10

4 5 6 7 4 5 6 7
Ordem Polinomial Ordem Polinomial

a) Matriz de rigidez b) Matriz de massa
Figura 9. Porcentagem de elementos nulos das matrizes de rigidez e massa locais vs. ordem
polinomial p (tridngulos)

Szabé Camnevali Webb Sherwin Propostas

a0
nz=2146 nz=1114 nz=2852

a) Matriz de rigidez

Propostas

b) Matriz de massa

Figura 10. Padrao de esparsidade das matrizes de rigidez e massa locais associadas aos cinco
tipos de fungdes hierdrquicas estudados (tridngulos)

Triangulos
Na Figura 9, a porcentagem de elementos nulos das matrizes de rigidez e massa lo-
cais é mostrada em funcao da ordem polinomial p das funcoes hierarquicas analisadas

(p=1,...,10).
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Observa-se que os maiores niveis de esparsidade com o aumento da ordem polinomial
p acontecem para o conjunto de fungdes de forma proposto por Sherwin & Karniadakis,©
tanto para as matrizes de rigidez quanto para as de massa. Esse fato demonstra que os
polinémios de Jacobi, tal como empregados nessa formulagao, conferem uma acentuada
ortogonalidade a essas funcoes de forma. Da mesma maneira, verifica-se que a propriedade
de ortogonalidade entre essas funcoes é preservada entre as suas derivadas.

A Figura 10 mostra o padrao de esparsidade encontrado nas matrizes de rigidez e massa
locais associadas aos cinco tipos de fungoes hierarquicas estudadas.

Tetraedros

Na Figura 11, a porcentagem de elementos nulos das matrizes de rigidez e massa locais
é mostrada em funcdo da ordem polinomial p das fung¢oes hierdrquicas analisadas (p =
1,...,8).
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Figura 11. Porcentagem de elementos nulos das matrizes de rigidez e massa locais vs. ordem
polinomial p (tetraedros)
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b) Matriz de massa

Figura 12. Padrao de esparsidade das matrizes de rigidez e massa locais associadas aos cinco
tipos de fungdes hierdrquicas estudados (tetraedros)

Observa-se novamente em ambos os casos (rigidez e massa) que os maiores niveis de
esparsidade com o aumento da ordem polinomial p ocorrem para o conjunto de funcoes
proposto por Sherwin & Karniadakis'®.
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A Figura 12 mostra o padrao de esparsidade encontrado nas matrizes de rigidez e massa
locais associadas aos cinco tipos de fungoes hierarquicas estudadas.

Esparsidade e condicionamento das matrizes de rigidez locais para o caso de
elementos distorcidos

Apresenta-se a seguir uma analise sobre o efeito da distor¢cao dos elementos estudados
nos niveis de esparsidade e condicionamento das matrizes de rigidez locais. A andlise se
resume as distorcoes do tipo linear uma vez que na maior parte das situagoes os elementos
da malha sao descritos por funcoes de mapeamento lineares*. A mesma andlise nao se
repete para as matrizes de massa ji que as distorgoes lineares nao alteram suas carac-
teisticas de esparsidade e condicionamento (fungoes de mapeamento lineares produzem
jacobianos de transformacgao constantes de modo que as matrizes de massa locais, para
os elementos padroes e distorcidos, diferem somente por um fator constante). Emprega-se
a mesma metodologia de analise utilizada anteriormente, considerando-se agora dois casos
de distor¢ao: alongamento (dimensoes de base e altura na proporcao 1 : 16 para tridangulos
e dimensoes de comprimento, largura e altura na proporgao 1 : 1 : 16 para tetraedros) e
achatamento (dimensdes na proporcao 16 : 1 para triangulos e 16 : 1 : 1 para tetraedros).

Triangulos

A Figura 13 apresenta os ntimeros de condicao obtidos a partir das matrizes de rigidez
locais em func¢ao da ordem polinomial p das fungdes hierdrquicas analisadas (p = 1,...,10).
Consideram-se as trés metodologias de calculo adotadas e em cada uma delas o primeiro e
o segundo casos de distorgao (alongamento e achatamento).
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Figura 13. Numero de condigdo das matrizes de rigidez locais vs. ordem polinomial p
considerando-se as definigbes de k1, k2 € k3, € ambos os casos de distor¢ao: (a)
alongamento e (b) achatamento (tridngulos)

Observa-se, a partir dos dois dltimos conjuntos de graficos, uma elevacao dos ntimeros
de condicao das matrizes de rigidez locais em relacao ao comportamento demonstrado na
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Figura 7. Nota-se ainda que as menores sensibilidades a distorcao linear, para o caso de
alogamento, foram apresentadas pelas funcoes sugeridas por Sherwin & Karniadakis'® e
aquelas propostas neste trabalho. Para o caso de achatamento, as menores sensibilidades a
distorcao foram demonstradas pelas funcoes sugeridas por Webb & Abouchakral!?.

A Figura 14 apresenta a porcentagem de elementos nulos das matrizes de rigidez locais
em funcao da ordem polinomial p das fungdes hierdrquicas analisadas (p = 1,...,10) quando
se consideram os dois casos de distorgao.

100, 10
90 |— Szabo 90 |—x% szabo
-0 Camevali _ -0 Carmnevali
807 1 x webb et 80 X Webb T
70F |-+ Sherwin AT o"e/— 70k |-+ Sherwin 4T g
O Propostas + o-" O Propostas + e
- g

Esparsidade (%)
Esparsidade (%)

8 9 10

4 5 6 7
Ordem Polinomial

b) Achatamento

4 5 6 7
Ordem Polinomial

a) Alongamento

Figura 14. Porcentagem de elementos nulos das matrizes de rigidez locais vs. ordem poli-

nomial p: (a) tridngulos padrdes alongados; (b) tridngulos padrées achatados

Comparativamente a Figura 9, é possivel notar que apenas o elemento sugerido por
Sherwin & Karniadakis'® nao apresentou queda nos niveis de esparsidade das matrizes de
rigidez locais sob o efeito das distorgoes lineares (alongamento e achatamento).

Tetraedros

A Figura 15 apresenta os niimeros de condicao obtidos a partir das matrizes de rigidez

. ~ . . ~ ., : .
locais em funcdo da ordem polinomial p das fungoes hierdrquicas analisadas (p =1,...,8).
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Figura 15. Numero de condigdo das matrizes de rigidez locais vs. ordem polinomial p
considerando-se as definigbes de k1, k2 € k3, e ambos os casos de distor¢ao: (a)
alongamento e (b) achatamento (tetraedros)
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Consideram-se as trés metodologias de calculo adotadas e em cada uma delas o primeiro e
o segundo casos de distorgao (alongamento e achatamento).

Assim como no caso dos elementos triangulares, observa-se uma elevacao dos nimeros
de condicao das matrizes de rigidez locais em relacao ao comportamento demonstrado na
Figura 8. Da mesma maneira, nota-se que os comportamentos demonstrados pela distorcao
dos elementos tetraédricos é andlogo aquele exibido pelos elementos triangulares.

A Figura 16 apresenta a porcentagem de elementos nulos das matrizes de rigidez locais
em fungao da ordem polinomial p das fungoes hierarquicas analisadas (p = 1,...,8) quando
se consideram os dois casos de distorgao.

100 100

90F | —x Szab6 1 90F | —x Szab6
-0 Carnevali -0 Carnevali
8o X Webb i 8o X Webb
70 |-+ Sherwin i 70l |--+ Sherwin
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- % «
< e
20 o % i
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10 © o
2 4 5 7 8 2 3 4 5 6 7 8
Ordem Polinomial Ordem Polinomial
a) Alongamento b) Achatamento

Figura 16. Porcentagem de elementos nulos das matrizes de rigidez locais vs. ordem poli-
nomial p: (a) tetraedros padrdes alongados; (b) tetraedros padrdes achatados

Comparativamente a Figura 11, é possivel notar que as distor¢oes lineares (alongamento
e achatamento) provocaram, em geral, uma queda nos niveis de esparsidade das matrizes
de rigidez locais, tendo sido o elemento proposto por Sherwin & Karniadakis'® o menos
afetado.

CONCLUSOES

Dentro do conjunto de andlises conduzido neste trabalho, pode-se dizer que, relativamente
ao condicionamento, as funcoes hierarquicas associadas a triangulos e tetraedros sugeridas
por Webb e Abouchakra*® demonstraram, na maioria dos casos, os melhores resultados.
Essas funcoes apresentaram em geral, os menores nimeros de condi¢do com o aumento
da ordem polinomial p. Ainda dentro desse tipo de analise, observou-se que as funcoes
hierdrquicas propostas por Sherwin & Karniadakis'® e aquelas sugeridas neste trabalho
também alcangaram resultados expressivos, com a vantagem sobre as funcoes de Webb e
Abouchakra de nao necessitarem de procedimentos especiais de integracao numérica. No que
diz respeito as andlises sobre esparsidade, as fungoes propostas por Sherwin & Karniadakis'®
foram nitidamente superiores em todos os casos.

Tendo em vista que os padroes de condicionamento e esparsidade das matrizes locais
influenciam os das matrizes globais®™!5 e que essas propriedades por sua vez sao de extrema
relevancia para o emprego de métodos iterativos na solucao de sistemas lineares, este
trabalho teve como objetivo central selecionar o conjunto de fungoes de forma mais adequado

para a utilizagdo de métodos iterativos e multigrid algébricos quando aplicados as versoes p
e hp do MEF.
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APENDICE

A seguir apresenta-se um programa computacional elaborado com o auxilio do software
MATHEMATICA 3.0 para a geracao das fungbes e respectivas derivadas associadas ao
elemento tetraédrico de Sherwin & Karniadakis'®. Uma versdo desse programa para as
funcdes de Webb & Abouchakra!® associadas a elementos triangulares pode ser encontrada

em9 .

(* Calculo das Funcoes de Forma Hierarquicas e Derivadas para *)
(* Elementos Tetraedricos de S. J. Sherwin & G. Karniadakis, 1995 *)
p = 8; (* Ordem da funcao de maior grau *)

bet = 1;
(* Calculo dos Polinomios de Jacobi para ”alf” variavel e "bet” = 1 *)
Do

PF1[0,alf] = PF2[0,alf] = PF3[0,alf] = PF4[0,alf] = PI1[0,alf] = PI2[0,alf] = 0;
PF1[1,alf] = PF2[1,alf] = PF3[1,alf] = PF4[1,alf] = PI1[1,alf] = PI2[1,alf] = 1;
Do|

i=j-lLu=i-1;g=alf +bet +i;s=g + u;
h=s+1;t=s-1;b=2igt;c=hst;

e = s (alf? - bet?); f = 2 (alf + u)(bet + u) h;

PF1[j,alf] = ((c x1 + e)/b) PF1[j-1,alf] - (f/b) PF1[j-2,alf]
PF2[j,alf] = ((c x2 + e)/b) PF2[j-1,alf] - (f/b) PF2[j-2,alf];
PF3[j,alf] = ((c x3 + e)/b) PF3|[j-1,alf] - (f/b) PF3[j-2,alf];
PF4[j,alf] = ((c x4 + e)/b) PF4[j-1,alf] - (f/b) PF4[j-2,alf]
PI1[j,alf] = ((c z1 + e)/b) PI1[j-1,alf] - (f/b) PI1[j-2,alf];
PI2[j,alf] = ((c 22 + ¢)/b) PI2[j-1,alf] - (£/b) PI2[j-2,alf]
7j727p

]

alf,0,20

]

(* Calculo dos Polinomios de Jacobi para ”alf” = 1 e "bet” =1 *)
QA1[0] = QA2[0] = QA3[0] = QA4[0] = QA5[0] = QA6[0] = 0;
QAI[1] = QA21] = QA3[1] = QA4[1] = QAB[1] = QAG[1] = I
QF1[0] = QF2(0] = QF3[0] = QF4[0] = QI[0] = 0;

QF1[1] = QF2[1] = QF3[1] = QF4[1] = QI[1] =1;

Dol

i=j-Lu=i-1;g=1+Dbet +i;s=g+ u;
h=s+1;t=s-1;b=2igt;c=hst;

e=s(1-bet?); f=2 (1 + u)(bet + u) h;

I

,alf

7

QA1[j] = ((c y1 +¢) / b) QA1[j-1] - (f/b) QAL[}-2];
QA2[j] = ((c y2 + ¢) / b) QA2[j-1] - (f/b) QA2}-2];
QA3[j] = ((c y3 + ¢) / b) QA3[}-1] - (f/b) QA3[}-2];
QA4[j] = ((c y4 + ¢) / b) QA4[}-1] - (f/b) QA4[}-2];
QAS5[j] = ((c y5 +€) / b) QA5[}-1] - (f/b) QAB[j-2];
QAG[j] = ((c y6 + ¢) / b) QAG[}-1] - (f/b) QAG[}-2];
QF1[j] = ((c wl + e) / b) QF1[j-1] - (f/b) QF1[}-2J;
QF2[j] = ((c w2 + e) / b) QF2[j-1] - (f/b) QF2[j-2J;
QF3[j] = ((c w3 + e) / b) QF3[j-1] - (f/b) QF3[}-2J;
QF4[j] = ((c w4 + ¢) / b) QFA[j-1] - (f/b) QF4[j-2J;
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QIfj] = ((c w5 +e) / b) QI[j-1] - (f/b) QI[j-2]
Js2,p

(* Calculo das funcoes de forma hierarquicas nas coordenadas *)
(* de volume L1, L2, L3 *)

(* Funcoes de Vertice *)

VF[0] = L1; VF[1] = L2; VF[2] = L3; VF[3] = L4;

aa = -06;

bb = -4;

Do (* Funcoes de Aresta *)

aa = aa + 6;

yl = (L2-L1)/(1- L3 - L4);

AF[aa] = L1 L2 QA1[ip-1] (1 - L3 - L4)lp — 2);

y2 = ((213)/(1- L4) - 1);

AF[aa+1] = L2 L3 QA2[ip-1] (1 - L4)lip — 2);

y3 = ((213)/(1- Ld) - 1);

AF[aa+2] = L1 L3 QA3[ip-1] (1 - L4)lip — 2);

vd=214-1;

AF[aa+3] = L1 L4 QA4[ip-1];

yo=214-1;

AF[aa+4] = L2 L4 QA5[ip-1];

v6 =2 L4 - 1;

AF[aat5] = L3 L4 QAG[ip-1];

Do| (* Funcoes de Face *)

bb = bb + 4;

ni=ip-3-1i

x1 = ((2L3)/(1-L4) - 1);

wl = (L2 - L1)/(1 - L3 - L4);

FF[bb] = L1 L2 L3 QF1[ni+1] (1 - L3 - L4)" PF1[i+1,2 ni+3] (1 - L4)7;
x2 = (2L4-1);

w2 = (L2 - L1)/(1 - L3 - L4);

FF[bb+1] = L1 L2 L4 QF2[ni+1] (1 - L3 - L4)" PF2[i+1,2 ni+3];
x3 = (214 - 1);

w3 = ((2L3)/(1-14) - 1);

FF[bb+2] = L2 L3 L4 QF3[ni+1] (1 - L4)" PF3[i+1,2 ni+3];
x4 = (21L4-1);

wd = ((2 L3)/(1-14) - 1);

FF[bb+3] = L1 L3 L4 QF4[ni+1] (1 - L4)" PFA[i+1,2 ni+3]
,1,0,ip-3

]

Ap,2,p

]

cc = -1;

Dol

Dol

Dol (* Funcoes Internas *)

cc = cc + 1

ro=1ip-4-j;
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mi=j-k;

w5 = (L2 - L1)/(1 - L3 - L4);

z1 = ((2L3)/(1-L4) - 1);

z2 = (214 - 1);

IF[cc] = L1 L2 L3 L4 QIfro+1] (1 - L3 - L4)"0 PI1[mi+1,2 ro+3]
(1 - L4)™i PI2[k+1,2 ro+2 mi+5]

7k707j

]

7j>07ip'4

]

Ap,4,p

]

(* Avaliacao das funcoes de forma hierarquicas nas coordenadas locais *)
(* csi, eta, zeta *)

L1 = 1-L2-L3-L4;

L2 = (1+csi)/2;

L3 = (1+eta)/2;

L4 = (14zeta)/2;

(* Impressao das Funcoes de forma hierarquicas na tela*)
(* Funcoes de Vertice *)

Do|

Print[”VF[”,n,”] = 7 ,CForm|[Simplify[VF[n]]]]

,n,0,3

]

(* Funcoes de Aresta *)

Do|

Print[”AF[”,n,”] = 7 ,CForm[Simplify[AF [n]]]]
,0,0,6(p-1)-1

]

(* Funcoes de Face *)

Do|

Print[”FF[”,n,”] = 7,CForm[Simplify[FF[n]]]]

1,0,2(p-1)(p-2)-1

]

(* Funcoes de Internas *)

Do|

Print["IF[” ,n,”] = 7 ,CForm[Simplify[IF n]]]]
],H,O,(p-l)(p-2)(p—3)/6-l

(* Calculo das derivadas das funcoes hierarquicas em relacao as *)
(* coordenadas locais csi, eta, zeta. Impressao na tela *)
n=-3; (* Funcoes de Vertice *)

Dol

n=n-+3;

desiVF[i] = D[VFi], csil;

detaVF[i] = D[VF[i], eta];

dzetaVF[i] = D[VF]i], zetal;

Print[”desiVF[" n,”] = 7,CForm[Simplify[dcsiVF[i]]]];
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Print[”detaVF[” ,n+1,”] = 7 ,CForm[Simplify[detaVF[i]]]];

Print[”dzetaVF [’ n+2,”] = 7 ,CForm[Simplify[dzetaVF|i]]]]

1,0,3

]

n=-3; (* Funcoes de Aresta *)

Do

n=n+3J3;

dcsiAF[i] = D[AF[i], csi];

detaAF[i] = D[AFJi, etal;

dzetaAF[i] = D[AF[i], zeta];

Print[”dcsiAF[”,n,”] = 7,CForm[Simplify[dcsiAF[i]]]];

Print[”detaAF[” ,n+1,”] = 7 ,CForm[Simplify[detaAF[i]]]];

Print[”dzetaAF [’ n+2,”] = 7 ,CForm[Simplify[dzetaAF|i]]]]

3,0,6(p-1)-1

]

n=-3; (* Funcoes de Face *)

Do|

n=n+3;

dcesiFF[i] = D[FF[i], csi;

detaFF[i] = D[FF[i], eta];

dzetaFF|i| = D[FF[i], zetal;

Print[’desiFF[" n,”] = 7,CForm[Simplify[dcsiFF[i]]]];

Print[’detaFF[”,n+1,"] = 7 ,CForm[Simplify[detaFFi]]]];

Print[’dzetaFF[” ,n+2,”] = 7 ,CForm[Simplify[dzetaFFi]]]]
(p-

1,0,2(p-1) (p-2)-1

]

n=-3; (* Funcoes Internas *)
Do

n=n+3J;

desilF[i] = D[IF[i], csi];

detalF[i] = D[IF[i], etal;

dzetalF[i] = D[IF[i], zeta];

Print[”dcsilF[”,n,”] = 7 ,CForm[Simplify[dcsilF|i]]]];
Print[”detalF[”,n+1,”] = 7 ,CForm[Simplify[detalF[i]]]];
Print[”dzetalF[” n+2,”] = ” ,CForm|[Simplify[dzetalF|i]]]]

ii,O,(p—l) (p-2)(p-3)/6-1



