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Resumen El cédigo PUMI se ha desarrollado en CIM-
NE para resolver rapidamente problemas de flujo com-
presible alrededor de geometrias complejas. En la ac-
tualidad se llevan a cabo de manera rutinaria célculos
con mallas que contienen decenas de millones de ele-
mentos. PUMI fue disenado especificamente para tratar
problemas de esta escala usando hardware modesto; por
tanto la eficiencia del codigo ha sido uno de los objetivos
fundamentales durante su diseno. Se buscé una utiliza-
ci6on minima de memoria, excelente comportamiento en
entornos de ejecucién secuencial y escalado satisfacto-
rio hasta un ntimero moderado de procesos (para su
uso eficiente en estaciones de trabajo multiprocesador).
Para facilitar en lo posible las tareas de generacién de
mallas se eligié una formulacién no estructurada basa-
da en elementos finitos. El presente articulo describe los
fundamentos tedricos del algoritmo asi como detalles de
implementacién que mejoran la robustez y eficiencia del
cédigo.

PUMI: AN EXPLICIT UNSTRUCTURED
SOLVER FOR THE EULER EQUATIONS

Summary The PUMI flow solver has been developed
at CIMNE in order to address the need for fast solutions
of the flow field around complex geometries. Nowadays
calculations involving a number of cells on the order
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of tens of millions are performed routinely. PUMI was
created to deal with this kind of large-scale problem
using modest hardware, therefore special emphasis was
placed on the computational efficiency of the code. De-
sign guidelines where minimum memory requirement,
very fast single-threaded performance as well as satis-
factory parallel scaling up to a moderate number of
threads (as found on current entry-level SMP worksta-
tions) . In order to simplify the mesh generation acti-
vities an unstructured finite element formulation was
selected. This paper describes the theoretical basis of
the algorithm as well as details of the implementation
that increase the robustness and efficiency of the code.

1. Introduccién

La incesante busqueda por parte de la industria ae-
roespacial de mejoras en la economia, comodidad, se-
guridad y respeto por el medio ambiente ha impulsado
el desarrollo de la mecédnica de fluidos computacional.
Los elevados costes y tiempos de preparaciéon asocia-
dos con los ensayos en tinel de viento combinados con
el enorme aumento de la capacidad de calculo disponi-
ble han impulsado tremendamente el uso de la simula-
cién numérica. A dia de hoy configuraciones complejas
en 3D (p. €j. aviones completos) se analizan de mane-
ra rutinaria. Se necesitan pues programas de céalculo
eficientes que permitan obtener resultados detallados
en un tiempo minimo. El método mas econémico para
obtener resultados realistas en régimen transénico (la
principal drea de interés de la industria aerondutica) lo
constituyen las ecuaciones de Euler (modelos mds sen-
cillos como los métodos de paneles no ofrecen resulta-
dos satisfactorios cuando los efectos de compresibilidad
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se hacen importantes). Aunque en la actualidad exis-
ten métodos mds precisos (RANS fundamentalmente,
va que LES es demasiado oneroso para su aplicacién en
tareas de produccién) la solucién no viscosa es a menu-
do adecuada para tareas de diseno preliminar. Adems4s,
esta soluciéon puede mejorarse mediante el acoplamien-
to con un cédigo de capa limite para capturar efectos
viscosos manteniendo el coste computacional en niveles
reducidos. Mds atn, en el nicleo de cualquier cédigo de
NS se encuentra un solver de Euler y por tanto es una
herramienta muy importante para desarrollos futuros.
Puesto que CIMNE es un centro de investigacién orien-
tado al desarrollo de software y métodos numéricos no
dispone de grandes recursos de cédlculo. Por tanto, para
cooperar efectivamente con la industria aeroespacial ne-
cesita un codigo de analisis adecuado para su ejecucién
en hardware modesto pero que proporciones soluciones
en un tiempo razonable. PUMI se desarroll6 para satis-
facer esta necesidad. Ademas, para facilitar su integra-
cién con el resto de software de CIMNE, se opté por
el método de los elementos finitos (actualmente CIM-
NE persigue la integracién de sus cédigos en un entorno
de desarrollo comiin especialmente adaptado a los ele-
mentos finitos [1]). Para acelerar la ejecucién y reducir
los requisitos de memoria se eligié una estructura de
almacenamiento por aristas. Como se vera mas adelan-
te, estas decisiones conducen a una un algoritmo que
presenta una notable similitud con una formulacién de
volumenes finitos. Esto permite aplicar, sin necesidad
de grandes cambios, numerosas técnicas desarrolladas
por la comunidad de voliimenes finitos. Para permitir
el uso eficiente del programa en estaciones de trabajo
multi-procesador, el cédigo ha sido paralelizado usando
directivas de compilacién Open-MP.

La primera seccién del presente articulo describe las
ecuaciones bésicas, su formulacién débil que permite la
aplicacién del método de los elementos finitos asi co-
mo las particularidades debidas al almacenamiento por
aristas. A continuacién se presenta la implementacién
del algoritmo, incluyendo detalles sobre las técnicas de
estabilizacion, aceleracién de la convergencia y optimi-
zacién del cédigo. Para terminar, se muestra un caso
practico de aplicaciéon a un problema de interés indus-
trial para ilustrar las capacidades del software.

2. Ecuaciones basicas

Se parte de las ecuaciones de Euler formuladas en
una referencia euleriana (fija en el espacio) y escritas
en variables conservativas (para facilitar la obtencién
la ondas de choque posicionadas correctamente)

F
@—I—Q:O for

5+ 9 k=1.3 (1)

siendo @ el vector de variables conservativas y Fy el
flujo convectivo en la k-ésima direccién

p U;
Ur u; Uy + pdit
&= |Uz| F;=|uUs+pdss (2)
Us u; Uz + pds3
e uzh

donde 4;; is la delta de Kronecker. El vector de esta-
do contiene la densidad, el momento (U; = pu;) y la
energia total (interna y cinética) por unidad de volu-
men del fluido. Suponiendo que el fluido se comporta
como un gas ideal, las expresiones para la energia total,
entalpia y ecuacién de estado son

u? u?
c=r (o) pmctr=oare D)
p=pRT R=cp,—c,

Para resolver las ecuaciones se necesitan condiciones
de contorno apropiadas. En las paredes impermeables
se impone la condicién de deslizamiento (velocidad pa-
ralela a la superficie)

ux) n=0VxeXs (4)

donde ) ¢ representa a la frontera del sélido. Tam-
bién son precisas condiciones para el campo lejano, que
varian segun el flujo sea subsénico o supersénico

D P, for x o0 if My <1 (5)
D P, for x >00” if Mo >1

El simbolo oo™ indica las condiciones del flujo sin
perturbar (aguas arriba, lejos del sélido). Para mejorar
el condicionamiento de las ecuaciones y obtener resul-
tados mas generales es recomendable escribir las ecua-
ciones en forma adimensional. Eligiendo las siguientes
variables

~  tceso - €T; N Uj ~ Uj
L . L b Coo pOOCOO

- p R e ~ h - T
p= 2 ¢ ;- h= > =

PooCo PooCo PooC Co

(6)

las ecuaciones se transforman en
ob  OF,
—+—=0 for k=1...3 7
ot 0Ty, ( )

En (6) L representa la longitud caracteristica del
problema, p. v ax la densidad y velocidad del soni-
do (a? = yRT) del fluido sin perturbar (las condiciones
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aguas arriba a gran distancia de las paredes). Los vecto-
res adimensionales de incégnitas y flujos se convierten
en

p U;
U, @; Uy + poi
&= |U,| Fi=|@wUs+pdso (8)
Us @;Us + Pois
€ u;h

Con este cambio las relaciones termodinamicas para
el gas ideal resultan:

Las condiciones para el campo lejano son ahora mu-
cho mas sencillas

R
|
8

© MZ (10)
1
Ty-1) 2

Es facil demostrar que tanto la presién como la tem-
peratura adimensionales de la corriente no perturbada
valen 2 5 Por tanto la solucién adimensional es funcién
Unicamente del nimero de Mach, la relacién de calores
especificos y la forma (no el tamano) del sélido. Un be-
neficio adicional es que los pardmetros adimensionales
son de orden unitario y mejoran el condicionamiento del
sistema. De ahora en adelante, para mantener la clari-
dad, se omitir4 la tilde de las variables adimensionales.
Se supondra siempre que se estd empleando la forma
adimensional de las expresiones.

Para obtener la aproximacién mediante elementos
finitos del sistema (7) se parte de la forma débil de las
ecuaciones diferenciales [2]. Sea W una funcién de prue-
ba genérica definida en el interior del dominio fluido. La
forma débil del balance de flujos es:

/W (8@ 8F‘“) A2=0Y W (11)
8xk

En tanto (11) se cumpla para cualquier W, las dos
formas son equivalentes. A continuacién se usa el méto-
do de Galerkin para construir una solucién aproximada
@ que es una combinacién lineal de los valores nodales
y las funciones de interpolacién IV;.

&(x) = =N, &

Nj(x)é(xj) (12)

En (12) se supone que se suma sobre el indice repe-
tido y que el superindice indica valores nodales. Para el
caso especifico de los elementos finitos las funciones de
interpolacion son las funciones de forma que se definen
de manera elemental. Cumplen la propiedad

Ni(xj) = (5”‘ (13)

La forma semi-discreta de (11) es

/ N; (Njéj aFk) df2 =0 for i =1..np0de (14)
Q Oy,

donde el punto sobre el vector de estado indica la de-
rivada temporal. En (14) aparecen tantas ecuaciones
como incégnitas (cinco por nodo) y por tanto el siste-
ma puede resolverse para obtener los valores nodales de
la solucién aproximada (siempre y cuando se impongan
correctamente las condiciones de contorno). Las inte-
grales en (14) se calculan usando la cuadratura numéri-
ca de Gauss. La manera consistente de obtener los flujos
en los puntos de integracion seria:

FIP — R, (és“’) F (N (x!P\¢’ ) (15)

Para mejorar la eficiencia del algoritmo se supondra
que pueden interpolarse los flujos en el interior de los
elementos a partir de sus valores nodales [3]. Esto equi-
vale a usar la cuadratura de Lobato para los flujos y no

afecta sensiblemente al resultado final
Fj, = NjFi(x)) = N;F} (16)

Con este cambio (14

L. ON.: /~. )
/QNi <Nj¢1 + %1: (Fi)) d2 =0 for i =1..n,0de

(17)

) se transforma en

Trasladando el término que contiene los flujos al la-
do derecho y empleando notacién matricial la derivada
temporal del vector de estado se puede escribir como

i =M-r
M= /NNdQ

/N ON; dQFj

siendo M la matriz de masas consistente. Para evitar
tener que resolver un sistema lineal de ecuaciones a cada
paso la matriz de masas consistente suele reemplazarse
por su variante diagonal definida de la siguiente manera

M =6 M;; (19)

(18)



132

R. Flores, E. Ortega y E. Onate

Con este cambio el proceso de inversién resulta tri-
vial. Para mejorar la eficiencia del algoritmo es preciso
manipular el vector de residuos (r). En primer lugar se
divide el residuo de la i-ésima ecuacién en dos partes:

Py /Q N, N, d2 i - /!2 N, N, dQF (20)
JFi

where N; = aNj.

&rk

En la expresion anterior no existe sume sobre el indi-
ce i, y la suma sobre j se extiende a todos los valores
posibles salvo i. De ahora en adelante, para obtener ex-
presiones més compactas, se omitira el signo de suma
pero esta salvedad se mantiene (esto es, ¢ no entra en
la suma sobre j). Integrando (20) por partes se obtiene

T‘Z:/szkN]dQﬁij/N77kdeQF,z

! 0 (e

—/NiNjndeF,g—f/NiNindeF,f;
r 2 r

donde se ha definido el flujo numérico en la entrefase
como

F}) =Fi +F)] (22)

Nétese que (22) es el doble de la media de los va-
lores nodales. La expresién (21) debe simetrizarse para
obtener el maximo beneficio de la estructura de datos
por aristas

1

' = 5/ (Nix Nj = Ni Nj ) d2F}?
0

+/ NiNjndeF;’j—/ Nix N;jdQF,  (23)
r 2
| -
r 2 r

Empleando la propiedad de las funciones de forma
N, =1-> ki N; puede llegarse a la siguiente expresion
para el residuo

o
4 =3 /Q (Nik Nj = Ni Nj i) df2

.. 1
b;J:—f/NzNJnde
2 I
Cz:—/NiNinde
r

Las funciones de forma del nodo 7 son nulas en cual-
quier elemento que no contenga dicho nodo; por tanto
las integrales en (24) sélo deben ser calculadas para pa-
res de nodos 7j que compartan algiun elemento. A estas

parejas se las denomina aristas computacionales. Cuan-
do el elemento es un simplice (un tridngulo en 2D o un
tetraedro en 3D) las aristas computacionales coinciden
con las geométricas; en otro caso apareceran aristas in-
ternas adicionales. Nétese que los coeficientes d son an-
tisimétricos, esto significa que sélo es preciso almacenar
la mitad del total. Mas atn, los términos b y ¢ son nulos
para las aristas internas reduciendo en gran medida el
espacio de almacenamiento preciso [4].

El hecho de que los coeficientes d sean antisimétricos
implica que el esquema (18) es conservativo. Esto es,
la contribucién neta del residuo es nula para cualquier
arista interna (que no contenga nodos en la superficie)

ri vl =dJFY + d'F) = dJFT —dIF =0 (25)
El empleo de la expresién (24) para el residuo pro-
porciona importantes ahorros tanto en el ntimero de
operaciones como en términos de acceso a la memo-
ria [5]. Cabe mencionar que para aristas interiores el
término d que aparece en la expresién es muy similar
al que se obtendria en el caso de un esquema de voliime-
nes finitos centrado en las celdas si los baricentros de
éstas ultimas se encontrasen en los nodos de la mala
de elementos finitos. Por tanto, la mayoria de las técni-
cas desarrolladas para su uso en cédigos de volumenes
finitos no estructurados pueden aplicarse también a la
formulacién de elementos finitos basada en aristas.

3. Estabilizacién convectiva

La formulacién basica de Galerkin, al ser equivalen-
te a un esquema de diferencias finitas de segundo orden
adolece de las mismas limitaciones que éste. En particu-
lar, es susceptible a la aparicién de oscilaciones espurias
que contaminan la solucién [6]. Para evitar la aparicién
de soluciones no fisicas debe anadirse algin mecanis-
mo de estabilizacién al esquema de Galerkin original.
Puesto que las ecuaciones de Euler constituyen un sis-
tema hiperbdlico, representan la propagacién de ondas.
Por tanto las técnicas de upwinding desarrolladas para
la ecuacion de ondas se pueden extender exitosamente
a las ecuaciones de Euler. Esto se logra efectuando un
cambio de variables que desacople el sistema (7). Los
jacobianos del flujo (A;) se definen como

OF; od
i Ali
Los jacobianos representan las derivadas de los vec-

tores de flujo respecto a las variables de estado. Se

da la circunstancia de que los flujos son funciones ho-

mogéneas de las variables conservativas, por tanto tam-
bién es posible escribir

F, = A& (27)

(26)
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Sustituyendo (26) en (7) se obtiene la forma casi-
lineal de las ecuaciones de Euler

8¢+A8¢

Noétese que el sistema (28) no es realmente lineal
va que los jacobianos son funciones de @. Sin embargo,
si se consideran pequenas fluctuaciones alrededor de un
estado de equilibrio, es aceptable linealizar el comporta-
miento y suponer que los jacobianos son constantes. En
aras de simplicidad, la discusién que sigue supondrd un
flujo unidimensional segin la direcciéon z, los resultados
son validos para cualquier direccién arbitraria. Para el
caso 1D (28) se reduce a
od od
N + A% =0 (29)

Se ha descartado el subindice ya que sélo existe una
direccién espacial. Que el sistema de ecuaciones sea hi-
perbdlico implica que los autovalores del jacobiano son
siempre reales. Puede construirse un juego completo de
autovectores [9]

ARy = MRy (30)
tales que el jacobiano se puede escribir como
A=RA Ril donde Aij = JZJAZ (31)

La matriz A es diagonal y contiene los autovalores
del jacobiano. Multiplicando (29) por R™! se obtiene
od 0P
R'— +RMARR )~ =0 32
o " ( ) o (32)
Utilizando la descomposicién en autovectores de A y
el cambio de variable ¢ = R™!® el sistema se convierte
en

% 2% _

ot dr

Puesto que la matriz A es diagonal, todas las ecua-
ciones en (33) quedan desacopladas. La evolucién de
cada una de las componentes de ¢ (denominadas varia-
bles caracteristicas) queda descrita por la ecuacién de
ondas. Las velocidades de onda son los autovalores del
jacobiano. Existen tres autovalores diferentes:

(33)

AM=u-+c
Ae=u—c (34)
)\3:u

Los dos primeros autovalores representan perturba-
ciones acusticas y el tercero ondas de entropia. En el
caso multidimensional el tercer autovalor es muiltiple
debido a la existencia de ondas de vorticidad que via-
jan a la misma velocidad que el fluido.

Una técnica popular para estabilizar el comporta-
miento numérico de la ecuacion de ondas es el upwin-
ding. Al utilizar diferencias hacia atras en lugar de cen-
tradas para el término convectivo se resuelve el proble-
ma de las oscilaciones espurias [7]. Este remedio puede
aplicarse a las variables caracteristicas en (33), sin em-
bargo, debe recordarse que el sentido de diferenciacién
correcto no es el mismo para todas las componentes de
la solucién. En efecto, salvo en caso de flujo supersénico
(u>c) no todos los autovalores en (34) tienen el mismo
signo (es decir, no todas las ondas viajan en el mismo
sentido). Por tanto, el sentido de diferenciacién debe
elegirse componente por componente. En el contexto de
un cédigo de elementos finitos por aristas el upwinding
se consigue sustituyendo el flujo en la entrefase por su
valor aguas arriba de la arista. Si se define un flujo ca-
racterfstico en (33) como f;, = Agp,. (donde el subindice
k denota una componente caracteristica concreta) pue-
de reescribirse el sistema de la siguiente forma
T + e 0 (35)
que tiene la misma forma que (7) y permite pues el
uso de la discretizacién (24). Para una arista interna se
tiene

ri, = d7f7 = dV (£ +£]) (36)

Supdngase que el eje apunta desde en nodo ¢ hacia
el nodo j. Dependiendo del signo de la velocidad de
propagacion la aproximacion aguas arriba de (36) es

r“Upwind = d(2f}) = d” (flij — (f] - fé)) if Ay >0

Tl ping = €7 CE)) = 4 (67 + (6 — 1)) if Ay <0
(37)

que puede reescribirse como

g = 47 (87 = Mol —9h)) i A >0 -

Tl poina = @7 (57 + M@l —0h)) if A <0

Las dos expresiones en (38) se pueden combinar [6]
en

T punina = 47 (57 = el (0 = 1)) (39)

Definiendo la matriz |A| como aquella que contiene
en su diagonal el valor absoluto de los autovalores, la
aproximacién aguas arriba de (35) se convierte en

ri’Upwind = dij (fij - |A| ((pj - Sol)) (40)

donde el subindice k se ha eliminado ya que (40) es apli-
cable al vector de estado completo (todas las variables
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caracterfsticas). Puede deshacerse ahora el cambio de
variables conservativas a caracteristicas para obtener
Ul ppuing = @7 (FY ~RIA|R™ (@ — &) (41)

La matriz R |A|R~! = |A| se llama jacobiano posi-
tivo. Se obtiene haciendo positivos todos los autovalores
del jacobiano de flujo.

En este punto es importante recordar que en la dis-
cusién precedente se supuso que el comportamiento habia
sido linealizado, permitiendo asi utilizar un jacobiano
constante. En un caso real, sin embargo, la obtencion de
una matriz A tal que F/ — F! = A(@’ — &) siendo los
estados i y j sensiblemente diferentes precisa resolver
un problema de Riemann. Aunque es factible llevar a
cabo esta tarea, resulta extremadamente onerosa desde
el punto de vista computacional. Como alternativa el
cédigo PUMI utiliza el solver aproximado de Roe [10]

F/ —F' ~ Apoo(® — @) donde Apo. = A(@%,,)
(42)
siendo égoe el estado intermedio aproximado de Roe,

que puede calcularse facilmente a partir de los estados
iy j. Asi pues, (41) se sustituye por

lpuuna = & (89~ |Anic

Upwind

(@ - o) (43)

Es posible calcular el jacobiano positivo en (43) usan-
do los autovalores (34) y el correspondiente juego de
autovectores (para el cual se dispone de una expresién
explicita [10]). Desgraciadamente, el coste de esta ope-
racion es muy alto. Una alternativa menos onerosa es

(¢’ — &) sin

calcular directamente el producto ‘A Roe

evaluar ‘ARoe . En las referencias [11] y [12] pueden

encontrarse algoritmos muy eficientes a tal efecto.

Cabe destacar que en los puntos de remanso o soni-
cos algin autovalor del jacobiano se anula [13]. Esto
origina una pérdida de estabilizacién para alguna com-
ponente caracteristica de la solucién, con el potencial
para la aparicién de oscilaciones espurias. En el caso
de PUMI este problema se trata imponiendo un limi-
te inferior al valor absoluto de los autovalores segin la
expresién

Al = max(|Ai] , eve) (44)

El pardmetro e en (44) puede ser ajustado por el
usuario. El valor & = 0, 2 es normalmente suficiente pa-
ra obtener buenos resultados. Hasta este momento la
discusion se ha centrado en la versién unidimensional
de las ecuaciones de Euler. Puesto que PUMI resuelve
las ecuaciones en 3D es preciso generalizar el resultado.

El jacobiano de flujo para el transporte a lo largo de
una direccién arbitraria (definida por el vector unita-
rio n) puede obtenerse como combinacién lineal de los
jacobianos correspondientes a las tres direcciones del
sistema de referencia

A" =) npAy (45)
k

Puesto que las ecuaciones son hiperbdlicas los au-
tovalores de (45) son reales (independientemente de la
eleccién de n) y siempre es posible por tanto obtener el
jacobiano positivo. Para estabilizar las ecuaciones tri-
dimensionales debe elegirse una direcccién de transpor-
te para cada arista de manera que el jacobiano pueda
obtenerse a partir de (45). En PUMI se ha elegido la
direccién de la propia arista. El vector unitario corres-
pondiente a la arista que conecta los nodos i y j es

Y3
pii = X X (46)
%7 — x|

Una vez definida la direccién, la contribucién al vec-
tor de residuo incluyendo el término de estabilizacion
resulta ser
=dJF} — din}] |A%.| Aij®

r' ’Upwind (47)

donde se ha introducido la diferencia en la arista A;;@ =
&’ — &'. Obviamente esta no es la tnica posibilidad,
otras opciones resultan igualmente validas. Una alter-
nativa bastante extendida consiste en hacer el vector n
paralelo al coeficiente d? de manera que el producto
di/n} sea méximo [3].

La discretizacién (47) es estable, pero puesto que
ya no esta centrada su orden de aproximacién es me-
nor que en su forma original (24) (primer orden en vez
de segundo) [9]. Para desarrollar un cddigo eficiente es
necesario alcanzar al menos segundo orden de aproxi-
macién en el espacio sobre la mayor parte del dominio
fluido. En PUMI esto se logra limitando el término es-
tabilizador en (47) de manera que tienda a desaparecer
en aquellas regiones en las que la solucién se comporta
suavemente. Para obtener expresiones mas compactas
se define el flujo artificial en (47) como

~ nij

Fazj = _n;lcj Roe A1J¢ (48)

Para acercarse en lo posible a la aproximacién de
segundo orden es preciso disminuir el flujo artificial (48)
reduciendo el término de la diferencia en la arista

- o~ . .
B = [Ag (8 —0m)
lim ited }

(49)

En (49) #'~'/2 and &'/ representan dos aproxi-
maciones de alto orden a la solucién en la entrefase. Es
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de esperar que el flujo limitado (49) sea menor que (48)
reduciendo asf el nivel de difusién artificial. Cuando se
trabaja con mallas de espaciado uniforme resulta rela-
tivamente sencillo obtener las aproximaciones de alto
orden en la entrefase [7]. Por el contrario, en el caso
de una malla no estructurada tipica del método de los
elementos finitos, el proceso de reconstruccién de los
valores en la entrefase resulta algo mds complejo [8].
Para aprovechar las técnicas desarrolladas para mallas
estructuradas se definen dos estados extrapolados para
cada arista. Corresponden a dos puntos virtuales i-1 y
j+1 tales que

xi—1 — xi _ u¥d

xI+l = xJ 4y } donde u¥ = x7 — x* (50)

Estos puntos no tienen porqué coincidir con nodos
de la malla. De hecho, pueden encontrarse fuera del
dominio fluido si la arista se encuentra cerca de la fron-
tera. Existen multiples formas de estimar el valor de la
solucién en los puntos virtuales [8]:

= Usando la aproximacién usual de elementos finitos
para el elemento en el que se encuentren
= Usando el valor del nodo mas proximo
= Usando los valores nodales del gradiente de la solu-
cién
En el caso de PUMI se ha elegido la tercera opcion.
Cuando se resuelven las ecuaciones de Navier-Stokes
(que el c6digo también puede tratar) los gradientes no-
dales se utilizan para calcular los flujos difusivos. Por
tanto dicha informacién se encuentra ya disponible. De
esta manera también se simplifica el tratamiento de
aquellos puntos virtuales que yacen fuera del dominio
fluido. El proceso de recuperacién de las derivadas se
describe en la seccién de detalles de implementacién.
A partir de la aproximacion central de segundo orden
de la derivada los estados extrapolados hacia delante y
atras se calculan como
& ~ @' 4 2u - VP

&~ @ —2u . V' (51)

A partir de estos valores se pueden definir dos nue-
vas diferencias (hacia atrds y hacia adelante)

Ay =0 -1 AT =gt — ¢ (52)

Las aproximaciones de alto orden en la entrefase
se obtienen mediante un esquema de reconstruccién de
orden variable

; ;1
&2 _gi o 1 [(1-k)A; + (1 +k)A;] -
53

. . 1
12— - k)AT + (1+k)Aj]

El pardmetro & en (53) controla el orden de extra-
polacién [3], algunos valores tipicos son:

= k = -1 esquema de segundo orden hacia atras

= k = 0 esquema de From

s k = 1/3 esquema de tercer orden hacia atras

= k = 1 esquema de diferencias centrales de tres pun-
tos

Mediante e uso del flujo artificial de alto orden (49)
la precision del esquema mejora. Sin embargo, la apro-
ximacion de alto orden es susceptible a oscilaciones no
fisicas en las cercanias de choques o gradientes brus-
cos. Para superar esta limitacién el esquema deberia
revertir a (48) (esto es, /2 — @' and &' ~1/2 - &)
siempre que aparezcan discontinuidades en la solucién
(en aquellas dreas donde la solucién no es suave sélo el
esquema de primer orden se encuentra libre de oscilacio-
nes, tal como demuestra el teorema de Godunov’s [7]).
Los cambios bruscos en la solucion se detectan en PU-
MI midiendo la curvatura local de la solucién. En cada
nodo se calcula un limitador basado en las diferencias
hacia atras y adelante. El limitador deberia idealmente
aproximarse a la unidad cuando las dos diferencias sean
similares y anularse si resultan muy diferentes

I'=f(A7,Ay) V= f(Ay, A) (54)

Notese que los limitadores son vectores, ya que sus
valores pueden ser diferentes para cada una de las com-
ponentes del vector de estado. Consultese la siguiente
seccion para mas detalles sobre los limitadores dispo-
nibles en PUMI. Las expresiones en (53) se modifican
para controlar el nivel de extrapolaciéon mediante:

T2 = @' 1 L [(1—KI)AT + (1+ K1) A;]
} o (55)
&2 =@ — L [(1—kV)AT + (1 +kV)A]

Es facil comprobar que las aproximaciones de alto
orden se aproximan a o y @'/ cuando los limitadores
tienden a cero, de esta manera se favorece la obtencién
de una solucién mondtona.

4. Integracién temporal

El cédigo PUMI se desarroll6 para tratar principal-
mente problemas estacionarios. Por tanto, el esquema
de integracion temporal fue elegido en base a conside-
raciones de robustez y rapidez de convergencia, consi-
derandose la precision temporal de importancia secun-
daria. Se opté por un esquema explicito multipaso de
Runge-Kutta a fin de aumentar el paso de tiempo admi-
sible y conseguir una solucién robusta [9]. Para avanzar
(18) en cada paso temporal se crean estados intermedios
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¥, tales que:

U=
t;
!pj = Wo + Hj (ti+1 — tz) M_lr(ijl) (56)
o =v,
tit1
0, =1

siendo n el numero de pasos del esquema. Diferentes
esquemas se caracterizan por la eleccion de n y 6;. Dos
opciones populares y que proporcionan un nivel razo-
nable de robustez son:

= Esquema de 3 pasos con 01 =
= Esquema de 4 pasos con 6;
% ) 94 =1

3
5

En la mayoria de las ocasiones el esquema de 4 pa-
sos logra un mejor compromiso entre el paso de tiempo
admisible y el coste computacional por paso. A la hora
de calcular el vector de residuos en (56) no es necesario
actualizar los flujos artificiales en cada paso intermedio.
Hacerlo incrementaria sustancialmente el coste de cada
paso y sin embargo proporcionaria Unicamente un au-
mento marginal de robustez. Por tanto los términos de
estabilizacion se calculan normalmente sélo en el primer
paso. El esquema (56) es explicito y por tanto condicio-
nalmente estable, existe pues un limite superior para el
paso de tiempo admisible. Para un problema puramen-
te convectivo el limite de estabilidad elemental puede
calcularse como:

h

/\méx

Aty =C (57)
donde C' denota el nimero de Courant admisible, i es
una medida del tamano del elemento y Ay 4« es el maxi-
mo autovalor del jacobiano. Si es preciso analizar la res-
puesta transitoria del sistema, debe elegirse un paso de
tiempo global igual al minimo de todos los elementos.
Por el contrario, cuando se busca tnicamente la solu-
cién estacionaria puede emplearse un paso de tiempo
local [15]. De esta manera la solucién se propaga con
mucha mayor rapidez, obteniéndose la convergencia en
un menor nimero de pasos. El paso de tiempo local se
calcula de forma nodal. A cada nodo de la malla se le
asocia un tamano dado por

hi g =min(h!)) /i € el’ (58)

esto es, al nodo i se le asigna la minima de las dimen-
siones de los elementos que contienen el nodo i. Co-
mo tamano caracteristico de un elemento se toma la
minima de sus alturas. Por ejemplo, para un elemento
tetraédrico:

i 30

= — =1,...,4
el méX(A;) J 5y (59)

siendo 2° el volumen del elemento y A; las areas de
sus caras. Esta elecciéon del tamanio elemental aumenta
la robustez del algoritmo cuando la malla contiene ele-
mentos severamente distorsionados. El incremento de
tiempo admisible en cada nodo se obtiene como
At g = Cihiwd (60
nod — HVZ” +Ci )
El valor de C en (60) es, en principio, global (el
mismo para todos los nodos de la malla). Sin embargo,
en areas de baja velocidad, a causa del aumento de la
rigidez de las ecuaciones, puede ser preciso reducir el
valor de C a fin de evitar oscilaciones. Para no degra-
dar la convergencia global el usuario puede especificar
dos valores diferentes del nimero de Courant. El valor
inferior se usa en areas en las que el niimero de Mach
local se encuentre por debajo de un umbral ajustable.
A fin de aumentar el paso de tiempo admisible PUMI
emplea la técnica de suavizado implicito del residuo.
Mediante la aplicacién de un operador laplaciano se ex-
tiende el soporte de las funciones de forma, obteniendo
asi un aumento del nimero de Courant admisible. El
valor suavizado del residuo viene dado por

= ri+sz (¥ — 1) (61)

para todos los nodos j conectados a 1.

Obtener el valor exacto de ¥ requeriria resolver un
sistema lineal de ecuaciones, negando asi las ventajas
del esquema explicito. Debe recordarse que el suaviza-
do tiene como misién tnica acelerar la convergencia sin
afectar la solucion estacionaria. Por tanto, sdlo es nece-
saria una aproximacién de ¥ para obtener el resultado
deseado. Este valor aproximado se calcula usando un
esquema iterativo de Jacobi:

i =
T o
J

En la mayoria de las aplicaciones se obtiene un buen
resultado con dos pasadas del esquema (62) y ajustando
el coeficiente de difusion € a 0,1. No es preciso aplicar
el suavizado en todos los pasos del esquema de Runge-
Kutta. En el caso del esquema de 4 pasos, por ejemplo,
aplicar el suavizado tinicamente a los pasos 1 y 3 suele
ser suficiente para doblar el limite de estabilidad.

5. Detalles adicionales de implementacion

Eleccién de limitadores

La mayor parte de los andlisis con PUMI se llevan a
cabo usando el limitador de Van Albada [3] que ofrece
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buenos resultados en circunstancias comunes
QAZ Aij +¢€
_\2 2 )

(A7) + (4ij)" +¢

s

I' = méx

(63)

En (63) ¢ es un niimero pequetio que evita divisiones
por cero cuando el flujo es uniforme (¢ ~ 107°). Para
casos en los que resulta dificil lograr la convergencia
existe la opcién de utilizar el limitador MINMOD para
aumentar la robustez (con la contrapartida de obtener
una solucién mas difusiva) [5]

mlnHA; , 1A }
maxHAq | |A7J]

sgn(4;) si sgn(A;) = sgn(4;)

en otro caso

I'=

(64)

En caso de elegir esta opcion, los calculos pueden
agilizarse utilizando una versién simplificada del limi-
tador MINMOD reemplazando (49) por

Fa’ij Alim ited

= —n'
lim ited k Roe

Alim ited_ A;; — max [ml’n (A;, A;r) ,0] si Ay >0
49 7|4y — min [méx (A7, A7) ,0] en otro caso

(65)

Al emplear (65) se hace innecesario el célculo de los
estados extrapolados (55) simplificando en cierta medi-
da los célculos.

Es comin encontrar situaciones en las que la so-
lucién diverge durante los primeros pasos del analisis.
Esto ocurre, por ejemplo, cuando las condiciones inicia-
les son extremadamente distintas de la solucién estacio-
naria. Para mejorar el comportamiento en estos casos
se ofrece al usuario la posibilidad de llevar a cabo un
cierto nimero de pasos usando el esquema de primer
orden (esto es, anulando todos los limitadores) al co-
mienzo del andlisis. Esto suele ser suficiente para lograr
unas condiciones lo suficientemente préximas al estado
estacionario como para que el esquema de alto orden
converja sin problemas.

Hacia el final de la simulacién, cuando el sistema se
encuentra muy cerca del estado estacionario, la conver-
gencia puede verse dificultada por la continua fluctua-
cién de los limitadores. La no-linealidad debida a éstos
reduce la tasa de convergencia sin aportar un aumen-
to apreciable de precisién durante las etapas finales [8].
Para superar esta limitacion existe la opcion de conge-
lar los limitadores una vez que la solucién se encuentra
suficientemente cerca de las condiciones estacionarias.
Suele procederse a la congelacién de los limitadores en
el instante en el cual el residuo se ha reducido en tres
o6rdenes de magnitud respecto a su valor original. El

usuario puede también elegir llevar a cabo la congela-
cién de los limitadores de una manera progresiva, re-
duciendo se frecuencia de actualizacién segiin progresa
el calculo. La disminucién de la frecuencia de actua-
lizacién tiene la ventaja adicional de reducir el coste
computacional de los pasos de tiempo.

Para aquellas aristas que contengan nodos en la
frontera el proceso de extrapolacion se complica por el
hecho de que alguno de los nodos virtuales suele yacer
en el exterior del dominio fluido. Como la informacién
empleada para recuperar el valor de la solucién en un
punto de estas caracteristicas procede unicamente del
lado interior, es de esperar una pérdida de precisién en
el proceso de extrapolacién. Esto puede tener como con-
secuencia que los limitadores en los nodos del contorno
tengan valores demasiado bajos, introduciendo asi un
exceso de difusion artificial. El efecto puede apreciarse
en la solucién en forma de un exceso de curvatura de
los contornos de nimero de Mach constante cerca de las
paredes. El problema es especialmente severo en el caso
de mallas groseras. Para mitigar este inconveniente el
codigo ofrece la posibilidad de utilizar un valor unita-
rio de los limitadores para los nodos superficiales. De
esta manera el proceso de extrapolacién se lleva a cabo
unicamente usando informacién del nodo interior de la
arista, donde la pérdida de precisién es mucho menor.

Recuperacion de derivadas

Para recuperar los valores nodales del gradiente de
la solucién se supone que el campo de derivadas puede
aproximarse usando las funciones de forma y los valores
nodales

o _ Vi@ = N;(x)

=7
o — N, V&

— k=1,2,3
aIk ) &y

i

(66)

Por otro lado, los valores del gradiente en el interior
del elemento pueden obtenerse derivando las funciones
de forma

L
8xk

_ ONj ~

9 g’ N,; &
6xk Vk J

(67)

Igualando las distribuciones (66) y
débil se tiene

(67) en el sentido

/ WN,; V@ d0 = / WVLN; & d2 Y W (68)
(7] (]

donde W es una funcién de prueba genérica. Emplean-
do el método de Galerkin (haciendo W = N;) se llega
a

/ NiN; V& dQ:/ NViN; & dov W (69)
(] (]
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que es un sistema lineal de ecuaciones para las incogni-

tas Vkéj.

MV,& — D&’

70
D = [, N;VN; df2 (70)

Téngase en cuenta que el lado derecho de (70) pue-
de ensamblarse por aristas ya que similar al segundo
miembro de (18). La expresién anterior, que utiliza la
matriz de masas consistente, requiere la solucién de un
sistema lineal de ecuaciones. En el caso de PUMI se
ofrecen dos alternativas para resolver el sistema:

= Obtener una solucién aproximada reemplazando M
en (70) por la matriz de masas diagonal

= Resolver el sistema mediante un algoritmo iterativo
que requiere invertir inicamente la matriz diagonal

Cuando se elige la segunda opcién la solucién se
obtiene a partir del siguiente esquema.

°=M;'b

X
x" = M;l (b o Mxn—l) (71)

Normalmente bastan 2 6 3 iteraciones para que el
algoritmo (71) obtenga una buena aproximacién de la
solucién [3]. El incremento de tiempo de cdlculo es pues
muy pequeno. Una vez que la solucién se aproxima al es-
tado estacionario los gradientes del paso anterior cons-
tituyen una excelente aproximacion inicial, acelerando
ain mas la convergencia de (71).

Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno que pueden imponerse
quedan englobadas en dos categorias; paredes (desliza-
miento) y campo lejano (valores de la corriente libre).

Se supone que las paredes son impermeables, por
tanto la componente normal de velocidad debe anularse
sobre ellas. Esta condicién puede imponerse de forma
débil haciendo que el flujo a través de la frontera (24)
tome el valor:

0
by
un=0 = F,=F-n= |pny (72)
png
0

esto es, solo persiste el término de presion del flujo de
cantidad de movimiento. Desafortunadamente, el uso
de (72) por si mismo no garantiza que el flujo mésico
sea nulo en todos los puntos de la frontera (ya que la
condicién sélo se impone en término medio). Esta limi-
tacion es especialmente notoria en el punto de remanso

delantero del cuerpo. Para obtener resultados satisfac-
torios se fuerza también a que la componente normal
de velocidad en la superficie sea nula. La velocidad ob-
tenida tras cada etapa del esquema de integracién se
rectifica mediante:

Ucorr =u—a(u-n)n «a€l0,1] (73)

El pardmetro « en (73) se eleva progresivamente
desde cero al comienzo del andlisis hasta la unidad al
cabo de cierto nimero de pasos de tiempo [8]. De esta
forma la condicién de deslizamiento se impone de ma-
nera progresiva, evitando cambios bruscos en el primer
paso que podrian afectar la convergencia. Esto es espe-
cialmente importante cuando las condiciones iniciales
son muy diferentes de la solucién estacionaria (p. ej. si
como condicién inicial se toma la del fluido sin pertur-
bar). El vector normal en cada nodo se obtiene como
la media ponderada de las normales de todas las caras
externas que contengan a dicho nodo

i > Arng
nod Zk Ak:

donde el elemento k contiene el nodo :.

Noétese que en caso de existir aristas vivas en la
superficie del sélido la normal no estd correctamente
definida y (73) no puede imponerse correctamente. Se
distinguen dos casos:

n (74)

1. Sila arista reside en una concavidad de la superficie,
la condicién (73) se sustituye por

Ucorr = (- t) t (75)

donde t es el vector unitario tangente a la arista (es
decir, se fuerza a que la velocidad sea paralela a la
arista). La condicién (72) se impone en las caras de
los elementos que rodean a la arista.

2. Por el contrario, si la superficie es convexa, la di-
reccion de la velocidad no se conoce a priori y por
tanto no puede imponerse. La velocidad en la aris-
ta, en general, no serd paralela a ninguna de las dos
caras que concurren en la arista con lo cual (73) no
es aplicable. En este caso el valor del flujo normal se
calcula de la manera usual en cada una de las caras,
sin imponer ninguna condicién a la velocidad. Esto
acontece, por ejemplo, en el borde de salida de un
ala.

El tratamiento de la condicién de campo lejano es
algo mas delicado. En la frontera exterior del dominio,
donde el fluido entra o sale, s6lo las componentes de
la solucién que se desplazan hacia el interior pueden
ser impuestas. Por el contrario, aquellas que se mueven
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hacia el exterior deben tomar su valor de la solucién
en el interior del dominio. No es sin embargo préctico
realizar el cambio a variables caracteristicas, elegir en
funcién del sentido de propagacion y finalmente desha-
cer la transformacion para volver a variables conserva-
tivas. El mismo resultado se puede conseguir usando el
solver aproximado de Roe para calcular los flujos en la
frontera exterior [8]. Sea A%, . el jacobiano de flujo en
direccién normal a la frontera para el estado interme-
dio entre el de la frontera exterior y las condiciones del
flujo sin perturbar. Se tiene:

F* _FO ~ A" ( < qso) (76)

donde los superindices oo y O indican condiciones de
corriente libre y en la frontera exterior respectivamen-
te. El valor del flujo a prescribir, teniendo en cuenta
las caracteristicas de propagacién de la solucién, puede
aproximarse usando el jacobiano positivo

F* +F9 |-

Wave __ n
Fn - 2 - ARoe

> — ¢°
2

(77)

Utilizando el flujo en la frontera exterior dado por
(77) se logra el comportamiento correcto sin necesidad
de tener que prescribir directamente los valores en la
frontera. Este método garantiza que las perturbacio-
nes que se generan en el interior del dominio no se
reflejen de vuelta en el contorno exterior. Se minimi-
zan asi las perturbaciones en la solucién y no es pre-
ciso hacer ninguna distincién entre contornos de entra-
da/salida o subsénicos/supersénicos a la hora de gene-
ral los archivos de entrada.

Mejora de las prestaciones

Para reducir el tiempo de solucién en ordenadores
de sobremesa y estaciones de trabajo modernos se ha
implementado un mecanismo de reordenaciéon nodal a
fin de reducir la probabilidad de fallos de cache duran-
te la ejecucién. Comenzando por el primer nodo (cuya
eleccién es arbitraria) a todos los nodos conectados a
él se le asigna una numeraciéon consecutiva. A conti-
nuacién se repite el proceso comenzando con los nodos
recién renumerados. El ciclo contintia hasta que todos
los nodos de la malla hayan recibido una nueva nume-
racion. Asi, cuando se opera con las aristas, disminuye
la probabilidad de un fallo de cache puesto que nodos
vecinos se almacenan unos cerca de otros en la memoria
del ordenador. El resultado del proceso de renumeracién
depende obviamente de la eleccién del nodo inicial. Pue-
de contrarrestarse este efecto haciendo varias pasadas
del algoritmo usando como primer nodo en cada una el
dltimo punto del ciclo anterior [3].

Para acelerar la ejecucion en sistemas procesadores
con varios nicleos y en sistemas con varios procesadores
el codigo se ha paralelizado utilizando directivas OPEN-
MP. Para garantizar la ausencia de conflictos (race con-
ditions) durante las escrituras, cada hilo de ejecucién
activo mantiene una copia privada del vector de resi-
duos. De esta manera todas las etapas del ensamblaje
del sistema se pueden llevar a cabo sin interacciéon en-
tre los diferentes procesos. Una vez que todas las copias
privadas del vector han sido ensambladas se procede a
una etapa de reducciéon. En la mismo todas las copias
privadas se fusionan (también en paralelo) para obtener
el lado derecho completo de la ecuacién. Una vez hecho
esto la solucién mediante la matriz de masas diagonal
puede ejecutarse de manera concurrente. Este método
de aislar los procesos lleva asociada una pequena pena-
lizacién en uso de memoria (ya que se almacenan varias
copias parciales del vector, una por hilo) pero no afecta
seriamente el comportamiento en tanto el nimero de
procesos concurrentes no sea elevado. Puesto que PU-
MI ha sido disenado para ejecutarse en equipos con un
ntmero limitado de procesadores (estaciones de trabajo
de gama baja) la pérdida de eficiencia es muy limitada.

6. Ejemplo de aplicacién

El codigo ha sido probado exitosamente en casos de
relevancia industrial al llevar a cabo simulaciones de un
avion de transporte subsénico completo. El estudio se
ha completado en el &mbito del proyecto REMFI (Rear
Empennage and Fuselage Flow Investigation) parte del
6° programa marco de la UE. Un estudio muy detallado
del flujo en torno a las superficies de cola de un avién
de gran capacidad se ha llevado a cabo. También se han
estudiado los efectos aeroelasticos y de interferencia ae-
rodindmica debidos al mecanismo de soporte doble em-
pleado durante la campana de ensayos experimentales
[1,16]. Esta configuracién permite la medicién directa
en el tinel aerodindmico de las cargas que actiian sobre
la seccién de cola. Debido al aumento de los esfuerzos de
torsién sobre el ala es importante buscar un espaciado
o6ptimo entre soportes. El objetivo es lograr un compro-
miso entre la reduccién de la interferencia aerodindmica
directa en la cola y las deformaciones de torsién en el
ala (que podrian introducir errores adicionales debidos
a los cambios en la deflexién de estela). Para mejorar
la comprensién de los fenémenos involucrados debié si-
mularse el modelo de aviéon completo, incluyendo los
mecanismos de suspension.

En la Figura 1 se muestran tres configuraciones di-
ferentes estudiadas. La malla de superficie para uno de
estos casos se muestra en la Figura 2 junto con un de-
talle de la zona de unién del ala al brazo de suspensién
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Figura 1. Tres diferentes posiciones del mecanismo de suspensién estudiadas

Figura 2. Malla de superficie del modelo, incluyendo los brazos de soporte y los adaptadores de unién ala-brazo

(Figura 3). Para discretizar de manera satisfactoria la
geometria se precis6 una malla de 1,53 millones de no-
dos formada por 8,27 millones de elementos tetraédri-
cos. El uso de memoria tipico del cédigo es de 1GB por
cada 10 millones de elementos. En particular, el mode-
lo de la Figura 2 requiere un espacio de 853MB para
su ejecucion. Queda asi demostrada la eficiencia en lo
que a gestion de memoria se refiere. En un ordenador
de sobremesa de gama media (Core 2 Q9400) el tiempo
de CPU necesario para cada paso de tiempo (usando
el esquema de integracién de cuarto orden) es de 4,7s
para la ejecucién en serie. En caso de disponer de dos
procesadores la disminucién del tiempo de calculo es del
40 %. En la Figura 4 se muestra la historia de conver-
gencia de una solucién tipica. Puede comprobarse como
a partir de 4000 pasos de tiempo la no linealidad intro-
ducida por los limitadores impide la obtencién de una
tasa de convergencia mondtona. En el ejemplo mostra-
do se habia configurado el programa para congelar los
limitadores en el momento en el que los residuos dismi-
nuyesen 5 6rdenes de magnitud respecto al valor inicial.

Se aprecia claramente en la curva que la tasa se con-
vergencia se acelera notablemente a partir de los 5600
pasos de tiempo. Se alcanza una reduccién de seis 6rde-
nes de magnitud en el residuo (condicién considerada
universalmente como suficiente para la obtencién de so-
luciones de calidad industrial) a los 6500 pasos. En el
caso mostrado en la Figura 4 se ha retrasado intenciona-
damente la congelacion de los limitadores para ilustrar
de manera méas dramatica las oscilaciones debidas a su
constante fluctuaciéon. En aplicaciones practicas suele
ser apropiado proceder a la congelacién cuando los re-
siduos se han reducido 3, 6 a lo sumo 4, 6rdenes de
magnitud. Para el caso mostrado este punto correspon-
de a 2000 iteraciones. Se logra asi la convergencia en
s6lo 4000 iteraciones. Esto permite obtener una solu-
cién de calidad industrial en menos de 5h (en el caso
de ejecucién en serie). Cabe destacar que el tiempo em-
pleado en cada paso de tiempo se reduce a medida que
progresa el andlisis ya que la disminucién de la frecuen-
cia de actualizacién de los limitadores reduce el nimero
de operaciones necesario.
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Figura 3. Detalle de la malla de superficie en la zona de anclaje
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Figura 4. Historial de convergencia (residuo de densidad)

Se ensayaron diferentes espaciados de los brazos de
soporte para un amplio rango de condiciones de vuelo,
cubriendo desde el régimen subsénico bajo (M = 0, 35)
hasta el transénico alto (M = 0,95, muy por encima
del régimen de crucero correspondiente al tipo de avién
considerado). En la Figura 5 puede verse la distribucién
de presiones para un caso subsénico bajo (M = 0, 35).
Tal como corresponde a este régimen, se aprecia un pico
de succién muy intenso cerca del borde de ataque segui-

do de un aumento de presién progresivo sobre la mayor
parte del extradds del ala. La Figura 6 ilustra una con-
dicién préxima al punto de disefio del ala (M = 0, 85).
Puesto que ésta emplea perfiles supercriticos la varia-
cion de presion en la zona de succiéon es muy suave y la
recompresion tiene lugar mediante una onda de choque
situada relativamente cerca del borde de salida. Puede
apreciarse como la onda de choque estd bien definida
en la zona exterior del ala mientras que resulta mucho
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Contour Lines of Cp fix.

Figura 5. Isobaras en régimen subsénico bajo (M = 0, 35)

Contour Lines of Cp fix

Figura 6. Isobaras en régimen transénico cerca del punto de disefio (M = 0, 85)

maés difusa en la raiz. Este comportamiento anémalo se
debe a que para los ensayos en tinel se combinaron el
fuselaje y el ala de dos modelos diferentes. Se manufac-
tur6 una nueva carena ala-fuselaje genérica (no optimi-
zada aerodindmicamente) y por tanto el flujo en la zona
interior del ala resulté perturbado. La Figura 8 mues-
tra un detalle de las perturbaciones en la distribucion
de sustentacién debidas a la presencia del mecanismo
de soporte. Finalmente la Figura 7 corresponde al ex-
tremo de la envolvente de vuelo (condiciones de picado
de disefio, M = 0,95). Se ha alcanzado la divergencia
de sustentacién y la onda de choque se ha desplaza-
do hasta el borde de salida. Puede apreciarse también
la apariciéon de una onda de choque en el extradds del
estabilizador horizontal, senal inequivoca de que la ae-
ronave opera fuera de sus parametros de vuelo norma-

les. Durante la campana de ensayos del proyecto REM-
FI se tuvo la oportunidad de contrastar los resultados
numéricos con mediciones en el tinel aerodindmico a
fin de validar los resultados del cédigo. En la Figura 9
la distribucién de presién calculada al 70 % de la en-
vergadura del estabilizador horizontal (en condiciones
de crucero, M = 0,85) se compara con las mediciones
experimentales procedentes del tinel del viento. Puede
comprobarse como existe un muy buen acuerdo entre
las dos series de datos. Téngase en cuenta que al tra-
tarse de la comparacién de una solucién de Euler con
resultados experimentales (afectados por la viscosidad)
son de esperar ligeras diferencias.

En el marco REMFI también se llevaron a cabo es-
tudios detallados de la actuacion del timén de direccion.
Puesto que la deflexién del timén rompe la simetria del
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Contour Lines of Cp fix

Figura 7. Isobaras en régimen transénico alto (M = 0,95))

Figura 8. Detalle de la distribucién de presién en el ala mostrando las alteraciones debidas a la presencia del

mecanismo de soporte (M = 0,85))

modelo es preciso mallar la totalidad del mismo. Una de
las geometrias analizadas, correspondiente a una defle-
xion de 20°, se muestra en la Figura 10. La malla corres-
pondiente consta de 2,22 millones de nodos y 12,0 mi-
llones de celdas tetraédricas. Los requisitos de cémputo
por paso de tiempo del solver crecen linealmente con
el tamano de la malla. Para este caso son necesarios
1,2GB de memoria y el coste por iteracién es de 6,9s
(en las etapas iniciales, cuando los limitadores se actua-
lizan a cada paso). Es destacable que los requisitos de
memoria del c6digo son muy modestos por lo que es po-
sible estudiar casos de elevada complejidad incluso en
sistemas operativos de 32bits en los que cada proceso

esté limitado a un maximo de 2GB. En la Figura 11 se
muestra la distribucién de presiones correspondiente a
la deflexién del timoén en régimen subsoénico bajo.

7. Conclusiones

Se han expuesto los fundamentos matematicos y de-
talles de implementaciéon de un cédigo de Euler 3D
basado en elementos finitos. El programa ha sido di-
senado para obtener resultados en tiempos reducidos
con unas exigencias limitadas de memoria y capacidad
de proceso. Adicionalmente, el software ha sido parale-
lizado para su ejecucion en estaciones de trabajo multi-
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Figura 9. Distribucién de presiones en el estabilizador horizontal. Comparacién de la simulacién con los registros

obtenidos en tinel aerodindmico)

i

Figura 10. Geometria para el estudio de las actuaciones del timén de direccién (dngulo de deflexién & = 20°)

procesador del segmento bajo del mercado. El progra-
ma se encuentra especialmente adaptado para su uso
en hardware de prestaciones modestas (ordenadores de
sobremesa) reteniendo la capacidad para tratar confi-
guraciones de interés industrial (mallas de decenas de
millones de elementos). Al tiempo que el coste compu-
tacional se mantiene bajo, se obtienen resultados de
buena calidad tal como demuestra la comparacién con
ensayos experimentales.
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Contour Fill of Cp fix.

Figura 11. Distribucién de presiones sobre el avién (deflexién de timén 6 = 20°, M = 0, 35))
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