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Sumaério

Neste artigo efectua-se a andlise dum tunel de betdo em fundacgao eldstica. A fractura é modelada utilizando
uma abordagem de fenda discreta baseada no modelo de fenda ficticia de Hillerborg. Os resultados numéricos
sao obtidos pelo método dos elementos finitos. As zonas fracturadas sdo representadas na malha por elementos
de interface com espessura inicial nula. A malha de elementos finitos mantém-se fixa durante a andlise, ndo
se efectuando quaisquer remalhamentos. As fendas abrem ao longo dos elementos de interface em modo I
de fractura, isto é, radialmente. O tidnel é analisado: a) considerando a resisténcia a tracgao do solo e b)
desprezando a resisténcia a tracgdo do solo.

CRACK EVOLUTION IN A CONCRETE TUNNEL

Summary

In this paper a concrete tunnel in an elastic foundation is analysed. Fracture is modelled according to
a discrete crack approach based on Hillerborg’s concepts of discrete crack formation and fracture energy
dissipation. Numerical results are obtained with the finite element method. The fracture zones or fictitious
cracks are represented in the mesh by interface elements with initial zero thickness. The finite element
mesh is kept fixed: no remeshing is performed during the analysis. Cracks open along the interface elements
according to mode I fracture, i.e., radially. The tunnel is analyzed: a) taking into account the tensile strength
of the soil and b) neglecting the tensile strength of the soil.

INTRODUCAO

Neste artigo utiliza-se uma abordagem de fenda discreta para estudar a evolucao da
fissuracao num tinel de betao cujas geometria, propriedades e carregamento sdo semelhantes
aos considerados em tuneis de betao recentemente construidos. Na abordagem de fenda
discreta o amolecimento do material, relacionado com o desenvolvimento da microfissuracao
no betao, nao é descrito por uma relagao tensao-deformacao. E descrito por uma relagao
entre a tensao e o deslocamento relativo medido ao longo das superficies de descontinuidade.
O modelo de fenda ficticia, desenvolvido por Hillerborg et al.® em 1976, é representativo
desta abordagem. Neste modelo admite-se que, no interior de certas regides, as superficies de
descontinuidade evoluem transformando-se em fendas reais nas quais nao existe transferéncia
de tensOes entre as suas faces. A energia de fractura G é definida como a quantidade de
energia necessaria para criar uma unidade de drea de fenda e é considerada um parametro
material.
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Contrariamente & abordagem de fenda distribuida, na qual se utilizam elementos finitos
convencionais, na abordagem de fenda discreta as superficies de descontinuidade sao rep-
resentadas, na malha de elementos finitos, por elementos de interface com espessura inicial
nula. A malha de elementos finitos mantém-se fixa durante a andlise nao sendo necesséarios
quaisquer remalhamentos. As fendas abrem ao longo dos elementos de interface em modo I
de fractura.

O tunel, em betdao simples, estd submetido ao seu préprio peso e a pressoes radiais
exercidas pelo solo. Neste caso verifica-se que as fendas abrem radialmente. Este facto, no
entanto, nao impede que a formulagao utilizada se aplique a situagoes nas quais os caminhos
de fenda nao sdo previamente conhecidos’??. Numa situacao de forte sobreconsolidacao,
onde nao se espera que ocorram efeitos de dilatancia, o solo pode ser modelado como uma
fundacao eldstica'®>. Como em muitos casos os solos nao apresentam resisténcia significativa
a traccao, foram também executadas simulagdes em que se desprezou o desenvolvimento de
tensoes de traccao no solo.

Consideraram-se, nos testes efectuados, varios valores para a energia de fractura Gp.

Finalmente discutem-se os resultados obtidos e apresentam-se algumas conclusoes.

MODELO MATERIAL

Apresentam-se, nesta seccdo, as relagoes constitutivas adoptadas para o betao.
Distinguem-se duas regides no interior do material: a) uma, correspondente ao meio
continuo, onde se empregam elementos finitos convencionais e b) as zonas de fractura,
correspondentes & microfissuracao do betao.
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Figura 1. Curva limite de resisténcia adoptada para o betao

Adopta-se uma relagao constitutiva eldstica, linear e isotrépica para descrever o compor-
tamento do material nas zonas nao fracturadas. O amolecimento a traccao inicia-se quando
as tensoes atingem uma curva limite de resisténcia correspondente ao critério de Rankine:
a resisténcia do material é limitada pela tensao uniaxial de traccao f; (Figura 1).

Nas zonas fracturadas permite-se que as fendas se desenvolvam de acordo com o modelo
de fenda ficticia de Hillerborg. Em cada ponto das fendas ficticias, o amolecimento é descrito
por uma curva tensao normal-deslocamento relativo normal (o —w) a qual, juntamente com
a energia de fractura, é considerada uma caracteristica do material. Adopta-se aqui a relagao
bilinear entre a tensao normal a fenda ficticia e a abertura relativa da fenda introduzida
por Petersson'®. Os ramos de descarga e de recarga sao obtidos unindo pontos na curva
envolvente BCD com a origem dos eixos (0 —w). A energia de fractura G é dada pela drea
debaixo da curva (o0 — w) (Figura 2). O primeiro ramo da relagdo (0 — w) é aproximado
por uma funcao de penalizagdao a qual, na pratica, impede a abertura das interfaces antes
da tensao principal o; atingir f;.
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Figura 2. Relagao constitutiva bilinear (¢ — w) adoptada

Admite-se que a fractura no inicio e no desenvolvimento duma fenda ficticia ocorre
em modo I: os caminhos das fendas sao perpendiculares a direccao da tensao principal
maxima o;. Devido a esta hipdtese, as direccoes principais de tensao nao variam apds o
inicio duma fenda visto que nao sdo permitidas tensoes tangenciais nas zonas de fractura.

IMPLEMENTACAO NUMERICA

Descrevem-se, nesta secgao, os aspectos principais da implementacao numérica do mo-
delo.

Utiliza-se, para parametro de controle, a abertura da primeira fenda. Neste exemplo, esta
fenda estd localizada sobre o eixo de simetria vertical na parte inferior do tunel. A fenda de
controle inicia-se na superficie interior da parede. O deslocamento relativo normal medido
no inicio desta fenda é a abertura da boca da fenda (CMOD- “crack mouth opening displace-
ment”). Impoe-se o crescimento mondtono desta abertura relativa (CMOD) através dum
aumento no valor do parametro de carga invertendo-se, se necessario, o sinal da solugao in-
cremental caso se verifique que esta abertura diminui apéds resolucao do sistema de equagoes.
Este tipo de controle tem sido correntemente utilizado experimental e numericamente por
vérios autores'®!! e permite o tracado nao sé das trajectérias de equilibrio pés-pico bem
como das trajectorias de equilibrio de “snap-back”.

Hillerborg et al.®91%1%15 desenvolveram um método nao incremental para a determinacao
da resposta da estrutura se apenas uma fenda estiver prescrita. Contudo, é necessario
recorrer a um procedimento incremental em problemas mais complicados como sao aqueles
em que estao envolvidas varias fendas, podendo algumas delas estar a abrir enquanto outras
estardo porventura a fechar. Para além disso é necessario utilizar um algoritmo iterativo
para impedir a violagdo da relagao constitutiva. Tal algoritmo é baseado no método de
Newton-Raphson sendo a matriz de rigidez tangente calculada em cada iteracao. O facto de
a relagao bilinear (o —w) ser usada como relagao constitutiva na interface e as fendas abrirem
radialmente tem duas consequéncias importantes no processo iterativo utilizado: a) o modelo
é incrementalmente linear e b) alguns dos pontos indicados na Figura 2 (nomeadamente os
pontos B, C e D) tém que ser atingidos por forma a obter uma dissipagao de energia correcta;
caso contrario, apesar de se poder obter ainda uma solucao equilibrada, a dissipacao de
energia seria incorrectamente calculada. O algoritmo utilizado pode ser descrito pelos 6
passos seguintes:

1. Determinacao da rigidez incremental da estrutura K.

2. Resolugao do sistema de equagoes K;Au = AF, em que Au é o vector dos deslocamentos
incrementais e AF é o vector das forcas incrementais.
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3. Verificacao da satisfagdo da relagao constitutiva incremental adoptada para cada um dos
elementos de interface. Se nao se registar nenhuma violagao segue-se para o passo 4; caso
contrario impoe-se a satisfacao desta relagao e regressa-se ao passo 1.

4. Definigao do tamanho final do passo de forma a atingir, tdo precisamente quanto possivel,

os pontos A, B, C, D e E da relacdo ¢ — w adoptada para as fendas ficticias (Figura 2).

Determinacgao dos valores das variaveis totais.

6. Regresso ao passo 1.

o

A rigidez obtida para os elementos usados para discretizar o meio continuo é constante e
é guardada em memoria durante a analise. Como enunciado no passo 3 do algoritmo, sempre
que a relacdo incremental (o —w) for violada reconstréi-se a matriz de rigidez incremental e a
resposta é verificada até esta relacao ser satisfeita. Se, apds um dado niimero de iteracoes, o
processo nao convergir, permite-se que a fenda de controle feche; executa-se, em seguida, um
novo conjunto de iteragdes por forma a obter uma solugao admissivel. Pode ser necesséario
recorrer a um tal procedimento sempre que nao for possivel abrir ainda mais a fenda de
controle. Se se atingir uma solucao, a fenda de controle é obrigada a abrir no instante de
tempo seguinte e executa-se uma vez mais todo o algoritmo.

c b X
b
As®
W a_

W w
a a
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Figura 3. Ligacao dos nds entre interfaces: a) incorrecto; b) correcto

Como ja mencionado, as fendas ficticias sao representadas, na malha de elementos finitos,
por elementos de interface. A evolucao de uma fenda ficticia no interior do material pode dar
origem a ligacdo entre duas interfaces. Se num dado ponto convergirem varios elementos
de interface é necessario considerar nesse ponto um nimero de nés igual ao nimero de
interfaces de modo a que a fenda possa evoluir segundo qualquer um destes elementos. Por
exemplo, na situacao representada na Figura 3a, na qual se intersectam 4 interfaces a, b, ¢
e d, é necessario considerar 4 nés para que a fenda a possa evoluir segundo qualquer uma
das outras 3 fendas b, ¢ ou d. Obtém-se, em geral, deslocamentos relativos diferentes em
cada par de nds: o deslocamento relativo w® é medido a partir da interface a enquanto que
o deslocamento relativo w” é medido a partir da interface b. Como a fenda exibe um tnico
deslocamento relativo em cada ponto, considera-se o vector w®=°, dado por

amp _ AW+ As'w’ 1)
As® + Asb

w

como o deslocamento relativo comum nos nés de ligacdo entre as interfaces a e b. As
quantidades As® e As® sdo, respectivamente, segmentos de linha segundo as interfaces
a e b (Figura 3b). No caso de elementos de interface lineares estes segmentos de linha
tém um comprimento igual a metade do comprimento das interfaces. Em consequéncia, a
componente do vector das tensdes internodal incremental do?~° nos pontos de ligacio entre
as interfaces a e b é dada por
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do?™" = K;(w)dw?™" (2)

’L

em que K; é arigidez tangente da interface obtida de acordo com a relagao constitutiva
o — w representada na Figura 2. Deste modo, a abertura da fenda ficticia nestes pontos de
ligacao ocorre quando o®~? atingir o valor da tensao limite do betdo & traccao f;.

RESULTADOS NUMERICOS

O teste numérico apresentado consiste num tunel em fundagao eldstica. O tunel esta
submetido ao seu peso proprio e a pressoes radiais do solo. O peso préprio e as pressoes
radiais sao feitos variar proporcionalmente a um parametro de carga. Admite-se um estado
plano de deformagao.

Dada a simetria, sé se considera metade da secgao do tinel (Figura 4). Admite-se que o
solo se comporta como uma fundacao elastica que é modelada por apoios eldsticos actuando
como molas visto que sé se considera a rigidez radial. Consideram-se dois valores para a
rigidez radial do solo: 5925,93 KN/m na regiao A e 9795,92 KN /m na regiao B (Figura 4). Os
apoios eldsticos estao ligados aos nds da fronteira exterior do tuinel. Inicialmente permite-se
que estas molas reajam para dentro e para fora da parede com rigidez constante, simulando a
resisténcia a traccdo e a resisténcia a compressao do solo, respectivamente. Contudo, dado
que na maioria dos casos o solo nao exibe resisténcia significativa a traccao, também se
efectuam simulagoes desprezando a rigidez radial dos apoios quando submetidos a tracgao.

Os parametros materiais adoptados para o tinel de betao sao:

- moédulo de elasticidade: E =29 GPa

- coeficiente de Poisson: v=20,2

- peso especifico: Y. = 25 KN/m?

- resisténcia uniaxial a tracgdo: f; =4 MPa

- energia de fractura: 75 N/m< Gr <200 N/m

Neste teste as fendas ficticias evoluem segundo direccoes radiais mas as localizagoes
destas fendas nao sao previamente conhecidas. Por este facto efectuou-se primeiro uma
analise elastica apods a qual se identificaram trés zonas como candidatas a formacao de fendas
devido a presenca de tensoes de traccao elevadas (Figura 4). Nestas zonas introduziram-se
elementos de interface nas direcgoes radial e circunferencial. Dado que a espessura da parede
é pequena quando comparada com o perimetro do tinel, torna-se necessirio um certo grau de
refinamento da malha nessas zonas para modelar as fendas ficticias. Na Figura 4 apresenta-
se a malha de elementos finitos adoptada em que se utilizaram elementos isoparamétricos
de 4 nés e elementos de interface lineares. O uso duma funcao de penalizagao na relagao
constitutiva adoptada para as interfaces (ver sec¢go MODELO MATERIAL) implica que
os pontos de integracao usados nestes elementos tenham que estar localizados nos nés;
caso contrario obter-se-iam resultados numéricos espurios'?. Deste modo os elementos de
interface lineares foram integrados usando a regra de integragao dos trapézios.

As forcas nodais sao aplicadas em todos os nés da superficie externa da parede.

Em todos os testes analisados adoptou-se o parametro de controle correspondente a
abertura da primeira fenda (CMOD). Esta ocorre na zona 1, na intersec¢ao do raio vertical
com a superficie interna da parede, em baixo (Figura 5). Os resultados obtidos mostraram
que nao se verifica a existéncia de fissuragdo na zona 3, apesar das elevadas tensoes de
traccao inicialmente detectadas nesta zona. A auséncia de fissuracdo nesta zona deve-se a
redistribui¢do de tensoes no tinel apds o inicio da fendilhagdo na zona 1. Em consequéncia,
as tensoes de tracgao na zona 3 diminuem e nunca atingem a resisténcia a traccao do betao.
Por este motivo, nao se tornou necessario refinar a malha nesta zona.
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Efectuaram-se dois conjuntos de simulagoes: a) no primeiro admite-se que o solo exibe o
mesmo valor de rigidez radial a tracgao e a compressao; b) no segundo despreza-se a rigidez a
traccao do solo. Nos dois conjuntos consideram-se varios valores da energia de fractura Gr.

Figura 4. Metade da seccao transversal do tunel. Malha adoptada e zonas candidatas a
fissuracao

Solugoes numéricas tendo em consideracao a resisténcia a tracgao do solo

Apo6s a primeira fenda se ter iniciado, na superficie interior do tunel, uma segunda
fenda surge na zona 2, na superficie exterior da parede. Na Figura 5 apresenta-se a malha
deformada obtida num estadio em que estas duas fendas avancaram significativamente. Na
Figura 6 mostra-se a relagao entre a forga nodal vertical P, medida no ponto mais baixo na
linha de simetria (ponto Q na Figura 5), e a abertura da fenda (CMOD). Esta for¢a nodal P
nao é mais do que a resultante das pressoes radiais actuantes no lado do elemento adjacente
a linha de simetria. Na fenda vertical situada sobre o eixo de simetria o CMOD medido é
metade do CMOD real. A primeira fenda permanece fechada até que a forca nodal P atinge
22 kN aproximadamente. Esta é a carga elastica méxima obtida durante a andlise. Para
além deste ponto a abertura da fenda aumenta e a forca vertical P diminui, até se atingir
o ponto B na figura. Na Figura 7 apresenta-se a relagdo carga-deslocamento (P — J), em
que ¢ é o deslocamento vertical medido no ponto Q. Depois da formagao da primeira fenda
obtém-se um “snap-back” apds o qual a forga aumenta uma vez mais até ao valor de 22 kN
(ponto B).
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Figura 5. Malha deformada correspondente ao ponto D nas Figuras 6 e 7 (deslocamentos
ampliados 150 vezes)

Embora se tente impor o aumento da abertura da primeira fenda em cada passo, a
primeira fenda é obrigada a fechar assim que a segunda fenda se inicia, o que acontece
precisamente no ponto B das Figuras 6 e 7. A forca P diminui uma vez mais entre os
pontos B e C, dando origem a “snap-backs” agora presentes em ambas as relagoes: P-CMOD
(Figura 6) e P — 0 (Figura 7). Para além do ponto C permite-se a reabertura da primeira
fenda. As duas fendas evoluem até que a carga P atinge o valor maximo registado no teste,
préximo de 40 kN (ponto D nas Figuras 6 e 7). Surge entdo uma terceira fenda na zona 1.
A abertura desta terceira fenda obriga uma vez mais a fenda de controle a fechar e a carga
a diminuir até se atingir o ponto E nas Figuras 6 e 7, onde se termina anélise. Na Figura 8
apresenta-se a malha deformada obtida no fim do teste. Os resultados das Figuras 6-8 foram
obtidos com um valor de G igual a 150 N/m.
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Figura 6. Relacao forga-abertura de Figura 7. Relacao carga-deslocamento
fenda (P-CMOD) obtida do (P — §) obtida do teste

primeiro teste

tercetra fenda

Figura 8. Malha deformada obtida no fim do teste (deslocamentos ampliados 150 vezes)

Conforme se referiu atrds, consideram-se varios valores da energia de fractura Gp. Na
Figura 9 mostram-se trés relagoes carga-abertura de fenda (P-CMOD), correspondentes a
Gr = 90 N/m, Gr = 150 N/m e Gr = 200 N/m. Na Figura 10 apresentam-se as trés
correspondentes relagoes carga-deslocamento (P — §). Obtiveram-se as cargas maximas de
Prax = 38 kN para Gr =90 N/m, P,.x = 40 kN para Gr = 150 N/m e P,,.x = 42 kN para
Gr =200 N/m.
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Testou-se igualmente um valor de Gr = 100 N/m situando-se os resultados correspon-
dentes entre os obtidos para Gp = 90 N/m e Gr = 150 N/m, conforme se esperava. No
entanto, para valores da energia de fractura inferiores a 90 N/m, o desenvolvimento da
fissuracao é diferente: embora a primeira fenda surja sempre sobre a linha de simetria, a se-
gunda e terceira fendas abrem quase simultaneamente. A fenda anteriormente denominada
terceira fenda, evolui em primeiro lugar seguida pela fenda localizada mais & direita (pre-
viamente denominada por segunda fenda). Em consequéncia, a primeira fenda permanece
praticamente fechada durante a andlise. Por este motivo esta fenda deixa de poder ser uti-
lizada como fenda de controle e os resultados obtidos com valores de G inferiores a 90 N/m
nao podem ser comparados com os restantes.

407
407 P(kN)
327
32
24t
24
164
16
Gr =200 N/m
Gr = 150 N/m
Gr =150 N/'m
8 8 Gr =90 N/m
1.0 CMOD (mm) 2.0 10 § (mm)
Figura 9. Relacoes P-CMOD obtidas Figura 10. Relagdes P — ¢ obtidas para
para trés valores diferentes de trés valores diferentes de G'r

GF

Solugoes numéricas nao tendo em consideragao a resisténcia a traccao do solo

Efectuou-se uma outra andlise em que quer a rigidez quer a resisténcia a traccao do solo
foram desprezadas. Nas Figuras 11, 12 e 13 mostram-se os resultados, obtidos com a mesma
malha, relativos & malha deformada no fim do teste, a relagao forga-abertura de fenda (P-
CMOD) e a relagao carga-deslocamento (P — §), respectivamente. A evolucao da fissuracao
observada é semelhante a fissuragdo observada no primeiro teste para as duas fendas iniciais.
No entanto, neste teste, nao se obtém a terceira fenda. Nota-se que, em todas as fases da
andlise, a rigidez da estrutura obtida no segundo teste (Figuras 12 e 13) é significativamente
inferior a rigidez obtida no primeiro teste (Figuras 6 e 7). Esta diferenca é esperada dado
que, no primeiro caso, o tunel estd completamente livre do solo quando o deslocamento se
dé para dentro. Este facto também implica o ndao aparecimento
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“T“

CMOD (primeira fenda)

Figura 11. Malha deformada obtida no fim do teste (deslocamentos ampliados 150 vezes)

de uma terceira fenda: dado que o solo nao apresenta resisténcia a traccao, nao se obtém
tensoes elevadas na face interior do tunel, onde surge uma terceira fenda no primeiro teste.
E também por este facto que a carga eldstica maxima obtida no segundo teste (19 kN)
é menor que a correspondente carga obtida no primeiro teste (22 kN). Para além disso é
interessante verificar que, contrariamente ao primeiro teste, a forca obtida no ponto D do
segundo teste (Figuras 12 e 13), nao ultrapassa a carga eldstica méxima. Pelo contrério, as
forgas registadas nos pontos B e D sdo progressivamente menores que a forga registada no
ponto A. Este resultado é uma consequéncia dos grandes deslocamentos observados para o
interior do tunel, que dao origem a reacgoes consideraveis no solo no primeiro teste, mas
nao no segundo teste.

Os resultados obtidos com outros valores para Gr sdo qualitativamente semelhantes
aos resultados apresentados acima. Os resultados obtidos com valores de Gy = 75 N/m,
Gr = 150 N/m e Gr = 200 N/m estao representados nas Figuras 14 e 15. Na Figura 14
apresentam-se as relagdes carga-abertura de fenda (P-CMOD) e na Figura 15 apresentam-
se as relagoes carga-deslocamento (P — §). Uma vez mais, os resultados correspondentes a
Gr = 100 N/m situam-se entre os resultados obtidos com Gp =75 N/m e Gr = 100 N/m,
conforme esperado. Neste caso nao se detectou um desenvolvimento diferente da fissuracao
no teste obtido com o menor valor de G testado, Gr = 75 N/m. Note-se que este segundo
conjunto de simulacdes se aproxima muito mais da realidade no que diz respeito a nao
consideracao da rigidez do solo a traccao. De facto, mesmo que se possam admitir, em casos
particulares, alguma rigidez e resisténcia a tracgao do solo, estes valores deverao ser muito
menores que os valores adoptados para a rigidez e resisténcia a compressao do solo. Este nao
foi o caso considerado na seccao anterior, onde se adoptaram valores iguais para a rigidez a
compressao e a tracgao.
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Figura 12. Relacdo carga-abertura de Figura 13. Relagdo forca-deslocamento
fenda (P-CMOD) obtida do (P—6) obtida do segundo con-
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Figura 14. Relagbes P-CMOD obtidas Figura 15. Relagbes P — § obtidas para
para trés valores diferentes de trés valores diferentes de G r
GFr
CONCLUSOES

As conclustes principais obtidas das simulagbes numéricas apresentadas sao:

1. O modelo numérico permite a formagao de mais do que uma fenda simultaneamente;
estas fendas interagem entre si, fechando e reabrindo sempre que surge uma nova fenda.

2. A influéncia da resisténcia a traccao do solo no comportamento do tdnel é significativa.
As solugoes obtidas sao bastante mais rigidas e as cargas mais elevadas se se considerar
a resisténcia a traccao do solo; obtém-se trés fendas com a solugao mais rigida e duas
fendas quando nao se considera a resisténcia a traccao do solo.
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3. A carga eldstica maxima coincide com a carga méaxima obtida durante a analise em que
se desprezou a resisténcia a traccao do solo; pelo contrario, a consideracao da resisténcia
e da rigidez a traccao do solo da origem a uma carga maxima consideravelmente superior
a carga eldstica maxima.

4. No caso em que se desprezou a resisténcia a tracgao do solo, nao se verificaram diferencas
significativas no desenvolvimento da fissuracao quando se fez variar a energia de frac-
tura Gp.

Como conclusao geral pode referir-se que a abordagem discreta, em associagao com o
conceito da energia de fractura, permanece um instrumento promissor para o estudo da
fractura em materiais quase-frageis. Esta abordagem tem sido também utilizada: a) em
problemas em que os caminhos de fenda nao sao conhecidos & priori’?*4, b) na andlise da
propagacao da fissuragao em modo misto de fractura no betao®® e ¢) no estudo da resisténcia

A fissuracdo de paredes de alvenaria’.
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