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Nuevas soluciones analiticas para las tensiones de borde en
laminados simétricos

Los efectos de borde en laminados compuestos son un tema recurrente en la bibliografia desde los afios

Historia del articulo: setenta debido a su influencia en la reduccion de la resistencia de los mismos.
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En la version revisada 20 de Junio En trabajos anteriores se obtuvieron soluciones analiticas de forma explicita para laminados simétricos
de 2019 angulares y cuasi-is6tropos mediante un nuevo planteamiento. En esta ocasién, se propone un nuevo
Aceptado 5 de Julio de 2019 modelo para la resolucion de laminados simétricos generales. Este esta basado en la hipétesis de un
Accesible online 15 de nuevo campo de desplazamientos que permite la flexion transversal del laminado. Se plantea una
Abril de 2021 estrategia para la resolucion del sistema de ecuaciones diferenciales, asi como diferentes hip6tesis para

las condiciones de contorno.

Mediante el desarrollo de la técnica propuesta se pueden obtener diferentes soluciones para las tensiones
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Novel analytic solutions for edge stresses in symmetric laminates

ABSTRACT
The “edge effect” problem in laminates is a redundant topic in the literature since the seventies because of
Keywords: its influence on the reduction of the laminate strength.
Symmetric laminates
Edge stresses In previous works analytic solutions for angle-ply and quasi-isotropic symmetric laminates were obtained.
Tensile load In this work, a new model for obtaining solutions in the general case of symmetric laminates is presented.
Analytic approach It is based on a new assumed displacement field in which the transverse bending of the laminate is not

constrained. An strategy for solving the system of differential equations is proposed, as well as different

Coupling effects LS
ping hypotheses for the boundary conditions.

Different solutions for the interlaminar stresses can be derived from the proposed technique.
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1 Introduccion

Los efectos de borde afectan a geometrias con esquinas,
bordes y agujeros. En estas circunstancias se produce una
reducciéon de la resistencia de los laminados de material
compuesto cuando se les somete a carga. Ello es debido al
incremento de las tensiones interlaminares en la zona de los
bordes.

En la practica este fendmeno tiene las siguientes
repercusiones. Por una parte, se produce una subestimacion
de las propiedades de los materiales [1] ya que éstas se
determinan en ensayos que se realizan sobre cupones con
bordes libres. Por otra parte, surge la necesidad de
seleccionar entre diferentes espesores y orientaciones en el
disefio de geometrias con bordes libres, puesto que la
influencia de este efecto sobre la resistencia de los laminados
varia. De hecho, se han desarrollado criterios de fallo como el
de Sun y Zhou [2] que tienen en cuenta la influencia de las
tensiones interlaminares. Asimismo, Joo y Sun [3] han
presentado un nuevo criterio de fallo para laminados
simétricos equilibrados de carbono/epoxy el cual esta basado
en la diferencia del acoplamiento traccién-cortadura entre las
capas adyacentes. Finalmente, Lorriot et al. [4] y Lagunegrand
et al. [5] han propuesto otro criterio basado en tensiones para
predecir experimentalmente el inicio de la delaminacion en los
bordes libres teniendo en cuenta las tensiones interlaminares.

Las tensiones interlaminares en las proximidades de los
bordes libres se obtienen mediante aproximaciones numéricas
y analiticas. En el caso de las aproximaciones numéricas la
técnica méas usada habitualmente es el Método de los
Elementos Finitos (MEF). Sin embargo, es necesario el
empleo de un alto coste computacional si se pretenden
obtener resultados precisos del campo de tensiones en torno a
la zona del borde. Ello es debido a la necesidad de disponer
un mallado fino en esa zona por el elevado gradiente que
presentan las tensiones [6]. En cuanto a los modelos
analiticos existen varias opciones en la literatura que en
general requieren de un elevado expertise [7].

Este trabajo pretende generalizar los modelos analiticos
presentados para calcular las tensiones de borde en
laminados angulares sometidos a carga axial [8] a cualquier
secuencia simétrica. Desde un punto de vista de la
deformacion, los efectos de acoplamiento de la mitad del
laminado son compensados por la otra mitad y el
comportamiento total del mismo es el de un material
isotropico. Sin embargo, las deformaciones inducidas por los
acoplamientos que cada sublaminado presentaria si estuviera
solo, son coartadas por la reaccién que ejerce la otra mitad.
Se analiza cada sublaminado por separado mediante la
adopcién de un nuevo campo de desplazamientos que permite
la flexion transversal del mismo. Como resultado de la
sustitucion de las ecuaciones de equilibrio en las expresiones
de las deformaciones se obtiene un sistema de cuaciones
diferenciales de segundo orden. Finalmente se propone una

estrategia para su resolucion y la obtencién de las tensiones
interlaminares.

2 Aproximacion analitica

El problema a analizar es un laminado simétrico con 2n capas
sometido a traccion como el que se puede ver en la Figura 1.
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Figura 1. Laminado simétrico sometido a traccion.

En una primera fase se va a extraer el sublaminado superior,
incorporandole la reaccion que la otra mitad le ejerce, tal y
como se ve en la Figura 2.
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Figura 2. Extraccién del laminado superior.

Dentro del laminado superior y debido a las ecuaciones de
equilibrio se debe cumplir la ecuacion (1),

Ny =N, =0
M, =V: 1)
My, =V,
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Con el objetivo de que el modelo propuesto tenga en cuenta la
flexion transversal del sublaminado, se propone el siguiente
campo de desplazamientos,

u= uo(x,y) + Zax(x:y)
v=v0(X,y)+29y(xx3’) (2)
w =wo(x) — y8,(x,y)

Mediante la derivacién del campo de desplazamientos se llega
a la siguiente relacion entre las curvaturas y sus
correspondientes deformaciones angulares,

“Vyzyy = Ky,

{ yzyy — Ty 3)
yxz,yy - Ks,y

Asimismo, sustituyendo en la ecuacion (3) la ecuacion

constitutiva del laminado se obtiene el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales,

{_Vyz,yy = dyyMyy + dyy My, + dys M,y 4)
sz,yy = deMx,y + dySMy,y + dSSMS,y

Finalmente, realizando los siguientes cambios de variable
X = Vyzz € ¥ = Yxz,z Y teniendo en cuenta la ecuacion (1) el
sistema resulta,

{an,, +G11Y" = Fiax + Gppy
Fp1x7 + Gy = Fopx + Gy

®)

Para la resolucién del sistema definido en la ecuacién (5) se
va a realizar un nuevo cambio de variable X’ =zey =p, con
lo que resulta,

x =z

Yy =p
7 =Zix+27Z,y ©)
p =Pix+Py

La ecuacion (6) es un sistema de ecuaciones diferenciales de
primer orden lineal y homogéneo de la forma y’=Ay, donde,

X

y={7 )

La ecuacion caracteristica correspondiente a la ecuacion (6)
es,

A*— (Py+Z,)2* + (ZyP, — Z,P,)) =0 (8)

Por lo tanto, la forma de la solucién quedara condicionada por
los valores propios de la ecuacion (8) y sus vectores propios
correspondientes. En definitiva, la forma de la solucion para
las deformaciones angulares quedara condicionada por la
configuracion del laminado, esto es, por los espesores y
orientaciones de las capas, el material de cada capa y la
anchura del laminado. En cualquier caso la solucién sera una
superposicion de funciones exponenciales.

Ademas, para resolver el sistema son necesarias las
correspondientes condiciones de contorno, y en este momento
hay que optar por una de las siguientes posibilidades,

Mg(xb)=0 , (My(xb)=0 , (M,(xb)=0 9
{My (*h)=0 {My,y (=b)=0 M, (+b) =0 ©

Al sustituir las condiciones de contorno en la forma general de
la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales resulta un
sistema algebraico lineal de 4 ecuaciones no homogéneo. Las
incognitas del mismo son las constantes de integracion.

/)

3 Tensiones interlaminares

Las tensiones interlaminares se obtienen mediante la
integracion con respecto a z de las ecuaciones de equilibrio
expresadas en tensiones,

Txyy T Tazz = 0

Oyyy ¥ Tyzz =0 (10)
Tyzy ¥ 0222 = 0

A su vez, cada componente de tension en el plano gij se puede
expresar en funcibn de las deformaciones angulares
calculadas en la seccién anterior,

055y = F*Wyzyy Yezyy) (11)

donde k es el indice para la numéracion de las capas. Las
constantes de esta Ultima integracion se calculan mediante la
aplicacién de la condicién de igualdad de tensiones fuera del
plano en las intercaras,

{ 0:(z9) =0
Ui]z(zj) = Ui]z+1(zj)

siendo z; las coordenadas en direccion z de las intercaras en
el sistema de referencia de la Figura 3.

paraj=12..2n—-1 (12)

Z

Figura 3. Seccién transversal de un laminado de cuatro capas.

4 Conclusiones

Se presenta un nuevo modelo analitico para determinar las
tensiones de borde en laminados simétricos generales.

La forma de la solucién depende de la configuracion del
laminado.

La forma de la soluciéon es una superposicién de funciones
exponenciales.

Se pueden utilizar diferentes condiciones de contorno para
determinar las constantes de integracion.
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