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RESUMEN

Recientemente ha resurgido un gran interés por la integracién numérica de problemas de
la mecdnica orbital que vienen gobernados por ecuaciones diferenciales de la forma vy’ + w?y =
f(t,y), donde el pardmetro w es conocido o puede ser estimado con bastante exactitud. Un
requerimiento apropiado para los métodos numéricos asociados a esta clase de problemas es
que integren exactamente funciones trigonométricas y/o hiperbélicas ademds de polinomios
algebraicos. [En este trabajo, obtemos un procedimiento recurrente para la construccién
de métodos adaptados de tipo Stormer-Cowell que integren la ecuacién diferencial anterior,
para cualquier orden de aproximacién. También estudiamos las propiedades de consistencia,
estabilidad y convergencia de los métodos adaptados. Finalmente, los métodos propuestos se
comparan favorablemente con otros métodos.

SUMMARY

Recently a renewed interest has been focused on the numerical integration of problems
from orbital mechanics governed by differential equations of the form y” &+ w?y = f(t, y) where
the parameter w is known or may be accurately estimated. An appropriate requeriment for the
numerical methods associated with this kind of problems is to integrate exactly trigonometric
and/or hiperbolic functions along with algebraic polynomials. In this paper we show a procedure
for the construction of adaptive Stormer-Cowell formulas of arbitrarily high order of accuracy.
Our methods are compared to their advantage with other methods.

INTRODUCCION

En mecéanica orbital son frecuentes los problemas regidos por ecuaciones
diferenciales de segundo orden de la forma

{y":thy:f(t,y), t€0,T), w>0, y€ R™ )
¥(0) = yo, ¥'(0) = y5
Recibido: Febrero 1990
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donde w es un pardmetro caracteristico del problema que puede ser conocido o estimado
con bastante exactitud y suponemos que la fuerza perturbadora f(t,y) es pequeiia con
respecto al término restante +w?y. El tratamiento numérico del problema (1), puede
conducirse aplicando los cldsicos métodos de Stérmer-Cowell®, que corresponden a un
esquema lineal del tipo

k k
Y ynti = B2 By (2)
o i=o

Estos métodos, como todos los esquemas de coeficientes constantes, integran
exactamente polinomios algebrdicos hasta un cierto grado, es decir, sin error de
truncacién local. Sin embargo, debido a la naturaleza de los fenémenos que rigen las
ecuaciones de la mecénica orbital y algunos de los problemas que surgen en ingenieria,
parece conveniente considerar métodos que ademads de polinomios algebraicos integren
también otro tipo de funciones. Ademds, los métodos de Stormer-Cowell de orden
mayor que dos tienen una deficiencia numeérica: para un problema test que describe un
movimiento circular uniforme, la solucién numérica espirala hacia el interior. Este
fenémeno es conocido como inestabilidad orbital. La utilizacién de métodos de
Stormer-Cowell de orden elevado para aproximar la solucién del problema (1) restringe
la eleccion del paso de integracién a valores bastantes pequeiios. Por lo tanto, parece
mas conveniente considerar métodos que integren exactamente polinomios algebraicos,
asi como funciones trigonométricas o hiperbdlicas. La idea de adaptar métodos de
orden elevado para la integracién de fendmenos oscilantes ha sido propuesta por varios
autores como Gautschi*, Lyche®, Stiefel & Bettis'?, Bettis'!, Jain et al.?, etc.. Por
ejemplo Bettis'! obtiene esta adaptacién modificando algunos de los coeficientes de los
clasicos métodos de Stormer-Cowell de coeficientes constantes.

En este trabajo, proponemos métodos multipaso lineales de tipo Stérmer-Cowell
adaptados al problema (1), de manera que integren exactamente polinomios algebraicos
y funciones trigonométricas o hiperbdlicas. Esta adaptacién se obtiene modificando
todos los coeficientes de los cldsicos métodos de Stormer-Cowell, de manera que dichos
coeficientes sean funciones del parametro v = wh, donde h es el paso de integracién y w
es la frecuencia principal del problema. Para la definicién de los métodos, imponemos
que integren exactamente a los espacios lineales II,(w), generados por las funciones
modificadas de Stumpff> y obtenemos la relacién entre los coeficientes y el orden
de consistencia de los métodos. A continuacién, estudiamos la convergencia de los
métodos y construimos de forma recurrente una familia de métodos adaptados de
tipo Stormer-Cowell para cualquier orden de aproximacién. Finalmente, efectuamos
algunas comparaciones numeéricas de los métodos propuestos, mostrando su buen
comportamiento numérico respecto de otros métodos.

FORMULACION DE LOS METODOS Y CONDICIONES DE ORDEN

Para la integracién numérica del problema de valor inicial (1) es recomendable
el empleo de métodos que no requieran introducir las derivadas y’, puesto que dicha
ecuacién no las contiene explicitamente. En la literatura abundan los métodos basados
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en esquemas multipaso lineales para problemas del tipo (1), véase Henrici®, Lambert’,
Lambert & Watson®, Stiefel & Bettis!'?, etc.. Suponiendo que se conoce a priori
la frecuencia de oscllaaon (exacta.mente o con bastante aproximacién), estudiamos
la formulacién de una clase de métodos adaptados de tipo Stormer-Cowell para la
integracién del problema (1), de la forma

ZO‘J V)Yntj = h? Zﬂa(” )f(tntir Ynts), v =wh (3)

3=0 3=0

El desarrollo de los métodos (3) sigue la idea dada en los trabajos de Correas®*~>.
Estos métodos vienen caracterizados mediante operadores lineales Ly, definidos por

k
Laly() = 3 [as(0)u(t + ) — h2B(v) {"(t + jh) £ Py(t +GR)}]  (9)

7=0

de forma que anulen los espacios lineales II,(w) engendrados por las funciones
modificadas de Stumpff ¢;(t,w), ¢ =0,1,---,p, donde

coswt, para el signo + de (1)
$o(t,w)=4{ 1, paraw=0
ch wt, para el signo — de (1)

t

$it1(t,w) = /¢i(t,w)dt, i>0

0

Hacemos notar que ¢;(t,w) — ¢i(t,0) cuando w — 0 y que el espacio lineal I (w)
engendrado por las funciones ¢;(¢,w) puede expresarse en la forma

Span{1,t,t%,... tP~% coswt,sen wt} para el signo +
HP(w) = Span{lvtatzy'"vtp—21tp—1atp} para w = 0
Span{l,t,t? ...t~ 2 ch wt,sh wt} para el signo —

Por lo tanto, en el caso w = 0, los esquemas lineales (3) coinciden con los cldsicos
esquemas lineales de Stérmer-Cowell de coeficientes constantes.

En los trabajos de Correas’~® aparecen demostradas algunas propiedades de las
funciones modificadas de Stumpff que nosotros usaremos para obtener las condiciones
de orden de los métodos adaptados y que recogemos en la siguiente

PROPOSICION 1: Las funciones modificadas de Stumpff ¢;(¢,w) verifican las
siguientes propiedades
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i) do(z +y,w) = do(z,w)do(y,w) F Wi (z,w)h1(y,w)
it)  d1(z + y,w) = d1(z,w)do(y,w) + do(z,w)d1(y,w)

n-2 4
i) $n(2+9,0) = 3 Zhni(¥,0) + bn1(2,0)81(3,0) + dn(2, )0y, )

=0
n>2 ‘

1:1)) ¢n(zyw) = ¢n(ma0) F w2¢n+2(z,w), n Z 0

v)  ¢n(zh,w) = A"@p(z,wh), n >0

vi) $(z,w)twiei(z,w) =1

vii) ¢1(2,w) = do(2,w)d2(z,w) = ¢a(z,w)

viii) $"(z,w) £ w2 (z,w) =0, i=0,1,-,n+1, n>0

Para definir los coeficientes de los métodos adaptados introducimos los resultados
que vienen a continuacién y que nos mostrardn la conexién existente entre los espacios
II,(w) y los operadores lineales L. Ademas, supondremos que los coeficientes a(v) y

Bj(v) son funciones acotadas y continuas para todo v € [0, A], con A > 0 dado, y tales
que los métodos (3) quedan bien definidos.

PROPOSICION 2: El operador lineal Ly asociado a un esquema lineal del tipo (3)
anula el espacio II,(w) si y solo si se verifican las siguientes condiciones

k
Do =} a;j(v)o(i,v) = 0

=0

k |
D, = Z_: aj(v)¢i(j,v) =0 (5)

k
D; =Y [{a(v) F v*B;(0)}ild, v) - Bi(v)$ica(4,v)] = 0, i=2,3--,p
3=0 '

Demostracion: Los operadores lineales Ly anulan el espacio II,(w) si y solo si

Lp[¢i(t,w)] =0, i=0,1,---,p

o equivalentemente

i [ (0)6(t + Gh,w) — B2B;(v) {1t + jh,w) £ w?¢i(t + jh,w)}] = 0

=0

1=0,1,---,p
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Empleando la propiedad viii) de la Proposicién 1, esto es eqi:.ivalente a

k
> a;(v)go(t + jh,w) =0

=0

k .
> aj(v)gi(t + jh,w) =0 (6)

i=0

i [{3(v) F 0%B5(0) } $i(t + h,w) — 2B;(0)di-a(t + jh,w)] =0, i=2,3--,p

j=0

En virtud de las propiedades i) — iv) de las funciones modificadas de Stumpff
recogidas en la Proposicién (1), las funciOnes ¢;(t + jh,w) se pueden expresar en
términos de los valores ¢,(jh,w) (n = 0,1,---,%) y de las funciones ¢,(¢,0) (n =
0,1,---,% — 2),¢i_1(t,w), ¢i(t,w). De donde se tiene que las expresiones (6) son
equivalentes a las siguientes expresiones

i=0 i=0

k k
[Z aa’(v)¢o(ih,w)} $o(t,w) F W’ {Z aj(v)gi)l(jh,w)} $1(t,w) =0

k k
|:Z aj(‘l))(}h(jh,(d)] ¢0(t’w) + l:z aj(v)¢0(jh7w):| ¢>1(t,w) =0

3=0 j=0

i-2 ( k )
2_: {Z_: [aj(”) T Bi{v)di—s(jh,w) — hzﬁj(v)@_z_’(jh’w)]} i_!+

k k
+ {Zaj(v)qbl(jh,w)} di-1(t,w)+ {Z a,-(v)q&o(jh,w)} $i(t,w) =0, i=2,3,---,p

7=0 7=0

Teniendo en cuenta que las funciomes 1,¢,---,872% ¢ 1(t,w), di(t,w) (i =
2,3,---,p) son linealmente independientes y la propiedad v) de la Proposicién 1, se
tiene

k
-’?0 =Y a;(v)¢o(s,v) =0

i=0

k
Dy =) aj(v)¢i(j,v) =0

=0

k
D; = Z [{aj(?) F v2ﬁj(v)} ¢i(j?v) - ,Bj(v)qs,-_z(j,v)] =0, i=2,3- P

i=0
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Con objeto de establecer el concepto de orden para los métodos lineales (3),
exponemos a continuacién la relacién entre las expresiones D; de la Proposicién 2 y
las expresiones C; correspondientes a métodos lineales (3) que solo integran polinomios
algebraicos en el siguiente resultado.

PROPOSICION 3: Si un método lineal del tipo (3) integra exactamente el espacio
lineal II,(w), entonces dicho método vendra caracterizado por las condiciones

C;=0, t=0,1,---,p, siw=0
D;=0, i=0,1,--,p, siw#0

donde

. . _ k

Do = Do, D1 =Dy, Dy =Co =) {aj(v) F v’B;(v)}

=0
) k
D3 =0C = Ej{aj(v) F v’ Bj(v)}
, ji 2
z+2 =Ci= Z {O‘J(v Tv )33(’0)} (i— 2)!133'(”) y 122
Demostracion:
Si w = 0, es trivial, puesto que estamos en el caso de métodos que integran

exactamente polinomios algebraicos.
Si w # 0, de acuerdo con v) de la Proposicién 1, podemos escribir

¢n(jx ’0) - ¢n(j} O)
Fv?

y sustituyendo en las expresiones D; (i > 2), tenemos

¢ﬂ+2(j7 2)) =

ke k
D=3 {g: a5(0)éo(s )~ Y _(a5(0) 7 ﬁj(v))}
1 k k
Dy=%- { 2 as(u)li) = Lilas) ¥ v?ﬂj(v»}

k 'i .'
Z[ (a(0) F v*85(0) - 7= 2),53(1))]}

j=0

1
Diyo = 3 {Dz

de donde
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o lo que es lo mismo

Ci—g=D;_3£v*D;, i>2
Luego

Do—"—'Dl:O

D;i=0,:=0,1,---,p<=> .
) ’ P {0;20,2:0,1,“‘,}7—2

Hacemos notar que las expresiones C; que aparecen en la Proposicién 3
corresponden a métodos de tipo Stérmer-Cowell, para el problema (1), que integran
exactamente polinomios algebraicos; pero ahora dichas expresiones dependen del
pardmetro v. En el caso en que w = 0{<=> v = 0), las expresiones C; coinciden con
las obtenidas para los clasicos métodos de Stormer-Cowell de coeficientes constantes.

A continuacién veremos el papel que juegan las condiciones C; = 0,.(¢ = 0,1,---,p)
en este contexto. Para ello consideraremos la expresién del operador lineal Ly [y(t)]
desarrollado en serie de Taylor en un entorno del punto ¢

i 2 (3h) (1) — B2 U ) o)
wly(t)] = Z (aj(v) F*Bj(v)) D =+ — h*B;(v )Z — oY (t)

j=0 i>0 ! t>2

De acuerdo con la Proposicién 1 se verifican las siguientes identidades

ih)" n n

UL 4(35,0) = K76a(3,0) = A" [8u(3,0) £ ¥7bns2(i0)]
Sustituyendo esta tltima expresién en el desarrollo del operador lineal Ly[y(t)] y

agrupando términos obtenemos

Lily(t)] = D (D: £ v Diy)h'yB(t) = 3 Cihiyl(e) (7)
>0 120
Definiciéon §: Un esquema multipaso adaptado del tipo (2.1) se dird consistente de
orden p (p > 0) si se verifica

h

o equivalentemente si se verifica Co = C; = ---=Cpy1 =0y Cpy2 #0.
Entonces, de acuerdo con las Proposiciones 2 y 3, obtenemos el siguiente resultado

PROPOSICION 5:

i)  Todo método adaptado del tipo (3) que anula el espacio lineal Hp+1(w) tiene por
lo menos orden p — 2

ii) En las condiciones de i) el esquema lineal serd de orden p, para todo w real

iii) Las condiciones D; = 0, ¢ = 0,1,---,p + 1 son suficientes para alcanzar orden p,
pero no necesarias, ya que bastaria con exigir

T
max | Le[y(tn—k)]l| = O(R?P*?), cuando h - 0y N =
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Do = 0(h?*?), Dy = 0(hP*Y),---, Dpi1 = O(h)
Demostracion:
i)  Es inmediato sin mas que tener en cuenta la relacién
C; = D; £ v*Diys, i>0
ii) Por hipétesis D; =0, : =0,1,---,p+ 1 y sustituyendo en (7) resulta
Li[y(t)] = h”pr(")(t) + RPY1C, 197t () + O(RPT?)
= +v?hPDpyg £ v2RPTI D, s + O(APH2)
= +w? {WP*2Dpyy + B Dyys} + 0(PF2) = 0(hPF?)

iii) Es inmediato puesto que bastaria con exigir
Do = O(hp+2)’ D, = O(hp+1)’ oy Dpp1 = 0(h)

y entonces

Co = O(hp+2)’ Ci= O(hp+1)7 T CP+1 = O(h)

CONVERGENCIA DE LOS METODOS

En esta seccién desarrollamos un estudio de la convergencia de los métodos lineales
(3) andloga a la existente para métodos multipaso lineales de coeficientes constantes.
Introducimos los conceptos de estabilidad y convergencia utilizando una formulacién
matricial de (3) que nos permitird obtener una generalizacién de los conceptos y
resultados existentes para el caso de métodos lineales de coeficientes constantes (w = 0).
Para analisis posteriores, supondremos que la funcién f(t, —) es continua y satisface la
condicién de Lipschitz dada por

1£(t,y) = £(t,y™)|| < Lily — y"||para todo y,y™ € R™y para todo ¢ € [0, T}

Consideremos un método adaptado (3), siendo 7,, n = 0,1,---,k — 1, los valores
iniciales del método, arx(v) = 1 por razones de normalizacién y por simplicidad
supondremos que la ecuacién (1) es escalar. Utilizando una formulacién matricial
similar a la dada en [1], introducimos los siguientes vectores y matrices

n= [77k—1, MNe—2,°° ", UO]T

Yn+k = [yn+k, Yntk—-1,"""> yn+1]T
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—ap-_1(v) —ag-2(v) — ~ag(v)]
Aw=| ! ? 0
0 oy 0 |
§ 1T
F(v, Yotk Yoih-1) = | D Bi(v) f(tntsr ¥nt5), 0, -+, 0
J=0 i

de acuerdo con esta notacion, la ecuacién en diferencias (3) junto con los valores de
iniciacién puede expresarse en la forma

Yeei=1 (8)
Yn+k = A(U)Yn+k—1 + h2Fn+k(v,Yn+ka Yn-{-k—l), 0 <n< N -k

Definicién 6: Diremos que un método adaptado (8) es estable, si para toda funcién F,
continua y verificando la condicién de Lipschitz y para todo v € [0, A], existen unas
constantes positivas hg y K tales que para todo h € (0, ko]

K
sup [ A"(v)]| < -, (9)
<n<N-k

A continuacién, obtenemos condiciones simples que permitirdn la construccién de
métodos adaptados que sean estables.

LEMA T7: La existencia de constantes positivas kg, K verificando (9) es equivalente
a:

“Si A(v) es un valor propio de A(v) entonces existe una constante positiva C tal
que |A(v)} < exp(Cv) y si A(v) es un valor propio de A(v) con multiplicidad mayor que
dos, entonces |A(v)] < 17.

Demostracién: Como la matriz A(v) se puede expresar en la forma A(v) = SJ(v)S~1,
donde J(v) es la correspondiente matriz canénica de Jordan y A™(v) = SJ(v)S~L.
Entonces, para la matriz de Jordan se verificard una acotacién similar a (5). Ademads,
la n-ésima potencia de la submatriz de Jordan asociada al valor propio A(v) sera de la
forma

A™(v) (T)An—l(v) .........
= Ay (Do)
0 A (v)

En consecuencia, una condicién necesaria para que se verifiquen la acotacién (9) es
que exista una constante positiva C tal que |A(v)| < exp(Cv), ya que en caso contrario
tendriamos

|A(v)]™ > exp(Cnv)) exp(Cwt)
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para toda constante positiva C y t = nh < T, llegando a un absurdo.
Si A(v) es un valor propio de A(v) con multiplicidad mayor que dos, dada la forma
de las cajas J7, para que se verifique la acotacién (9) se ha de verificar que |A(v)| < 1.
La implicacién en el otro sentido es inmediata, puesto que razonando a la inversa,
han de existir constantes positivas K y hg tales que

[T ()] < %—- paratodo 0<n< N —kyhe(0,h

Teniendo en cuenta que ||A"(v)||°° < 18Mleo I (¥)]loo]|S Hloo, 1a demostracién
queda completada.
Como una consecuencia inmediata, obtenemos la siguiente.

PROPOSICION 8: Un método adaptado es estable si el polinomio caracteristico
p(€,v) verifica la siguiente condicion sobre sus raices:

“Si £(v) es una raiz de p(£,v), entonces existe una constante C' > 0 tal que
|€(v)| < exp(Cv). Ademads, si £(v) es una raiz de p(£,v) con multiplicidad mayor
que dos, entonces |£(v)| < 1”.

Hacemos notar que cuando el parametro v tiende a cero, la condicién de las raices
obtenida coincide con la condicién de las raices de los métodos clasicos de Stormer-
Cowell (Henrici®).

La convergencia de los métodos adaptados (Consistencia + Estabilidad =
Convergencia) se demuestra ficilmente siguiendo técnicas bien conocidas, por ejemplo
ver Calvo-Montijano!.

Observacion: Los métodos adaptados se pueden extender facilmente al caso de un
sistema formado por m osciladores arménicos perturbados
y”i'*'wizyi:fi(taylayZa"'7ym)7 1=1,2,---,m
vi(to) = %io, ¥i(to) = ¥ip
Llamando v; = w;h, bastaria con considerar m métodos adaptados de la forma
k k
> ai(vi)insi = B2 Y Bi(vi)fimssy i=1,2,--,m
=0 =0

uno para cada ecuacién del sistema, resultando un método multipaso de coeficientes
matriciales

k
ZAJ Yoij = = h? ZB Fryj

Jj=0

donde v = (’Ul,'Uz,' "’vm)a Y = (:lh,yz" : "ym)Tv F(t)Y) = (fl)f2$' : ')fm)T

A;j(v) = diag(a;(v1), @j(v2), - -5 2i(vm))
Bj(v) = diag(B;(v1), Bj(v2), - +» Bi(vm))
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Este método esta bien definido y el orden serd el minimo de los érdenes de cada
uno de los métodos adaptados puesto que de acuerdo con la proposicién 5, el orden de
cada método es independiente del pardmetro w; elegido.

CONSTRUCCION DE METODOS ADAPTADOS DE TIPO
STORMER-COWELL

La obtencién de métodos adaptados mediante la resolucién de un sistema de
ecuaciones lineales dado por las condiciones (5) o equivalentemente por las condiciones
de la Proposicién 3, puede resultar inabordable en la practica cuando se requieren
métodos de orden elevado. Este inconveniente puede ser evitado, al menos para
ciertas familias de férmulas, mediante la obtencién de unas leyes de recurrencia que
nos permitirdn determinar los coeficientes del método utilizando calculos directos.

La solucién general del problema de valor inicial (1) viene dada por

y(t) = C1éo(t,w) + Cowdr (t,w) + / f(38)p1(t — s,w)ds (10)

tn

donde C; y C3 son constantes arbitrarias, w es la frecuencia principal del problema (1) y
f(s) representa a f(s,y(s)) en un abuso de notacién. Si sustituimos en (10) los valores
de t = t,41,%n,th—1 y eliminamos las constantes Cy y C, de las ecuaciones resultantes,
obtenemos la relacién

tnt1

y(tn+l) - 2¢0(11 v)y(tn) + y(tn—l) = / [f(s) + f(2tn - s)]¢l(tn+1 - S,w)ds

tn

con v = wh. Esta ecuacién serd la base para la construccién de métodos adaptados de
tipo Stormer-Cowell de orden elevado. Si aproximamos la funcién perturbadora f por
el polinomio de interpolacién de Newton (en la forma de diferencias regresivas) en una
red de puntos equidistantes t; = to + jh,(0 < j < k)

P(t) = Z( V(T )WVife, to<t<ty (11)

donde 7 = (t—tg)/h, VJ f; es la j-ésima diferencia regresiva y fk = f(tx,yr), obtenemos
el siguiente método adaptado

k
Ynt+1 — 2¢0(1a ”)yn + Yn-1 = h2 Z o'j,r(v)Van-i-r (12)
=0

donde con 7 = 0 denotamos cuando el método es explicito y con » = 1 cuando es
implicito y los coeficientes 0;,(v) vienen dados por las expresiones integrales
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g0 = (—-1)5/1 [( —jT )+ (;)] #1(1 — 7,v)dr (caso explicito) (13.a)

o= (- 1)’/ [( T+ 2)] é1(—7,v)dr (caso implicito) (13.0)

Estos coeficientes se pueden calcular de una forma sencilla y recurrente mediante
la técnica de obtener una funcién generatriz G.(t,v) (ver Henrici®), que tiene por
coeficientes a los ¢;,.(v) en su desarrollo de Mac-Laurin.

Consideremos funciones generatrices de la forma

G.(t,v) = ZUJ,.(vt r=0,1

Jj=

Sustituyendo los valores de los coeficientes ¢;,.(v) en la expresién de la funcién
generatriz G,(t,v), e integrando por partes, obtenemos

_ 21 -ge(Lu))(1-t) + 8
GrB¥) = T -n - 0] (oe - D) £ 07"

Observamos inmediatamente que cuando el pardmetro v tiende a cero, las funciones
generatrices (14) se convierten en

=0,1 (14)

t2 t2
Gy(t,0) = 7rr—
T-oega-0 Y= g ooy
coincidiendo con las funciones generatrices obtenidas por Henrici®, para los clasicos
métodos de Stormer-Cowell (caso explicito y caso implicito).
Si ahora consideramos los desarrollos de Taylor, en un entorno del punto t = 0, de

las funciones que aparecen en la expresién (14) de las funciones generatrices, obtenemos
las siguientes leyes de recurrencia para el célculo de los coeficientes o .(v)

Go(tao) =

Caso explicito

2(1 — ¢o(1,v))

70,0 = T, 71,0 = 0
1 2 2 2
Ony20 = i; [1 — Ono — thUn—l,O - ZhSUn—Z,O — e — mhn+100,0] , >0

Caso implicito

1—¢0(1 'U)) 1—0’01
Y 5 1 011 = —00,1, 021 = *

00,1 = :!:v"’
2 2 2

Oni2,1 i—‘ [ On1— thUn—l,l - Zhsan—m — = ——hn+10'0,1] ,yn>1
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donde hy =1+ 1/2+---+1/n.
Una vez que hemos calculado los coeficientes ¢;,(v) podemos expresar el método
(11) en forma lagrangiana como

k
Yny1 — 2¢0(1)v)yn + Yn-1 = }7’2 Zﬁi(::;(v)fn+r—j: T = 0: 1 (15)
Jj=0

donde los coeficientes son

k=5 .
r ; J+s
B0 = (17 0 T *)oihar(v)
=0
Hacemos notar que es de gran importancia el hecho de haber obtenido unas leyes de
recurrencia para el calculo de los coeficientes, ya que esto nos permitird la construccién
de métodos adaptados para cualquier orden de aproximacién sin excesivo trabajo.

TEOREMA 9: Los coeficientes S j(v) de los métodos de tipo Stérmer-Cowell dados
en (15) son funciones acotadas y continuas para todo v € [0, A].

Demostracion: Primero veremos que estos coeficientes son funciones acotadas para
todo valor del pardmetro v € [0, A]. Esta conclusién es inmediata para los coeficientes
aj(v). Los coeficientes Bi;(v) correspondientes al método implicito (el caso explicito es
similar) vienen dados por

tnt1

k
B Y Bus(Ofnss = [ (Pult) + Pulto = 0] ba(tnss — t,)dt
=0 tn
donde P(t) es el polinomio de interpolacién de f{t,y) en los puntos tpi1,%n, -+, tny1-k

que en forma lagrangiana viene dado por

k
Pe(t) =D Lnj(t) fat1-;

3=0
donde
k
(t — tn+l—i) .
L,;(t)= , <j<k
1EJ

En consecuencia, los coeficientes B ;j(v), vienen dados por

tn+1

B50) = 35 [ st + Lns(2tn — O] b3(tnss — 1)

tn

Ademais,
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tnt1

1

57 [ $iltass — ,0)dt] < max 14:1(1-7,9)| < C  para todo v € [0,A]
tn -7

y por lo tanto

. < . . - <
Bus(0)) < C{, max 1Lns(t)l +, max |Lns(2tn=1) | <
k
<20 I Lntr=tuizi) g ooy
i=0 |tn+1—j - tn-}-l—il
i#J

Teniendo en cuenta que

3+ 1)(tn+1—j = tn-}-l—i); sii> J

t -t ;< ( . . . ..
mHl T Il = { F(tns1—; — tht1-i), s1t< 3

se tiene que los coeficientes B j(v) estdn acotados. En estas condiciones, los coeficientes
Br,;(v) son funciones continuas del pardmetro v por construccién.
Se observa inmediatamente que los métodos adaptados de tipo Stdrmer-Cowell
dados por la ecuacién (15) son siempre consistentes de orden k + 1 por construccidn.
Ademas, el polinomio caracteristico p(¢,v) viene dado por

p(€,v) = (€% — 2¢0(1,v)€ + 1)¢*2

de donde es inmediato obtener que las raices de este polinomio son

E1(v) = €7, &(v) =e™™, £(v) =0, j = 3,4,---,k, (caso trigonométrico)

Li(v)=¢€", &v)=e", &(v)=0, j=3,4,---,k, (caso hiperbdlico)

Entonces, los métodos (15) verifican la condicién de las raices dada en la
Proposicién 8 y de acuerdo con las conclusiones del Teorema 9 son estables (debido
a que la funcién f(t,y) verifica la condicién de Lipschiz y, por lo tanto, también la
verificard la funcién F(v,Y). En conclusién, los métodos son convergentes.

A continuacién, presentamos algunos ejemplos de métodos adaptados

i) Método explicito de dos pasos (orden 2)

2(1 — cosw)

5 fn caso trigonométrico
v

Yn+1 — 2(COS v)yn + Yn-1 = h2

Integra exactamente al espacio [[3(w) = Span{1,t, coswt,sen wt}

Yns1 — 2(ch v)yp — Yn_1 = —h? 2(1'——Chv)fn caso hiperbdlico
+ v2
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Integra exactamente al espacio [[g(w) = Span{l,t,ch wt, sh wt}
ii) Mdétodo implicito de dos pasos (orden 4)

Yn+1 — 2(€08V)yn + Yn-1 = h*(Bofat1 + B1fa + Bofa—1) caso trigonométrico

v? — 2(1 — cosv)

v

—2v% + (4 + 2v%)(1 — cosv)
r

ﬂoz 1ﬂ1=

Integra exactamente al espacio [[5(w) = Span{l,t,t?,¢3, senwt, cos wt}

Ynt+1 — 2(Ch v)yn + Yn-1 = hz(ﬂOfn+1 + ﬂlfn + ,Bofn—l) caso hiperbélico

2 _ —
ﬂ0=_v 2(1—ch v)’ 8

04
Integra exactamente al espacio [[s(w) = Span{l,t,t,t3, chwt, sh wt}

=202+ (4 — 20®)(1 — ch v)
= =

ili) Meétodo explicito de tres pasos (orden 3)

Ynt+1 — 2(cOS V)Y — Yn-1 = hz(ﬂo Jn + B1fn-1 + B2fa-2) caso trigonométrico

v? + (202 — 2)(1 — cosv)
"

—2v% 4+ 4(1 — cosv)
04

v? — 2(1 — cosv)

vi

Po =

’ﬂlz aﬂ2=

Integra exactamente al espacio [[,(w) = Span{l,t,t?,t3, cos wt,senwt}

Yn+1 — 2(ch V)yn + Yn—1 = h*(Bofn + P1fa-1 + B2fa_z) caso hiperbdlico

v+ (2024 2)(1 - chv)

2v% + 4(1 - ch v)
’ ﬂl‘_‘

v?

v? 4+ 2(1 — ch v)
o4

Bo =

Integra exactamente al espacio [[4(w) = Span{l,¢,t?, ch wt,sh wt}

) ﬂZ:

v

PROPIEDADES DE FASE DE LAS RAICES DEL POLINOMIO
DE ESTABILIDAD
DEFINICION 10

Un método de integracién numérica se dice incondicionalmente estable (I-estable)
si cuando se aplica a la ecuacién test y” + A%y = 0, las raices {;(H) del polinomio
caracteristico asociado a la ecuacién en diferencias resultante verifican

|&;(H)| <1 paratodo H=Ah>0
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Andlogamente, se dice P-estable cuando dichas raices verifican

|€;(H) =1 paratodo H=Ah>0

En los casos en que para 0 < H? < g con 1o dado, las raices verifican |£;(H)| < 1
o |{;(H)| = 1, se dice que el método es condicionalmente estable o que tiene intervalo
de periodicidad (0, 7o), respectivamente.

Si consideramos la ecuacién test del oscilador arménico expresada en la forma

y” + wly = §y,con § = (w2 - /\2)

y la integramos mediante un método adaptado (3), la solucién numeérica viene dada
por la ecuacién en diferencias

k
D laj(v) = (H? = 0*)B;()lyn+s = 0 (16)
3=0
La ecuacién en diferencias (16) tiene como polinomio de estabilidad asociado
k .
P(¢,v) = ) [a;(v) = (H? - v*)B;(v)]€" = 0. (17)
j=0

En el caso particular de métodos de dos pasos, el polinomio de estabilidad asociado
es de la forma

Py(€,0) = €% - 2B(H,v)¢ + 1 (18)

y para que las raices estén sobre la circuferencia unidad se ha de verificar

|B(H,v)| <1 (19)
Para el método trigonométrico ezplicito de dos pasos (orden 2
74
1 —cosv
B(H,v) =1- (—-72—') Hz
verifica la condicién (19) si y solo si 0 < H? < —22— y por lo tanto, tiene intervalo de

Pel'iOdicida,d (0 2v? ) — l—cosv

?1-cosv
Para el método trigonométrico implicito de dos pasos (orden §)

2(1 — cos v)/v? — H?By(v)/2
2(1 — cosv)/v2 + H2Bo(v)
verifica la condicién (19) si y solo si 0 < H? < F(v), donde F(v) 407 (1-cosv)

= (4+v#)(1—cosv)~20v2
y por lo tanto, tiene intervalo de periodicidad (0, F(v)).
En general, cuando el método es de k pasos, se puede despejar H? en (17):

B(H,v) =
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H? = o2 — P&, v)
a(§,v)

Como se desea encontrar los valores de H2 de manera que las raices de (17) estén
sobre la circunferencia unidad, se puede imponer que dichas raices sean de la forma
£(v) = €, 0 < 8 < 27 y los valores de H(6) que hacen que esto ocurra serén aquellos
que verifiquen que '

2 p(e?,v)o(e,0)
[o (e, 0)2

En el caso particular de la familia de métodos (15) la expresién (20) se reduce a

H*(0) =v

sea un nimero real (20)

_ 2(cos 6 — cosv)
R% + §2
+i(R sen(k — 1) — S cos(k — 1)8)]

H*(6) = +? [Rcos(k —1)8 + Ssen(k — 1)6+

donde

R = Bo(v) + B1{v) cosb + - - - + Bi(v) cos kb
S = B1(v)send + - - - + Bi(v)sen k6

Cuando se conoce exactamente la frecuencia del problema, A = w, el polinomio de
estabilidad asociado a los métodos (15) es

P(¢,v) = (€* - 2(cosv)€ + 1)¢*? (21)

y tiene las raices principales sobre la circunferencia unidad, siendo nulas las
restantes raices. Entonces, podemos concluir que en este caso los métodos (15) son
incondicionalmente estables (I-estables).

Comparaciones numéricas

Para ilustrar el buen comportamiento de los métodos que hemos desarrollado en
este trabajo, realizamos unas aplicaciones numéricas de ellos a una familia de problemas
test.

Consideraremos los métodos adaptados obtenidos en la seccién anterior, los
métodos clasicos de Adams® y de Cowell®, los métodos obtenidos por Lambert-Watson®
(tienen intervalo de periodicidad no vacio), todos ellos de orden 8 y los métodos
de Cash'? que son P-estables y de orden 6, para resolver numéricamente problemas
lineales y no lineales. Como estos métodos son de tipo multipaso, la iniciacién de todos
ellos se ha realizado con el método Runge-Kutta-Nystrén de orden 10 obtenido por
Hairer'® y paso de integracién 1/4 del paso considerado para los métodos anteriores
en cada caso. La implementacién de los métodos se ha realizado en la forma
P(EC)?E (predictor-corrector). Ademds, consideraremos el método LIPS(3) (Long-
term Integration of Periodic Systems) propuesto por Kirchgraber'*. Este método es
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véalido para la integracién numeérica de problemas de valor inicial perturbados cuando
el problema no perturbado tiene solucién periédica y la funcién perturbadora f(t,y)
es periédica en la variable ¢ con el mismo periodo que la solucién no perturbada. En
estas condiciones, el método LIPS solamente se podra aplicar a los ejemplos 1, 2 y 5.

En las figuras presentadas aparece la propagacién del error conforme la variable
independiente aumenta. En el eje horizontal representamos la variable independiente
denotada por t y en el eje vertical representamos el logaritmo decimal con signo
cambiado del maximo del error absoluto en norma euclidea obtenido hasta ese valor
de la variable independiente, lo que nos indicard el nimero de cifras decimales de
aproximacién obtenidas por cada método. Ademas, en las figuras aparecen los nombres
de los métodos involucrados en cada comparacién, indicando entre paréntesis el orden
de cada uno de ellos.

Ejemplo 1: El problema cuasi-periédico propuesto por Stiefel and Bettis'®

2" + z = eexp(it), € = 0.001, t € [0,407]), z€ C
2(0) =1, Z'(0) = 0.9995:

cuya solucién analitica viene dada por

z(t) = (cost + 0.0005¢ sen t) + i(sen t — 0.0005¢ cost)

y representa un movimiento circular perturbado sobre el plano complejo.

En las Figuras 1 y 2 se presentan la propagacion del error para todos los métodos
considerados, con pasos de integracién h = 7/24 y h = v /12. En estas figuras no hemos
incluido el método LIPS porque da una aproximacién muy grosera (del orden de una
cifra decimal) debido a que el problema tiene una resonancia.

14

pasodeint. h = /24

e
N
1

© Adams(8)
- Cowell(8)
- Adaptado(8)
-0~ Lambert(8)
<& Cash(6)

-t
(=]
1

- LoglQ(MaxErr)

@®
1

t-variable
Figura 1.

Ejemplo 2: El problema no lineal propuesto por Jain et al.

27 4+ (147 + 672z = ye™2%, t €[0,107], z € C
20)=1+6, £(0) = i(1 ~ 6)
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14
12 4
'E 1 pasodeint. h= m/12
10 9
& J o Adams(8)
g - Coweli(8)
= 8? <+ Adaptado(8)
g - Lambert(8)
-6 & Cash(6)
1
4 -
2 T ——r—————————
0 50 100 150
t-variable
Figura 2.
16 1
149 pasodeint. h= w12
5=01
T 124
é < Adams(8)
§ 10 4 -~ Cowell(8)
g & Adaptado(8)
= -0~ Lambert(8)
g &7 & Cash(6)
A l o LIPS
i 6 - ¢ -
4 T . . 00
0 10 20 30 40
t-variable
Figura 3.
16
J
"7 paso deint. h= w12
8=05
w121
b o Adams(8)
§ 10 - Cowell(8)
g o Adaptado(8)
=t -0- Lambert(8)
g 87 & Cash(6)
T o LIPS
I 6
4 . . —
o 10 20 30 40
t-variable
Figura 4.

cony >0, 0 <§ < 1. La solucién analitica es z(t) = e + §e~* y representa una
elipse en el plano complejo, donde § es un pardmetro de distorsién y 4 un pardmetro
de no linealidad. El problema se integré con paso h = 7 /12 y valores de los pardmetros
w?=1+4, ¥ =0.1 x 1075 y distintos valores de §. La propagacién del error absoluto
viene representada en las Figuras 3 y 4.
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Ejemplo 3: El problema propuesto por Lambert-Watson®

y"1+ Ay = F(8) + X2 £(t), v1(0) = a+ £(0), :1(0) = £'(0), t € [0,107]

Y72 + Ny = £7(8) + A2 £(2), 92(0) = £(0), 32(0) = Aa + £(0)
con f(t) = e™%%* y que tiene por solucién exacta
1(t) = acos At + e~ 005
y2(t) = a sen At + o005t

El problema fue integrado con pasos h = 7/24 y h = 7 /12 para los valores de los
pardmetros w = A, @ = 1, A = 3 y los resultados vienen dados en las Figuras 5 y 6.

20

pasodeint. h= ®/24

r§ @ Adams(8)
g -o- Cowsll{8)
= <@ Adaptado(8}
= -0~ Lambert(8)
g - Cash(6)

o)

t

o . . . , .
0 10 20 30 40
t-variable
Figura 5.
20
'C paso de int. h = w112
C
L)g 10 1 @ Adams(8)
T - Cowell(8)
e & Adaptade(8)
g - Lambert(8)
- & Cash(s)
. o]
-10 T T +— T v . v
0 10 20 30 40
t-variable
Figura 6.

E}empio 4: El problema hiperbélico

y" —y=¢sent, e =0.001, t€[0,10]
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y(0) = 1, ¥'(0) = —0.0005

cuya solucién analitica es y(t) = ch t — 0.0005 sen t y representa un movimiento
hiperbélico (inestable). El problema fue integrado con pasos h = 0.1y h = 0.2 y
los resultados vienen dados en las Figuras 7 y 8.

16 T
pasodeint. h=0.1

-
-y
1

G Adams(8)
-~ Cowaeli(8)
< Adaptado(8)

-
n
i

- Logl0(MaxErr)
o
1

6
4 v T L T 1 T
0 2 4 6 8 10 12
t-variable
Figura 7.

pasodeint. h=0.2

© Adams(8)
-~ Cowell(8)
@ Adaptado(8)

Py
o
i

wm

- Logl0 (MaxErr)

0 L T v T A i v T
0 2 4 6 8 10 12
t-variable
Figura 8.

Ejemplo 5: Se considera un caso particular de un satélite zonal de la Tierra con un
potencial perturbador V dado por

e, 1 z?
V=rplzma)

donde ¢ = (3J;)/(2r2) resulta de normalizar el arménico zonal de primer orden J,
con r, distancia al perigeo de la érbita osculatriz no perturbada en el instante inicial.
Formulando el problema en las variables de Kustanheimo-Stiefel, las ecuaciones del
movimiento son de la forma

2 r3V 1

wtwi= —pas — Ve
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donde w es una constante de la integral de la energia.

El problema se ha integrado tomando condiciones iniciales en el perigeo de la
érbita y con valores de la inclinacién ¢ = 0, y con excentricidad e = 0.1, con pasos de
integracién h = 0.1 y h = 0.2. El valor de ¢ se ha tomado para una altitud aproximada
del satélite de 500 Km y los errorees se han obtenido comparando con una 6rbita de
referencia que se ha calculado con el método de Cowell de orden 16. Los resultados
vienen dados en las Figuras 9 y 10.

" paso de int. h = 0.1
9
3 © Adams(8)
z -o- Cowell(8)
S & Adaptado(8)
jd -o- LIPS
]
[}
0 100 200 . 300 400
t-variable
Figura 9.
paso de int. h= 0.2
m
a & Adams(8)
E -~ Cowell(8)
23 - Adaptado(8)
= - LIPS
o
¢
A
1
6 v T T oy T v
0 100 200 300 400
t-variable
Figura 10.
CONCLUSIONES

En este trabajo presentamos una formulacién de los métodos de Stérmer-Cowell
adaptados ala integracién de problemas oscilatorios perturbados en los que la frecuencia
principal es conocida o puede ser estimada con bastante exactitud. Estudiamos las
propiedades de consistencia, estabilidad y convergencia de los métodos y obtenemos
una familia de métodos adaptados en forma recurrente, para cualquier orden de
aproximacion.
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Finalmente aplicamos los métodos obtenidos a una familia de problemas test,

comparandolos con otros métodos que se encuentran en las referencias citadas. De
los resultados numéricos presentados en las Figuras 1-10, se desprenden las siguientes
conclusiones:

1.-

Los métodos de Adams funcionan apreciablemente peor que los restantes métodos
que estan disefiados para ecuaciones especiales de 22 orden de la forma y” = f(¢,y).
En particular, en la Figura 6 se aprecia que la propagacidn del error degenera mucho
mas rapidamente para el método de Adams.

Los métodos que tienen propiedades de periodicidad o estabilidad orbital como
los de Lambert-Watson® y Cash'? funcionan ligeramente mejor que el método de
Cowell y en particular, el método de Cash que es P-estable, aumenta su eficiencia
al aumentar el paso de integracién como se puede apreciar en las Figuras 2,4 y 6.
Los métodos adaptados propuestos por nosotros resultaron ser los mas eficientes,
para la familia de problemas test considerada en los que la frecuencia principal es
conocida y los restantes términos representan una pequenia perturbacién. Ademas,
de acuerdo con los resultados numéricos, la mejor aproximacién obtenida con los
métodos adaptados frente al resto de métodos multipaso tiene relacién con el orden
de magnitud de la fuerza perturbadora f(¢,y) frente al término +w?y. Se observa
que los métodos adaptados consiguen por lo menos m cifras decimales significativas
mas que los otros métodos multipaso cuando la relacién existente entre la fuerza
perturbadora y el término no perturbado es del orden de 10™™ (se aprecia muy
claramente en el ejemplo 2 en el que la fuerza perturbadora es del orden de 107¢).
El método LIPS consigue muy buena aproximacion para los ejemplos 2 y 5 pero en el
caso del ejemplo 1 que tiene una resonancia, la aproximacién obtenida es solamente
de una cifra decimal. Ademas, desde el punto de vista computacional, resulta muy
costoso para cortos y moderados intervalos de tiempo y tiene el inconveniente de
que solamente proporciona la solucién para un nimero entero de periodos pero no
permite calcular la solucién en puntos intermedios de la érbita.

En el caso del ejemplo 4 en que la solucién es inestable, el método adaptado consigue
muy buena aproximacién, mientras que la aproximacién obtenida con los métodos
de Adams y de Cowell degenera rapidamente.
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