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RESUMEN

Se presenta en este articulo una resefia sobre el uso del método integral para derivar ecuaciones.
de diferencias a partir de ecuaciones diferenciales. E1 método se aplica a varios tipos de ecuaciones
diferenciales ordinarias correspondientes a problemas de valores de contomo y a problemas de valores
iniciales, itustrdndose la utilidad del método con varios ejemplos sencillos.

SUMMARY

In this paper a survey on the use of the integral method for deriving difference equations from
differential equations is presented. The method is applied to various types of ordinary differential
equations corresponding to boundary value and initial value problems as well partial differential
equations. The efficiency of the method is checked with its application to several simple examples.

INTRODUCCION

El primer problema y el més bdsico, en la solucién numérica de ecuaciones diferen-
ciales es el de aproximar las ecuaciones diferenciales por medio de ecuaciones de
diferencias. Hay muchas maneras de formar ecuaciones de diferencias a partir de las
ecuaciones diferenciales. Algunas son mds ventajosas que otras y el grado de éxito
de un método en particular normalmente depende del problema a resolver.

El primer método de uso general fue el de diferencias finitas. En este método,
se obtienen ecuaciones de diferencias por medio de desarrollos locales de las variables,
generalmente series de Taylor truncadas. El procedimiento es relativamente simple
y ha sido utilizado en forma extensiva en pricticamente todas las dreas de la dindmica
en que se han necesitado aproximaciones numéricas. Como con cuaiquier método
aproximado, el procedimiento tiene sus defectos, €j., con frecuencia las ecuaciones
de diferencias son inestables y es dificil imponer las condiciones de contorno de forma
adecuada.

Para derivar mejor las ecuaciones de diferencias apropiadas y eliminar algunas de
estas dificultades, se desarrolld un método integral®2. Este método es general (gj.,
las ecuaciones de diferencias usuales obtenidas por medio de la serie de Taylor se
pueden obtener también por este método como un caso especial) v ha sido usado
extensamente como una extension natural del método de diferencias finitas sin mucho
reconocimiento formal de su poder y versatilidad.

Mis recientemente, se ha desarrollado una clase mds general de procedimientos.
llamados elementos finitos. En gran parte, estos métodos han sido atractivos a ingenie-
ros y cientificos porque, al igual que en el método integral, el continuo se divide
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" en una serie de volimenes de control o elementos finitos, cada uno de los cuales tiene
significado fisico. El método hasido aplicado en forma extensa a problemas en dindmi-
ca de continuos, principalmente en estructuras, pero también en dindmica de fluidos.

Para determinar cémo se relacionan estos procedimientos, consideremos en general
la ecuacién diferencial dada por L(u) = 0, donde L(u) estd definida en el dominio
espacial £. Por ejemplo, L(u) podria ser

L( )_ﬁ+d_u+ =0 ()
Y dx? dx v

donde f = f(x) y Q es la regién unidimensional representada por x. Definamos un
producto interior tal que

AL(u)wdQ=0 (2)

donde w es una funcién de peso. Distintas elecciones de w conducen a distintas mane-
ras de obtener ecuaciones de diferencias.

Por ejemplo, consideremos problemas de valores de contorno en una dimensién.
Si escogemos w como una serie de funciones de intervalo tales que w; =1 para x;_1,2
< x < X412 Y Cer0 €n otras partes, la ecuacion (2) se reduce-a

Xi+1/2
/ Luw)dx =0 3)
Xi—1/2

Una ecuacién de este tipo se aplica a cada elemento definido por x;_;,2 < X < Xjuq1/2
donde i =1, 2, ..., I Esto conduce al método integral que se describird en mds detalle
a continuacién. Si w se define en términos de una serie de funciones de prueba que
tienen la misma forma que las funciones usadas para aproximar u, el resultado es lo
que generalmente llamamos el método de Galerkin. La mayor parte de los procedi-
mientos a que nos referimos como métodos de elementos finitos estdn basados
en aproximaciones del tipo de Galerkin®%®. También es posible elegir w en otras
formas, véase por ejemplo Brebbia et al.®.

En este articulo, el método integral se usard para derivar ecuaciones de diferencias
por las siguientes razones. (a) Es una extensién 16gica del método de diferencias finitas
con todas sus ventajas pero no todas sus desventajas. (b) Se usan volimenes de control
o elementos finitos y las ecuaciones que gobiernan el proceso se satisfacen en promedio
sobre cada elemento. (¢) El método integral trabaja directamente con las ecuaciones
fundamentales, e.g., las ecuaciones de conservacion, en vez de ecuaciones ponderadas
como lo hace el método de elementos finitos. Debido a (b) y (c), las aproximaciones
fisicas que se desprenden de este procedimiento son mds aparentes que en los métodos
usuales de diferencias finitas o elementos finitos.

También describiremos una extensién interesante del método integral, una extensiéon
que incorpora soluciones analiticas aproximadas de la ecuacién diferencial en la cons-
truccion de las ecuaciones de diferencias. Cuando conocemos una buena aproximacion
a la solucién de la ecuacidn diferencial, la exactitud de la ecuacién de diferencias corres-
pondiente se puede mejorar considerablemente en comparacidon con la que se abtiene
usando aproximaciones standard por series de Taylor. Desde este punto de vista,
las aproximaciones por series. de Taylor conducen a ecuaciones de diferencias crudas
y producen soluciones comparativamente pobres de la ecuacidn diferencial.

El método integral y su extensién como se describe aqui, estd intimamente relacio-
nado con, y motivado, por la fisica del problema. De hecho, la mayor ventaja de este
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procedimiento es que uno puede transferir directamente las aserciones analiticas
que se usan para aproximar la fisica a algoritmos numéricos.

En este articulo se presenta una breve resefia acerca del uso del método integral
para derivar ecuaciones de diferencias a partir de ecuaciones diferenciales. El método
se aplicard primero a ecuaciones diferenciales ordinarias en la préxima seccién. En las
secciones siguientes el método se aplica a la ecuacién de Helmholtz, la ecuacidén de
calor y la ecuacidn de onda, como ejemplos representativos de ecuaciones en derivadas
parciales elipticas, parabolicas e hiperbdlicas respectivamente. Para mds aplicaciones
y mds detalles sobre este procedimiento debe consultarse otras referencias. :

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

En esta seccién, el método integral se aplica a ecuaciones diferenciales ordinarias.
Se describen dos ejemplos en cada caso de problemas de valor de contorno y problemas
de valor inicial.

Problemas de valor de contorno

Como un ejemplo sencillo para ilustrar el procedimiento? , consideremos el problema
de conveccion y difusién definido por

2 3
ixf—u%’::o  0<«x<I (4)
$0)=0, ¢1)=1 S}

en que u es constante. La solucién exacta para este problema es

e — 1
¢=—F (6)

e¥ —1

0.8
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Fig. 1.~ Soluci6n de la ecuacién lineal de conveccion y difusidn para diversos valores del pardmetro u.
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y se ilustra en la Figura 1 para varios valores del pardmetro u. Para u <1, ¢ var{a lenta-
mente con X, mientras que para u> 1, ¢ varia rdpidamente en la cercania de x =1 con
un grosor de la capa limite del orden de 1/u.

Una aproximacion por serie de Taylor aplicada a la ecuacién (4) nos da

Ax Ax
(1 —UT)¢1+1 —2¢; + (1 +U—2—) ¢i—1 =0 @)

donde hemos usado diferencias centrales. La cantidad adimensional uAx se conoce
por el nombre de namero de Reynolds celular, Re,. Para Re, < 2, la solucién de
la ecuacién de diferencias (7) es una aproximacién razonable a la solucién de la ecua-
cién diferencial (4) ‘Para Re, > 2, la solucidén de la ecuacidén de diferencias oscila
y no es una buena aproximacién a la solucién de la ecuacién diferencial. De aqui
se desprende que el tamafio Ax de la red debe ser menor que 2/u para que la solucién
sea correcta y, por lo tanto, muy pequefio cuando u es grande.

Para resolver las ecuaciones (4) y (5) en forma numsérica por medio del método
integral, primero dividamos el intervalo (0 < x < 1) en elementos finitos. Aunque no es
necesario, para simplificar supondremos que estos elementos son de un tamafio unifor-
me Ax. Al centro del elemento i, definamos el punto x; de la malla donde se calculard
la funcién u(x;) = u;. Para hacer la notacién mds conveniente, hagamos a = x;_; ;2 =
X; — AX/2y b =Xy ,2 =X + Ax/2 en cada elemento.

El paso siguiente consiste en una integracion formal de la ecuacion diferencial sobre
cada elemento. La integral de la ecuacién (4) es entonces

do do
ax (b) ——(a) —ug(b) + up(a)=0 (8)
X dx

Para proseguir y obtener una ecuacién de diferencias, debemos suponer la forma
de la solucion en cada elemento. Esto se puede hacer, por ejemplo, usando la serie
de Taylor, aproximando por medio de polinomios simples, o usando soluciones aproxi-
madas de la ecuacién diferencial. Se espera que mientras mds exacta sea la supuesta
forma de la solucién, mayor serd la exactitud de la solucién de la ecuacién de diferen-
cias. ’

Como una primera aproximacién simple, supongamos que ¢ es lineal entre los
puntos de la malla, y que por lo tanto en este intervalo x; < X < X1, ¢ se puede
representar por

$p=a; +b;x 9)

donde a; y b; son constantes. Estas constantes se pueden evaluar en términos de los
valores de ¢ en los puntos de la malla. Se desprende que

a; = ¢y (10)
b1 —
b =——F— Ax (1)

Expresiones similares se pueden obtener para estos pardmetros en el intervalo x;_,
< X< X;.
Substituyendo las ecuaciones (9) - (11) y expresiones similares para el intervalo
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Xi—1 < x < x; en la ecuacidn (8) de la ecuacion (7) que habia sido obtenida por medio
de 1a serie de Taylor.

En la derivacion previa, la suposicién bdsica es que ¢ varia en forma lineal en el
intervalo x;_; < X < X;4;. Esta es una aproximacién muy cruda para ¢ y, en este’
ejemplo, se puede encontrar una aproximacién mucho mejor, es decir, una solucion
exacta. En este caso, la solucién de la ecuacidén (4) en cada intervalo es

¢ =a; + b; eB*X X 12)

en que nuevamente a; y b; son constantes.
Por el mismo procedimiento descrito anteriormente, estas constantes se pueden
evaluar, y substituyendo la ecuacidn (12) en la ecuacion (8) nos da

G — (1 +e%0x) ¢ + 982 ¢, =0 (15

Resolviendo esta ecuacién directamente en forma analitica, se puede demostrar que
la ecuacidn es exacta, es decir, la solucidn de la ecuacién de diferencias {13) es exacta-
mente la misma en todos los puntos de la malla que la solucién de la ecuacién diferen-
cial original (4). Cuando Ax = 0 la ecuacién (13) se reduce a la ecuaciéon (12).
El procedimiento se puede extender directamente a la ecuacién no homogénea
definida por
d?¢ do
— —u—=1(x) (14)
dx? dx

y a otras condiciones de contorno, €j., la condicién general dada por

d—¢@ +he¢(0)=1.
dx

El ejemplo anterior era relativamente simple con una solucién exacta conocida.
Un ejemplo mds interesante es el siguiente. Consideremos el problema definido por

d?u 1ldu N du (15)
dr*  rdr dr

u(r,) =0, u(e)=1 (16)

Estas ecuaciones describen un ejemplo modelo para el problema de Stokes-Oseen
de flujo alrededor de un objeto para valores bajos del nimero de Reynolds. El proble-
ma se ha resuelto antes por el método de desarrollos asimptéticos acoplados®:?.

El cardcter general de la solucidn de este problema es el siguiente. Cerca del cuerpo,
en r =rg, el término no lineal se puede despreciar y el flujo estd dominado por los dos
primeros términos de la ecuacién (15), los términos viscosos. Una ecuacién aproximada
vdlida cerca del cuerpo es entonces

du tdu_, an
dr®2  rdr

y la solucién general es u =a + b &n r. Para valores grandes de r, lejos del cuerpo,
u tiende a uno y el flujo se puede aproximar por

d2u+ldu+du_0 8
dr2  rdr dr (18)
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La solucién general de esta ecuacién es u =a + b E(r) donde E(r) es la integral expo-
nencial definida por

o o—P
E(r)=/ po (19)

Una -solucién numérica de este problema se puede obtener directamente usando
el método de diferencias finitas usual. Aplicando la serie de Taylor a la ecuacién (15)
obtenemos

Ar Ar Ar
(1 +§,—r-j)uj+1 -2y _{j(l 2 iy + Tui(um -u_1)=0 (20)

Hay dos dificultades con la solucién numérica del presente problema usando la
ecuacidon (20) con las condiciones de contorno especificadas por la ecuacién (16).
Una dificultad relativamente menor estd asociada con la variacidon rdpida de u en
la cercania del cuerpo donde u "v £n r. Debido a esto, debe usarse una red fina para
obtener exactitud. La segunda dificultad es el trato adecuado de la condicién de
contorno lejos del cuerpo, u(ee) = 1. Ambas dificultades pueden sortearse usando
el presente método integral.

Integrando la ecuacién (15) sobre el elemento de volumen rdr, 132 ST < Tjyq2,
obtenemos

du du 12 du
(r a)iu/z - E)j “app T /i—1/2 f u—rdr =0 1)

Una solucién aproximada de la ecuacién (21) vdlida cerca del cuerpo y para el
intervalo 1j_3 2 ST <Tj41,9 €5 U=2; + b; &nr, donde

2 = Uy fn Tj+1 — Uj4 £n I;
j =

22
nry, — Ay (22)

Ujp1 — U

b = 23
' fnr - (23)

Esta solucion aproximada se puede substituir en la ecuacién (21) para obtener una
ecuacion de diferencias mucho mds exacta que la ecuacion (20). Para simplificar
la ecuacién alin mds, debemos notar que el término no lineal sélo es importante lejos
del cuerpo y en esa regién la solucién cambia en forma suave y relativamente lenta.
La simplificaciéon consiste entonces en aproximar u en el término no lineal de la ecua-
cién (21) por una funcién lineal en vez de una funcién logaritmica. Este procedimiento
conduce a la ecuacién

el — U Uy — U S 2 24 _
— Ty Fui)® — (U +u_ = 4
Qn rj+1 _ Qn r] Qn r] _ Qn rj_l 8 [(ul+1 ul) (uJ u] 1) ] 0 (2 )

Los dos primeros términos corresponden a los dos primeros términos de la ecuacién
(21) y el ultimo término corresponde al término no-lineal. Debido a su naturaleza
mds exacta, esta ecuacion permite el uso de mallas mds gruesas para obtener la misma
exactitud que usando la ecuacion (20).
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Para tratar la condicién de borde ufee) = 1, consideremos el elemento de contorno
definido por r;_j;p < r < r;. Integrando la ecuacién (15) sobre este elemento se
obtiene

du ; d
a<ly sty +/ rutgr=0 25)
3—1/2 dr

El segundo v tercer término en esta ecuacidn se pueden evaluar en la forma descrita
anteriormente. Una aproximacién apropiada para el primer término se puede obtener
de la siguiente manera. Lejos del cuerpo, una solucidén aproximada de la ecuacién (15)
de gran exactitud, que satisface u(ee) =1 es u =1 + b E(r), donde b = (u; — 1)/E(1y).
Usando esta relacion y las aproximaciones anteriores, podemos escribir la ecuacién (25)
como
Uy — Uy " Iy

1
nry —Wnr_, 2 [uf“j(ua +u;.1)%1=0 (26)

—1;(uy — 1) —

Esta ecuacion es de primer orden, contiene s6lamente los valores deuenr; y 13—,
v satisface la condicidén u(ee) = 1 con exactitud. Las condiciones de contorno en et
infinito generalmente se pueden tratar por este método encontrando una buena repre-
sentacién de la solucién del problema en el campo lejano (lo que generalmente significa
eliminar soluciones no deseadas, como ondas entrantes en un problema de propagacién
de ondas, etc.) e incorpordndola a la ecuacién de diferencias por medio del método
integral, a un valor finito de la variable independiente.

b

Fig. 2.— Problema modelo de Stokes-Oseen. La linea sélida es la solucién obtenida de la ecuacién
(17) (serie de Taylor) con Ar=05 y la condicién de borde u(6.0 =10. También se muestran
soluciones obtenidas con de la ecuacidn (21) con: a) o, Ar=0475 y la condicién de borde
u(20)=10; b) x, Ar=0475 y el uso de la ecuacidén (23) como condicién de borde en r=20;
¢) A, Ar=0.2375 y el uso de la ecuacién (23) como condicidén de bordeent =20,
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Un ejemplo especifico calculado se muestra en la Figura 2. Se usaron redes relativa-
mente crudas para mostrar claramente la diferencia entre los distintos algoritmos
y aproximaciones. La linea sélida es la solucién obtenida de la ecuacion (20) (serie
de Taylor) con Ar = 0.05 y la condicién de contorno u(6.0) = 1.0. También se mues-
tran los resultados obtenidos de la ecuacion (21) con (a) Ar=0.475 y la condicion
de contorno u(2.0) = 1.0, (b) Ar =0.475 y el uso de la ecuacion (26) como condicion
de contorno entr=2.0,y (c) Ar=0.2375 y el uso de (26) como condicién de contorno
enr =2.0.

Se puede observar que (c), con sélo nueve puntos en la red, es tan exacta como
la ecuacién (20) con 119 puntos en la red, mientras (b) con sélo cinco nodos es casi
tan exacta. La solucién (a) no es una buena aproximacion. De aqui uno puede deducir
que: (a) para la misma exactitud, se pueden usar redes mds gruesas con la ecuacion
(24) obtenida por el método integral, que usando la ecuaciéon (20) obtenida por medio
de la serie de Taylor; y (b) el tratamiento de la condiciéon de contorno en el campo
lejano usando el presente método, es directo y exacto.

Problemas de valor inicial

Como ejemplo de un problema simple de valor inicial, consideremos las ecuaciones

dy
——~4+2y=1 Q27
dx
y(0)=1 (28)
La solucidon exacta es
1 —2
y =5(1 +e™%) (29)

En la solucién previa del problema de valores de contorno, cada punto x; de la red
estaba rodeado por un elemento tal que X;—j;2 < X < X;41,2. Esto conduce a una
ecuacion de diferencias cuya solucién en el punto i depende de valores de la solucién
en i+1 e i—1. Esto es correcto fisicamente para problemas de tipo difusién. Sin embar-
go, para problemas de valor inicial, la solucion deberia depender sélamente de la
funcién en valores menores de la variable independiente. Esto conduce a la idea de
un elemento de integracidn tal que x; < X < X441 . Con esta definicién de elemento,
el mismo procedimiento anterior se usa para obtener la ecuacion de diferencias.

Para la ecuacién (27), integrando sobre el elemento x; < x < x;; obtenemos

1+1
yi+1-—yi=Ax—2/ y dx (30)

Esta ecuacién produce entonces algoritmos de Euler explicitos, implicitos o modifi-
cados dependiendo de cdmo se aproxima la integral.

La ecuacidén de diferencias exacta se puede obtener de la 51gu1ente manera. La solu-
cién exacta de la ecuacién (24) en el intervalo X; < X < X;4; €S

y=1/2+a e 207D 31



ECUACIONES DE DIFERENCIAS MEJORADAS 11

donde a; estd dado por y; — 1/2. Substituyendo este resultado en la ecuacién (30)
obtenemos la ecuacidn de diferencias exacta dada por

Vi —e 8%y =1/2(1 —e20%) (32)

Esta ecuacion se reduce a la aproximacidn usual por serie de Taylor cuando Ax = 0.

Este problema es bastante simple pero sirvid para ilustrar la aplicaciéon del método
integral 4 problemas de valor inicial. Un problema mds desafiante, que es generalmente
dificil de tratar por los métodos standard de diferencias finitas, es un problema de dos
tiempos, i.e., un problema en que hay dos escalas de distancia o tiempo muy diferentes
inherentes al problema. Para ilustrar la solucién de este tipo de problemas usando
este método integral, consideremos el problema de un oscilador lineal con amortigua-
ci6n pequefia definido por

d?y dy

—L +2e——+y=0 33

dt? edt y (33)
dy

y(0)=0, d—t(0)=1 (34)

donde 0 <e <1. La solucidén exacta a este problema estd dada por

e—€t
=T/ 1 2
y \/1_7 sin\/1 -€* t (3%5)

y consiste en oscilaciones amortiguadas cuyo periodo es aproximadamente 27 y cuyo
tiempo de disminucién es aproximadamente 1/e.

El método de la serie de Taylor aplicado a la ecuacién (33) da la ecuacidén de diferen-
cias finitas

Va1 + (=2 + 2eAt + At? )y, + (1 — 2eAt)y,—q =0 (36)

Para exactitud, la solucién numérica de esta ecuacion requiere intervalos de tiempo
pequefios en comparacidn con el periodo de las oscilaciones, i.e., At debe ser del orden
de 0.5 o menos. Para describir la disminucién en la amplitud de la oscilacién (que
ocurre en un tiempo 0(1/e)), el nimero de intervalos de tiempo debe ser mucho mayor
que 1/e. Después de esta cantidad de intervalos de tiempo, la exactitud de la solucién
numeérica generalmente no es buena debido a la acumulacién de errores. Esto es tipico
de problemas de dos tiempos en que se presentan dos escalas desiguales de distancia
o de tiempo.

Aqui discutiremos diversas ecuaciones de diferencias que permiten utilizar intervalos
de tiempo mds grandes para obtener la misma exactitud. Para obtener estas ecuaciones,
es conveniente reemplazar la ecuacién (33) por las dos ecuaciones

dy
—— _f=0
i 37)

af  dy
St el 4y=
FTRRFTIR A 38)
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La primera ecuacion de diferencias majorada se deriva de una solucién aproximada
de la ecuacién (33) obtenida despreciando e, i.e., un método de perturbacion regular.
Esta solucién aproximada estd dada por

y =acost+bsint 39
y f(=dy/dt) se puede encontrar diferenciado. Las constantes a y b se pueden determinar
en términos de los valores de y y f al principio del intervalo. Substituyendo esta solu-

cion en las formas integradas de las ecuaciones (37) y (38) se obtiene

V41 = ¥Yn COS At + £, sin At 40)

fas1 = —2€ Ynsq T fn cos At — (sin At ~ 2€)y, 41)

Una solucién mds aproximada de la ecuacidén (33) que tiene validez uniforme y que

toma en cuenta el decrecimiento exponencial se puede obtener usando un desarrollo
de dos variables y es

y=ae € cost+be €sint 42)

Las ecuaciones de diferencias correspondientes obtenidas por el mismo procedimiento
anterior son.

Vasr =€ E8%(cos At + € sin At)y, + e~ €8t gin At £, (43)
1 éz e—eAt
fhe1 = + (cos At +esin At) | f, —2€ Yn41
: 1+e?  1+€®

263 e—GAt

14+€2  1+€2

;(1 —€?)sin At — 2e cos At% Y (44)

~ La solucién exacta de la ecuacién (33) es

y=e_e‘[acos\/l—e§t+bsin 1—€ t} (45)

y conduce a las ecuaciones de diferencias exactas

Y+l =e €At | cos AT + T sin AT} Yn
e—EAt
+——ssin A7 f, (46)
€
fos1 =e_e,At cos At + \/T——Ez sin A?'J fo —2€ynn
(1-2e2)
+ €0 [26 cos AT —————— sin A7t y (47)
V1= B ‘
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donde A7 =¢/1—€? At.

La solucién exacta de las ecuaciones (33) y (34) con € = 0.01 se muestra en la
Figura 3 para 0 <t < 200. Soluciones numéricas usando las ecuaciones de diferencias
correspondientes a las ecuaciones (39) y (42) también han sido calculadas. Se puede
demostrar que la ecuacién (39) tiene suficiente exactitud sélamente si At < 7/2, 1o que
representa una mejora sobre la serie de Taylor, pero no demasiado excitante. Por otro
lado, la ecuacién (42) es adecuada para At = 96, lo que representa una mejora sobre
la serie de Taylor en un factor de 200. Un grdfico de la solucién usando la ecuacién
(42) con At = 96 no se puede distinguir de la solucion exacta que se muestra en la
Figura 3. La ecuacion (45) es, por supuesto, exacta y se puede usar con valores arbi-
trarios de At.

1.0 T T T

05 -

L

i T
Ll

-1.0 1 1 1
(o] 50 100 150 200

1
Fig. 3.— Solucidn exacta para el oscilador lineal con amortiguacién pequefia para € =0.01.

ECUACIONES ELIPTICAS

Las ecuaciones en derivadas parciales elipticas generalmente describen el estado
limite estacionario de problemas en que la parte que depende del tiempo estd descrita
por ecuaciones diferenciales parabdlicas o hiperbdlicas. También pueden describir
problemas en que la dependencia del tiempo toma una forma supuesta, tal como
sinusiodal en el tiempo.

Un ejemplo del Giltimo caso es la ecuacién de Helmholtz dada por
0%2¢ 0%¢
— +—+m2¢=0
o oy m*¢ (48)

en la que m es una frecuencia adimensional y constante. Esta ecuacion describe, por
ejemplo, las oscilaciones sinusoidales de la superficie del agua en un puerto. Si m?2
es cero, tenemos la ecuacién de Laplace

2¢  0%¢

— 4+ ——=0 49

ox2  oy? (49)
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que describe fenémenos de transmisién de calor en estado estacionario, de electrostd-
tica y de mecdnica de fluidos.
~ Para formular el problema por medio del método integral, usaremos un procedimien-
to similar al usado en el caso de problemas unidimensionales, Primero, dividamos
la region sobre la cual la funcion estd definida en elementos finitos. Supondremos, para
simplicidad, que los elementos son rectangulares. Los elementos no necesitan ser
cuadrados. Segundo, en el centro de cada elemento, definamos el punto x;, y; de la
malla donde se calculard la funcién ¢;; (véase la Figura 4). Los puntos en las esquinas
del elemento de volumen correspondiente a la funcién ¢; ; se denotardn por ABCD.

i, j+l i+, j+
. -— ] ——
e | T
+ 1
c I B
|
P S i
i-l,j i) i+1,]
D A
L o L
i-1,j-1 i i+0, -

Fig. 4.— Malla numérica y elementos rectangulares para ecuaciones elipticas.

La ecuacidn bdsica se integra ahora sobre cada elemento. Para evaluar las cantidades
que aparecen en esta integracion, debemos determinar una solucién local aproximada
de la ecuacidn. Esta solucion aproximada deberd determinarse en cada elemento
de 1a malla definido por los puntos de la malla, ¢j., el elemento definido por (i,j),
(i+1,3), (+1,j+1), (4,j+1); 1a solucidn se determina en funcidn de valores de ¢ en los
puntos de la malla. Este procedimiento conduce a las ecuaciones de diferencias apro-
piadas.

Un método simple

Una formulacién simplificada del método integral para la ecuacién de Helmholtz
es la siguiente. Primero, integramos la ecuacién de Helmholtz formalmente sobre
el elemento ABCD lo que da
62 ¢ 82 ¢
— + —+m?¢ |dxdy =0 50
Lo T ay? ¢ y (50)

j+1/2 i+1/2

li—112 Ji—12

El ultimo término en esta integral (la integral de ¢) se puede aproximar suponiendo
que ¢ es constante en el elemento e igual a su valor en el centro dél elemento, i.e.,

m? // pdxdy =m? ¢;; AxAy (51)

Para los dos primeros términos de la ecuacién (50), el teorema de Green nos permite

escribir

2 2
s, 9
aXZ ay2

99
dxdy :/—do (52)
on
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en que d¢/dn es la derivada de ¢ en la direccion de la normal exteriorny la integracion
es en el sentido positivo. _ (

El lado derecho de la ecuacioén (52) es sélo el flujo debido a difusién entre dos celdas
adyacentes. Se puede aproximar suponiendo que el flujo es igual a la diferencia en
los valores de ¢ en cada celda, dividido por la distancia entre los puntes de la malla.
Esto es equivalente a aproximar las derivadas por medio de diferencias centrales que
luego se suponen constantes a lo largo de cada cara. El resultado es

0¢ (D121 — O]

—) dg=—""—A 53
(al’l)AB 7 Ax y (53)
) o b

(_¢) dlU — [¢1‘]+1 ¢11] AX (54)
on’Bc Ay

9 —1i — B

(_¢) do =M Ay (55)
on'co Ay

09 [fi— — ¢is)

g d =zl - 00 -

(al’l)DA o Ay £x (56)

Combinando las ecuaciones (50) a (56), encontramos que
Ay Ax 2
(Pia14 — 205 + ¢i—1.i)& + (5 01 — 20y + ¢i,i—1)“A_y“+ m* ¢;; AxAy =0
Si Ax = Ay,
(4 — m2AX )y = Gy + Gty + Gijer + Giica (57) -

. 'Estos son los mismos resultados que se obtienen por medio de la serie de Taylor.

¢ ?
0,j+l I j+l

hj

‘O,j-l Tl,j—l

Fig.5.— Elementos de borde en x =0.
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El método integral conduce a una manera natural de incluir las condiciones de
contorno. Como ejemplo, consideremos la condicién 8¢/8y =0 en x = 0. La integra-
cién de la ecuacidon (48) sobre el elemento de contorno que se muestra en la Figura §
definido por (0 < x < Xq2, Vi—1j2 S Y SVjs1y2) da la relacion

(2 —1/2m? Ax®)¢o; = ¢15 + 1/2 (doge1 + Do5—1) (58)

Esta ecuacidon se usa entonces junto con las ecuaciones anteriores representadas por
la ecuacién (57) y con otras ecuaciones para el resto de las condiciones de contorno.

Un algoritmo mds exacto

Algoritmos mds exactos que aquellos obtenidos con el procedimiento anterior
se pueden derivar suponiendo una forma mds realista de la funcién ¢. Un ejemplo
simple es el siguiente:

Para cada elemento de la malla (X;_12 < X < X172, Vi—12 S Y S Viey2), la solucion
mds simple definida por los puntos en las esquinas del elemento es

¢=a+bx+cy+dxy 59

Las constantes a, b, ¢, d se pueden determinar de los valores de ¢ en los puntos
de la malla. El resultado es

— b=¢i+1,j — ¢y , o= B — 0 ,
Ax Ay

1

d :m (@55 + dir1441 —Piv1y — Dig+1 )

En esta aproximacién

09 .
e b + dy =f(y) sélamente (60)
09
—a;: ¢ + dx =g(x) sélamente 61

Una vez que se ha supuesto la forma de la solucién a la ecuacién (59), se pueden
realizar las integraciones indicadas en la ecuacién (50). El resultado es el siguiente

Axj2  fAv)2 AxAy b c d
dxdy = +—Ax+—Ay + —
£ L ¢dxdy 2 {a 4Ax 4Ay T AxAy}

_AxAy| 9 3 1

3
4 [1‘6‘ ¢y + 16 Gip15 t+ e @i 41t 1e ¢i+1.i+1] (62)
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La integral sobre el elemento completo es entonces

Axj2 A /2 . Ay 3 3 3 3
[ / Y [ ¢u + - ¢1+1.J +— ¢1‘J+1 +— ¢1—1 J +— ¢1,1-—1
Ax/2 Ay/2 4 4
1 :
+E(¢i+1,j+1 + 141 T Pirrj—1 T Gi1-1) , (63)

La integracién de f(3¢/dn)do a lo largo del lado AB da

0 b
AAY/Z —gdy =—Ay +— Ay

ox 2 8
Ay|3 ) 1 .
ZZ; [§(¢i+l,]’ — &) +§ (Pir1541 — P11 )] (64)
La integracion de f(aqb/ah)da alrededor del elemento entero nos da
00 Ay
adc _A*[ (fi+15 — 205 + Pi—1,4)

1 1 .
+—§(¢i+1,j+1 —2¢; 541 + i—1441) +'§(¢i+1,i—1 —2¢i 51 + i—15-1) ]

Ax |3 1
+ Z;‘ Z(fpi.ﬂ-l — 265+ ¢ij—1) +§(¢i+1‘5+; ~ 201, + Piv1j—1)

1
+—8'(¢i—1.i+1 2 ¢4 + ¢i—1,j—1)] (65)

Combinando estas ecuaciones y simplificando para Ax = Ay da

9 1,3 .,
3 - Em 2] ¢ =(- + 32 m? [fiv1g + Dijer + i1 + dij—11]

1 1
+ <Z+ 64 mzAx2> [ip1541 T Bic1jur + Orvaj—1 + Pi—15-11] 66)

Como una condicién de borde tipica, de nuevo consideremos 9¢/9y =0 en x = 0.
Integrando la ecuacion (50) sobre un elemento del borde como se mueéstra en la Figura
5 nos da ahora

3 9 \ 1 3 13 ‘
<5 ~3 m2AX2> bo; (2 + 32 m%Ax >¢1.i + (Z"' &2 m? AX2>:(¢0.;'—1 + do.5+1)

1 1
+<Z + 6—4-m2Ax2> (P1j+41 + P15—1) “(67)
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En muchos problemas de conduccién de calor, difusién en aguas subterrdneas,
y fisica de reactores, las propiedades del medio pueden cambiar de forma discontinua,
ej., en: el limite entre dos materiales distintos. Esto conduce a la aparicién de coefi-
cientes que son continuos a intervalos en las ecuaciones que gobiernan el fendmeno.
Este tipo de problemas se puede tratar directamente por medio del método integral,
de hecho, fue la motivacién en el desarrollo original del método®2,

El procedimiento se puede extender de inmediato para incluir la versién no homos=
génea de la ecuacién de Helmholtz y a otras ecuaciones elipticas. Por otra parte,
pueden utilizarse elementos rectangulares de tamafios variables, asi como elementos
triangulares'®.

ECUACIONES PARABOLICAS

En esta seccidon, el método integral se aplica a la ecuacidén de calor en una dimensién
con dependencia del tiempo, como un ejemplo representativo de una ecuacién en
derivadas parciales parabélica'! . La ecuacién de calor estd dada por

du 9%u
o
ot 9x?

(68)

en que u cs la temperatura y « es la difusividad térmica constante.

Para formar una ecuacidn en diferencias, primero discretizaremos el dominio x.t.
Aunque no es necesario, supondremos que la distancia Ax entre puntos de la red
en la direccidon x es uniforme y que el intervalo de tiempo At es uniforme. El subindice
i denota valores de una cantidad en el punto x; el indice n denota valores en el tiempo
t".

L r——0——= ® n+|
I N
| |
| l
| |
° L——e—— ®n

i=l i-l2 i i+1/72 i+l

Fig. 6.— Red numérica y elementos de volumen para la ecuacién de calor unidimensional con depen-
dencia de tieridpo.

Como la conduccién de calor con dependencia del tiempo es un problema de valores
de contorno en ¢l espacio y un problema de valor inicial en el tiempo, necesitaremos un
elemento de volimen como €l que se muestra en la Figura 6 donde x;_1/2 < X < X472
y t* <t < t™*1 en contraste con el elemento de volimen para ecuaciones elipticas
que se muestra en la Figura 4. La integral de (68) sobre este elemento nos da

i+ . n+ a
J BT I (T LG ©69)

i—1/2 0Xi+1/2 0X'i—1/2
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Como en la seccién anterior, el siguiente paso en este procedimiento es aproximar
analiticamente lo mejor posible la solucién de la ecuacidn diferencial sobre un pequefio
intervalo. Como una primera aproximacién cruda a los términos en el primer miembro
de la ecuacidén, se puede suponer que u es independiente de x en cada elemento.
Los términos en el segundo miembro representan el flujo de calor a través de las super-
ficies Xjy12 ¥ Xi—1j2 en el intervalo de tiempo de n a n+1. Estos términos se pueden
aproximar de forma simple suponiendo que los flujos de calor son proporcionales
a las diferencias de temperatura entre las celdas en el tiempo n.

Con estas aproximaciones, la ecuacién (68) se convierte en

uin+1 =(1 2w) u? + w(u;‘ﬂ + u;’_l) (70)

donde w = aAt/Ax?. Esta es la forma central en el espacio y hacia adelante en el tiem-
po (FTCS), algoritmo standard que se obtiene generalmente usando la serie de Taylor.
De su construccion, se deduce que las hipdtesis implican un flujo de calor que es inde-
pendiente del tiempo durante un intervalo de tiempo At. Cuando se aumenta el inter-
valo de tiempo, el calor continda abandonando el elemento, hasta que para intervalos
de tiempo suficientemente grandes (w > 1/2), la temperatura del elemento puede
hacerse negativa. Esta condicién generalmente conduce a inestabilidades numéricas.

Algoritmos explicitos estables

Para obtener ecuaciones de diferencias mejoradas para la ecuacién (68), debemos
aproximar mejor los términos de la ecuaciéon (69). Una aplicacién simple de estas
ideas conduce a ecuaciones de diferencias estables para todo w, v es la siguiente.
Consideremos la ecuacién (69) y, como antes, supongamos que u es independiente
de x en cada elemento. El primer miembro queda entonces determinado como antes.
Para aproximar el segundo miembro, supongamos que el flujo de calor es proporcional
a la diferencia de temperatura entre las celdas como en la derivaciéon de FTCS, pero
también supongamos que las temperaturas son funciones del tiempo, o sea

a_u = —‘1— (t) i(t) (71)
ox'i+12 - Ax (U2 (®) = 0(0)]
ou 1

G = —[u;(t) — u;— (1)] (72)

ou'i—12 Ax

En general, esto conducird a un conjunto acoplado de ecuaciones diferenciales ordina-
rias para las variables u;, conocido como el método de lineas'?. Para obtener ecuacio-
nes independientes y algoritmos simples, explicitos, s¢ pueden hacer diversas aproxi-
maciones para desacoplar estas ecuaciones.

Consideremos primero un caso simple en que u? # 0 pero u?,, =0 y supongamos
que el flujo de calor desde la celda i es proporcional a la temperatura en esa celda.
Se deduce que

8_u = w(t) 73
ax'wiz AX 73)
o8 -uo (74)

0xi—12 Ax
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Con estas suposiciones, la ecuaciéon (69) se convierte en

[u;““‘1 —ul JAX = ——— / u;(t) dt (75)

El tamafio del intervalo de tiempo At es por supuesto arbitrario y u;‘“ se puede

interpretar como u;(t® + At), donde t* es el tiempo al comienzo del intervalo y At
es el incremento de tiempo. Con esta interpretacién, y diferenciando con respecto
a 7 = At, se obtiene

u, 2
e = e 76)

Inmediatamente se ve que la solucidon es
urtt = gul 77

donde & =exp(—2a At/Ax?).

Si suponemos que todo el calor que abandona la celda i se va a las dos celdas
adyacentes y no mds alld, el aumento en la temperatura en esas dos celdas estd dado
por

1-6

.11?;11 = (‘—2—‘“) ui“ (78)

Para el caso general en que ufy, # 0, podemos aphcar consideraciones similares.
El efecto en la temperatura de la ‘celda i debldo au? i+, ostd dado por la férmula (78)
con el cambio pertinente en los indices, asf

-6
up*t = (T)(ul+1 +ul ) (79)

El efecto resultante en la temperatura de la celda i debido a temperaturas distintas
de cero en las celdas i e i1 en el tiempo n estd dado por la suma de las ecuaciones
(77 y (79),0

uptt =sud + (—)(u1+1 +ul ) (80)

y es el algoritmo de cuatro puntos apropiado para la ecuacién (68). Nétese que este
‘algoritmo tiene la misma forma que el algoritmo FTCS, ecuacién (70), y difiere de é1
sOlamente en el valor de los coeficientes. Por lo tanto, ambos algoritmos requieren
‘el mismo numero de evaluaciones por intervalo de tiempo. En el limite cuando At - 0
y Ax = 0 de modo que w =aAt/Ax% - 0, § aproximal — 2aAt/Ax? y la ecuacién (80)
se reduce a la ecuacidn (70) y es consistente con la ecuacién (68). En el otro limite
cuando At > o con Ax fijo (0 w—=>=),§ >0y

uttt =172 (u, +ul ) (81)

. La estabilidad de la ecuacién (80) se puede investigar por el método de andlisis
de_von Neumann. Se puede demostrar de inmediato que la ecuacién (80) es estable
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para 8 < 1. Esto es cierto para todo valor de w, aunque la exactitud de la férmula
ldecrece pard w > 1/2 como se ilustra con un simple cdlculo mds adelante.
‘un simple cdlculo mds adelante.

La férmula de cuatro puntos (80) se obtuvo permitiendo transferencia de calor!
de la celda i a las celdas ix]1 pero no mds alld. La exactitud de esta formula se deteriora
para intervalos de tiempo grandes porque numéricamente al calor no se le permite
avanzar por difusién tan rdpidamente como deberfa basindose en consideraciones
fisicas. Formulas mis exactas para intervalos de tiempo-grandes se pueden derivar
permitiendo que el calor se transmita mds lejos en cada intervalo de tiempo. De esta
forma se han derivado algoritmos de seis, ocho y diez puntos que por razones de breve-|
dad no se presentaran aqui. El procedimiento se puede extender a un ntimero arbitrario
de puntos. )

Para verificar este procedimiento, presentamos un cdlculo. La ecuacién gobernante
sobre el intervalo 0 < x <1 es la ecuacién (68) con las condiciones de contorno

!

ou ou
—(Ot)=0, —((1,t)=0 (82)
90X 9x

Se eligié una red espaciali Ax = 0.1 (i =0 a 10) y la condicién inicial se especificé
como us =1 yu; =0 parai+5. Los algoritmos utilizados en los cdlculos fueron FTCS
y los algoritmos de cuatro puntos, seis puntos, ocho puntos y diez puntos obtenidos
por medio del método integral.

1.0f T T T T

8 a) .

6 —

|
o4t 3145 —
2

0.2

Q l - 1 1 1 0 1 1 1 1

o) 002 004 006 008 0.0 0 0.02 0.04 0.06 008 0.0
TIME TIME

Fig. 7.— Temperatura en el centro como funcién del tiempo. (1) FTCS; (2) Algoritmo de cuatro
puntos, ecuacién (13); (3) Algoritmo de seis puntos; (4) Algoritmo de ocho puntos; (5) Algorit-
mo de diez puntos. (a) w=0.5,(b) w=10.

De los célculos se deducen los siguientes resultados. (a) Para w < 0.5, los algoritmos
de seis, ocho y diez puntos 'son extremadamente exactos, el algoritmo de cuatro puntos
¢s menos exacto para tiempos mds grandes, mientras el algoritmo FTCS es el que tiene
menos exactitud. (b) Para w =0.5 (véase la Figura 7a), FTCS es marginalmente estable,
es oscilatorio, y la solucién no es buena. El algoritmo de cuatro puntos estd comenzan-
do a oscilar pero todavia es adecuado, aunque la solucién es un poco mayor que
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el valor correcto. Los otros algoritmos dan resultados correctos. (¢) Para w = 1.0
(véase la Figura 7b), FTCS es inestable y no se muestra. El algoritmo de cuatro puntos
da una solucion estable pero oscilatoria y no es una buena solucién. Los otros algorit-
mos dan resultados exactos. (d) Para w =2.0, el algoritmo de cuatro puntos nuevamen-
te da una solucion que es estable, oscilatoria, y no es buena. El algoritmo de seis puntos
da una solucion estable pero que comienza a oscilar y no es muy exacta. Los otros
algoritmos dan soluciones exactas. (¢) Para w = 5.0, los algoritmos de cuatro, seis
y ocho puntos dan soluciones que son estables, oscilatorias y sin exactitud. El algorit-
mo de diez puntos da una solucién que es estable, recién comenzando a oscilar, pero
que todavia es razonablemente exacta.

Algoritmos implicitos

Usando el método integral, también se pueden derivar algoritmos implicitos. En vez
de resolver un problema de valor inicial para deducir los coeficientes apropiados en
ia ecuacién de diferencias como se hizo en la seccidén previa, la forma de la solucién
se puede suponer de tal forma que dependa de los valores de la funcién tanto en
el tiempo n+1 como en el tiempo n. Esto produce un algoritmo implicito en vez
de explicito.

Varios algoritmos de este tipo han sido derivados por Lick™! y esta referencia debe
consultarse para detalles. Los algoritmos derivados son estables para todo w y son
de la misma forma que el algoritmo usual de Crank-Nicolson perc son mds exactos,
especialmente para valores grandes de . Para todo w, generalmente los algoritmos
implicitos son algo mds exactos que los algoritmos explicitos dados por la ecuacién
(80). Por supuesto, la desventaja de los algoritmos implicitos es que para cada intervalo
de tiempo necesitamos resolver un sistema de ecuaciones lineales simultdneas.

ECUACIONES HIPERBOLICAS

Para ondas linealizadas en un fluido compresible isentrépico, las ecuaciones de conti-
nuidad y momento no-dimensionales se pueden escribir como

% ~%—Eli =0 (83
ot 9x )
du dp

— 4+ =

ot  0x (84)

en que u es la velocidad y p la perturbacién en la densidad.
Estas ecuaciones se¢ pueden combinar en una sola ecuacidén gobernante que es

3%u  9%u

FrC ro ®3)

0 en una ecuacién sirilar para p. Esta ecuacidén se concce como la ecuacidén lineal
de onda.
La solucién general de esta ecuacién se puede escribir como

u =f(x—t) + g(x+t) (86)
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donde f y g son funciones arbitrarias. Esta solucién describe la superposicion de dos
ondas: una propagindose desde la derecha con velocidad ¢ =1 y sin cambiar su forma,
u =f{(x—t); y otra propagdndose desde la izquierda con velocidad ¢ =1 y sin cambiar
su forma, u = g(x+t).

En forma similar, la solucién general para p se puede escribir como

p =F(x—t) + G{x+t) ' 87)

donde F y G son funciones arbitrarias. Las funciones en las ecuaciones (86) y (87)
se relacionan a través de las ecuaciones (83) y (84). Por medio de estas ecuaciones,
se puede demostrar que f = F y g = —G y por lo tanto la solucién general para p
puede escribirse como

p =f(x—t) — g(x+t) (88)

Para referencia mds adelante, la suma y resta de las ecuaciones (86) y (87) da
f=1/2 (u+p) (89)
g=1/2(u—-p) (90)

Un método simple

Ahora derivaremos algoritmos numéricos para describir la propagacién lineal de
ondas usando el método integral. En vez de trabajar con la ecuacion (85), es mejor!
trabajar directamente con las ecuaciones (83) y (84) porque estas ultimas estdn escritas
en forma conservativa. Considérese primero la ecuacién (83). La integracién de esta
ecuacion sobre el mismo volumen de control utilizado para la ecuacién de calor (véase
la Figura 6) da

i+172 n+l
[ [t — pJdx + / [Uw12 — U1z ]dt =0 O

—1/2
que es por supuesto, exacta.
Supongamos ahora que p y u para los tiempos n y n+1 son independientes.de x

en el intervalo, X;_1/2 < X < X412 La primera integral de la ecuacion (91) se puede
evaluar como

i+1/2 .
J R R LS VAR o)

—1/2
Para evaluar la segunda integral en la ecuacidn {91) nétese que
Uirzz = vz + Zis1p2 (93)

Mds atn, como f=f(x—t) y g =g(x+t), se deduce que fiu12(t) =17 -y furp2 () =g,
Entonces pueden hacerse las siguientes substituciones.

n+l n+1
/ Ujpype dt = / [fi+1/2 + giv1j2 1dt
n n
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=f* At +¢, At

'At n n n
=—2—[uin T UL TP 94)

donde hemos utilizado las ecuaciones (89) y (90) para obtener la ultima relacidn.
De forma similar, se deduce que

n+l At n n n n
/ Uj—1/2 dt =_2— [ui—l + 'Oi—l + ui - pi ] (95)

Substituyendo las ecuaciones (92), (94) y (95) en la ecuacion (91), se obtiene

1

n+l _— (1 At) n + At ( n + n ) At un un ) (96)
p; _Ax Py 2Ax Pivg T P4 IAx - i1 i—1
Para la ecuacion (89), el mismo procedimiento-da

n+l _ At n At n n At n n
u-t = a _”A_X)ui + 2—A_X (ui+1 + ui—l) - m—x(piﬂ - 'Oi—-l) o7

Estas ecuaciones son las ecuaciones de diferencias que gobiernan en el interior y son
equivalentes a las derivadas por Gudonov®?. El método integral también nos permite
tratar las cohdiciones de contorno directamente. Consideremos primero la condicidén
simple de que en el contorno derecho existe una superficie perfectamente reflectanteJ
y ahf u = 0. Construyamos un elemento de contorno como se muestra en la Figura 8
de modo que el borde estd en Xj,1,2. Integrando la ecuaciéon (83) sobre este elemento
da B

I
! |
L |
|+u -eo-- o

Fig. 8.— Elemento de borde para la ecuacién de onda con borde en xy,1/2.

n+l
(07 —pD)Dx + / [Urrj2 — V12 Jdt =0 ©8)

Pero uy+1/2 =0 por definicién, y
Uz =fieye + 81 = f?_l +gr

=12, + 00 )+ 12 —p?) 99),
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La ecuacion (98) se transforma en

At At :
P?H =(1 ———)PI E(U + u + P?_l) (100)

De forma similar, integrando la ecuacién (84) sobre el elemento de contorno da

34t At
WP = (= Ul 6]+ RE) (101)

Un contorno mds interesante es un contorno abierto donde se supone que las ondas
se propagan fuera de la regién pero que ninguna perturbacién se puede propagar hacia
el interior de la regién desde la derecha. Que no hay propagacién de ondas hacia
la izquierda del borde simplemente significa que gpq2 = 0. Con esta condicidn, la
integral de la ecuacién (83) sobre un elemento de borde da

At At
PPt =(1 ———X) pr+ ﬁ—(u + 07 ) (102)

La condicién gry1/2 =0 implica que gy, y por lo tanto upy; — pre1 = 0. Esta condicién
se puede usar en la ecuacién interior {96), para obtener la ecuacién {102) directamente.

De forma mds general, si el contorno estd abierto a ondas que salen pero también
hay ondas entrantes, la ecuacién apropiada es

At

= (] -——) 2w ) — (103)
Py Ay -1 + P11 K};gl-i-l

donde gii1 = 1/2(u+1 — pr+1) €s una cantidad especificada. La ecuacién hermana
para u; se puede obtener de forma similar y es

n+1 At At At
=(1 ——)u +2A (ug—1 PI—1)+A_XgI+1 (104)

Un contorno también puede producir refleccién parcial. En este caso, la onda refle-
jada glﬂjz estd dada por g2 = Rfiiqy2, donde R es el coeficiente de reflexidn,

-1 <R<1,y R=+1 corresponde a Up,q2 =0. Como antes, {11, = =Y 8+1/2 = 8&141»
de modo que g1 = Rf Esta condicién se puede usar en las ecuacmwnes (103)y (104)
para obtener dos ecuacmnes para uy p en los contornos. Si una onda incidente g4
se especifica, ademds de la onda reflejada, la onda hacia la izquierda en [+1/2 es la
suma de la onda reflejada y la onda incidente, de modo que g4 = RE} + 8141

Algoritmos mds exactos

Las ecuaciones descritas anteriormente tienen sélo exactitud de primer orden
y €l error se manifiesta en forma de una amortiguacién artificial o numérica, similar
a la que se encuentra en esquemas de diferencias contra la direccién de flujo!®. Ecua-
ciones de diferencias mds exactas se pueden obtener de la siguiente manera. Conside-
remos primero la ecuacién (83) para la que la relacién integral es la ecuacién (90).
Al evaluar los términos de flujo (la segunda integral de la ecuacién (91)), se supondrd
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que todas las funciones dependientes (u, p, f y g) para el tiempo n varian.en forma
lineal con x entre los puntos de la red, en vez de variar como funciones escalonadas
como se puso antes. En particular, para X; < X < Xj41,

n — {n n n (X - Xi)

f* =2 + ({7, - VR (10%5)

n .—_.n n n (X - Xi)
g" =gl +(g,, —8&) A (106)

De aqui y sabiendo que f =f(x—t), se deduce que

fi+1/2 =f?+1/2 - (f::_l —f:l) (107)

n t n n
Eir1/2 :gi+1/2 __(gi+1 o gi) (108)

donde f“+1 9 1/2(f + 1)y gm/2 =1/2(" w1 T g7). Estas ecuaciones se pueden
integrar en el tiempo para dar
At At At? At At?
/ fi+1/2 dt = (_2—‘ “5Ax fo (* +—") (109)
At st L A2 ay (At At 110)
/0 Li+1/2 5 g1 5 —ZA g

Como antes, aproximemos la primera integral de la ecuacién (91) por

i+1/2
/ (™' — pm]dx = [p2*F — pR IAX (1)

i—1/2

Con estas aproximaciones, la ecuacién (91) se transforma en

o —ix=— [ " ., —u L ldt
A i+1/2 i—1/2

n+1
o /r: [fi+1/2 + Bivyz — fi-—1/2 i lat

At '
=—?—' o 8 T el ]
A2
+—-— [

2AX i+l 1+1 2(f _g )+f1 1 _gl 1]

At n N M o
b} [_ui-}-l tul,] +m (5 — 207 + 01, ] (112)
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Reordenando esta ecuacidn, se obtiene

2 +2

At
'Din+1 =( foz)pin +2Ax2 (p?+l +p?_1)_7A_x u?ﬂ —u?—l) (113)

En forma similar, para la ecuacién (84), se obtiene

At? At? At
uin+1 =( —sz)u;‘ +2Ax2 (u?ﬂ )' (p1+1 "'D;k—1) (114)

Estas ecuaciones poseen exactitud de segundo orden y la amortiguacién. artificial
se ha reducido considerablemente en comparacion con las ecuaciones (96) y (97).
Las ecuaciones (113) y (114) son similares a las derivadas por Osher® aunque la forma
de obtencidn es muy diferente.

Las condiciones de contorno se pueden tratar como en el caso anterior excepto
que ahora es mds conveniente usar la mitad de los elementos en el borde. El procedi-
miento también se puede extender de inmediato al caso de ecuaciones de onda no
homogéneas, a mayor nimero de dimensiones; y a ecuaciones hiperbodlicas generales
o sistemas de ecuaciones hiperbdlicas. Asimismo, se pueden derivar tanto gcuaciones
explicitas como implicitas.

OBSERVACIONES FINALES

El objetivo de este articulo ha sido el de dar una breve resefia sobre el uso del méto-
do integral para derivar ecuaciones de diferencias a partir de ecuaciones diferenciales.
Las &cuaciones que hemos considerado eran relativamente simples. Sin embargo, son
ejemplos representativos de tipos caracteristicos e importantes de ecuaciones y, por
esto, los procedimientos descritos aqui se pueden extender directamente a ecuaciones
generales y a sistemas de ecuaciones. Para problemas mds complejos, el procedimiento
sigue siendo el mismo descrito aqui. Esto es, primero se integra la ecuacién diferencial
formalmente (ej., las ecuaciones de conservacién de masa, momento, y energia) sobre
un elemento. Luego, se aproximan las soluciones lo mds exactamente posible en
el elemento. La substitucidon de estas soluciones aproximadas en las ecuaciones integra-
das {exactas) conduce a las ecuaciones de diferencias apropiadas.

Como se indicd en la introduccién, el método integral se ha utilizado ampliamente
sin reconocimiento formal, o sin saber que se estaba usando. Roache* se refiere a él
explicitamente en su texto. El grupo de Los Alamos (por ejemplo, Harlow y Welch?®,
Welch et al.”, Amsden y Harlow'®® han usado las ideas bdsicas en forma implicita
en sus métodos MAC y SMAC. Estos métodos han sido utilizados ampliamente por
otros investigadores (por ejemplo, Daly?®, Daly y Pracht?*, Donovan??, Crowley2?
Heinrich et al2*). El uso de soluciones aproximadas es similar al procedimiento sugerido
por Roscoe?:2% pero difiere en los detalles. Comparado con este método, el procedi-
miento de Roscoe es equivalente a suponer soluciones de tipo exponencial, 1o que es
un caso especial de este método.

La ventaja principal del método integral con sus extensiones como se han descrito
aqui es que con él, uno puede combinar formas analiticas con aproximaciones numé-
ricas. Esto conduce a ventajas decisivas de este método en términos de generahdad
consistencia y exactitud.

El procedimiento es general como se muestra en este articulo por medio de su
aplicacién a ecuaciones diferenciales ordinarias (tanto a problemas de valores de
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contorno como a problemas de valor inicial) v a la ecuacién de Helmholtz, la ecuacién
de calor, y la ecuacién de onda como ejemplos representativos de ecuaciones elipticas,
parabdlicas e hiperbdlicas respectivamente. Debido a que el método estd intimamente
relacionado, y motivado, por la fisica del problema, los detalles del método difieren
en funcién del tipo de ecuacién que se estd resolviendo. Asi, para cada tipo de ecua-
cién, se obtienen ecuaciones de diferencias que representan el problema fisico de
la forma mds adecuada.

El procedimiento es consistente desde un punto de vista fisico y matemadtico. Las
ecuaciones gobernantes se satisfacen en promedio, ¢j., la primera integral de las ecua-,
.ciones (por ejemplo, las ecuaciones de conservacién de masa, momento y energia)
sc satisface en forma exacta sobre un elemento. Una aproximacién mejor a la ecua-
cién diferencial sobre un elemento conduce en forma consistente a una ecuacién
de diferencias mejor. Para los ejemplos ilustrados aqui, tomando el limite apropiado,
las ecuaciones de diferencias se reducen a aquellas obtenidas usando series de Taylor
pero esto no es una regla general. Por medio del método integral, el tratamiento de
las condiciones de contomo se mejora enormemente, y en especial se consigue que
las condiciones de contorno matemdticas sean consistentes con la descripcion fisica
de las condiciones en el contorno.

El procedimiento posee exactitud. En general, la exactitud depende de cudn bien
la forma de la solucién que se supone en un elemento aproxima a la solucién exacta.
Cuando se conoce una buena solucién aproximada dentro de un elemento, la exactitud
se puede aumentar considerablemente sobre la que se alcanza por medio de las aproxi-
maciones standard usando series de Taylor, Alternativamente, para la misma exactitud,
el tamafio de Ia red y la eficiencia computacional se pueden aumentar considerable-
mente en comparacién con aproximaciones usando series de Taylor.

Debemos destacar que el uso de soluciones analiticas aproximadas de la ecuacién
diferencial para derivar ecuaciones de diferencias mejoradas no estd limitado al método
integral. La idea central se extiende a cualquiera de los métodos de elementos finitos,
o al método de ecuaciones integrales de contorno. '
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