Rev. Int. Mét. Num. Cale. Dis. Ing. (2010) 26: 187-194

Solucion de ecuaciones diferenciales elipticas en regiones
planas irregulares usando mallas convexas generadas por
métodos variacionales empleando elementos finitos

F. Dominguez-M. - M. Equihua -

Recibido: Marzo 2010, Aceptado: Abril 2010
(©Universitat Politeécnica de Catalunya, Barcelona, Espafia 2010

Resumen Recientemente, con el objeto de ser usadas
para aproximar la solucién de ecuaciones diferenciales
parciales en dominios de forma irregular empleando di-
ferencias finitas, se han propuesto varios métodos va-
riacionales eficientes y robustos para generar mallas es-
tructuradas, convexas y suaves que funcionan bien en
dichas regiones [3-9,11-14]. Para esas mallas, se han
desarrollado también algunos esquemas de los cuales
destaca la facilidad computacional que implica el usar
una estructura légicamente rectangular [1,2,15].

Este hecho los convierte en una alternativa de in-
terés a los métodos de elementos finitos que emplean
mallas no estructuradas, pues estas tltimas tienen el
inconveniente de que su programacién requiere con fre-
cuencia de una estructura de datos compleja.

Sin embargo, hay que reconocer que, dado que la
triangulaciéon de Delaunay se conoce de tiempo atras,
los métodos de elemento finito tienen la ventaja de que
se ha estudiado el problema en muchos contextos y exis-
te abundante literatura que describe como ensamblar
eficientemente sistemas para aproximar la solucién de
una gran variedad de ecuaciones. Asi, surge de manera
natural la pregunta de qué tan competitivos son los ele-
mentos y/o diferencias finitos en las mallas estructura-
das generadas variacionalmente en regiones muy irregu-
lares -y que con frecuencia tienen elementos elongados-
para obtener una solucién numérica en forma compu-
tacionalmente sencilla empleando mallas estructuradas
y al mismo tiempo con precisiéon razonable empleando
elementos finitos. En este trabajo mostramos como lo-
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grar este objetivo, y una serie de experimentos numéri-
cos empleando mallas en regiones muy irregulares mues-
tran la eficiencia del enfoque propuesto.

FINITE ELEMENTS SOLUTION OF
ELLIPTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS

IN IRREGULAR PLANE REGIONS

USING STRUCTURED CONVEX GRIDS
GENERATED BY VARIATIONAL METHODS

Summary Recently, in order to approximate the solu-
tion of a partial differential equation over an irregular
planar domains, several efficient and robust variational
methods designed to generate smooth and convex grids
on such regions have been proposed [3-9,11-14]. For tho-
se grids, several schemes have also been designed, and
for them it is quite clear how effortless the use of the
grid logical rectangular data structure can be [1,2,15].
This fact makes these schemes attractive competi-
tors to the finite element methods, which use unstruc-
tured grids and, in consequence, non trivial data struc-
tures in order to save the grid information.
Nevertheless, one must acknowledge that, since trian-
gulations have been known for a while, finite element
methods have been thoroughly studied, and there is a
lot of research on how to assemble the systems required
to solve a large class of equations. Thus, a question that
arises in a natural way is how competitive are FE/FD
methods, when applied to the structured convex grids
generated for irregular regions -which often have elon-
gated elements-, in order to produce the numerical so-
lution in an easy computational way using structured
grids and, at the same time, accurate enough by using
finite elements. In this paper we show how to accom-
plish this goal, and a series of numerical examples at
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the end provide a good example of the validity of the
approach.

1. Introduccién

Una forma robusta de generar mallas estructuradas
suaves y convexas en regiones irregulares del plano con-
siste en minimizar un funcional apropiado: Esta es la
idea principal de la generacién variacional de mallas la
cual ha sido estudiada con detalle en varios trabajos, y
podemos afirmar que actualmente existe una teoria bas-
tante consolidada que describe diversos funcionales que
pueden emplearse para mallar regiones muy irregulares
[3,9,11-13]. También, como se describe en [6] y [3,5,7,8],
se cuenta con una interpretacién de la geometria aso-
ciada a ellos que permite una comprensiéon profunda de
la dindmica de su optimizacion; algunos ejemplos muy
importantes se estudian en [3], [4] y [6].

En las siguientes secciones describiremos brevemen-
te la notacién del problema de generacién variacional
de mallas que emplearemos més adelante.

2. Generacién variacional de mallas

Las regiones para el problema de nuestro interés son
dominios {2 simplemente conexos del plano, cuyas fron-
teras son curvas poligonales de Jordan orientadas posi-
tivamente. Para tales regiones, el problema de genera-
ciéon de mallas puede ser descrito como el de construir
funciones continuas z(€,n), y(&,n) que definen mapeos
uno a uno

x: R~ 2 conx=(x(&n),y&n)

del cuadrado unitario
R={(n0<¢<1, 0<n< 1}

sobre la regién fisica 2 y que satisfacen x(OR) = 9.
Denotamos por m y n los niimeros “vertical” y “ho-
rizontal” de puntos en los “lados” de la region, y por 2
la regién plana definida por la curva poligonal de Jordan
~ orientada positivamente de vértices V = {vy,v9, -,
U2(m+n72)}'
Un conjunto

G={P;|1<i< m,1<j<n}

de puntos del plano con posiciones de la frontera fijas
dada por V es una malla estructurada ' para 2, de
orden m X n.

1 Conformada por cuadrildteros.

Decimos que G es convexa si y sélo si cada uno de
los (m—1)(n—1) cuadrildteros (o celdas) ¢; ; de vértices
{Pi,j;-Pi+1,j;Pi,j+1aPi+1,j+1}a 1<i<m,1<j<n,es
convexo y no degenerado.

Sea ¢ un cuadrilatero orientado de vértices { PQRS}.
Estos definen cuatro tridngulos orientados: A = A
(SPQ), A = A(PQR), A®) = A(QRS) y AW =
A(RSP) (Figura 1). Consideraremos en lo sucesivo que
cada celda ¢; ; de la malla estd dividida en cuatro tridngu-

los {AE?, k=1,...,4} en esta forma.
Observemos que la orientacién de la frontera induce
de manera natural la de los tridngulos y sus celdas y
por ende las areas tienen un signo; ésta es la clave para
determinar si una malla es convexa.
Existen dos cantidades bésicas asociadas a los tridngu-
los de las celdas: A y a. Para el tridngulo orientado de

vértices A, B,C € IR? se definen como

AA(A,B,C) = ||A= B|* +||C - B|I*;

AB y OB son lados de la celda y

a(A(4,B,C)) = (B — A)' (_‘1) é) (B-C)
=2 drea(A(A4, B,())

donde || - || es la norma Euclideana.
Es importante observar que G es convexa si y sélo
si

min{a(Ag)|l¢g=1,...,N} >0,

donde N = 4(m — 1)(n — 1) es el ntmero total de
tridngulos en G, considerando los cuatro tridngulos en
cada celda como se describi6 antes.

Los funcionales empleados para generar las mallas

utilizadas en los experimentos numéricos fueron suavi-
dad bilateral

N
1 A — 2a A — 2a
Far(G) = — q q q q
s5(G) QN;{k‘l-i-aq TR tag

y area bilateral-longitud

N
1 1
F G :E A
ABL( ) a=1 |:k1+06q+k2+04q+ q:|

donde k1 y ko son parametros adaptivos que pueden ser
actualizados de tal forma que en un nimero finito de
actualizaciones Fsp v Fapr alcanzan su minimo en el
conjunto de mallas convexas para {2, si este ultimo es
no vacio. Las mallas convexas generadas minimizando
estos funcionales asi como el algoritmo para la actuali-
zacién de ky y ko han sido reportados en [7,8].
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Figura 1. Los cuatro tridngulos orientados definidos por los vértices de una celda

3. Soluciéon empleando elementos finitos

Para una implementacién sencilla con elementos fi-
nitos sobre tridangulos, empleando las mallas generadas
con los funcionales de la seccién anterior, dividiremos la
celda c¢; j, definida por los vértices {Pm», P14, Py,
Pit1,j+1}, en dos tridngulos eligiendo para tal efecto la
diagonal mas corta de la celda. Un ejemplo de dicha
malla triangulada puede verse en la Figura 2.

Usando esta seleccién de elementos en la malla, em-
plearemos la aproximacién de Galerkin a la solucién del
problema eliptico de valores a la frontera

Vo (K(z,y)Vu(z,y)) = f(z,y)

k) = (1 62) )
U(w,y)’m2 = g(z,y),

por medio de una combinacion

u(,y) ~ ZUi¢i

de funciones piramide de trial y test cuyas caras se de-
finen en un tridngulo por

¢(z,y) = A+ Bx + Cy.

Asi, de forma estdndar, la forma débil de la ecuacién
(1) estd dada por

S0 [ Voso (K (wu)Vooia = [ o104

lo que produce la matriz de rigidez

My = | ;0 (K (.0 Vo4 @)
y el vector de cargas

F = /Q b;fdA. (3)

Naturalmente, es posible elegir otro tipo de funcio-
nes prueba. Sin embargo, queremos una implementa-
cién sencilla y, como sabemos, el uso de funciones pira-
midales en triangulaciones permite une implementacion
eficiente del sistema definido por (2) y (3); adicional-
mente, existen varios paquetes y bibliotecas disponibles
en la literatura para este tipo de elementos.

4. Soluciéon empleando diferencias finitas

Para efectos de comparaciéon emplearemos diferen-
cias finitas que, como sabemos, en mallas rectangulares
se caracterizan porque las derivadas en la ecuacién se
aproximan por cocientes de diferencias en los nodos de
la malla. Dichos esquemas estandar se generalizan con-
siderando un conjunto finito de nodos p1, p2, ..., Pk, pPa-
ra los cuales requerimos encontrar coeficientes 17, ..., [
tales que [10]

%
8l‘l8yq_l » ; U

Los valores de I'; pueden calcularse de forma muy
sencilla en regiones rectangulares. No obstante, aunque
la idea basica es simple, el uso del teorema de Taylor
produce esquemas més complicados en regiones irregu-
lares; hasta donde sabemos, existen pocas propuestas de
esquemas robustos para tales regiones, aunque resulta
muy claro que muchos modelos pudieran mejorarse con-
siderando dominios cuya geometria fuera mas cercana
a un dominio real, como por ejemplo, el de un lago.

El célculo de dichos coeficientes ha sido estudiado
por Tinoco et al [1,2], y Shashkov [15]. Emplearemos
el esquema desarrollado para ecuaciones elipticas con
matrices no diagonales analizado en [15], el cual se basa
en la teoria de los operadores soporte.
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Figura 2. Triangulacién definida tomando la diagonal més corta de cada celda

En este esquema, el operador —Vo(K (x,y)Vu(z,y))
en el nodo 7, j se aproxima por

[~V o (K(z,y)Vu(z,y))]ij = Cijuij + Eijuit,;
+ NEj juit1,j+1

+ Nijuijer + NWijui j
+ Wi,jui_l,j + SWi,jui—l,j—l

+ Sijtij-1 + SEijtit1 -1

donde, por ejemplo,

Kll
Eij = (Yij+1 = Yit15) <2A4 ) (Yij — Yit1,5+1)
1,7
Ky,
+ (Yit1,5 — ¥ij-1) (2,4» ‘ 1) (Yi+1-1 = Vi)
) —
Ko
= Wigr1 —vid) 50 ) (@i = Tivrge)
T,]
K12
= (Yi+15 — Yij-1) (2A- : 1) (Tit1,-1 — i)
1,0 —
K12

- (%Hl — Titl,j QAU) (yi,j - ?/z‘+1,j+1)

= (@it1,j — Tij1 ) (Yit1,5-1 — Yi,j)
Koo (i — Tig1j41)
2Ai,j 1,7 i+1,9+1
K22

2-/4”1) (Tit1,5-1 — @i j),

)
)
+ (@ij41 = Tit15)
)

+ (@it1y — Tig

(
(
(

P;; = (xi;,9i;), K(x,y) se evalia en el centro de la
celda ¢; j y A; ; es el promedio de las dreas de las cel-
das ¢; j,¢i—1,5,Cij—1 Y Ci—1,;—1. Los demas coeficientes
se calculan de forma similar, los detalles pueden encon-
trarse en Shashkov [15].

Como es usual, con estos coeficientes se define un
sistema algebraico de ecuaciones. A medida que m y
n se incrementan, el sistema se vuelve ralo, por lo que
puede resolverse iterativamente de forma eficiente.

5. Experimentos numéricos

Para los experimentos numéricos, hemos selecciona-
do tres regiones poligonales: Una de forma regular que
denotaremos por el cisne, y dos definidas por curvas
irregulares que aproximan la forma de Gran Bretana y
el estado de Michoacédn en México (Ver Figura 3).

Empleando estos contornos, se generaron mallas con
21, 41, 61 y 81 puntos por lado minimizando los fun-
cionales de suavidad bilateral y drea bilateral-longitud.
Posteriormente, se ensamblaron y resolvieron iterati-
vamente los correspondientes sistemas de ecuaciones;
analogamente, las matrices de coeficientes se calcula-
ron para el esquema en diferencias a fin de obtener el
sistema de ecuaciones asociado. En todos los casos, los
sistemas se resolvieron con el método de Gauss-Seidel.

Para el problema (1), se seleccionaron los siguientes
valores:
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Cisne

Figura 3. Regiones de prueba

1. Primer problema.

10
K(x,w:(o 1), u=2exp(2z + ).

2. Segundo problema.

K(z,y) = PT'DP,

con
p_ cos(g) sin(g)
—sin(g) cos(g)
y
D_ 14222 + 92 0
0 1+ 22 +2y2

u = sin(mz) sin(ny).

3. Tercer problema.

K(z,y) = PTDP,

con
p_ cos(§) sin(%)
—sin(%) cos(%)
y
D— 14222 + 9%+ 95 0
0 1+ 2% +2y% +23

u = sin(mz) sin(my).

La funcién f se calcul6 para que u fuera la soluciéon
exacta en cada caso.

Las normas ||-||2 ¥ ||||cc del error para las pruebas se
muestran en las Tablas 1, 2y 3; erry, y errq representa el
error para los métodos de elemento finito y diferencias
finitas, respectivamente. La norma ||- || se calculé como
una funcién de malla

lu=Ulla = > (wi; —Ui)2Aij
4,

Gran Bretana

Michoacan

donde u y U son las soluciones exacta y aproximada
calculadas en el nodo 7,7, y A;; es el drea de la celda
¢i,j; el orden se calcula empleando estos valores.

Las Figuras 4 y 5 muestran el error absoluto pa-
ra las regiones Gran Bretana y Michoacén en el tercer
problema. En ambos casos, se muestran los resultados
para mallas 61 x 61 generadas con Fapy .

Es posible observar que los errores mas grandes son
locales, y para ambos métodos, son del mismo orden.
Es interesante observar que, presumiblemente debido a
la forma irregular de las dos ultimas regiones, en algu-
nos se obtiene un orden negativo, lo que significa que
en términos de la norma || - || se obtiene una mejor
aproximaciéon empleando menos puntos.

Conclusiones y trabajo a futuro

Como podemos concluir de los experimentos, es po-
sible generar aproximaciones numéricas con buena pre-
cisién empleando mallas estructuradas convexas gene-
radas por métodos variacionales. Esto claramente re-
presenta una mejora al compararlo con modelos que
se basan en dominios rectangulares, los cuales son una
aproximacién pobre a ciertos dominios de problemas
reales.

Adicionalmente, e incluso con mayor importancia,
dado que nuestras implementaciones se basan en ma-
llas 16gicamente rectangulares, su implementacién y co-
dificacion puede efectuarse de una forma muy sencilla;
en contraste, para aplicarse eficientemente, las imple-
mentaciones que se basan en mallas no estructuradas
requieren una estructura de datos mucho més compli-
cada.

Nuestra investigacion actual trata sobre el uso en
estos esquemas de mallas de alta calidad generadas por
otros funcionales a fin de resolver estas y otras ecuacio-
nes diferenciales, y los resultados correspondientes se
reportaran en un trabajo a futuro.
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Tabla 1. Resultados para el problema 1

Malla llerrpllc Orden  |lerrp|l2  Orden |lerrylloc Orden |lerrqll2 Orden
ENG21ABL  2.51E-02 2.07E-03 2.54E-02 2.36E-03

ENG41ABL  4.56E-03 2.46 5.22E-04 1.99 7.31E-03 1.8 5.15E-04 2.19
ENG61ABL  3.74E-03 0.49 2.96E-04 1.4 2.51E-03 2.64  2.20E-04 2.1
ENG81ABL 1.42E-03 3.36 1.40E-04 2.61 1.37E-03 2.1 1.05E-04 2.57
ENG21SB 4.28E-02 3.53E-03 4.74E-02 3.11E-03

ENG41SB 1.09E-02 1.98 8.01E-04 2.14 1.13E-02 2.06 6.95E-04 2.16
ENG61SB 1.28E-02 -0.41  5.69E-04 0.84 7.75E-03 0.94 3.75E-04 1.52
ENG81SB 3.11E-03 4.92 1.62E-04 4.37  1.81E-03 5.06 1.30E-04 3.68
MIC21ABL 1.95E-02 2.90E-03 3.48E-02 5.70E-03

MIC41ABL 7.28E-03 1.42 1.00E-03 1.53  2.43E-02 0.52 1.80E-03 1.66
MIC61ABL 6.82E-03 0.16 4.75E-04 1.84  8.50E-03 2.59  7.24E-04 2.24
MIC81ABL 3.87TE-03 1.97 3.16E-04 1.42  3.78E-03 2.81 3.94E-04 2.11
MIC21SB 1.60E-02 2.77E-03 3.09E-02 6.29E-03

MIC41SB 9.01E-03 0.83  9.28E-04 1.58  2.58E-02 0.26 1.91E-03 1.72
MIC61SB 7.24E-03 0.54 4.21E-04 1.95 8.00E-03 2.89 7.54E-04 2.29
MIC81SB 4.14E-03 1.94 2.53E-04 1.76  3.94E-03 2.46  4.23E-04 2.01
SWA21ABL 1.38E-02 1.84E-03 1.20E-02 2.20E-03

SWA41ABL  3.53E-03 1.97 3.47E-04 2.41 5.16E-03 1.22  5.50E-04 2
SWA61ABL 1.51E-03 2.1  1.83E-04 1.59  1.40E-03 3.22  2.05E-04 2.43
SWAS1ABL  9.97E-04 1.45 8.88E-05 2.51 1.27E-03 0.34 1.15E-04 2.01
SWA21SB 1.32E-02 2.50E-03 1.90E-02 2.98E-03

SWA41SB 3.40E-03 1.95 5.71E-04 2.13  5.59E-03 1.77  T7.45E-04 2
SWAG61SB 1.53E-03 1.96 2.16E-04 2.39 1.84E-03 2.74 2.35E-04 2.856
SWAS81SB 9.70E-04 1.59  8.95E-05 3.07 1.51E-03 0.69 1.15E-04 2.48

Tabla 2. Resultados para el problema 2

Malla llerrpllcc  Orden llerrp]l2 Orden |lerrgllc Orden |lerrgll2 Orden
ENG21ABL  5.68E-03 6.95E-04 7.50E-03 7.60E-04

ENG41ABL  2.38E-03 1.26 1.71E-04 2.03 2.14E-03 1.81 1.82E-04 2.06
ENG61ABL  2.04E-03 0.37 1.16E-04 0.96 8.92E-04 2.16  8.63E-05 1.84
ENG81ABL  6.83E-04 3.81 4.47E-05 3.31 4.16E-04 2.65  3.70E-05 2.94
ENG21SB 1.19E-02 1.14E-03 1.60E-02 1.15E-03

ENG41SB 5.30E-03 1.17  3.51E-04 1.7 4.42E-03 1.86 2.89E-04 1.99
ENG61SB 6.13E-03 -0.36  2.70E-04 0.65 3.13E-03 0.85 1.62E-04 1.43
ENG81SB 1.55E-03 4.79  7.07E-05 4.66 1.04E-03 3.82  5.37E-05 3.83
MIC21ABL 2.51E-03 3.92E-04 3.30E-03 7.57TE-04

MIC41ABL 1.03E-03 1.28 1.33E-04 1.56 1.88E-03 0.81 1.92E-04 1.98
MIC61ABL 6.57E-04 1.12  6.00E-05 1.96 7.00E-04 2.44  8.63E-05 1.97
MIC81ABL 7.06E-04 -0.25  5.43E-05 0.35 6.59E-04 0.21  5.38E-05 1.64
MIC21SB 2.07E-03 4.21E-04 5.29E-03 8.14E-04

MIC41SB 1.00E-03 1.05 1.42E-04 1.57  1.92E-03 1.47 1.90E-04 2.1
MIC61SB 5.82E-04 1.33  6.26E-05 2.02 7.25E-04 2.39 8.04E-05 2.12
MIC81SB 9.56E-04 -1.72  5.25E-05 0.61  T7.98E-04 -0.33  5.89E-05 1.08
SWA21ABL  2.14E-03 3.80E-04 2.21E-03 4.01E-04

SWA41ABL  9.00E-04 1.25 6.93E-05 2.46  8.69E-04 1.35 1.08E-04 1.9
SWAG61ABL  3.12E-04 2.62  3.89E-05 1.42 2.16E-04 3.43  4.28E-05 2.27
SWAS1ABL  2.19E-04 1.23  1.69E-05 2.9 1.58E-04 1.09 2.32E-05 2.13
SWA21SB 2.56E-03 4.29E-04 2.67E-03 5.36E-04

SWA41SB 8.24E-04 1.63 8.43E-05 2.35 6.52E-04 2.03 1.44E-04 1.9
SWAG61SB 3.17TE-04 2.36  3.44E-05 2.21  2.26E-04 2.62  4.90E-05 2.65
SWAS81SB 2.50E-04 0.83  1.64E-05 2.57 2.37E-04 -0.17  2.23E-05 2.73
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Tabla 3. Resultados para el problema 3

Malla llerrp]lcc Orden llerrp]l2 Orden  |lerrgllcc Orden |lerrgll2  Orden
ENG21ABL  5.40E-03 6.81E-04 7.50E-03 7.62E-04
ENG41ABL  2.37E-03 1.19 1.69E-04 2.01  2.14E-03 1.81 1.78E-04 2.09
ENG61ABL  2.10E-03 0.31 1.17E-04 0.91 9.40E-04 2.03  8.44E-05 1.85
ENG81ABL  6.86E-04 3.88  4.49E-05 3.33 4.15E-04 2.84  3.64E-05 2.92
ENG21SB 1.19E-02 1.12E-03 1.60E-02 1.14E-03
ENG41SB 5.41E-03 1.13  3.54E-04 1.66  4.39E-03 4.5 2.82E-04 2.02
ENG61SB 6.27E-03 -0.36  2.75E-04 0.63  2.87E-03 1.48 1.57E-04 1.44
ENGS81SB 1.61E-03 4.73  7.23E-05 4.64 1.04E-03 3.52  5.27E-05 3.8
MIC21ABL 2.48E-03 3.99E-04 3.48E-03 7.88E-04
MIC41ABL 1.07E-03 1.22  1.36E-04 1.55 2.23E-03 0.64 2.02E-04 1.97
MIC61ABL 6.75E-04 1.13  6.28E-05 1.9 7.34E-04 2.74  8.63E-05 2.09
MIC81ABL 6.98E-04 -0.12  5.69E-05 0.34  6.56E-04 0.39  5.46E-05 1.6
MIC21SB 2.08E-03 4.18E-04 5.48E-03 8.83E-04
MIC41SB 9.38E-04 1.15 1.41E-04 1.56  2.25E-03 1.28 2.04E-04 2.11
MIC61SB 5.74E-04 1.21  6.24E-05 2.02 7.38E-04 2.75  8.40E-05 2.19
MIC81SB 9.49E-04 -1.75  5.31E-05 0.57  8.40E-04 -0.45 6.17E-05 1.07
SWA21ABL  2.15E-03 3.88E-04 1.33E-03 2.21E-04
SWA41ABL  8.94E-04 1.27  7.05E-05 2.46 1.67E-03 -0.33  1.05E-04 1.07
SWA61ABL  3.11E-04 2.6 3.93E-05 1.44 2.04E-04 5.19  2.40E-05 3.63
SWAS1ABL  2.17E-04 1.26 1.72E-05 2.87 3.07E-04 -1.42  1.89E-05 0.83
SWA21SB 2.55E-03 4.29E-04 1.74E-03 2.23E-04
SWA41SB 8.19E-04 1.64 8.42E-05 2.35 1.55E-03 0.16 1.08E-04 1.05
SWA61SB 3.16E-04 2.35 3.45E-05 2.2 2.23E-04 4.78 2.19E-05 3.93
SWAS81SB 2.47E-04 0.85 1.68E-05 2.51  3.98E-04 -2.01  2.01E-05 0.3
a
x10
3

Figura 4. Error local para Gran Bretana 61 x 61, tercer problema
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