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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo realizar anélises comparativas (dindmicas e estaticas) em
secOes transversais genéricas com inércias varidveis em misulas parabolicas. Para isso foi
desenvolvido um programa computacional em linguagem FORTRAN 90/95 via Método dos
Elementos Finitos, sendo seus resultados comparados com resultados encontrados na literatura.
Logo, por meio dos resultados de deslocamento, aceleracdo e velocidade encontrados nas analises,
foi possivel verificar a influéncia do carregamento dindmico no comportamento estrutural de vigas
e porticos. Levou-se em consideracdo o amortecimento da estrutura, denominado amortecimento
proporcional ou de Rayleigh, envolvendo as propriedades do material, que nesta pesquisa foram
utilizados o aco e a madeira. Os elementos analisados tém se¢des transversais genéricas com a
inércia variando em misula parabdlica ao longo do seu comprimento, para que possam ser utilizados
em projetos arquitetdnicos cada vez mais inovadores.

Por fim, foi implementada a formulagdo correspondente ao Elemento Finito Tridimensional, que
permite analisar estaticamente a estrutura com o elemento finito hexaédrico com oito nés (Hs),

elemento finito hexaédrico de vinte nds (Hzo).

Palavras—chave: Anéalise Dinamica, Andlise Estatica, Método dos Elementos Finitos, Misulas
Parabolicas, Integracdo Direta de Newmark; Analise Modal; Elementos Finitos Tridimensionais.

Abstract

The present work aims to carry out comparative analyzes (dynamic and static) in generic cross-
sections with variable inertias in parabolic corbels. For this, a computational program was
developed in the language FORTRAN 90/95 via the Finite Element Method, and its results were
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compared with those found in the literature. Therefore, through the displacement, acceleration and
velocity data found in the analyses, it was possible to verify the influence of dynamic loading on the
structural behavior of beams and frames. The damping of the structure, called proportional damping
or Rayleigh damping, was taken into account, including the properties of the materials used, which
in this research were steel and wood. The analyzed element has generic cross-sections with the
inertia varying in parabolic corbel along its length, so that they can be used in increasingly
innovative architectural projects.

Finally, the formulation corresponding to the Three-Dimensional Finite Element was implemented,
which allows the static analysis of the structure with the hexahedral finite element with eight nodes

(Hs), hexahedral finite element with twenty nodes (Hxo).

Keywords: Dynamic Analysis; Static Analysis; Finite Element Method; Parabolic Cornels;

Newmark Direct Integration; Modal Analysis; Three-dimensional Finite Elements.

Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo realizar analisis comparativos (dinamicos y estaticos) en
secciones transversales genéricas con inercias variables en ménsulas parabdlicas. Para ello se
desarroll6 un programa computacional en lenguaje FORTRAN 90/95 via Método de Elementos
Finitos, y sus resultados fueron comparados con resultados encontrados en la literatura. Por lo tanto,
a traves de los resultados de desplazamiento, aceleracion y velocidad encontrados en los analisis,
fue posible verificar la influencia de las cargas dinamicas en el comportamiento estructural de vigas
y porticos. Se tuvo en cuenta el amortiguamiento de la estructura, denominado amortiguamiento
proporcional o amortiguamiento de Rayleigh, que involucra las propiedades del material, que en
esta investigacion se utiliz6 acero y madera. Los elementos analizados tienen secciones
transversales genéricas con inercia variable en ménsula parabdlica a lo largo de su longitud, por lo
que pueden ser utilizados en proyectos arquitecténicos cada vez mas innovadores.

Finalmente, se implementd la formulacién correspondiente al Elemento Finito Tridimensional, que
permite el analisis estatico de la estructura con el elemento finito hexaédrico de ocho nodos (Hs),

elemento finito hexaédrico de veinte nodos (Hxo).

Palabras clave: Andlisis Dindmico, Andlisis Estatico, Método De Elementos Finitos, Ménsulas
Parabdlicas, Integracion Directa De Newmark; Analisis Modal; Elementos Finitos

Tridimensionales.



1) Introdugio

Um sistema mecénico de movimento oscilatério é geralmente referido como vibracdo, sendo a
principal questdo como o sistema responde a varios estimulos ou excitacbes. A derivacdo da
equacdo do movimento pode ser realizada por meio de métodos da mecéanica Newtoniana ou por

métodos de dindmica analitica, também conhecida como mecénica Lagrangeana [1].

Ao realizar a andlise de uma estrutura, deve-se levar em consideracdo 0s requisitos técnicos e as
exigéncias de seguranca, aliadas a um custo na execucdo. Logo, uma estrutura deve resistir, com
uma certa folga, as combinag6es de carregamentos que for submetida durante a sua vida util. Dentre
0S carregamentos mais comuns estdo o0 peso proprio da estrutura, os recalques, as variacdes de
temperatura, as sobrecargas, acOes decorrentes dos efeitos naturais e as agdes acidentais. Acoes
como o vento, terremotos, trafego de veiculos e explosdes, podem ter uma ou mais das suas
caracteristicas variadas ao longo da vida dtil da estrutura, levando-a a estar sujeita a vibracdes

mecanicas [2].

Em uma construcdo, as vibragdes nas vigas sdo problemas que devem ser controlados ou
minimizados para garantir uma maior estabilidade e robustez ao sistema estrutural. O estudo de
técnicas de controle atico de vibracdes tem aplicacBes em diversas areas da engenharia, tais como
Engenharia Aeroespacial, Engenharia Mecénica, Engenharia Automobilistica, Engenharia Civil,

Robdtica e até em Sistemas Nanoeletromecanicos [3].

Autores como Craig [4]e Clough [5] ja possuem livros consolidados que abordam o tema de analise
dindmica em estruturas. Nos ultimos anos, diversas pesquisas tém sido desenvolvidas com o
objetivo de reduzir amplitudes e vibragcdes em estruturas submetidas as cargas dinamicas. O grande
desafio dos pesquisadores consiste em manipular as propriedades dindmicas dos sistemas
estruturais, variando a rigidez e o amortecimento da estrutura, de forma que o dimensionamento
atenda as exigéncias normativas. Outro grande desafio é o desenvolvimento de modelos
matematicos que representem de uma forma satisfatoria o comportamento real das estruturas

sujeitas ao carregamento dinamico [2].

Diante desse contexto, o presente trabalho tem como propdsito desenvolver um programa
computacional utilizando uma formulacdo via Método dos Elementos Finitos que permita realizar
analises mais precisas de estruturas submetidas a carregamentos estaticos e dinamicos. Serdo
levados em consideragdo o amortecimento da estrutura, denominado amortecimento proporcional

ou de Rayleigh, envolvendo as propriedades dos materiais, que nesta pesquisa serdo utilizados o aco



e a madeira. Além disso, serdo utilizadas nas analises, se¢Oes transversais genéricas variando em

misulas com voutes lineares e parabdlicas.
2) Misulas

As misulas sdo definidas como estruturas que apresentam secéo transversal variavel ao longo do seu
comprimento. Essa variacdo pode ocorrer de vérias formas, sendo os principais casos estudados

apresentados nas Figuras 1 a 4.

Figura 1: Misula reta assimétrica. Figura 2: Misula parabdlica assimétrica.
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Figura 3: Misula reta simétrica. Figura 4: Misula parabdlica simétrica.
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Fonte: autor.

Para solucionar um problema estrutural que possui barras com inércia variavel ao longo do seu
comprimento, pode-se utilizar o método dos deslocamentos. Esse procedimento simplifica-se na
determinacédo da rigidez das barras com inércia varidvel em suas extremidades, dos coeficientes de
transmissdo de momento e dos momentos de engastamento perfeito para 0 carregamento externo

atuante [6].
3) Analise Estatica
3.1 Principio dos Trabalhos Virtuais

Para calcular o deslocamento de uma estrutura isostatica submetida a um carregamento qualquer

pelo método das forcas, aplica-se uma carga unitaria na diregdo do deslocamento desejado e traca-



se o0 diagrama de esforgo seccional gerado pela carga unitaria e pelo carregamento externo real. A

interacdo entre esses dois diagramas fornece o valor do deslocamento desejado [7].

O trabalho das forgas internas é dado pela soma dos trabalhos virtuais de deslocamento dos
elementos de comprimento dx ao longo da estrutura. A expressdo que demonstra o trabalho das
forcas internas devido a todos os esforcos que a estrutura se encontra submetida (momento fletor,
esforco axial, esfor¢o cortante e momento torcor) é apresentada na Equacéo 1.

W= [M dj + [N di+ [Qdh+ [T dg @

Substituindo-se na Equacdo 1 as expressdes que descrevem os deslocamentos e as rotacdes, tem-se:

_ - 2)
M M Q £Q g [I7 (
W, = —— dx + dx + dx
" ! El I I ! GJ
Sabendo-se que o trabalho das forcas externas é definido pela Equagéo 3.
©)

W,=Po
Desprezando-se as parcelas correspondentes ao esfor¢co normal, cortante e momento de torcdo na

Equagdo 2 e igualando-se o trabalho das forgas externas ao trabalho das forgas internas, o
deslocamento da estrutura pode ser encontrado pela Equagéo 4.

5:

M M (4)
dx
|I El

3.2 Elemento Finito hexaédrico de 8 nos (H8)

No elemento hexaédrico de 8 n6s (Hs) considera-se que 0 mapeamento sera realizado em um cubo.

Assim, utilizando-se as coordenadas naturais ¢, 77 e @, conforme mostra a Figura 5, sendo que os

nos do elemento estdo representados no sistema de coordenadas naturais.



Figura 5: Elemento mestre hexaédrico de 8 nos.
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Vale ressaltar que as funcdes de forma de Lagrange sao representadas como:

pd
1]
©| =

(1+& &)U +m n)(I+o; 9) (5)
Por sua vez, os deslocamentos nodais serdo representados pelo vetor:

.
0= (91, 92, 93 -+ 923 924 ] 6)
A relagéo entre o vetor do campo de deslocamentos e o0 vetor de deslocamentos nodais dada por:

u=Ngq (7)

Sendo N a matriz que representa as funcdes de forma, a relacdo entre o vetor que representa o
campo de deslocamentos e o vetor de deslocamentos nodais, os deslocamentos nodais nas trés

direc@es, localizados no centroide do elemento finito hexaédrico sdo representados como:

u=N; g +N, gy +Ny o +... + Ng Oy, (8a)
V=N; g +N; g5 + N3 g + ... + Ng Oy (8b)
W=N; g3 +N; g5 + N3 gy + ... + Ng O, (8c)

A relacgdo entre o vetor de deformacéo e o vetor de deslocamento é dado pela relagdo entre o vetor

de deformacdo e o vetor de deslocamentos, dada por:

e=Bq 9)



Logo, a matriz de rigidez do elemento correspondente ao elemento finito hexaédrico com 8 nds é

definida como:

K® = ﬁ}BTD B |detd|de dn d&
-1-1-1

Send

0

(10)

a matriz Jacobiana com dimensdo (3x3) e lembrando que as integrais sdo resolvidas

numericamente com o auxilio do Método de Gauss-Legendre (Quadratura de Gauss). As relaces

entre as derivadas parciais dos deslocamentos podem ser representadas de forma matricial, como:

du
dé
du
dn
du
d
dv
d¢
dv
dn
dv

dw
dé
dw
dn
dw

Considerando-se que a matriz gama é a matriz inversa da matriz jacobiana, tem-se:

Substituindo-se a Equacdo 11 na Equacéo 12, chega-se a:
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J-l

[ dx
dé
dx
dn
dx
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[ dx
dé
dx
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du
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dz

du
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dz

(11a)

(11b)

(11c)

(12)



A matriz B correspondente ao elemento finito hexaédrico é representada como:

dw
dx
dw
dy
dw

dz

B=HI,DN

A partir da Equacdo 14 é possivel concluir que:

Cdu ]

dé&
du
drn
du
do
dv
dg
dv
drn
dv
do
dw

=DNQq

(13a)

(13b)

(13c)

(14)

(15)



A matriz DN apresenta 9 linhas e 24 colunas sendo organizada com o0 uso de sub-matrizes

apresentadas como:

[ dN, dN,
3 @
dN, dN,
. dn
dN, dN,
dg dp

00 (162)

[ dN, dN,
3 3
dN, dN,
. .
dN, dN,

00 —2 00
do do

00 (16b)

AN dN
dé dé
Ny oo N
dy dn
N o N
do do

DN, 00 (16c)

[N, dN,
3 &
dN, dN,
dy .
dN, dN,
dg dy

00 (16d)

o N dNg
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. i
dN, dN,
dg dp

0 (16e)

Ny N
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dN dN
DN ~—3 00 —/0
6 dy dn (16f)
Ny o AN,
do do

1
o

aé a¢

dN dN
DN,=|0 —= -6 9

! dy dn (16g)
L 1
do do




dN,
o
dN,
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dN,
dp
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1
o
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dy
dN,
dy
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dN,
dy
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DN, =0 0

d¢

DN, =({0 O
12 dy

dN7

Ou de forma compacta como:

Com base na equacdo referente ao vetor de deformacdes é possivel concluir que:

N,

N

dp do |
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(161)

(17)



Sendo a matriz H sera expressa por:

Dai, a partir da Equacdo 15 tem-se:

dx
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dv
dx
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dv
dz

dx
dw
dy
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dx
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Assim é possivel chegar a I, definida pela relacéo que segue:

FEng: 0 i 0
I=|_0 irgnei 0 (21)
0t 0 !'TEny

3.3 Analise Dinamica
3.3.1 Série de Fourier
Uma série trigonométrica € descrita pela Equacdo 32, que permite realizar uma analogia com 0s

movimentos oscilatérios que as estruturas apresentam quando submetidas a um carregamento

dindmico.

f(x) = % + i[ak cos(kx) + b, sen(kx)] (22)

k=1

Integrando ambos os lados da Equacéo 22, e sabendo que as integrais de cos(kx) e ssen(kx)s&o

iguais a zero, tem-se:
1 er

3, = = [ () dx (23)
72' =T

Para se determinar o valor de a;, multiplica-se a Equagdo 23 por cos(jx) € integra-se. Ja o valor de
b;, é obtido de forma similar, multiplicando-se a Equagdo 23 por sen(jx) . Dai, os resultados obtidos
séo:

1 .
== f d
a nj_n (x) cos(jx) dx (242)

. 24b
b = Lr f(x) sen(jx) dx (24b)

3.3.2 Série de Fourier em Intervalos Arbitrarios

Uma andlise utilizando uma Série de Fourier convencional € desenvolvida no intervalo [-z, =].
Porém, diversos problemas fisicos ocorrem em intervalos com diferentes comprimentos. Para

adaptar a analise a intervalos de qualquer comprimento, basta realizar uma mudanca de escala no



eixo horizontal. Portanto quando x varia de —L a L, tem-se uma variavel correspondente de [-z, 7],

logo:
T
t= —
: (25)
Isolando-se x, vem:
x= Lt (26)
T
Dessa forma, a série de Fourier pode ser reescrita da seguinte forma:
f()= % + > (a, cos(kt) + b, sen(kt)) (27)

k=1
f(x) é transformada em uma nova fungdo f (t)=f (L t/z) em [-x, x].

Dessa forma, as incognitas da Série de Fourier em intervalos arbitrarios ficam expressas da seguinte

forma:

ak—-—j f&)aﬁ(kt jdx (28a)
1,L kK x

b, = IJ.-L f(x) sen (Tj dx (28b)

3.3.3 Sistema de equac0es de equilibrio dinamico

Para atender aos objetivos dessa pesquisa, nesse capitulo serd apresentada uma sintese da
formulacdo utilizada para o desenvolvimento do programa computacional destinado a analise

dindmica, permitindo realizar as analises dos elementos estruturais de forma automatizada.

O sistema de equacdes de equilibrio dinamico € dado pelas Equagdes 29 e 30:

KXx+Cx+MX=f (29)
dx dx
K C—+M—=1f 30
X+ dt+ dt2 ( )
Sendo:

K: matriz de rigidez;

C: matriz de amortecimento;



M: matriz de massa.

f: vetor de forgas externas.

A equacdo de equilibrio de uma estrutura em vibracao livre, ou seja, sem cargas externas aplicadas

(f=0), ndo amortecidas (C=0) e com graus de liberdade n&o restringidos ¢ demonstrada através

da Equacéo 31:

Kx+MX=0 (31)
Uma estrutura apresenta movimentos harmonicos representados pela Equacgéo 32:

X =X, sen(awy ) (32)
Derivando-se a Equagédo 32, tem-se:

X=Xy @y cos(wgy t) (33a)
X ==Xy @y’ sen(w, t) (33b)

Substituindo-se a Equacdo 32 e 33b na Equacdo 31, tem-se:

K %, sen(ewy 1) + M [-wy® x, sen(wyt)] = 0 (34a)

[K - a)OZM]xO sen(wy t) =0 (34b)

Fazendo-se A = «,”, pode-se obter a solugdo atraves de um problema de autovalor, chegando-se aos

valores de 4 pela solucéo da Equacéo 35:

[K-AM]=0 (35)

Sendo w, = /2, obtém-se as expressdes que descrevem a frequéncia e os periodos, através das

Equacdes 36a e 36b. Além de ser possivel determinar os modos de vibragdes correspondentes as

frequéncias naturais.

f= — |— (362)

S a6



3.3.4 Equacdes de Equilibrio em Analise Dinamica

A equagcdo de equilibrio em andlise dinAmica pode ser representada pela integral definida mostrada

através da Equacéo 37:
vk t vk t t
L 580dﬁ(=L Suf, dv, +o6d' f (37)

O campo de deslocamentos nodais é dado por:

u=Nd (38a)
i=Nd (38b)
su=N &d (38¢)
sut =odt Nt (38d)

Substituindo-se as EquacGes 38a, 38b, 38c e 38d na Equacéo 37, tem-se:
KdzJ?thNdnd+f (39)
Através da Equacao 39 conclui-se que a matriz de massa ( M ) é representada por:
M=["N'pNdV, (40)
Logo, a Expressdo 39 pode ser escrita da seguinte forma:

Kd+Md=f (41)

Com a parcela do amortecimento, tem-se:

Md+Cd+Kd=f (42)
Ou ainda;
MX+Cx+Kx=f (43)

3.3.5 Matriz de Massa do Elemento de Viga

A matriz de massa consistente para o elemento de viga é dada por:



156 22L 54 -13L]

m | 22L 41> 13L -31°
420| 54 13L 156 -22L

-13L -3LF 221 417

M = (44)

Sendo que m é a massa total do elemento dada por p 4 L, em que A € a &rea da secéo transversal da

viga e o L o seu comprimento.
3.3.6 Matriz de Amortecimento

A matriz de amortecimento C é convenientemente representada por uma funcéo linear das matrizes

de rigidez K e matriz de massa M . Ou seja:
C=aK +gM (45)

Essa forma de representar o amortecimento é denominada amortecimento proporcional ou de
Rayleigh. Para um sistema massa-mola, com massa m e mola de rigidez k oscilando livremente em

um fluido de viscosidade c, o amortecimento critico é dado por:

£= c

C2m N (46)

Segundo a condicdo dada pela Equacdo 35 correspondente a um problema de autovalor, tem-se que:

K

K
= 1 se = |— 47
A= % v (47)
Logo:
2na, =a K + M (48)

Isolando-se 0 amortecimento critico, tem-se:

- fom24)

As “n” frequéncias proprias da estrutura w, sdo determinadas com a solugdo do problema de

autovalor definido anteriormente. Sendo assim, as duas primeiras frequéncias proprias (as menores)

sdo utilizadas para se escrever o sistema de equagOes dado abaixo por:



1

¢= E(a a)01+%01j (50a)
1

&= E(a o, + % Ozj (50b)

A solucéo do sistema definido fornece os coeficientes a e f. Dai, o valor de ¢ deve ser fixado
para a determinacdo de a e /. Esse valor depende do material da estrutura e do nivel de tensdes.

Para estruturas de concreto armado e protendido, o valor de & varia entre 2 a 15% e para estruturas

de madeira utiliza-se o valor de 5%.
3.3.7 Anélise Dinamica por Algoritmo de Integracéo Direta
A equacao de equilibrio € reescrita na seguinte forma:
Ku+Cv+Ma=f(t) (51)

Quando se usa o algoritmo de integracdo direta para a solugdo do sistema de equacdes diferenciais
de segunda ordem, um sistema de equac@es algébricas deve ser resolvido a cada passo de tempo
para que se obtenham as respostas no fim do intervalo. O algoritmo de Newmark sera usado nesse
item para resolver a equacao por integracéo direta.

No Método de Newmark, adotam-se as seguintes equacdes:

U, = U, +4tv, +At2K% -ajao +aa1} (52a)
Vv, =Vy +4t[(1-B) 8, +Bay ] (52b)
Sendo que 4¢ representa o intervalo de tempo entre o instante inicial t, e o final t;, ou seja:

At =1t-t, (53)
Sendo:

U, € U, : os vetores de deslocamento no instante t, e t;, respectivamente;
V, € v, :: 0s vetores de velocidade no instante t, e t;, respectivamente;

a, € a, : os vetores de aceleracao no instante t, e t;, respectivamente.

Considerando-se a = % e f= }/ e 0 algoritmo sendo incondicionalmente estavel, as Equacfes

52a e 52b ficam representadas da seguinte forma:



2
U, = U, +A4tv, + ATt(ao + a) (54a)

At
v, =V, + ?(ao +a) (54b)

Isolando-se a incognita a, na Equagdo 54a, tem-se:

4v,
At

4
a = F(Ul -Up) - ) (55)

Substituindo-se a Equacédo 55 na Equacédo 54b, tem-se:
V= 2+ ) -y (56)
1 At 1 0 0
Substituindo-se as Equacdes de 55 e 56 na Equagédo 29 dada para o instante t =t , vem:

Ku+Cv,+Ma =1 (57)

Reagrupando-se os termos das Equacgdes 55 e 66, chega-se a Equacéo 58:

2C 4 M 2C 4 M 4 M
K+ —+ u, = | —+ U, + | C+——|v, + M + f 58
[ At Azz} ! [At Atz} 0 [ At } 0 % T h (58)

A Equagdo 58 é resolvida a cada passo 4t fornecendo a solugéo no instante t, em termos da carga

f, no instante t, e das respostas U,, V, e a, no instante t, .

3.3.8 Vibracoes Forcadas

Considerando-se a situagdo na qual existe uma forca externa F, =f(t) agindo no sistema, essa forca

pode ser originada por um campo magnético, vibracdo na parede ou pelo vento de alta intensidade.

Logo, tem-se:

d?x dx
M—F +C— +Kx=f(t) (59)
dt dt
O sistema fisico é linear de segunda ordem. A forga externa da origem ao termo ndo homogéneo.
Um caso que se pode analisar ocorre quando f(t) = F, cos(w,), que é a situagdo em que ha uma agdo
externa atuando de forma periodica na estrutura. Entdo, a Equacgéo 59 fica representada da seguinte

forma:



d?x dx

Para a sua solucao pode ser usado o método dos coeficientes indeterminados que sera apresentado

na Equacdo 61, logo:
% (t) =Asen(w, ) + B cos(w, t) (61)
Substituindo-se a Equacéo 60 e 61, chega-se ao seguinte sistema:

wyC A+ (K -w,”’M)B=F, (62a)

(K-wy’M)A4-w,CB=0 (62h)

Resolvendo-se o sistema linear, obtém-se as Equacdes 63a e 63b correspondentes aos coeficientes A
e B.

w, C K
A= 0 0
(K - @,2M )* + w,°C? (63a)
__ K-o’M) R
(K-a)on)z 1 6Oozcz (63b)
Por fim, substituindo-se as Equacdes 63a e 63b em 61, tem-se a solugdo particular dada por:
F, cos(w,t - @) cos(p)
t — 0
3.3.9 Analise modal para vibracdes forcadas
Dadas as matrizes K ,C e M, obtém-se as matrizes diagonalizadas:
Kg =¢'K ¢ (65)
Cy=¢'C¢ (66)
My, =¢'M ¢ (67)

Sendo que:

d= gy (68)



d=gy (69)
d=¢Yy (70)

Substituindo as Equacdes 68, 69 e 70 na Equacéo 29, tem-se:

Kd+Cd +Md =f (71)
Kgy+Chpy+Mgy=f (72)
FKpy+4Chpy+gMgpy=¢f (73)

Devido a ortogonalidade de ¢ em relacdo as matrizes K, C e M, pode-se reescrevé-las como:

K,y+Cyy +M, y =f, (74)
Sendo que:
— T
f,= ¢ f (75)

Como as matrizes K,;, Cye M, sdo diagonais, o sistema apresentado na Equacdo 74 €

desacoplado. Logo, cada componente é dada por:

Ka ¥i +Cq yi + Mg y; =1 (76)

Os resultados em termos de deslocamento, velocidade e aceleracdo podem ser recuperados fazendo-

se as seguintes relagoes:

d= gy (77)
v=d=4gy (78)
a=d =gy (79)

Para cada autovalor 4, ha um autovetor ¢ associado. Logo, a matriz ¢ sera:

=4 & &5 - 4] (80)



3.3.10 Fluxograma do programa implementado

O programa desenvolvido foi implementado em linguagem FORTRAN. Na Figura 6 apresenta-se,
de forma esquematica, a estrutura do programa computacional bem como as rotinas utilizadas para

a obtencéo dos resultados.

Figura 6: Fluxograma do programa implementado.
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.

Fonte: autor.
4) Aplicagdes
4.1 Introducédo

Neste capitulo serdo apresentados os resultados numéricos obtidos por meio da formulagdo descrita
anteriormente. Mostram-se os resultados numéricos referentes as vibracdes mecénicas das vigas de
madeira com sec¢Oes transversais genéricas e sujeitas a varias condigdes de carregamentos
periddicos, considerando uma taxa de amortecimento igual a 5% em todas as analises. Os exemplos
foram analisados inicialmente com elementos de barra. Para a matriz de rigidez, usou-se o elemento
de pértico plano, a matriz de massa foi a matriz de massa consistente e a matriz de amortecimento
foi obtida com o auxilio do principio do amortecimento proporcional de Rayleigh. Para obter os
resultados se utilizou 0 método da integracdo direta de Newmark e analise modal.



Por fim, foi implementada a formulacdo correspondente ao Elemento Finito Tridimensional. No
programa ha a possibilidade de analisar a estrutura com o elemento finito hexaédrico de oito nos
(Hs) e vinte n6s (H20). Vale ressaltar que as propriedades da madeira utilizada sdo E = 24,5GPa €

p = 800 kg/m*. Ja as do aco foram indicadas em cada analise separadamente.

4.2 Viga em balanco sujeita a carga senoidal

Nesta aplicacdo considerou-se uma viga de madeira em balanco sujeita a uma carga horizontal

P(t) = 100 sen(0,5t), sendo a carga inicial B, =100 kN . A sec&o transversal é retangular com &rea

A =0,06 m* e momento de inércia |1 =4,5cm*. Na Figura 7 apresenta-se a viga utilizada e ao lado
mostra-se a sua discretizacdo via Método dos Elementos Finitos. Esta estrutura serd adotada nas
andlises 4.2 e 4.3 do presente trabalho, em que serdo feitas apenas alteracfes no carregamento
aplicado e nas propriedades geométricas das se¢des transversais.

Figura 7: Viga em balanco e malha de elementos finitos.
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Fonte: autor.

Na Figura 8 apresentam-se, de forma gréafica, os resultados obtidos para esta estrutura.

Figura 8: Representacao grafica dos resultados.
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Fonte: autor.

4.3 Viga em balanco sujeita a funcéo dente de serra

Neste exemplo, considerou-se uma viga de madeira em balango sujeita a uma carga vertical na
extremidade livre igual a:

P(t) = 100 [ f(1)] (81)

A funcdo que foi usada para a definicdo da carga aplicada é:
f(t) = |t| se —n<t<m (82)

A Equacdo 93 pode ser aproximada através da Série de Fourier da seguinte forma:

f(t) =

4 cos 3t cos 5t cos 7t  cos 9t
- + +
T

T (cost +
2 2 2 2 )
2 3 5 7 9 (83)

Na Figura 9 mostram-se os graficos obtidos através da série de Fourier e com o auxilio da funcéo
modular.



Figura 9: Representacao grafica dos resultados.
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Fonte: autor.
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b: Série de Fourier.

Neste exemplo, escolheu-se para a realizagdo das analises uma secdo genérica que foi discretizada

com 608 elementos finitos. Na Figura 10 apresenta-se a secdo e a malha de elementos finitos

adotada para a obtencdo das propriedades geométricas.

Figura 10: Secéo transversal e malha de elementos finitos.
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Fonte: autor.
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Malha com 608 elementos

As propriedades foram obtidas via método dos elementos finitos e os resultados foram comparados

com os obtidos pelo software AutoCAD. Os dados comparativos encontram-se na Tabela 1.

Tabela 1: Momentos de inercia para malha com 608 elementos.

P resen;tg#r)abal ho Au(?ng,;,)AD Traiﬁie(?/f\u to
CAD
IX 7,8155 x 10* 7,8552 x 10* 0,9950
ly 2,6894 x 10* 2.6648 x 10* 1,0090
J 1,0500 x 10* 1,052 x 10* 0,9980

Fonte



Nesta analise foram usados a area A = 730,84 cm?e 0 momento de inércia | = 7,8155x10%cm*. Na

Figura 11 mostram-se os resultados obtidos nesta aplicagéo.

Figura 11: Representacéo grafica dos resultados.
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Fonte: autor.

4.4 Viga biapoiada sujeita a funcédo dente de serra

Neste exemplo apresentam-se os resultados correspondentes a analise dindmica de uma viga de
madeira biapoiada sujeita a duas cargas verticais concentradas aplicadas a um terco e dois tergcos do
comprimento da estrutura. Na Figura 12 apresenta-se a estrutura estudada.

Figura 12: Viga biapoiada e malha de elementos finitos.
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Fonte: autor.

Cada carregamento aplicado é igual a:

P(t) = 100 f(t) (84)

A funcdo que foi usada para a defini¢do da carga aplicada é:

f(t) = |t|se-w <t <z (85)



que pode ser aproximada atraves da Serie de Fourier da seguinte forma:

cos 3t cos 5t cos 7t cos 9t
+ +

f(t) = 32 52 72 92

(cost +

+..) (86)

EHIEN

r
2

Na Figura 13 mostram-se os gréaficos obtidos através da série de Fourier e com o auxilio da fungéo

modular.
Figura 13: Representacéo grafica dos resultados.
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Fonte: autor.

Neste exemplo, escolheu-se para a realizacdo das analises uma se¢do genérica que foi discretizada
com 586 elementos finitos. Na Figura 14 apresenta-se a se¢do e a malha de elementos finitos

adotada para a obtencdo das propriedades geométricas.

Figura 14: Secdo transversal e malha de elementos finitos.
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Fonte: autor.



Na Tabela 2 encontram-se os resultados dos momentos de inércia que foram obtidos via método dos

elementos finitos e as respostas foram comparadas com o programa AutoCAD.

Tabela 2: Momentos de inércia para malha com 586 elementos.

Presente
Presen;cgr;ll';;abalho Au('::?nCi,)AD Trabalho/AutoCA
D
Ix 2,8500 x 10° 28434 x 10° 1,0020
ly 7,3248 x 10° 7,3289 x 10° 0,9990
J 1,0175 x 107 1,0172 x 10’ 1,0003

Fonte: autor.

Neste trabalho serdo usados a area A = 6267,98 cm?®e 0 momento de inércia | = 2,85x10° cm*. Na

Figura 15 mostram-se os resultados obtidos nesta pesquisa.

Figura 15: Representacéo grafica dos resultados.
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Fonte: autor.
4.5 Anélise dinamica de um pértico de madeira com dois pavimentos e pilares com

secdo constante

Nesta aplicacdo considerou-se uma pdrtico plano de madeira com dois pavimentos e pilares com

se¢do constante (20x20cm) submetido a uma carga horizontal P(t) =P, sen(0,5t), sendo o
carregamento inicial P, igual a 20 kN. A secfo transversal analisada apresenta area A=0,04m’ e

momento de inércial = 13333,33 cm*. Na Figura 16 apresenta-se o portico utilizado com suas
respectivas dimensoes.



Figura 16: Portico plano com dois pavimentos.
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Fonte: autor.

Na Figura 17 apresentam-se os deslocamentos gerados pelo carregamento dindmico na estrutura

durante o tempo de analise.

Figura 17: Deslocamento.
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Fonte: autor.

4.6 Andlise dinamica de um portico de madeira com dois pavimentos e pilares

variando em misula parabolica

Nesta aplicacdo considerou-se um portico plano de madeira com dois pavimentos e pilares variando

em misula parabdlica. A estrutura foi submetido a uma carga horizontal P(t) =P, sen(0,5t) com

carregamento inicial P, igual a 20 kN. Na Figura 18 apresenta-se o portico utilizado com suas

dimensoes.



Figura 18: Portico com pilares variando em misula parabolica.
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Fonte: autor.

Na Figura 19 mostra-se a variacdo da secdo transversal dos pilares em misula parabolica ao longo
do comprimento. Essa variacdo foi utilizada para céalculo do momento de inércia da secédo

transversal dos pilares para realizar a discretizagéo da estrutura.

Figura 19: Variagdo da secéo transversal dos pilares em misula parabdlica.
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Fonte: autor.

Na Figura 20 é possivel verificar os deslocamentos gerados pelo carregamento dindmico na
estrutura durante o tempo de analise.



Figura 20: Deslocamento.
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Fonte: autor.

4.7 Andlise dindmica de uma viga hiperestatica com se¢do genérica de madeira com

dois tramos variando em Misula Parabélica

Nesse caso, analisou-se de forma dindmica uma viga continua com secéo transversal genérica e com
altura varidvel em misula parabdlica ao longo do seu do comprimento, conforme pode ser

verificado na Figura 21.

Figura 21: Viga com sec¢do transversal varidvel em misula nos dois tramos.
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Fonte: autor.

Utilizando a lei de variacdo de inércia e dividindo cada tramo em 11 valores de alturas com
intervalos de 0,6m, gerou-se 11 secdes genericas, sendo possivel calcular o hiperestatico com base

na Regra de Simpson (somente a flexdo). A viga foi submetida a uma carga de oscilagdo igual a



P(t) =P, sen( ot), sendo a carga inicial P, =30kN e ® =05. A Tabela 3 apresenta as

propriedades das 11 secBes genéricas que a viga foi dividida.

Tabela 3: Propriedade das se¢es genéricas da viga hiperestatica.

Secao Inércia (cm?) Area (cm?)
1 75507,68 698,11
2 50650,55 571,76
3 34138,51 469,40
4 23260,33 387,46
5 16144,52 322,80
6 11521,56 272,69
7 8544,80 234,84
8 6661,55 207,35
9 5520,84 188,76
10 4910,86 178,03
11 4719,23 174,52

Fonte: autor.

Com o auxilio do programa computacional desenvolvido, foi possivel determinar os deslocamentos

da estrutura conforme mostrado na Figura 22.

Figura 22: Deslocamento.
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Fonte: autor.

4.8 Analise dindmica de uma barra axial com se¢éo circular

Nesse caso foi analisado dinamicamente uma barra axial com sec&o circular variando em misula

parabodlica e com sec¢des escalonadas. A barra apresenta um dos seus apoios engastado e 0 outro

livre, onde foi submetida a um carregamento horizontal P(t) =P, sen(0,5t), com carregamento



inicial P, igual a 1200 kN. Nas Figura 23 e 24 pode-se verificar a discrediza¢do da barra escalonada

e variando em misula parabdlica, respectivamente.

Figura 23: Barra axial com secéo transversal variando de forma escalonada.
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Fonte: autor.

Figura 24: Barra axial com sec¢do transversal variando em misula parabolica.
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Fonte: autor.

Na Figura 25 é apresentado, de forma grafica, a comparacdo dos deslocamentos gerados no bordo
livre da barra axial quando a barra possuia secdo transversal variando de forma escalonada e em

misula parabdlica.

Figura 25: Deslocamento da barra axial.
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4.9 Porticoem L (Hs)

Nesta aplicacdo analisou-se um pértico de aco discretizado com quatro elementos finitos
hexaédricos de 8 nos (Hs). A estrutura foi submetida a uma carga pontual P =80kN no no 4,

sendo E=200GPae v=0,3. A Figura 26 apresenta as dimensfes da estrutura e na Figura 27 ¢

possivel visualizar a discretizacdo utilizada.

Figura 26: Portico em L — dimensdes.
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Fonte: autor.

Figura 27: Portico em L — discretizacdo utilizada.

80 kN

' 8 12 16

| o
)

O @,

19

Fonte: autor.



Analisando estaticamente a estrutura em questdo, nas Tabelas 4, 5 e 6 & possivel comparar 0s
deslocamentos nodais obtidos pelo presente trabalho e os resultados encontrado na literatura por
CHANDRUPLATA & BELEGUNDU (2014).

Tabela 4: Portico em L - Deslocamentos nodais em X.
CHANDRUPLATA  Presente Trabalho /

NO Presente Trabalho & BELEGUNDU CHANDRUPLATA
(mm) (2014) & BELEGUNDU
(mm) (2014)
1 -0,0216 -0,0215 1,0047
2 -0,0253 -0,0253 1,0000
3 0,0574 0,0573 1,0017
4 0,0578 0,0577 1,0017
5 -0,0068 -0,0068 1,0000
6 -0,0108 -0,0107 1,0093
7 0,0491 0,0490 1,0020
8 0,0428 0,04279 1,00023
9 0,0136 0,0136 1,0000
10 -0,0001 -0,0001 1,0000
11 0,0325 0,0325 1,0000
12 0,0279 0,0278 1,0036
13 0,0037 0,0036 1,0278
14 0,0119 0,0118 1,0085
15 0,0266 0,0266 1,0000
16 0,0206 0,0206 1,0000
17 0,0000 0,0000 1,0000
18 0,0000 0,0000 1,0000
19 0,0000 0,0000 1,0000
20 0,0000 0,0000 1,0000

Fonte: autor.

Tabela 5: Portico em L - Deslocamentos nodais em y.
CHANDRUPLATA  Presente Trabalho /

N6 Presente Trabalho & BELEGUNDU CHANDRUPLATA
(mm) (2014) & BELEGUNDU

(mm) (2014)

1 -0,0038 -0,0037 1,0270

2 -0,0033 -0,0033 1,0000

3 -0,1790 -0,1789 1,0006

4 -0,1845 -0,1844 1,0005

5 -0,0105 -0,0104 1,0096

6 -0,0117 -0,0116 1,0086

7 -0,1725 -0,17249 1,0000

8 -0,1738 -0,1737 1,0006

9 -0,0337 -0,0336 1,0030

10 -0,0326 -0,0325 1,0031

11 -0,1495 -0,1495 1,0000

12 -0,1480 -0,1480 1,0000

13 -0,0383 -0,0383 1,0000

14 -0,0414 -0,0414 1,0000

15 -0,1384 -0,1384 1,0000




CHANDRUPLATA  Presente Trabalho /

N6 Presente Trabalho & BELEGUNDU CHANDRUPLATA
(mm) (2014) & BELEGUNDU

(mm) (2014)

16 -0,1349 -0,1349 1,0000

17 0,0000 0,0000 1,0000

18 0,0000 0,0000 1,0000

19 0,0000 0,0000 1,0000

20 0,0000 0,0000 1,0000

Fonte: autor.

Tabela 6: Portico em L - Deslocamentos nodais em z.
CHANDRUPLATA  Presente Trabalho/

NO Presente Trabalho & BELEGUNDU CHANDRUPLATA
(mm) (2014) & BELEGUNDU
(mm) (2014)
1 -0,4098 -0,4098 1,0000
2 -0,3323 -0,3322 1,0003
3 -0,3268 -0,3267 1,0003
4 -0,4278 -0,4277 1,0002
5 -0,2231 -0,2230 1,0004
6 -0,1671 -0,1671 1,0000
7 -0,1671 -0,1670 1,0006
8 -0,2174 -0,2173 1,0005
9 -0,0479 -0,0478 1,0021
10 -0,0293 -0,0293 1,0000
11 -0,0374 -0,0373 1,0027
12 -0,0630 -0,0630 1,0000
13 0,0291 0,0290 1,0034
14 0,0397 0,0396 1,0025
15 0,0558 0,0557 1,0018
16 0,0396 0,0395 1,0025
17 0,0000 0,0000 1,0000
18 0,0000 0,0000 1,0000
19 0,0000 0,0000 1,0000
20 0,0000 0,0000 1,0000

Fonte: autor.

Ja as Tabelas 7, 8, 9 e 10 mostram os resultados obtidos para as tensdes de von Mises em cada
elemento comparados com os resultados de CHANDRUPLATA & BELEGUNDU (2014).

Tabela 7: Elemento 1 — Tensdes de von Mises.
CHANDRUPLATA  Presente Trabalho /

Tensao Presente Trabalho & BELEGUNDU CHANDRUPLATA
(N/mm2) (2014) & BELEGUNDU
(N/mm2) (2014)
O 23,3600 23,3590 1,0000
P 29,9300 29,9290 1,0000
O3 40,5800 40,5820 1,0000

Oy 43,4000 43,3960 1,0001




CHANDRUPLATA  Presente Trabalho /

Tensao Presente Trabalho & BELEGUNDU CHANDRUPLATA
(N/mm2) (2014) & BELEGUNDU
(N/mm?) (2014)
Osg 18,5400 18,5450 0,999
Og 14,8500 14,8490 1,0001
67 15,9800 15,9840 0,9997
Gg 17,9100 17,9100 1,0000

Fonte: autor.

Tabela 8: Elemento 2 — Tensdes de von Mises.

CHANDRUPLATA  Presente Trabalho/

Tensao Presente Trabalho & BELEGUNDU CHANDRUPLATA
(N/mm?) (2014) & BELEGUNDU

(N/mm?) (2014)
S 31,4200 31,4160 1,0001
P 61,1700 61,1740 0,9999
O3 28,2700 28,2720 0,9999
Oy 51,6100 51,6080 1,0000
Cs 35,7200 35,7220 0,9999
Op 35,9500 35,9480 1,0001
Gy 26,1900 26,1930 0,9999
Og 38,6100 38,6150 0,9999

Fonte: autor.

Tabela 9: Elemento 3 — Tensdes de von Mises.

CHANDRUPLATA  Presente Trabalho/

Tenséao Presente Trabalho & BELEGUNDU CHANDRUPLATA
(N/mm?) (2014) & BELEGUNDU

(N/mm2) (2014)
S 45,4600 45,4620 1,0000
P! 30,8700 30,8720 0,9999
O3 32,5300 32,5300 1,0000
Oy 21,8500 21,8520 0,9999
Og 34,4900 34,4860 1,0001
Op 26,1500 26,1550 0,9998
Gy 52,3900 52,3930 0,9999
Og 41,0900 41,0900 1,0000

Fonte: autor.



Tabela 10: Elemento 4 — Tensdes de von Mises.
Presente Trabalho /

Tensao Presente Trabalho CEQEEE(LSJBII:IADBA CHANDRUPLATA
(N/mm?) 9 & BELEGUNDU

(N/mm2) (2014)
Gy 58,5900 58,5900 1,0000
G, 51,1500 51,1480 1,0000
O3 41,4100 41,4070 1,0001
Oy 38,9400 38,9360 1,0001
O5 48,4800 48,4820 1,0000
Op 49,3900 49,3910 1,0000
Gy 46,4000 46,3980 1,0000
Og 38,8500 38,8530 0,9999

Fonte: autor.
4.10 Misula com voute reta (Hs)

Nessa segunda aplicacdo com os elementos solidos, analisou-se estaticamente uma misula de ago
com voute reta discretizada com apenas um elemento finito hexaédrico de 8 nds (Hs). A estrutura
foi submetida a uma carga pontual P =80000 N no noés 7 e 8, sendo E =200 GPae v=0,3. Na
Figura 28 é possivel verificar as dimensfes da estrutura, pontos de aplicacdo dos carregamentos,
nos engastados, além da numeracdo utilizada para realizar a discretizacdo da estrutura via Método

dos Elementos Finitos.

Figura 28: Misula com voute reta.
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Fonte: autor.



A Tabela 11 mostra os deslocamentos nodais obtidos pelo presente trabalho nos eixos principais.

Tabela 11: Misula com voute reta - Deslocamentos nodais.

Deslocamento em X Deslocamento emy Deslocamento em z

NO (mm) (mm) (mm)

1 0,0000 0,0000 0,0000
2 0,0000 0,0000 0,0000
3 0,0026 -0,0070 -0,0436
4 -0,0026 -0,0070 -0,0436
5 0,0000 0,0000 0,0000
6 0,0000 0,0000 0,0000
7 -0,0007 0,0143 -0,0473
8 0,0007 0,0143 -0,0473

Fonte: autor.

J& as Tabelas 12 e 13 mostram os resultados obtidos para as tensfes elementares e de von Mises,

respectivamente.

Tabela 12: Misula com voute reta - Tensdes elementares.
Presente Trabalho

Tensdo (N/mm2)
Oy 3,0630
Oy 7,8030
o, 2,4050
Tyx 0,0125
T -9,9690
Ty -0,1757

Fonte: autor.

Tabela 13: Misula com voute reta - Tensdes de von Mises.
Presente Trabalho

Tenséao (N/mm?)
i 16,4500
G, 18,0100
O3 9,7750
Oy 6,7170
O5 9,7750
Op 6,7170
67 16,4500
Og 18,0100

Fonte: autor.
4.11 Misula com voute parabdlica (Hzo)

Por fim, foi analisado estaticamente uma misula de aco com voute parabdlica discretizada com

apenas um elemento finito hexaedrico de 20 nds (Hzo0). A estrutura foi submetida a uma carga



pontual P =80000 N nos nés 15 e 16, sendo E =200 GPae v =0,3. Na Figura 29 é possivel
verificar as dimensdes da estrutura, pontos de aplicacdo dos carregamentos, nés engastados, além da

numeracdo utilizada dos nés para realizar a discretizacéo da estrutura.

Figura 29: Misula com voute parabdlica.
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Fonte: autor.

A Tabela 14 mostra os deslocamentos nodais obtidos pelo presente trabalho nos eixos principais.

Tabela 14: Misula com voute parabdlica - Deslocamentos nodais.

Deslocamento em x Deslocamento em  Deslocamento em z
N6 (mm) y (mm) (mm)
1 0,0000 0,0000 0,0000
2 0,0000 0,0000 0,0000
3 0,0200 0,0055 -0,0101
4 -0,0009 0,0020 0,0004
5 -0,0113 -0,0043 0,0136
6 -0,0037 -0,0019 -0,0016
7 -0,0061 -0,0075 0,0008
8 0,0037 0,0000 0,0054
9 0,0035 0,0023 -0,0083
10 -0,0126 -0,0003 0,0135
11 -0,0037 -0,0022 -0,0068
12 0,0015 -0,0019 0,0020
13 0,0000 0,0000 0,0000
14 0,0000 0,0000 0,0000
15 0,0020 -0,0007 -0,0102
16 0,0200 0,0015 -0,0284
17 -0,0092 0,0007 0,0134
18 0,0002 0,0050 -0,0025
19 0,0097 0,0061 -0,0102
20 -0,0143 -0,0034 0,0308

Fonte: autor.



Por fim, as Tabelas 15 e 16 mostram os resultados obtidos para as tensdes elementares e de von

Mises, respectivamente.

Tabela 15: Cubo Haxo - Tensdes elementares.
Presente Trabalho

Tensao (N/mm?)
Oy -11,1200
Oy -12,2500
SF -32,2200
Tyx 3,6670
Txz -3,7860
Ty 14,9700

Fonte: autor.

Tabela 16: Cubo Hyg - Tensdes de von Mises.
Presente Trabalho

Tenséo (N/mm?)
Gy 5,8590
¥ 5,7430
O3 14,3600
Oy 28,2300
O5 137,2000
G 15,8300
G7 17,5300
Og 34,3300

Fonte: autor.

5) Conclusao

Em todas as aplica¢fes apresentadas nesse trabalho, observou-se uma 6tima convergéncia entre 0s

resultados obtidos e as respostas utilizadas para comparacéo.

Na andlise da viga de madeira em balanco sujeita a carga senoidal, com secdo transversal e
momento de inércia constante, observou-se de forma gréafica, uma boa aproximacdo entre 0s
resultados dos deslocamentos obtidos pelo Método de Newmark e a partir do Método da
superposicdo modal. A velocidade, aceleracdo e carregamento apresentaram comportamento

dindmico conforme o esperado para estruturas sujeitas a carga senoidal.

Para a andlise da viga de madeira em balan¢o submetida a funcdo dente de serra, conforme
esperado, o carregamento apresentou uma melhor concordancia com as fun¢des a medida que se

utilizaram mais pontos na expansdo. Os valores dos momentos de inércia obtidos pelo presente



trabalho apresentaram boa aproximacdo quando comparados com 0s encontrados por meio do
software AutoCAD. Assim, como no exemplo anterior, o deslocamento e o0 carregamento
apresentaram comportamento dinamico conforme o esperado para estruturas sujeitas a uma fungéo

dente de serra.

Na analise dindmica da viga de madeira biapoiada sujeita a duas cargas verticais concentradas
aplicadas a um terco e dois tercos do comprimento da estrutura sujeita a funcdo dente de serra, a
série de Fourier com maior nimero de termos se aproximou melhor dos resultados com a fungédo

modular.

Analisando o portico de madeira com dois pavimentos e pilares constantes submetido a uma caga
senoidal, observou-se uma boa convergéncia dos deslocamentos do presente trabalho. Logo,
verifica-se que a Regra de Simpson apresenta resultados satisfatorios quando utilizados nas analises
de estruturas. Na analise do pdértico com os pilares variando em misula parabdlica, o
comportamento grafico dos deslocamentos foi similar ao portico com secdo constante, porém com

valores absolutos menores.

Para as estruturas hiperestaticas analisadas (viga com secdo genérica de madeira com dois tramos
variando em Misula Parabdlica) o comportamento dos deslocamentos utilizando a analise modal foi

semelhante as aplicacGes anteriores.

Para a analise dindmica da barra axial com se¢do circular, houve uma variacdo de cerca de 13% do
resultado obtido escalonando a secédo transversal em quatro se¢des constantes em comparagdo com
os resultados obtidos variando a se¢do transversal em misula parabolica. Para que os resultados
tenham uma maior convergéncia € necessario refinar a peca com um maior nimero de barras com

secdes constantes.

Com relacdo a analise estatica em estrutura de aco tridimensional, verificou-se por meio do Pértico
em L discretizado com elementos hexaédricos de 8 nos (Hs), que a implementacdo foi bem-
sucedida. Visto que os resultados para os deslocamentos e as tensdes apresentam boa convergéncia
com as respostas encontradas por CHANDRUPLATA & BELEGUNDU (2014). Desta forma,
validando a modelagem realizada com o elemento hexaédrico de 8 nds (Hg) e 20 nos (Hoo).
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