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RESUMEN

En este trabajo se obtiene un método de integracién directa de dos pasos y cuarto orden
para la integracién numérica de ecuaciones de evolucién semidiscretas de segundo orden.
El método se construye basindose en una clase de métodos multipaso para problemas con
solucién oscilante, suponiendo que se conoce la frecuencia, y se obtiene un método adaptado
de cuarto orden y un aproximante racional al cos v para v > 0. En conclusién, se obtiene un
método computacionalmente eficiente para la integracién numérica de sistemas de ecuaciones
diferenciales de segundo orden que es incondicionalmente estable y P-estable para la eleccién
de un parametro 8 > 1/4 + /1/24.

Finalmente, se presentan resultados numéricos para una pareja de problemas test de la
forma MU"” + KU = F(t) que surgen de efectuar semidiscretizaciones con el método de
elementos finitos a ecuaciones hiperbdlicas de segundo orden con condiciones iniciales y de
contorno.

SUMMARY

A fourth-order two-step direct integration method for second order semidiscrete evolution
equations is derived. The method is based on a class of adaptive multistep methods for
problems with oscillatory solutions whose frecuency is known, and is made by using a fourth-
order adaptive method and a rational approxamation to cosv for v > 0. Thus, we obtain
a computationally efficient method for systems of second order differential equations that is
unconditionally stable and P-stable choising a parameter 8 > 1/4 + /1/24.

Finally, numerical results are shown in two test problems of the form MU” + KU = F(t)
arising in finite element semidiscretization of second order hyperlbolic equations with initial
and boundary conditions.
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INTRODUCCION

En este trabajo se presenta un nuevo método para la resolucién numérica
de ecuaciones diferenciales de segundo orden que surgen de aplicar métodos de
discretizacién a problemas de valor inicial y de contorno para ecuaciones hiperbdlicas
de segundo orden de la forma

8t2 Z 23 ( g )+a°( Ju=f(z,t) en 2x[0,T],
u(z,t) = g(t) en 92 x[0,T), W
u(:c,O) = uo(:l)) en 2,

Ou oy
E(z,O) = y,(z) en Q,

donde {2 es un dominio acotado de IR™, los coeficientes son funciones suficientemente
diferenciables en Q y tales que a,(z) > 0, a;j(z) = aji(2) y ademas se verifica una
condicién de elipticidad unifome

n

Z ézégzaZE

: i=1

para alguna constante a > 0, para todo z € Q y todo (£,,&,--+,£,) € R

Habitualmente la resolucién numérica de problemas hiperbdlicos del tipo (1) se
realiza efectuando una semidiscretizacién en las variables espaciales, utilizando el
método de elementos finitos, lo que da lugar a un problema de valor inicial de segundo
orden de la forma

MU"(t) + KU(t) = F(t), tE€ [t,T]

U(t,) = Uo, U'(t,) = Uy (2)

donde M y K son conocidas como las matrices de masa y rigidez respectivamente, y
F(t) representa el vector de cargas externas. Ademads, en la practica, de acuerdo con
las propiedades del problema y la tipologia del método de discretizacién, las matrices
M y K son simétricas y definidas positivas (es el caso de problemas de propagacién de
ondas). En estas condiciones, la solucién U(t) del problema (2) es estable (Gohberg et
al.®).

La resolucién numérica del problema (2) se realiza mediante métodos de integracién
directa (Bathe y Wilson'), es decir, sin necesidaad de transformar en un sistema de
primer orden. Los métodos de integracién directa mds usuales en la practica son los
Newmark, Wilson, Houbolt y diferencias centrales. Todos estos métodos son de tipo
multipaso y tienen orden dos. Cuando se aplican métodos de tipo multipaso al problema
(2), éste se transforma en un sistema de ecuaciones en diferencias de la forma

P(A)Un+1 = ¢(tn+1—iaUn—i)a 1= Oala"'ak (3)
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donde P(z) es un polinomio y A es una matriz hueca que viene expresada en funcién
de las matrices de masa y rigidez del sistema (2). Como en general, el producto de
matrices huecas da lugar a matrices que no tienen esta propiedad, no es aconsejable
el cdlculo de la matriz P(A) ya que el coste computacional y de almacenamiento seria
excesivo. En la préctica, se descompone el polinomio P{A) en factores simples de la
forma (A — al), y se resuelve el sistema lineal por etapas, aplicando a cada factor
(A — al) la descomposicién LU.

En la siguiente seccidén se realiza una introduccién a los métodos adaptados,
las propiedades de orden de comsistencia, convergencia y la propiedad de estabilidad
incondicional. En otra seccién, se presenta un método de integracién directa para la
resolucién numérica del sistema (2) con la particularidad de que es incondicionalmente
estable, P-estable y de orden 4, lo que asegura que la solucién numérica U, tendrd
un comportamiento asintético similar al de la solucién analitica U(t). Ademés este
algoritmo minimiza el costo computacional y de almacenamiento en el sentido de que
en cada paso de integracién sélo se necesita resolver un sistema lineal con matriz hueca.

Finalmente, se realizan comparaciones numéricas para una familia de problemas
test cuya solucién tiene un comportamiento periédico o cuasiperiddico, quedando de
manifiesto el mejor comportamiento del método propuesto frente a los métodos clésicos
de Newmark, Wilson y Houbolt.

METODOS ADAPTADOS Y ESTABILIDAD INCONDICIONAL

En mecénica aparecen frecuentemente problemas en los que es posible disponer de
algin tipo de informacién a priori (p.e. las frecuencias principales del movimiento),
que serd aprovechada para su resolucién mediante la utilizacién de métodos adaptados.
En un primer paso se considera el siguiente modelo unidimensional

{y“ +w'y = f(t,y), te(0,T], w>0
y(0) =%, ¥'(0)=4y,

donde w es la frecuencia principal que se supone conocida o que puede ser estimada con
bastante exactitud. En estas condiciones la solucién de (4) serd de tipo oscilante. Por
lo tanto, autores como Gautschi*, Bettis?, Neta and Ford® y Jain et al.” entre otros,
proponen la idea de adaptar métodos numeéricos para la integracién de fenémenos
oscilantes de manera que ademads de polinomios algebraicos integren exactamente
funciones trigonométricas. En Franco®, se proponen métodos adaptados de tipo
multipaso considerando todos los coeficientes dependientes de un paramétro v = wh
(h = paso de integracién), quedando el método expresado en la forma

(4)

k k
> i (Vynss =B Y Bi() f(tatsr Ynss)y v =wh, (5)

=0 =0

donde los coeficientes a;(v} y B;(v) son funciones acotadas y continuas para todo
v € [0, 4], con A dado. Estos métodos vienen caracterizados mediante operadores
lineales L;,, definidos por
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k
Liuly(8)] = Z[%‘(V)y(t +jh) = B*B;(v){y"(t + jh) + *y(t + jR)}] (6)

de forma que anulen a los espacios lineales II,(w) engendrados por las funciones ¢;(t,w),
i1=0,1,---,p, donde

coswt,w # 0

t
iv1(t,w) = i(t,w)dt, >0
T dnte)= [Cate

do(t,w) = {

Se observa inmediatamente que el espacio lineal IT,(w) engendrado por las funciones
¢i(t,w) puede expresarse en la forma

() Span{l,t,t?, - -t*~% coswt,senwt}, si w #0
w) =
P Span{l,t,t*,- - -tP~% P71 7} , st w=0
Por lo tanto, en el caso w = 0, los métodos adaptados (5) coinciden con los clasicos
métodos de coeficientes constantes.
La conexién existente entre los espacios lineales II,(w), los operadores lineales Ly

y el orden del método queda reflejada en los siguientes resultados cuya demostracién
puede verse en Franco®.

PROPOSICION 1: El operador lineal Ly asociado al método adaptado (5) anula al
espacio II,(w) si y sélo si se verifican las siguientes condiciones

k
D, = Z:aj(u)%(j,u) =0

k
D, =Y a;(¥)éi(j,v) =0 (7)

k
D; = Z[{QJ(V) - Vz,@j(l/)}¢i(j, V) — :Bj(V)d’i—z(j, y)] =0, 1=2,3,---,p

PROPOSICION 2:

i) Todo método adaptado del tipo (5) que anula al espacio lineal II,(w) tiene por
lo menos orden p — 2. _
ii) En las condciones de i) el método adaptado es de orden p, para todo w real.
iii) Las condiciones D; = 0,i = 0,1,---,p + 1 son suficientes para alcanzar orden
p, pero no necesarias, ya que bastaria con exigir

Do = 0(kP*%), D; = 0(h**1),.-+, Dpt1 = 0(h)

Estos resultados proporcionan un camino para la obtencién de métodos adaptados
mediante la resolucién de un sistema de ecuaciones lineales dado por las condiciones
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(7). Ademads, estas condiciones son suficientes pero no necesarias y, por lo tanto, de
acuerdo con la proposicién 2, para alcanzar orden p bastari con que los coeficientes
a;(v) y B;(v) verifiquen las condiciones (7) con una aproximacién del orden de p + 1,
es decir, encontrar a;(v) y b;(v) tal que :

aj(v) = a;(v) + 0(**?),
Bi(v) = bi(v) + 0(v"*?),

siendo aj(v) y B;(v) (i =0,1,---,k) solucién de (7).

En Franco® se estudia la convergencia de los métodos adaptados (5) y se comprueba
que una condicién suficiente para la convergencia de éstos es que sean consistentes
de orden 1 y que el polinomio caracteristico p = E?:o a;(v)€? verifique la siguiente
condicién sobre sus raices.

“Si €(v) es una raiz de p(§,v), entonces existe una constante C > 0 tal que
|€(v)| < exp(Cv). Ademas, si {(v) es una raiz de p(€,v) con multiplicidad mayor
que dos, entonces [{(v)] < 1.

DEFINICION 1: Un método de integracién numérica se dice incondicionalmente
estable (I-estable) si cuando se aplica a la ecuacién test ¥ + w?y = 0, las raices £;{v)
del polinomio caracteristico asociado a la ecuacién en diferencias resultante verifican

&;(v)] <1 paratodo v >0

Analogamente, se dice P-estable cuando dichas raices verifican

|€&;(v)[=1 paratodo v >0

En el caso de que las raices verifiquen [£;(v)] < 1o [;(¢)| =1, 0 < ¥* < 7, con 7,
dado entonces se dice que el método es condicionalmente estable o que tiene intervalo
de periodicidad (0,7,), respectivamente.

Si se imponen las condiciones (7) hasta orden 4, se obtiene el siguiente método
adaptado de dos pasos

Yny1 — 2(COS V)yn + Yn-1 = ﬁ2(/80fn+1 + 6. fn + ﬂofn—l)
8, = v? = 2(1 — cosv) 5, - —2v* + (4 + 20°)(1 - cosv) (8)

vt vt

Es inmediato que el método (8) cumple las condiciones para asegurar la
convergencia y ademads, si se aplica a la ecuacién test y” +w?y = 0, la solucién numérica
viene dada por la ecuacién en diferencias

Yny1 — 2(COS V)yn + Yn—1 — O (9)

Esta ecuacién en diferencias tiene como polinomio caracteristico asociado

P&, v) =6 —2(cosv) + 1, (10)

de donde es inmediato que las raices son
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&(v) = ei”, &(v) = eV, (11)

verificando |£;(v)] = 1 para todo ¥ > 0, j = 1,2. Entonces (8) es P-estable y, por lo
tanto, I-estable.

Sea R(v) una funcién racional de variable real tal que R(v) = cosv + 0(vP+?%),
con p > 4. Sustituimos en (8) cosv por R(v) y el método adaptado resultante seguira
siendo de orden 4 y tendrd por polinomio caracteristico

Q(&,v) =& - 2R(v){+ 1, (12)

Si ademds R(v) verifica |R(v)| < 1 para todo v > 0, entonces, las raices de (12) son

rm(v) = R(v) +i\/1 - R¥(v), r,(v)=7(v), (13)

verificando |r;j(v)| = 1, j = 1,2. Entonces, el nuevo método resultante sera P-estable e
I-estable de orden 4, con un retardo en fase de orden p.

OBTENCION DEL METODO

En la anterior seccidén se establecieron las bases para la obtencién de métodos
I-estables y P-estables tomando como soporte el esquema lineal (8), sin mas que
considerar un aproximante racional R(v) al cos v verificando

R{v)=cosv + 0(vP*?), p>0, (14)
|R(v)l <1 paratodo v >0. (15)

Si se considera el aproximante racional

1 - 1/2w
R(y) = LH B =12
1+ Bv?
éste verifica las condiciones (14) y (15) para todo 8 > 1/4, con p > 2. Sustituyendo en
(8) el cos v, los coeficientes seran

3 ﬁéR,

_ 1
14 B
Si aplicamos el método resultante al problema (2) en el caso particular en que M = I

(matriz identidad) y se considera R(v) como un aproximante matricial con v = RK/2,
se tiene

Bo(v) =8, Bi(v) - 28 ‘ (16)

[I+ BRK]Upyr = 2T + (B — 1/2)R*K\Un — (I + BR* K |Un_1+
+ R [BFni1 + (1 - B)Fn + BFn1] + BPh* KV Fop

con V2F,,1 = Fop1 — 2F, + F,_1, que es, en general, un método de segundo orden
de aproximacién, I-estable y P-estable para los valores del pardmetro 8 > 1/4. En

(17)
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el caso en que el valor del parametro 8 = 1/2, entonces p = 4 y el métodos serad
condicionalmente estable de orden 4, coincidiendo con el cldsico método de Stérmer-
Numerov®, salvo por el término 2h*KV2F,,; que es de orden 6.

En el caso en que la matriz de masas M # I, el esquema (17) adoptara la forma

(M + BRK|Upsy = 2[M + (8 — 1)2)h* KU, — [M + BR2K)Un_y +

18
+ R [BFap1 + (1= B)Fn + BFai] + SR KM TIV2F, (%)

Para obtener un método I-estable y P-estable de orden 4 se buscara un aproximante
racional de la forma

aq + a,v? + a,v?
(1 ~+—ﬁ1/2)2 ’

de manera que verifique (14) y (15) y ademas tenga un unico polo real en la variable
v? para que sea 6ptimo desde el punto de vista computacional. Imponiendo (14) con
p > 4, resulta

R(v) = B €R, (19)

a=1 a=26-1/2, a=p"-8+1/24 (20)

Si ademas se impone que (19) con los coeficientes (20) verifique {15), resulta

1 1 1 1
VB 20, 2+ (B8-S (28 -+ v 20, (21)

de donde se comprueba ficilmente que (21) es equivalente a 8 > 1/4 + /1/24.
Siguiendo un proceso andlogo al caso anterior, los coeficientes transformados del
método (8)

_ 1/12 + g*? _5/6—(28° - 28+ 1/12)v°
Bo(v) = (1+82)2"° Biv) = (1+ Bu?)?

En el caso en que M = I, se tiene el siguiente método I-estable y P-estable de orden 4
para 8 > 1/4 4+ /1/24, que se denominard método coseno(f)

(22)

1
Zpy1 —2Zp+ Zny = hz[ﬁ(FruH +10F, + Fo1) — KU, ]+

4 K2~ 26)(KUn ~ Fa) + B'(Fas + 2Fn + Far)]

Znpr = (I + BRK ) Upnpy
(23)
Se hace notar que el esquema {23) solamente precisa una factorizacién de la matriz
(I+BAh*K ), lo que hace que sea éptimo desde el punto de vista computacional. Ademas,
de acuerdo con la proposicién 2 de Hairer®, la constante del error del esquema (23), es
decir, el coeficiente mas significativo en |cosv — R(v)| con R(v) dado por (19) y (20)
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es C(B) = 555(36082 — 608 + 1). En estas condiciones, se tiene que el minimo valor de
|C(B)| para el método sea I-estable y P-estable viene dado por 8 = 1/4 + /1/24.

Desde otra perspectiva, el esquema (23) es de dos pasos y, por lo tanto, se necesita
una aproximacién inicial U, para U(t,), que ha de llevarse a cabo mediante un método
de un paso. Para ello, se propone un simple desarrollo de Taylor de la solucién U(¢, +h),
reemplazando las derivadas de la funcién F(t) por ciertas diferencias finitas, tal que
tenga orden 4. Esta aproximacién viene dada por

h? h* h?
Up=[I-—K+ —K*U, + I - —K]Us+
Bt
+ h2[7F0 +6F — Fg] - ézKFo

Anélogamente al caso anterior, si la matriz de masas M # I, el esquema (23)
vendra dado por el siguiente algoritmo

METODO COSENO(g)

INICIACION

1. Calcular la matriz
A=M+ BRK

2. Calcular Z;, i=0,1
MW, = AU, , i=0,1
Z;=AW; , i=0,1

EN CADA PASO

3. Calcular Rp4q ,
MRy = (g5 — 28) (KUn = Fo) + 8 (Fay1 + 2Fa + Fasi)

4. Calcular Z,4, :
Tt = 27m — Ty + 12 [1%(&“ +10F, + Fay) — KU,,] + WK Rnps

5. Calcular U,
AWnp = Znn
AUn+1 = MWn+1

n=23,-N=T/h
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COMPARACIONES NUMERICAS

Para ilustrar el buen comportamiento numérico del método que se ha desarrollado
en la seccién 3, se ha implementado para una pareja de problemas test correspondientes
a problemas de valor inicial para sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden
del tipo (2) que pueden surgir de efectuar una semidiscretizacién en las variables
espaciales a ecuaciones en derivadas parciales hiperbdlicas de segundo orden.

En las comparaciones numéricas realizadas se ha considerado el método coseno con
B =1/4+ 1/1/24 (I-estable y P-estable) y los clasicos métodos de Newmark (I-estable
y P-estable), Wilson (I-estable con § = 1.4} y Houblt(I-estable). La implementacién
de los métodos se realizé en un Macintosh II siguiendo el esquema dado en la seccién
anterior para el método coseno y siguiendo los esquemas dados en el capitulo 8 de
Bathe y Wilson® para los métodos de Newmark, Wilson y Houbolt. La iniciacién de los
métodos, cuando fue necesaria, se realizé utilizando la solucién exacta de los problemas
test.

Las Figuras presentadas en esta seccién representan la propagacién del error a
lo largo del intervalo de integracién. En el eje horizontal se representa la variable
independiente denotada por ¢ y en el eje vertical se representa el logaritmo decimal
del méximo del error absoluto en norma obtenido hasta ese instante de la variable
independiente, lo que indicard el niimero de cifras decimales exactas de aproximacién
conseguidas por cada método. Ademds, en las figuras aparecen los nombres de los
métodos utilizados en cada comparacidén asi como el paso de integracién utilizado.

Problema 1: Se considera el problema test dado en el capitulo 8 de Bathe y Wilson!,
que corresponde con un sistema diferencial de segundo orden del tipo

MU"(t)+ KU(t) = F(t), tel[0,T]

25
U)=0, U'(0)=0 (25)
con
2 0 6 -2 0
u=(o1) ¥=(% ¥) r0=(u)
cuya solucién exacta viene dada por
2
u,(t) = 1+ = cos VBt — cos /2t
; (26)

4
u(t) =3 — 3 ¢os V5t — cos V2t

Claramente se trata de un problema del tipo (2) con matrices M y K simétricas y
definidas positivas y su solucién es de caracter peridédico. En las Figuras 1 y 2 se presenta
la propagacién del error absoluto en norma euclidea de los métodos considerados para
pasos de integracién A = 1/10y h = 1/20.
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paso h =0.05

& Houbolt
-~ Newmark
- Wilson
-~ Coseno

Logl0 (MaxERR)

-7 et ———
0 1 2 3 4 5 6
t - variable

Figura 1.

<+ Houbolt h=0.05
-~ Newmark h=0.05
o
O

Logl0 (MaxERR)

Wilson h=0.05
Coseno h=0.1

-6 T T T T T T d T v T T
0 1 2 3 4 5 6
t - variable

Figura 2.

Problema 2: Se considera la ecuacién en derivadas parciales de segundo orden con
condiciones iniciales y de contorno

2
Fu a(a( )a—u):f(z,t), 0<z<l1l, 0<t<T,

ot oz \\ 0z

U©0,t)=0, u(l,t)=0, 0<t<T, 27)
u(z,0) =senrz, 0<z <1,

2—1:(2:,0) =msentz, O0<z<1,

Para la resolucién del problema (27) se raliza una semidiscretizacion en la variable
espacial z de la siguiente forma. Sea z; = jk, donde (N +1)k = 1. Entonces, aplicando
el método de lineas a la ecuacién en derivadas parciales (27) resulta el siguiente sistema
de ecuaciones diferenciales de segundo orden
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2 a{z;i1/9 z;41) — U(z;)] — a(zj_1/2)[U(2;) — U{z;-1
;z(zj,t): (2541/2)[U(2541) - U( )]kz( y2)[U(=z;) — U{ )]+f(:c,-,t),

1<j<N

(28)
Si denotamos por U(t) el vector que tiene por componentes u(z;,t), F(t) el vector que
tiene por componentes f(z;,t) y a; = a(z;), entonces el problema de valor inicial
resultante serd de la forma
d2U(t
—_dt(_) + KU(t)= F(t), te[0,T]
U(0)=Uy, U'(0)=Uj;

(29)
con ug; = sen mjk, up; = 7 sen wjk, 1 < j < N y la matriz de rigidez K serd simétrica
y tridiagonal con

P a(z;y1/2) +alz;-1/2) & _a(z541/2)
j} - kz ? jvj'("l - kz

En los experimentos numéricos realizados se eligié a{z) = 1 4 z*, resultando la
matriz K de (29) definida positiva. Ademds, como el interés se centra en la resolucién
del PVI (29), se construye una solucién exacta de (29) que tenga componentes

uj(t) = (coswt + sen nt)sen wjk, 1< j <N,

que a su vez permitira construir el término no homogéneo F(t) = {f;(t)}}_, y serd de
utilidad para poder comparar la solucién numeérica. La solucién exacta es claramente
de caracter periodico y tiene el significado de una onda plana.

En las Figuras 3, 4 y 5 se presenta la propagacién del error en la norma del
maximo(ERR = ||U(t,) — Unl|leo) para una discretizacién de 50 puntos (N = 50)
con pasos de integracién h = 1/10y h = 1/20.

Se hace notar que aunque se ha utilizado una aproximacién en diferencias finitas
en la variable espacial para el problema modelo (27), también se podria haber utilizado
una semidiscretizacidén de tipo Galerkin, dando lugar a un sistema diferencial implicito
(con matriz de masas distinta de la identidad).

De los resultados numéricos que aparecen en las Figura 1-5 se pueden hacer los
siguientes comentarios. El método coseno(8 = 1/4+./1/24) que es I-estable y P-estable
de orden 4 proporciona resultados apreciablemente mejores que los cldsicos métodos de
Newmark, Wilson y Houbolt, incluso doblando el paso de integracién. De entre los
restantes métodos se aprecian mejores resultados para el método de Newmark que es
P-estable, frente a los métodos de Wilson y Houbolt que son solamente I-estables.
Claramente el método de Houbolt es el que peores resultados proporciona debido a que
el valor de las raices de su polinomio de estabildad decrecen a cero (cuando v = wh
aumenta) mucho mas ripidamente que en el método de Wilson (ver capitulo 9 Bathe
y Wilson').
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En conclusién se puede afirmar que P-estabilidad es un requerimiento apropiado
para los métodos que integran numéricamente problemas del tipo considerado cuya
solucién es de caracter periédico. En el futuro se estudiard la construccién de métodos
P-estables de drdenes superiores a 4.
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