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Sumaério

Um método sem malha baseado na formulacdo de Galerkin, o Método Livre de Elementos de Galerkin
(EFGM), é usado na andlise elasto-plastica de sélidos bidimensionais e de laminados. Para os sélidos
bidimensionais sdo considerados os estados planos de tensdo e de deformagdo, em funcdo do problema a
modular, e para os laminados é considerada a teoria de Reissner-Mindlin de forma a obterem-se os campos
de deslocamentos e de deformagoes. As fungbes de aproximacgdo sado calculadas considerando o método dos
minimos quadrados (MLS).

O método da rigidez inicial é usado na resolucao do sistema de equagoes nado-linear e é considerada a superficie
de cedéncia anisotrépica de Hill. E ainda descrito o algoritmo de solugao elasto-pléstica aplicado ao EFGM.
Sédo analisados alguns problemas bidimensionais e alguns laminados sendo as solugées obtidas pelo EFGM
comparadas com as solugoes do Método dos Elementos Finitos (MEF) e com as solugoes de referencias
disponiveis.

Palavras chave:

método sem malha, método livre de elementos de Galerkin, andlise elasto-pldstica, anisotro-
pia.

ELASTO-PLASTIC ANALYSIS OF ANISOTROPIC PROBLEMS CONSIDERING THE
ELEMENT FREE GALERKIN METHOD

Summary

A meshless method based in a Galerkin Formulation, the Element-Free Galerkin Method (EFGM), has been
extended for the use in the elastic and elasto-plastic analysis of 2D problems and anisotropic symmetric
laminates. For 2D problems, plane stress and plane strain are considered. For the laminates a Reissner-
Mindlin plate theory, which is a first-order shear deformation theory (FSDT) is considered in order to define
the displacement field and the strain field. The approximation functions are calculated considering a moving
least squares (MLS) approach which is consistent provided the basis is complete in the polynomials up to
a desired order. The initial stiffness method is used for the solution of the nonlinear system of equations
and an anisotropic yield surface, Hill yield surface, is considered. The elasto-plastic algorithm of solution is
described. Several 2D problems and laminate problems are solved and the obtained solutions are compared
with finite element solutions and with available reference solutions.
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INTRODUCAO

Nos 1ltimos 15 anos os métodos sem malha tém sido objecto de estudo em intimeros
trabalhos e tém sido aplicados aos mais diversos problemas da mecanica dos sélidos. Varios
métodos sem malha foram propostos, nomeadamente os métodos das particulas (SPH)! e o
(RKPM)?3, 0 Método das Nuvens h—p*, o Método de Petrov-Galerkin (MLPG)®, o Método
Livre de Elementos de Galerkin (EFGM)®7 e mais recentemente o Método de Galerkin dos
Vizinhos Naturais (NEM)®. Neste trabalho o método sem malha utilizado é o EFGM, o
qual utiliza na construcao das funcoes de forma a aproximacao pelo método dos minimos
quadrados, inicialmente proposta por Nayroles et al’. O estudo de problemas eldsticos
bidimensionais é iniciado na referéncia 6 e tem continuacao na referéncia 10. Krysl et al.'*:12
procedeu a andlise de placas finas recorrendo ao EFGM. A analise de placas espessas, com
recurso ao EFGM, com a formulacao de Reissner-Mindlin é apresentada por Donning et
al.?. Esta formulacao foi também considerada por Kanok-Nukulchai et al.'* com algumas
modificacoes de forma a evitar o fenémeno da retencao ao corte. A analise pelo EFGM de
laminados simétricos é apresentada por Dinis et al.'®. No ambito da andlise elasto-plastica
o EFGM foi inicialmente aplicado a dinamica da fractura!®!?, a problemas de fendas e sua
evolucao'®!® e posteriormente a problemas bidimensionais?® e tridimensionais?'~23.

Este trabalho pretende estender o EFGM a andlise elasto-plastica de solidos 2D, estados
planos de tensao e de deformacao, e de laminados simétricos com comportamento material
anisotrépico. Apresentam-se aplicagoes do método para sélidos com comportamento mate-
rial isotrépico e anisotropico e comparam-se os resultados com solugoes referenciadas e com
as solucoes obtidas com o MEF.

METODO LIVRE DE ELEMENTOS DE GALERKIN

O EFGM ¢ considerado um método sem malha pois apenas é necessario, para gerar as
equacoes discretas, um conjunto de nds, aleatoriamente espalhados no dominio do proble-
ma, e uma descricao das fronteiras fisicas e de carga do elemento. Este método fornece
inteiramente a conectividade entre os nds e as fungoes de aproximacao. O EFGM emprega
os aproximadores do Método dos Minimos Quadrados (MLS) na construcao das fungoes
de forma com vista a aproximar a funcao u"(x), campo de deslocamentos aproximado, da
funcdo u(x), campo de deslocamentos real da peca. A forma fraca de Galerkin é usada para
desenvolver o sistema discreto de equagoes. E’ usada uma malha de células de integracao
para efeitos de calculo dos sistemas matriciais.

Aproximadores MLS

A aproximagao pelo MMQ é construida a partir de trés componentes:

—_

uma funcao de peso de suporte compacto associada a cada nd,
uma base, usualmente um polinémio,
3. um conjunto de coeficientes dependentes da posicao de cada no.

N

A funcao de peso deve ser diferente de zero sobre um pequeno dominio na vizinhanca de
X e zero fora deste, denominado por dominio de suporte da funcao de peso. O que equivale
a dizer que a funcao de peso tem suporte compacto. O dominio de suporte da funcgao de
peso define o dominio de influéncia de x;, que é o dominio sobre o qual o né I contribui
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para a aproximacao. E a sobreposicao destes dominios que garante a conectividade entre
nés. A aproximagao u"(x) da fungdo u(x) é definida no dominio 2 como

= Zpi(X)ai(X) =p’ (¥)a(x) (1)

sendo p(x) os monémios no espago das coordenadas x* = (z,y) escolhidos de tal modo que
a base seja completa®. Neste trabalho recorreu-se & base polinomial linear para a analise de
problemas bidimensionais e & base quadratica para a analise de problemas de laminados.

p(x)={1 = y} m=3 (2)

px)={1 = y 2* zy ¥’} m=6 (3)

Os coeficientes a(x) sad fungoes de x e podem ser representados por

a(x) = {a1(x), (), . .., 4, (x)} (4)

Estes coeficientes sad obtidos, para qualquer ponto x, minimizando a norma pesada
discreta J

J = Zw(x —x7)[u(x,%x;) — u]? wa (x — x;[p" (x1)a(x) — us)? (5)

onde n é o numero de nds no interior do dominio de influéncia de x;, dentro do qual
w(x —x7) # 0, e uy é o parametro nodal de u em x = x;. A minimizacao de J em relagao
a a(x) leva a seguinte relagao linear entre a(x) e u;

onde

(x) = Z w(x —x7)p* (x1) (9)

Substituindo a equagao (7) na equacao (1), a fungao de aproximacao do MLS para o
campo de deslocamentos pode ser definida como

ZZPJ XI 1B jluI Z¢1 (11)
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onde as fungoes de forma ¢;(x) sdo obtidas com
$1(x) =Y p;(x)(A(x) 'B(x));; = p"AT'B, (12)
J

As derivadas parciais da fungéo de forma podem ser obtidas como
QZSI(X)J = (pTA_lB])J = pEA_lB[ + pTA;1B1 + pTA_lB[J (13)

onde A" pode ser determinado com A' = —A~'A ;A~"'. O indice representa a derivagao
espacial.

Na escolha da funcao de peso é importante ter em atencao dois aspectos. Ea funcao de
peso que confere a continuidade a funcao de aproximacao e a sua escolha afecta directamente
os resultados obtidos pelo EFGM!. Neste trabalho sao usadas duas funcoes de peso, a spline
cibica, com continuidade C', apresentada na equagao (14) para problemas bidimensionais
e a spline de sétima ordem, com continuidade C?, apresentada na equagao (15).

%—41"24—47“3 r<0,5
w(x —x;) = nw(r) = S—dr+4r?—2r% 0,5<r<1,0 (14)
0 r>1,0

47 2 4 5 1,..6 6.7
w(x —x;) = nw(r) = {(1)+ (_E)T +12r% + (-10)r° 4 37° + 27 :5178 (15)

Definindo a distancia entre o ponto de interesse x; e o né x no interior do dominio de
influéncia do ponto de interesse como d; = ||x — x;||, entdo r, na equagao (14), pode ser
definido como r = d;/d,,;, onde d,,; é o tamanho do dominio de influéncia do ponto de
interesse I. De forma a obter-se a equacao (13) é necesséario determinar-se a derivada da
funcao de peso.

Sistema de equagoes

Aplicando a forma fraca de Galerkin

_ 1
/ §(Lu)"c(Lu) dQ — / sutbdQ — / su'tdl — 5/ §(u — ) a(u —u,)dl =0 (16)
Q Q It 1%

Como o tltimo termo da equagao (16) indica, o método usado na imposigao das condigdes
de fronteira essenciais é o método da penalidade®*. Os factores de penalidade em « sdo
constantes sobre todo o dominio, sendo «;; = 1,0 x 10’ x (méximo elemento da diagonal
da matriz de rigidez) onde j é o ntimero de graus de liberdade por né*. Com a equacao
(16) obtém-se o seguinte sistema matricial

K + K°|[U] = [F + F¢] (17)

onde K ¢é a matriz de rigidez global assemblada usando

K]J:/‘B}FGBJdQ (18)
Q
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Para o caso do estado plano de deformacao

1 _ vy __ Vo3 _ VaavV3y 0
E1 Bs Es Bs
b et et (19)
0 0 G%Q
e para o caso do estado pano de tensao
o O
cl=| “E & 0 (20)
0 0 G%Q
A matriz B é definida por
0¢i 0 O0di
o - |5 i o)
oy o=
Para o caso dos laminados
n
c=>» T/Q,T, (22)
J

onde n é o numero de camadas do laminado, T, é a matriz de transformacao da camada j
e Q; ¢ a matriz material da camada j.

1—£;V21 1—EV111122V121 0 0 0
1711211;1321 1*VE1§V21 O 0
Q= 0 0 G 0 0 (23)
0 0 0 Gy 0
0 0 0 0 Ga
cos? 6 sin” 0 —sin’ 6 0 0
sin® 6 cos? 6 sin” @ 0 0
T, = |sinfcosf —sinfcosh cos’f—sin’f 0 0 (24)
0 0 0 cosf) —sinf
0 0 0 sinf  cos@
sendo 0 a orientacdo da camada j. A matriz B é definida por
SR
Bi=| 0 -2 o_in g g (25)
0 0 0 G o

ox dy

onde ¢; é a fungao de forma do n6 i. A matriz K* é a matriz dos factores de penalidade
Kiy = | dfadar 20
1%

onde « é a matriz diagonal de n x n elementos (n é o nimero de graus de liberdade por nd)
e ¢; é também uma matriz diagonal n x n , com os termos da diagonal iguais a um quando
o respectivo grau de liberdade estd condicionado e zero se contrario. O vector F* é definido
por F¢, = fru #Fauydl e representa as forcas que resultam da imposicdo das condicoes de
fronteira essenciais.
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Integracao numérica

A malha nodal a usar pelo EFGM pode ser constituida por nés aleatoriamente espalhados
no dominio do problema, no entanto é necesséario construir uma malha de fundo para efeitos
de integracao de forma a obterem-se as equagoes que regem o fenémeno em estudo. Neste
trabalho utilizou-se uma malha de integracéao de pontos de quadratura de Gauss baseada na
malha de nds, uma vez que apenas foram consideradas malhas nodais regulares. A relagao
entre o nimero de pontos de integracao e o nuimero de nds estd dependente de diversos
factores, tais como a ordem da base polinomial, a ordem da funcao de peso e o nimero de
nés no interior do dominio de influéncia?®. Assim no caso dos problemas bidimensionais
usando um numero minimo de 20 nds no interior de cada dominio de influéncia, uma base
polinomial linear e uma “spline” ctubica sugere-se o uso de 4 x 4 pontos de quadratura
de Gauss dentro de cada célula de integracdo, tal como a Figura 1b indica. No caso da
analise de laminados usando um nimero minimo de 16 nds no interior de cada dominio de
influéncia, uma base polinomial quadratica e uma “spline” de sétima ordem, o uso de 6 x 6
pontos de quadratura de Gauss dentro de cada célula de integragao, tal como a Figura lc
indica, parece ser o mais adequado.

. . .
o+ o+ |+ T R T A S R R R
A e e e s
O A S
s . . . . R S o ISR A
e e I I
o SN A
et T R R e s
* . . . °
R I . TR
A R T T
A ) U
* L4 hd hd ° T 4 e T A A S
R o eI A
S + + B S e [ A A
. . .
@ (b) ©

Figura 1. a) Malha nodal e correspondente; b) malha de fundo de integragdo de 4 x 4
pontos de quadratura de Gauss por célula de integracao e de; ¢) 6 x 6 pontos de
quadratura de Gauss por célula de integragao

PLASTICIDADE APLICADA AO EFGM

A teoria da plasticidade requer trés conceitos fundamentais®”, um critério de cedéncia,
uma regra de encruamento e uma regra de escoamento pldstico. A existéncia de uma su-
perficie de cedéncia inicial define o limite eldstico do material para um estado multiaxial
de tensao. O critério de cedéncia depende do estado da tensao e da histéria do carrega-
mento, podendo ser definido pela equagdo (27). A superficie de cedéncia é dependente
de um parametro de encruamento k, no caso do material ser isotrépico, a superficie de
cedéncia depende apenas da magnitude das tensoes principais aplicadas e é independente
das correspondentes orientacoes.

F(o,k) = f(o,k) —oy(k) =0 (27)

sendo f(o, k) a funcao de cedéncia dependente do parametro de encruamento k e do estado
de tensdao. A tensdo de cedéncia do material é também dependente de k e é definida por
Uy(k).
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Superficie de cedéncia anisotrépica

O critério de cedéncia anisotrépico usado neste trabalho é o critério generalizado de
Huber-Mises?”, também conhecido por critério de cedéncia de Hill, para materiais com
comportamento anisotrépico. Tendo em conta que neste trabalho apresentam-se problemas
de placas com a formulacao de Reissner-Mindlin, a funcao de cedéncia generalizada é definida
por

flo) =0 =a102, + 4120,,0,, + aQJzy + angy + a47'5z + a57'22$]% (28)

sendo a; os parametros anisotrépicos do material. A equagao (28) pode ser apresentada na
forma

flo)y=0= [O’TMAO']% (29)

onde o é o vector das tensoes e M 4 é a matriz de parametros anisotrépicos definida por

a 9 0 0 0
wo g, 0 0 0
Mys=|0 0 a3 0 0 (30)
0 0 0 a O
0 0 0 0 a

Os parametros de anisotropia iniciais, antes da ocorréncia de encruamento, podem ser
determinados recorrendo a seis testes de cedéncia independentes. Para cada um destes seis
testes impode-se o anulamento de todas as componentes da tensao, na funcao de cedéncia, a
excepcao da componente pretendida. Assim para a direc¢ao principal 1, ensaia-se o material
a tracgao segundo essa direcgao e obtém-se o parametro de anisotropia segundo essa mesma
direccao.

— 2

a9 = [&] (31)
Oy,

onde 7, ¢é a tensao de cedéncia uniaxial na direccao de referéncia e oy € a tensao de cedéncia

uniaxial na direccao 1 antes da ocorréncia de encruamento. Note-se que se a direcgao 1 for

considerada como direccao de referéncia, entao a;p = 1,0. Da mesma forma é possivel

encontrar os restantes parametros anisotrépicos.

S N L

Oy TY120 Y230 TY310

Para se obter o parametro a5 € necessario recorrer-se a um novo teste de traccao
uniaxial, onde o provete a ensaiar?®?® ¢ obtido considerando o plano material 1-2. Estando
o eixo do provete orientado segundo um angulo § em relagdo ao eixo 1 e denominando
oyg, como tensao de cedéncia uniaxial no plano 1-2 segundo uma orientagao (3, é possivel
estabelecer as seguintes relacoes

01 = O0gzz = O0yp, COS2

B)

(
Oy = 0yy = Oyp, sen®(3) (33)

Tio = Tyy = Oy g, Sen(B3) cos(f)
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Introduzindo as equagoes (33) na equacao (28) obtém-se

Gy = [alo [0y 5, cos?(B)] ® F a0 (0% 5, sen® () cos?(8)] +

L (34)
+asg [Uyﬁo sen? (ﬂ)] gt azo [y g, sen(B) COS(ﬂ)ﬂ ’
e assim
B o _aigcos’(B) + agosen’ (B) + ago sen?(B) cos*(B) (35)
M0 T 57 5y sen?(B) cos? (5) sen? (5) cos?(5)

Se o par de eixos principais do material (1,2) nao coincidirem com os eixos (z,y) do
referencial global, entao os parametros de anisotropia deverao ser transformados para o
referencial global. Supde-se agora que uma dada camada do laminado tem uma orientagao 6
em relacao ao referencial global, como indica a Figura 2. Entdo aplicando a matriz de
transformagao T, equacao (24), é possivel escrever a tensao de cedéncia da seguinte forma

flo) =6 =[0"M0]? (36)

onde _
M, =T"M,T (37)

ou seja, actua-se directamente nos parametros de anisotropia, criando uma nova matriz
de parametros anisotrépicos que ja contabiliza a orientacao da camada do laminado.

YA

Z =

X

Figura 2. Orientagao das direcgbes principais (1,2) de elasticidade do laminado em relagao
ao eixo do referencial global (z,y, 2)

As equagoes (31) e (32) indicam que os parametros anisotrépicos sao dependentes da
superficie de cedéncia actualizada. Os parametros de anisotropia vao variar também ao
longo do processo de deformagao plastica. De forma a determinar os valores correntes dos
parametros de anisotropia, supoe-se que o trabalho de deformacao plastica realizado pelas
tensoes em cada uma das direcgoes, para uma dada variacdo da tensado efectiva &, é o
mesmo?®29, Assim o trabalho desenvolvido pela tensao de cedéncia na direccao 1 supondo
uma variacao linear do encruamento no material é definido por

1 1
55117(0-5/10 + JYl) = 5571)(5—0 + 0_-) (38)
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e sabendo que

Oy, — Oy, = Er €} (39)
obtém-se
E
oy, = — (5% — &%) + %, (41)
ET 10

Desta forma o valor actualizado do parametro de anisotropia pode ser definido por

a1 = [ir _ | o (42)

Oy; Er, =2 _ =2 =2
1 —ET] (O‘ 0'0)—|—0'Y10

Seguindo 0 mesmo raciocinio para os restantes parametros

w=[2] - = - (43

S R G ORE
r _ 12 —9
a5 =|—| = " (44)
LTvi2 _;;2 (5’2 — 5'(2)) -+ 77—32/120
r _ 12 —9
. . )
L TYas | —ET;g (5’2 — 5'(2)) + 77—32/230
- _ 12 —9
A )
L TVs1 | EL? (5’2—6’8)"‘77')2/310

Repetindo o procedimento para o plano material 1-2 de forma a obter-se a,, chega-se a
seguinte equagao

a a1 os2(5) + ay sen(8) + g sen’ (5) cos”()
HEﬁ] (62 — 53)} sen?(3) cos?(f3) sen?(3) cos?(f3)

(47)

a1z =

Er

sendo Er,, Er, e Erg, os médulos tangenciais segundo as direcgoes 1, 2 e (3 respectiva-
mente. Ep é o médulo tangencial efectivo ou de referéncia. Gr,,, Gr,, € Gr,, representam
as inclinacoes das curvas de tensao de corte/deformacao pléstica. Estas grandezas sao in-
dependentes e obtidas experimentalmente.

Definindo o vector fluxo como

of _[of of of of of of

Jo; o, 0oy, 00, 0Ty 0T, OT.,

a (48)
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considerando a fungao de cedéncia apresentada em (29) obtém-se

8(?7];0 = %[a’lloww + @120y, + Q13Tyy) (49)
a?;y = %[&120ww + G920, + Q23Tyy) (50)
6875 ] = é[algam + 930y, + A3374y] (51)
;_i = g[d447-yz + Gy45T2a) (52)
88; = %[%T@,z + T557T20) (53)

Retorno das tensoes a superficie de cedéncia

Neste trabalho, tal como na referéncia 30, o comportamento material é modulado como
uma relagao incremental entre o vector do incremento de tensao do e o incremento de
deformacgao de. Assim o algoritmo de retorno a superficie de cedéncia assume que

1. O incremento de deformacao total é a soma do incremento de deformacao elastica com
o de deformacao plastica

de = de® + de? (54)

onde do® = cde®, sendo do® o incremento de tensao ainda no interior da superficie de

cedéncia.

2. O critério de cedéncia é definido por f(o) < o}, onde a fungao f(0)é definida generica-
mente pela equagao (36) e o3 pode ser definido por

oy = oy + [E&}_,] (55)

sendo E o médulo de elasticidade de referencia, oy a tensao de cedéncia de referencia e &;_,

a deformacao plastica acumulada efectiva da iteragao anterior.

3. O factor de reducao R é dado pela equacao (56), onde ;" é a tensao total efectiva da
actual iteracao obtida elasticamente pela equacao (36) para o = o, *. A tensao efectiva
da iteracao anterior é designada por &;_;.

;P — o}
R=— L 56
0—_?xp o 5-1-_1 ( )
4. A parte eldstica e pldstica sao definidas por
eldstica 0= (1-R)o;™® (57)
plastica o? = (R)o;™® (58)
5. O vector normal a superficie de cedéncia, ou vector fluxo, é definido por
8 e
a= 2190 (59)

Oo
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6. A projeccao do vector oP no vector norma do vector fluxo a, e, é dada por
AUZ = Ho'pH[eap‘ea]ea (60)
onde ||o?|| é a norma do vector o”, [e,»|e,] é o produto interno entre os vectores e,» €

e,, sendo e,» 0 vector norma de o?.
7. A correcgdo da parte pldstica da tensao é obtida por

Ac? = o? — Ac? (61)
Assim
oM = 6° + Ag? (62)

No entanto, como é visivel pelas Figuras 3a e 3b, ainda nao se atingiu na realidade a
superficie de cedéncia com a equacao (62). Tem de se repetir todo o processo de (1) a (7),

1 , . .
agora com g = O‘Z( ), até se atingir

o) < oy + Ae (63)
onde Ae é uma tolerancia de referéncia e (r) o nimero de vezes que o processo foi repetido.
Na Figura 3a é apresentada uma primeira tentativa de retorno do incremento de tensao

de um dado ponto a superficie de cedéncia e na Figura 3b é apresentada a situacao a que
corresponde R =1, 0.

o :“p x (R)

(b)

Figura 3. a) Retorno do incremento de tensdo a um continuo elasto-pldstico no caso da
cedéncia inicial e b) Retorno do incremento de tensdo a um continuo elasto-
plastico no caso de continuagao do processo de cedéncia

Algoritmo de solucao elasto-plastica pelo EFGM

Neste trabalho o método de solucao nao-linear utilizado é o método da rigidez inicial®°.
Neste método a matriz de rigidez é calculada apenas uma vez, na primeira iteracao do
primeiro incremento de carga. O algoritmo de solucao é apresentado na Figura 4.
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Carregamento

. Malha Nodal Matriz Elastica & Numero maximo de iteracies
* Malha de Integraciio Material ¢ por incremento
- - Numero de incrementos
‘ ‘ L Carga Imaxima aplicada
K* K
K,=K+K*
N R I Processo de carga]
" | imncremental
h -1 pi
u =K, f
. )
_ f(e)<o,—>Ac=0c
o =c Buh —> Algoritmo de retorno das
f(U) > U’:{ tensdes & superficie de cedéncia >AU — 0_1 (r)
i i [ pT i i-1
f.=f—-] B AcdQ 6 =0 +Ac
JO
) - -
— TOLER =10 |
TOLER =
— -4
TOLER <10

Figura 4. Algoritmo de solugdo nao-linear utilizado na anélise pelo EFGM

EXEMPLOS NUMERICOS

Membrana de Cook - isotrépica

Considere-se o sélido com as caracteristicas mecanicas e geométricas e condicoes de
fronteira essenciais representadas na Figura 5a. E considerado o estado plano de tensao.

Discretizou-se o problema numa malha regular de 357 nés, como indica a Figura 5b.
Esta é a malha utilizada tanto na andlise pelo EFGM como na anélise pelo MEF. Utilizou-
se na resolucao do problema o algoritmo de solugao nao-linear de rigidez inicial - KT0. Na
Figura 6 sao apresentados os resultados referentes as componentes u e v, segundo = e y
respectivamente, do deslocamento dos pontos P, e P,, indicados na Figura 5, em funcao da
carga f aplicada.
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(a) (b)
Figura 5. a) Caracteristicas mecénicas e geométricas e condigdes de carregamento e de apoio
do sélido; b) Malha nodal regular de 357 nés
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Figura 6. Diagramas carga/deslocamento. a) Componente u do deslocamento do ponto Pq;
b) Componente v do deslocamento do ponto P1; ¢) Componente u do deslocamento
do ponto P2; d) Componente v do deslocamento do ponto P2
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(m) J

{m) [
50

wid* | 10
2

( kKPa)

{m) ]
50

(m) T (m)

‘ ——— MEF KTO =—=— FFGM KT0 ‘

Figura 7. Diagramas das tensdes normais oz € oy, e de corte 74, parac) f = 7,01255 x 10%
kN/m e; d) f = 8,55 x 10* kN/m

Apresentam-se seguidamente, na Figura 7, os diagramas das tensoes normais o, e o,, e
da tensao de corte 7., ao longo da seccao AA’ para diferentes niveis crescentes de carga.

A Figura 7a refere-se a uma carga que ainda nao provoca cedéncia em nenhum ponto
do sélido. Os diagramas de tensoes, representados na Figura 7b, sao para uma carga que
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provoca a cedéncia de alguns pontos na seccao da fronteira. Os diagramas das Figuras 7c e
7d referem-se respectivamente ao inicio da plastificacao de alguns dos pontos da seccdo AA’

e da plastificacao total da seccdo AA’. E visivel a boa concordancia de resultados entre o
EFGM e o MEF.

(m) U“ (m) U
50

45t

401

35+

30r

251

201

(m) Uy (m) )
a0 T T T T T T 50

45+

40+

3br

30r

251

201

x 10

- 10
( kPa) ( kPa)

(m) Ty (m)
50

45}

a0}

35F

301

251

20F

e
)
&

’ = MEF KTO == FFGM KTO0 ‘

Figura 7. Diagramas das tensdes normais o, € o,y € de corte 7., para c) f = 7,01255 x 10*
kN/m e; d) f = 8,55 x 10* kN/m
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205500 kPa l

13750 kPa

205500 kPa

13750 kPa

Figura 8. Mapas da distribuicdo da tensdo efectiva obtida pelo MEF e pelo EFGM para
a) f =2,7625 x 10* kN/m; b) f = 5,1 x 10* kN/m; ¢) f = 7,0125 x 10* kN/m e
d) f=8,5x 10* kN/m

De modo a evidenciar de forma clara esta boa concordancia nos resultados apresentam-
se, na Figura 8, os mapas da distribuigdo das tensoes de efectivas, para os referidos niveis
de carga, obtidos pelo EFGM KTO0 e pelo MEF KTO.

Membrana de Cook - anisotrépica

Considere-se a membrana de Cook formada com dois tipos de materiais diferentes como
indica a Figura 9a. Sao consideradas as hipdteses do estado plano de tensao.

y. v
f 4.0
16.0 f |80
40 = 4.0
2
E=2x10°kPa
N tlET:leO"kPa
=025
36.0 6, =250x10°kPa
E=1x10°kPa
:’ Mat 2[ET =1x10°kPa
10 < v=03
v o, =200x10°kPa
[m] 12,0 —36.0 | '
(a) (b)

Figura 9. a) Caracteristicas mecénicas e geométricas e condigoes de carregamento e de apoio
do sélido; b) Malha nodal regular de 357 nés
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Discretizou-se o problema com 357 nés como indica a Figura 9b e analisou-se o problema
pelo EFGM KTO e pelo MEF KT0. Na Figura 10 sao apresentados os resultados relativos
as componentes u e v do deslocamento dos pontos P; e P, em funcao da carga f aplicada.
Tal como no ponto anterior é visivel a boa concordancia nos resultados entre o EFGM e o
MEF.

iagrama r.aistriaesl,

(b) "

(C) u{m)

‘ = MEF KTO —— EFGM KT0 ‘

Figura 10. Diagramas carga/deslocamento: a) Componente u do deslocamento do ponto
P1; b) Componente v do deslocamento do ponto Pi; ¢) Componente u do
deslocamento do ponto P2; d) Componente v do deslocamento do ponto Pa

Apresentam-se de seguida, na Figura 11, os diagramas das tensoes normais o,, € o, €
da tensao de corte 7,, ao longo da seccao AA’ para diferentes niveis crescentes de carga.

A Figura 1la refere-se a uma carga que ainda nao provoca cedéncia em nenhum ponto
do sélido. Os digramas de tensoes, representados na Figura 11b, sao para uma carga que
provoca o inicio da cedéncia em alguns pontos na seccao da fronteira do problema. Os
diagramas das Figuras 11lc e 11d referem-se respectivamente ao inicio da plastificacao de
alguns dos pontos da seccao AA’ e a plastificacdo de grande parte dos pontos da seccao AA’.

E visivel a boa concordancia de resultados entre o EFGM e o MEF.
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Figura 11. Diagramas das tensdes normais o, ¢ oy, e de corte 7., para a) f = 3,25 x 10*
kN/m; b) f = 6,0 x 10* kN/m
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Figura 11. Diagramas das tensdes normais o, € oy, ¢ de corte 7., para c) f = 8,25 x 10*
kN/m e d) f = 10,0 x 10* kN/m
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Apresentam-se na Figura 12 os mapas da distribuigdo das tensoes efectivas obtidos pelo
EFGM KTO e pelo MEF KTO0 para as cargas de f = 3,25 x 10* e f = 6,0 x 10%, que
correspondem respectivamente a um estado elastico de todo o problema e a um estado
elasto-plastico.

Mais uma vez é visivel a semelhanca entre os dois métodos na distribuicao das tensoes
ao longo do sélido.

263000 kPa I
-

4 4
(a) (b) (©) @

Figura 12. Mapas da distribuicdo da tensdo efectiva obtida pelo EFGM para
a) f = 3,25 x 10* kN/m e b) f = 6,0 x 10* kN/m e pelo MEF para
c) f=3,25x10" kN/m e d) f =6,0 x 10* kN/m

4

11000 kPa

Viga encastrada

O estudo prossegue com a analise elasto-plastica da viga encastrada com as caracteristicas
geométricas apresentadas na Figura 13a.

SRR ) i
S FES LFFS S
%0 | [ Ll

(a) (b)

Figura 13. a) Caracteristicas geométricas da viga encastrada; b) Malha nodal de 325 nés

Discretizou-se o problema numa malha regular de 325 nés, como indica a Figura 13b. As
caracteristicas mecanicas do material com encruamento anisotropico sao as seguintes

E,=3x10'kPa  Ep =3x10°kPa oy, = 40kPa Vey = 0,3
E,=3x10"kPa  Er, =3x10°kPa oy, = 30kPa Vyw = 0,3
G, = 11538kPa Gy, = 11538kPa 7y, =17,3kPa

E=FE, Er=Er, oy =3 x 10°kPa
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As caracteristicas mecanicas do material com encruamento isotrépico sdo em tudo iden-
ticas excepto no que diz respeito a oy, = 30 kPa e 7y, = 21,4 kPa. Os resultados obtidos
sao comparados com os apresentados em a referéncia 31. O deslocamento vertical do ponto
P, em funcao do nivel de carga aplicado é apresentado na Figura 14a. E perceptivel pela
figura que os resultados obtidos com o EFGM sao bastante similares aos apresentados por
Briinig®! obtidos com o MEF, quer para o caso isotrépico quer para o caso anisotrépico. E
bem visivel como a cedéncia na viga com caracteristicas anisotrépicas ocorre mais tarde.

Na Figuras 14b é apresentado o resultado da tensao normal o, no ponto P,, da viga
anisotrépica, em funcao do nivel de carga normalizado em relagao a carga limite elastica.
Este resultado é comparado com os resultados obtidos com o MEF por Figueiras na referéncia
32 e por Briinig na referéncia 31.

A ligeira diferenca entre a solucao pelo EFGM e as apresentadas nas referéncias 31 e 32,
deve-se possivelmente ao facto de a tensao obtida na andlise pelo EFGM ser lida no ponto
P, e a tensao obtida nos trabalhos??:3! ser lida no ponto de integracao mais préximo de Ps.

MPa
: g . a0 : . . . :
_ 7o i
i B0 i
o
J a0t N J
7 P
o
f J a0t 2 ]
AL Ao
Py
] a0t A J
— EFGM Anisofr. &
O Briinig Anisotr. 4 20r — EFGM_ _ J
---- EFGM Izotr. & MEF Flgutlﬂras
© Briinig Isolr. 1 ar ©  MEF Briinig 1
o i i i i i i i i i s . . i i :
0 00z 004 006 005 04 012 094 046 048 0.2 [m] i 1 2 3 ] 5 H

VP1

(a) (b)

Figura 14. a) Diagrama carga/deslocamento do ponto P; e b) Diagrama carga/tensao
normal no ponto P2 da viga encastrada

Pungao com bloco rigido

O proéximo problema considera as hipoteses do estado plano de deformacao. Um bloco,
infinitamente rigido, é pressionado contra um sélido como indica a Figura 15a.
O material constituinte do sélido tem caracteristicas de encruamento anisotrépico.

E, =1x 10*kPa Er, =1 x10°kPa oy, = 13kPa vip = 0,33
E,=1x10"kPa  Ep, =1x10°kPa oy, = 17,4kPa 153 = 0,33
Es=1x10"kPa  Ep =1x10°kPa oy, = 13kPa vos = 0,33
G2 = 3750kPa Gr,, = 333,3kPa Ty,, = 8,8kPa

E:El ET:ETl Oy = Oy,
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Descretizou-se o problema numa malha nodal regular de 653 ndés com refinamento na
zona do bloco rigido, como indica a Figura 15b. Os resultados obtidos pelo EFGM sao
comparados com os resultados obtidos pelo MEF apresentados na referéncia 31. Na Figura
16a apresenta-se o diagrama normalizado do deslocamento § obtido em fungao do nivel de
carga aplicado. Como é perceptivel a analise elasto-pldstica pelo EFGM fornece resultados
muito préximos dos resultados referenciados na referéncia 31. Na Figura 16b é apresentado
o diagrama da tensao normal o, obtida no ponto Py, indicado na Figura 15a, em funcao
do deslocamento ¢ para esse nivel de tenséo.

E visfvel uma diferenca entre os resultados obtidos pelo EFGM e os resultados obtidos
pelo MEF. No que respeita as tensoes essa diferenca pode ser explicada com o facto de os
resultados obtidos naa referéncia 31 serem para o ponto de integracao mais préximo de P,
enquanto que os resultados obtidos neste trabalho sao obtidos no né indicado na Figura 15b.

f
oI
aap
5 L
oy !
e=1.0m
B _ h
y b 2.7
h _
3 b =17
[m]‘
| B |
(a) (b)

Figura 15. a) Caracteristicas geométricas do sélido; b) Malha nodal de 653 nés
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Figura 16. a) Diagrama carga/deslocamento na base do bloco rigido; b) Diagrama tenséo
normal oy, /deslocamento na base do bloco rigido
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Laminado encastrado

Inicia-se o estudo dos laminados com um laminado encastrado em dois lados opostos
sujeito a um carregamento uniformemente distribuido, como indica a Figura 17. O laminado
é constituido por 3 camadas, como indica a Figura 17b, constituidas com o mesmo material
anisotrépico orientado segundo direcgoes distintas.

: f
, 20 — O T T I s
v z
T ' /C}> 01
2.0 Py 0.25[ 5 -
L — X @ 0.3
P i 0.1
1
L A m
m] Wi [m] | 10 | 10 |
(a) (b)

Figura 17. a) Caracteristicas geométricas do laminado encastrado; b) Camadas constituintes
do laminado

As caracteristicas mecanicas do material 1, admitindo que os eixos principais de elasti-
cidade (1,2,3) sao coincidentes com o referencial global (z,y, z), sdo

E, =200 x 10°kPa  Ep =200 x 10°kPa oy, = 200 x 10° kPa vig = 0,30
E, =100 x 10°kPa  Ep, = 100 x 10°kPa oy, = 150 x 10° kPa vig = 0,15
Gio =T7x10°kPa  Gp, = 77 x 10* kPa Ty,, = 115,47 x 10° kPa
Gos = G351 = G2 GT23 = GT31 = GT12 TYss = Ty, — Tyqo

Er, =200 x 10°kPa o, =200 x 10° kPa o = 45°
E=F; Er=FEp, Oy = Oy,

O material 2 tem propriedades idénticas mas estd rodado de 90°. E de notar que o
material além de apresentar anisotropia material apresenta encruamento anisotropico. Na
andlise do laminado pelo MEF, elemento finito de nove nds com integracao reduzida (MEF
9n), e pelo EFGM, considerando a base polinomial quadratica e a spline de sétima ordem
como fungao de peso (EFGM s7p2), considerou-se a teoria de Reissner-Mindlin. Em ambas
as analises o laminado foi discretizado considerando a malha apresentada na Figura 18a.

Para obter resultados susceptiveis de comparacao com os anteriores, considerou-se a
placa em sandwich apresentada na Figura 17b, que corresponde ao corte pela seccao AA’ do
laminado em estudo, sujeita a um carregamento uniformemente distribuido como indicado.
Consideraram-se as hipoteses do estado plano de deformacao e analisou-se o problema pelo
EFGM. Como se trata de um problema Bidimensional utilizou-se como base o polinémio
linear e como fungao de peso a spline cibica (EFGM sp3pl). Tomando os eixos materiais
1, 2 e 3 coincidentes com os eixos globais z, z e y respectivamente, obtem-se as seguintes
caracteristicas mecanicas
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Material 1
E, =200 x 10°kPa Ep =200 x 10°kPa oy, = 200 x 10°kPa vz = 0,30
E, =200 x 10° kPa Ep, =200 x 10°kPa oy, = 200 x 10 kPa Vss = 0,15
E3 =100 x 10°kPa  Ep, =100 x 10°kPa oy, = 150 x 10° kPa vo3 = 0,15
G, =TTx10°kPa  Grp, =77 x10°kPa 7y, = 115,47 x 10’ kPa
G23 = G31 = G12 GT23 = GT31 = GT12 Tyys = TYsy = TY1z
E:El l’:‘T:f’jT1 Oy = Oy,

Material 2
E, =100 x 10°kPa  Ep =100 x 10°kPa oy, = 150 x 10° kPa vis = 0,30
Ey, =200 x 10°kPa Ep, =200 x 10°kPa oy, = 200 x 10° kPa Vs = 0,30
Es =200 x 10°kPa  Ep, =200 x 10°kPa oy, = 200 x 10° kPa Vo3 = 0,30

G12 =77 % 106 kPa
G23 = G31 = G12
E = E1

G, = 77 x 10°kPa
GT23 = GT31 = GT12
ET = .EiT1

Ty,, = 115,47 x 10°kPa

Ty = Tys: = TYi

Oy — O'y1

Discretizou-se o problema como indica a Figura 18b e procedeu-se a analise elasto-plastica
do problema pelo EFGM.

z f (kN/n?)

Y w1’
......................... 55
......................... 5t

......................... 4561
i st

......................... 351

......................... 3r

251

(a) 2

151

# —0— MEF 9n
1F —e— EFGM sp7p2
-4 EFGM sp3pl

0&}

(b) (©)

Figura 18. a) Malha utilizada na andlise do laminado, 325 nés; b) Malha utilizada na anélise

da placa bidimensional em sandwich, 861 nds; ¢) Diagrama carga/deslocamento
do centro do laminado encastrado

Os resultados referentes ao deslocamento no centro do laminado a flexdo, ponto Py, e
ao deslocamento no centro da placa em sandwich, Estado Plano de Deformagao, ponto Ps,
em funcado do nivel de carga aplicado sao apresentados na Figura 18c. Apresentam-se de
seguida na Figura 19 os resultados referentes a tensao normal o,, e a tensao de corte 7,
ao longo da seccao AA’ obtidos pelo EFGM sp7p2 e pelo MEF na face superior da camada
superior do laminado.
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Figura 19. Diagramas das tensoes normais o, e das tensoes de corte 75, ao longo da seccao
AA’ para a) f = 2,48 x 10* kN/m?; b) f = 3,0 x 10* kN/m?; ¢) f = 3,705 x 10*
kN/m?; d) f = 4,505 x 10* kN/2 e e) f = 5,0 x 10* kN/m?
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Os resultados de ambos os métodos ajustam-se bastante bem nao havendo diferencas
significativas a referir. Apresentam-se na Figura 20 os mapas da distribuicao da tensao
de cedéncia ao longo da secgdo AA’ obtidos pelo EFGM sp3pl considerando a formulagao
bidimensional, estado plano de deformacao.

E visfvel para o nivel de carga f = 3,48 x 10* kPa o inicio da plastificacdo junto aos
apoios.

26000 kPa

520 kPa

(a)

Figura 20. Mapas da distribuicdo da tensdo efectiva obtida pelo EFGM para
a) f = 1,96 x 10* kN/m? b) f = 2,48 x 10* kN/m? ¢) f = 3,0 x 10*
kN/m?; d) f = 3,48 x 10* kN/m? e (e) f = 3,92 x 10* kN/m?

Laminados simplesmente apoiados

Considere-se o laminado genérico simplesmente apoiado em todo o contorno representado
na Figura 21a.

Sao estudados trés laminados distintos, com diferentes orientacoes por camada constitui-
das pelo mesmo material anisotrépico e com a mesma espessura. Todos os laminados tém
uma espessura total 1 h = 0,01 m. As propriedades materiais para a camada genérica
admitindo os eixos materiais coincidentes com os eixos globais sao

E; =250 x 10°kPa Ep =250 x 10°kPa oy, = 200 x 10°kPa vy = 0,25
E, =10 x 10°kPa Eq, =10 x 10°kPa oy, = 200 x 10° kPa vz = 0,01
Gy = 5 x 10°kPa Gr, =5 x 10°kPa Tyv,, = 115,47 x 10° kPa
Gos3 = 2 x 10°kPa Gr,, = 2 x 10°kPa Tyv,, = 115,47 x 10° kPa
G31 = 5 x 10°kPa Gr,, =5 x 10°kPa Ty,, = 115,47 x 10°kPa
Er, =250 x 10°kPa o, = 200 x 10° kPa @ =45°
E:El .EWTZ.EWT1 Oy = Oy,
A malha nodal utilizada na anélise elasto-plédstica pelo EFGM e pelo MEF ¢ a indicada
na Figura 21b.
Os diagramas carga/deslocamento para o laminado com uma camada com orientacao
de 0°, para o laminado com 3 camadas com orientagoes 0/90/0 e para o laminado com

5 camadas com orientagoes 0/90/0/90/0 sao apresentados respectivamente nas Figuras
22a,b,c.
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Figura 21. a) Representagao do laminado; b) Malha nodal utilizada na andlise
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E visivel o bom ajuste entre os resultados obtidos pelo EFGM e pelo MEF para os
trés laminados. Procede-se seguidamente a apresentacao, na Figura 23, da distribuicao das
tensoes normais o,,, ao longo da espessura, nos centros dos laminados, para crescentes niveis

de carga. Como é visivel existe uma concordancia perfeita entre o EFGM e o MEF.

Na Figura 24 sao apresentados os resultados referentes as tensoes normais o,, e o,, em

funcao da carga aplicada na face superior da primeira camada no centro do laminado.

Como se pode constatar os resultados obtidos pelo EFGM sao similares aos obtidos com

o MEF.
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Figura 23. Diagramas da tensao normal 0., ao longo da espessura no centro dos laminados
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CONCLUSOES

Neste trabalho combinou-se o EFGM com um algoritmo elasto-plastico e os resultados
obtidos para problemas 2D e problemas de laminados, com anisotropia material, foram
comparados com os obtidos com o MEF. Os resultados obtidos pelo EFGM s&o muito
similares aos obtidos pelo MEF, tanto para o campo de deslocamentos como para o campo
de tensoes, o que mostra que o algoritmo de solucao nao-linear e o critério de cedéncia
anisotrépico foram aplicados ao EFGM com sucesso.

Conclui-se desta forma que o EFGM é uma boa alternativa ao MEF na anélise elasto-
plastica de problemas anisotropicos 2D e laminados. O EFGM, em relagao ao MEF apresenta
algumas vantagens, nomeadamente no que respeita as possibilidades de remalhamento re-
sultantes da inexisténcia de elementos e algumas desvantagens quanto ao tempo de execucao
e imposicao das condigoes de fronteira.
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