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RESUMEN

En este articulo se presenta una formulacién de Banda Finita basada en la teoria de
Reissner-Mindlin para el analisis dindmico de estructuras prismaticas tipo lamina. A lo largo del
mismo se dan las expresiones de las matrices y vectores més relevantes, asociadas al elemento-
banda de dos nodos que aparecen en la formulacién, para varios tipos de estructuras. Se
presentan algunos ejemplos que muestran el buen comportamiento del elemento-banda lineal
de dos nodos para el analisis de vibraciones libres y forzadas en placas, puentes y laminas de
revolucién.

SUMMARY

In this paper a finite strip formulation based on Reissner-Mindlin plate theory for dynamic
analysis of prismatic shell type structures is presented. Detailed expressions of the relevant strip
matrices for a variety of structures using the simple two node linear strip element are given.
Examples of the good performance of the linear strip element for free and forced vibration
analysis of plates, bridges and axisymmetric shells are presented.

INTRODUCCION

El andlisis numérico de estructuras prismadticas, tipo placas, puentes cajén y
laminas de revolucién, que presentan unas caracteristicas fisico-geométricas constantes
a lo largo de una determinada direccién, puede ser extremadamente simplificado usando
el Método de la Banda Finita. Esta aproximacién combina el método de los Elementos
Finitos con desarrollos en serie de Fourier para modelar el comportamiento transversal
y longitudinal de la estructura, respectivamente. El Método de la Banda Finita
fue desarrollado inicialmente por Cheung'? para el andlisis de placas rectangulares
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simplemente apoyadas en sus extremos usando la teoria clasica de placas de Kirchhoff.
Posteriormente Cheung®®, Loo y Cusens®” y otros® obtuvieron diferentes soluciones,
tipo banda, para el andlisis estdtico y dinamico de placas y puentes cajén con
condiciones de borde diferentes a las de simplemente apoyadas, pero siempre bajo las
hipétesis estructurales de Kirchhoff.

La incorporacién, a este tipo de formulacién, de las hipdtesis estructurales mas
generales de Reissner-Mindlin fue realizada, en el contexto de andlisis estatico y
dindmico de placas delgadas y gruesas, por Benson y Hinton'® y Dawe'>** y en
el andlisis estdtico de puentes cajén por Ofiate’., Ofate y Sudrez extendieron la
formulacién de Reissner-Mindlin a ldminas de revolucién y mostraron el excelente
comportamiento que presenta el elemento-banda lineal de dos nodos con un solo punto
de integracién numérica para el andlisis estatico de placas'® y de puentes cajén y laminas
de revoluciéon’®.

Este articulo puede considerarse como la ampliacién del trabajo expuesto en'® para
el andlisis dindmico de estructuras prismadticas laminares (que incluyen placas y puentes
cajén rectos y con planta circular y ldminas de revolucién) usando el elemento-banda
lineal. Para ello y tras una breve descripcién de la teoria basica de Banda Finita para
analisis dindmico de estructuras, se describe la teoria general de ldmina troncocénica
de Reissner-Mindlin mediante su aplicacidén a puentes cajén con planta circular. Las
formulaciones asociadas a puentes cajén con planta recta , placas rectas o circulares y
ldminas de revolucién se obtienen a continuacién como un caso particular de la mas
general descrita anteriormente. En todos los casos se detallan los distintos pasos que son
necesarios para obtener de forma explicita, para el elemento tipo banda de dos nodos
con integracién reducida, las matrices y vectores mas relevantes que intervienen en el
analisis. Por 1ltimo se presentan algunos ejemplos de vibraciones libres y forzadas de
estructuras del tipo prismaticas laminares que muestran el excelente comportamiento .
del elemento lineal usado.

ANALISIS DINAMICO DE ESTRUCTURAS USANDO
EL METODO DE LA BANDA FINITA

CONCEPTOS BASICOS

El método de 1a Banda Finita s¢ basa en combinar desarrollos en serie de Fourier, de
las variables independientes que intervienen en el analisis, en la direccién longitudinal
prisméatica con interpolaciones cldsicas por Elementos Finitos de sus amplitudes en
la direccidn transversal. En una aproximacién en desplazamientos'”, el vector de
desplazamientos u puede escribirse como :

u= Z S!N;al (1)

m n
=1 1=l

donde a! es el vector de las amplitudes de los desplazamientos nodales del nodo ¢ para
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el 1-ésimo término del desarrollo armdnico, N; es la matriz clésica de funciones de forma
del nodo %, S! es una matriz de funciones trigonométricas que definen el desarrollo de
Fourier utilizado, n es el ntmero total de nodos del elemento y m el niimero de términos
del desarrollo usados en el andlisis. Los desarrollos de Fourier deben elegirse de forma
que se satisfagan las condiciones de contorno de la estructura. La eleccién que conduce
a la formulacién mas sencilla corresponde a los bordes extremos simplemente apoyados
y es la que se adopta en todos los desarrollos que se presentan a continuacién. No
quedan excluidas de este tipo de anidlisis otro tipo de condiciones de contorno a pesar
de que involucran desarrollos arménicos mas complejos que conducen a un sistema de
ecuaciones acoplado para los distintos términos del desarrollo®.

Después de realizar las sustituciones adecuadas el vector de deformacién puede
escribirse como:

§'Blal (2)

donde S! es una matriz que contiene dnicamente funciones trigonometricas y B! es la
matriz de deformacidn asociada al nodo 7 del elemento e para el 1-ésimo término del
desarrollo armoénico. Las relaciones tensidn-desplazamiento se obtienen a partir de las
ecuaciones constitutivas de la elasticidad lineal y de la ecuacién (2) como:

c=De=D Z E S'Blal ' (3)

donde D es la matriz de constantes eldsticas del material'®.

Sustituyendo las expresiones (1)-(3) en la ecuacién del Teorema de los Trabajos
Virtuales, en la que se incluyen los términos asociados a las fuerzas de inercia
adecuadamente desarrolladas en serie de. Fourier con las mismas caracteristicas
que las usadas para el campo de desplazamientos®, y después de algunas
manipulaciones cldsicas, puede obtenerse la ecuacién matricial de equilibrio dindmico
sin amortiguamiento siguiente:

Ma + Ka = f (4)

donde M y K son respectivamente las matrices de masa y rigidez de la estructura y
a,a y f son los vectores de amplitudes de la aceleracién, desplazamientos y fuerzas
respectivamente. Si las condiciones de borde de la estructura son las de extremos
simplemente apoyados esta ecuacién debido a la ortogonalidad de las series de Fourier
usadas® puede escribirse como:
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Mll 0 él
M22 52
. . +
0 Mmm am
K1 1 0 al fl (5)
. K22 a2 f2
0 k™™ a™ £m

estando el sistema de ecuaciones resultante desacoplado para cada término del
desarrollo arménico. Esta circunstancia permite escribir para el ]-ésimo armonico:

MUal L Klal = £ (6)

donde, en general, las matrices asociadas a un elemento tienen la siguiente forma*’

b e
Kl = 5/ B DBLds (7)
b e
ML = 5[2 NTPN;ds (8)
e b e
£l = %/a NTblds + 5/0 NTt!ds (9)

En estas ecuaciones b es la longitud de la estructura en la direccién prismatica, a®
es el ancho de la banda (véase Figura 1), b’ y t! son respectivamente las amplitudes de
las fuerzas de volumen y uniformemente distribuidas'® que actdan sobre la estructura,
P es una matriz que depende exclusivamente de la densidad del material y del espesor
de la estructura y B! y D son las matrices de deformacién y de constantes eldsticas
definidas en las ecuaciones (2) y (3) respectivamente. Estas matrices y vectores
seran presentadas con detalle para cada tipologia estructural diferente estudiada en
las secciones siguientes.

Vibraciones Libres

Tomando f! = 0 y suponiendo una solucién de la forma a! = ¢' exp (w't) en la
ecuacién (6) obtenemos la clasica ecuacién de autovalores que resuelve el problema de
vibraciones libres

(Kzz _ (wl)lel)¢l -0 (10)

a partir de la que pueden calcularse las frecuencias naturales w! y los correspondientes
modos de vibracién ¢ para cada término del desarrollo arménico.
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Puente recto Puente circulor

Figura 1. Discretizacién de banda finita para puentes cajén rectos y circulares

Vibraciones Forzadas

La ecuacién (6) puede resolverse por los procedimientos cldsicos. En particular si
usamos el método de descomposicién modal'”, el vector a’ puede expresarse como

Nm
a =3 yigh (11)
=1

donde ¢l] es j-ésimo vector propio de la matriz K¥, yé, es su correspondiente amplitud
modal y N,, es el nimero de valores propios elegido.
La ecuacién (6) puede escribirse usando (13), (5) y (17) como

. 2 —=1
i+ (w)) o) = 7, (12)

donde wi- es la frecuencia natural asociada al modo ¢i y

R
P "

La resolucién de la ecuacién (12) usando las técnicas standar'” nos permite
encontrar las amplitudes yﬁ, vy posteriormente obtener el campo de desplazamientos,
deformaciones y tensiones en cada punto sin mas que combinar la ecuacién (11) con las

(1)-3)-
PUENTES CAJON CON PLANTA CIRCULAR

Consideraremos en primer lugar el andlisis dindmico de puentes cajén con planta
circular (vease Figura 1). En la formulacidén que a continuacién se presenta se utiliza la
teoria de Reissner-Mindlin de laminas troncocénicas cuyos detalles mas significativos
pueden encontrarse en la referencia’®. El campo local de desplazamientos u puede
expresarse para cada banda como:
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m k .
u= [EO);UO,—UTO,G.hot]T = ZZSZNzai (14)
1=1:=1

donde k es el nimero de nodos de la banda, m es el nimero de términos del desarrollo
armoénico utilizados, To, o ¥ Wo son los desplazamientos locales de la superficie media
de la estructura y 8, y 8; son los giros locales del vector normal a la superficie media
(véase Figura 2).

Figura 2. Convenio de signos para los desplazamientos en una ldmina troncocénica

Ug;
C! 0 Th;
N;=NI, , S'= s! y  ar =< wh (15)
0 st 6L,
C! gL

donde Iy es la matriz unidad de orden 5 X 5 §; = sin (%0) C; = cos (%0) y a
es el 4ngulo del sector circular del desarrollo en planta del puente (véase Figura 1).
Puede comprobarse con facilidad que las funciones armoénicas elegidas satisfacen las
condiciones de contorno de extremos, § = 0 y § = a, simplemente apoyados con la
seccién rigidizada en su plano.
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Campo de Deformaciones

El vector de deformaciones locales generalizadas puede escribirse segin'® como:

Em m k Szm 0 0 Binz m k
e={ e o= 5.0 st ol B, a=> > §Blal (16)
€5 =ii=1 [ 0 0 S B!, =1 i=l

donde €,,,,& ¥ &5 son los vectores de deformaciones generalizadas de membrana, flexién
y cortante respectivamente. Las expresiones de las matrices y vectores que aparecen en
la ecuacién (16) se muestran en la Figura 3 donde ¢ es el dngulo que forma la banda
con el eje global z.

Relaciones tensién-deformacién

La relacién entre las tensiones y deformaciones locales generalizadas puede
escribirse en la forma:

o = [N,,N,,N,, M,, M,;, Q,, Q:)T = De (17)

donde D es la matriz de constantes eldsticas que para un material isétropo puede
escribirse

D, 0
D= D, (18)
0 D,
con
1 v 0
Et t2 Etg 71 0
D, = 1 0 D= —D,, D,= ———
102 |, 1-v *T 12 1(1+ v) [0 1} (19)
0 0 5

donde E,v y t son el médulo de Young, coeficiente de Poisson y espesor respectivamente
vy 3 es el coeficiente necesario para tener en cuenta de forma correcta la energia de
deformacién por cortante (=~ % para placas rectangulares). Los convenios de signos
para las tensiones resultantes pueden verse en la Figura 4.

Matriz de Rigidez y Vector de Cargas

Utilizando el principio de los Trabajos Virtuales®'®'" se obtiene el sistema dindmico
desacoplado para cada término del desarrollo arménico de la ecuacién (6) con

=1l (84 T
K = 5/ae BY" DB.rds (20)

= T
szgle Mz PNJ ?"Cg.S; . (21)
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diu 89
7 5
5 i n 6, , 8
€m = %%-90+%.Qsm¢—ﬂrﬂcos¢ € = %%9“*',-"811“1’
D 7 0 6 180 [ cos ¢ Jv
o+ 15 - Poine ot G - oino - =250
8w
6, + 5
1€ = _ _
6+ 2950 4 % cos
€m m k Bs'm
€= €p =ZZ§I Blbi : ai
€ i=1 i=1 Bii
S 0 0 0 0 ]
Bini = lv;‘sind) —A'{i‘y —'-1-:/,4' cos ¢ 0 0
L !l,{by %Ngi—-N—rism¢ 0 0 0 J
[ 0 0 0 9k 0 ]
BL‘- = 0 0 0 ﬂ,f-smq& —-]%-7
. I, o
0 —%]T:-‘ corsé 0 Ar"‘y %\;‘—-]-g-‘smé_
r aN; 1
0 0 N; 0
Bl = Bs
L 0 Af‘cosqﬁ L\,{-‘-'y 0 Ni ]
1 ! 0
i sm 1 0 N SI — S Sl sl — SI 0
S'= Sb Sm = b= s = 0 CI
0 s! 0 c
Ir

S =sinyl C' = cosy§ with T==

Figura 3. Vectores y matrices de deformacién para una banda troncocénica

ff = —g—/ N;b rds + %/ N;t! rds - (22)
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Figura 4. Convenio de signos de los esfuerzos generalizados en una ldmina
troncocdnica

donde 7 es la distancia radial (véase Figura 2) y todos los vectores y matrices ya han
sido definidos anteriormente excepto

o ;
1 0
P = pt Lo (23)
] 17 .
L Ll

en la que p es la densidad del material. Las amplitudes b y t! se obtienen, en los ejes
globales, directamente en la forma usual usando la férmula de Euler®. Para una carga
uniformemente distribuida de intensidad t(6) tenemos

2

Y

f £Stdo
Vi

/ s4° o
o}

donde S! es la matriz trigonométrica dada por la ecuacién (16) y y1 e y» son los limites
de la posicién de la carga a lo largo de la direccién prismatica. La expresién de f! para
los diferentes tipos de carga puede deducirse facilmente a partir de las ecuaciones (14)
y {(24). Ellector puede encontrar méas detalles sobre este aspecto en las referencias®™*.

th = (24)

La barra en las matrices K| v M significa que estdn expresadas en los ejes (s, ¢, n)
locales de la banda {véase Figura 2). El proceso de ensamblaje de las distintas bandas
precisa de su transformacién a los ejes globales (X,Y, Z) en la forma matricial clasica'”.

0 =l ey _ @ 2117 il
Kl = T(C)Kz'j [T( )] = ELC {Bi] DB; rds (25)
con

B; = B[] (26)
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vl Tmfe)]T _ il

MY = TEM; [T( )] = M;; (27)

donde T(¢) es la matriz de transformacién de ejes locales a globales
o100y 25

siendo los vectores globales de fuerzas y desplazamientos

H { t H i
al = [uby, vhi, whi, Ohir 6 9]

21y Yyt Yz

-

H H H (29)
ff = [Uéi’véi)wémenMwa }
y
e 07
0 1 0 0
e ¢ 0 S
T(e) = Lo (30)
0 0 S
L 0 -C|J

con S =sen @&y C = cos ¢{®

La transformacién general de la matriz de rigidez y de masa desde los ejes locales
a globales involucra un sexto giro global §*. Esta circunstancia puede dar problemas
cuando se intenta realizar el ensamblaje de elementos coplanares (elementos que estan
situados en un mismo plano) ya que la inclusién del sexto grado de libertad no es
estrictamente necesario y por lo tanto produce la singularidad de las matrices globales.
Este problema ha sido resuelto en este trabajo siguiendo el siguiente esquema. Para los
nodos coplanares los grados de libertad de giro se ensamblan directamente en el sistema
coordenado local mientras que los desplazamientos se transforman y ensamblan en el
sistema global. Esto implica trabajar con cinco y seis grados de libertad para elementos
coplanares y no coplanares respectivamente lo que dificulta el algoritmo utilizado para
resolver el sistema de ecuaciones resultante. El usoc de cualquier otro procedimiento
standar para eliminar la singularidad provocada por la coplanaridad, no es adecuado
en problemas dindmicos ya que afiaden una rigidez rotacional plana ficticia en los nodos
coplanares que puede dar lugar a modos de vibracién espureos que pueden perturbar
la solucién®” :

Matrices de rigidez y masa para el elemento de dos nodos

Los elementos tipo banda basados en la teoria de Reissner-Mindlin presentan el
fenémeno de blogueo numérico de la solucién cuando se aplican en el contexto de
espesores delgados (muy pequefios)'*!”. Este fendmeno puede evitarse por diferentes
procedimientos destacando aqui entre todos, el uso de técnicas especiales de integracion
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numérica. Omate y Sudrez'®’® mostraron que el elemento simple de dos nodos
con integracién reducida, es decir, evaluando las funciones subintegrales en un solo
punto, presenta un excelente comportamiento para el anélisis estdtico de estructuras
prismaticas. Ademas esta técnica permite obtener una expresién explicita de la matriz
de rigidez sin maés que evaluar el integrando de la ecuacién (26) en el punto medio del
elemento

T
ata

Kf = = [[Bé]

DBljr} (31)
=0

La forma explicita de la matriz de deformacién B! de la ecuacién (26) en el punto
ajz — -%%,Ni :%yr

a
igual al radio medio del elemento en todas las matrices de la Figura 3.

La evaluacién de la matriz de masa concentrada de la ecuacién (21) para un
elemento lineal de densidad y espesor constante, simplemente necesita de la integracién

de los términos cuadraticos obtenidos de los productos N;N; cuya evaluacién en el

punto medio del elemento es de 211‘

medio del elemento puede obtenerse simplemente tomando

PUENTES CAJON RECTOS

La formulacién para puentes cajon rectos puede obtenerse con facilidad a partir de
la presentada para puentes cajon con planta circular en las secciones anteriores. En la
Figura 1 se muestra una geometria, y la discretizacién tipica de un puente cajén recto.
Todas las expresiones para los vectores de desplazamientos, deformaciones y tensiones
pueden obtenerse directamente desde sus correspondientes formas para puentes con

planta circular simplemente sustituyendo el sistema coordenado curvilineo local (s, ¢, n)

por el local cartesiano (T, y, z), las derivadas r—gg por 29%’ los términos que llevan %

por cero y el angulo del sector circular o por su longitud 4. Las expresiones de los
vectores u,€,0 v la matriz de deformaciones generalizadas as{ obtenidas, pueden verse
en la Figura 6. Es interesante hacer notar que la matriz de deformacién para puentes
cajén rectos puede obtenerse directamente a partir de sus correspondientes expresiones
circulares sustituyendo en B! de la Figura 3 el valor v por 7‘%’ y haciendo r igual a un
numéro grande de forma que los términos L puedan ser despreciados.

Las matrices locales de rigidez y de masa para una banda vienen dadas por'**®

R = %/ B]" DBlaz

kY

—u b

e (32)
MY = 5/ NTPN;dz

i
donde N;, D y P tiene la misma expresién que la dada por las ecuaciones (14), (18) y

(21) respectivamente. El vector de fuerzas respecto a los ejes globales tiene la forma
siguiente :
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b b
£6l; = 5/ N;bldz + 5/ Nitldz (33)

La transformacién de las matrices locales a globales se realiza siguiendo los mismos
pasos expuestos para los puentes con planta circular.

- ;
1 0
. 1
n_Bpta 42
Mi=—"T— 12
tz
TQ_ 2
t
Y 17 4

Figura 5. Matriz de masa concentrada para la banda lineal

La utilizacién del elemento lineal permite explicitar la matriz de rigidez tras
evaluarla en un solo punto de integracién (sustituyendo o por b y haciendo » = 1
en la ecuacién (31)). La evaluacién de BY, dada por la ecuacién (26), en ¢ = 0 puede

. 1
realizarse para este caso tomando %‘%‘ = _—1- y N; = % en la matriz de deformaciéon

de la Figura 6. La forma completa de la matriz global de masa concentrada para la
banda lineal se presenta en la Figura 5.

PLACAS RECTAS Y CIRCULARES

La formulacién de banda finita para el andlisis de placas puede ser obtenida
directamente simplificando la formulacién de puentes cajén presentada en las secciones
previas sin mdés que despreciar los efectos de membrana y describir el campo de
desplazamientos considerando exclusivamente la flecha vertical w y los giros 6, y 6,
(véase Figura 7).

Entonces las matrices globales de rigidez y de masa y ¢l vector de cargas para el
l-ésimo término del desarrollo arménico vienen dadas por las ecuaciones (20)-(22) o
(32)-(33) para el caso circular y recto respectivamente con

_|Ds O 1 _ [ B}
-3 8] -3
L ;2 0 N; 0 (34)
P = pt 12 N, = N;
0 ﬁ 0 Ni
12

Las expresiones para Bé y B! para placas rectas y circulares pueden deducirse con
facilidad desde las Figuras (6) y (3) respectivamente. La forma explicita de la matriz
de rigidez para el elemento lineal mediante integracién en un sélo punto puede también
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Ug
Vg m k
u= —wo = Z Z Sl N.L Eff
05‘ =1 =1
Oy
€m m k . Bin
€ = € = Z Z Sl Bél a,
€ =1 i=1 B!,
e 0 0o 0 0
Bl = 0 —N; iz 0 0 0
Nz o 0 0 0
[0 0 0 o 0
Bl = 0 0 ~N;&
In aN;
|0 0 0 Nz p
gl._[ O 0 B N; 0
L o 0o M5k 0 N;
Om
o= 0, }De
o,

Figura 6. Campos locales de desplazamientos deformaciones esfuerzos
Yy y
generalizadas en el andlisis por Banda Finita de puentes rectos

Placa recta Placa circular
Figura 7. Discretizacién de Banda Finita en placas rectas y circulares

obtenerse facilmente'®. La matriz de masa concentrada puede deducirse directamente
en la Figura 5 prescindiendo de las filas y columnas adecuadas.
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LAMINAS DE REVOLUCION

La formulacién para el andlisis de ldminas de revolucién con carga cualquiera
(Figura 8) sigue los pasos expuestos para puentes cajén con planta circular. Los
campos de desplazamientos, deformaciones y tensiones tienen identicas expresiones que
las dadas para este caso'®. Sin embargo en los desarrollos de Fourier necesarios para
simular el comportamiento circunferencial es usual separar las contribuciones simétricas
y antimétricas de la deformacién como:

Z E N:(Sia +53%) (35)

1=0 i=!

donde u y N; vienen dadas por las ecuaciones (14) y (15) respectivamente y S; y S;
son los desarrollos de Fourier que contienen los términos simétricos y antimétricos
respectivamente del campo de desplazamientos’®'”. Es digno de mencién que S
coincide con la matriz S; de la ecuacién {15) con §; = sen I y C; = cos 16, y
S, se obtiene a partir de S; intercambiando S; por C; y viceversa'’. El plano de
simétria o antimétria viene definido por § = 0. Debe hacerse notar que el campo de
desplazamientos incluye también el término del desarrollo I = 0 que tiene un claro
significado fisico correspondiente a una deformacién de revolucién.

Placa circular Lamina de revolucion

Figura 8. Discretizacién de Banda Finita en ldminas de revolucidn

Para simplificar el cdlculo se pueden evaluar aisladamente las contribuciones
simétrica y antimétrica, pudiendo obtener una deformacién arbitraria como
superposicién de ambas componentes.

Las matrices locales de rigidez y de masa y el vector de fuerzas vienen dados por
las ecuaciones (20)-(22) con las siguientes puntualizaciones:

a) El valor de a debe sustituirse en todas las integrales por 27 cuando I = 0 y por
7 cuando [ # 0. Esto se debe a que la longitud de la banda es ahora toda la
circunferencia.



ANALISIS DINAMICO POR BANDAS FINITAS 271

b) La matriz de deformacién generalizada B! es idéntica a la dada en la Figura 3 con
¥ = —l 6 I para los casos de deformacién simétrica y antisimétrica respectivamente.

La transformacién de las matrices locales al sistema global de referencia sigue los
mismos pasos expuestos para puentes cajon con planta circular. También es posible
obtener la forma explicita de las matrices de rigidez y de masa para el elemento
de dos nodos a partir de la ecuacién (31} y la Figura 5 sin mds que introducir las
puntualizaciones mencionadas anteriormente.

EJEMPLOS

La eficiencia de la formulacién presentada asi como la aproximacién que
proporciona el elemento de dos nodos con integracidén reducida para el andlisis
estructural dindmico, se comprueba con los ejemplos de vibraciones libres y forzadas
que se presentan a continuacién.

Ejemplo 1. Vibraciones libres de un puente losa recto con vigas

La geometria y propiedades del material del puente se muestran en la Figura 9.
La seccién transversal del puente se ha discretizado en 24 bandas. En la Figura 9
se comparan las frecuencias naturales obtenidas con el elemento de dos nodos para los
cinco modos mas bajos de los tres primeros armonicos con los resultados proporcionados
por Cheung® usando una formulacién basada en la teoria de laminas delgadas. De la
misma forma que en el caso estitico®® la aproximacién de los resultados obtenidos en
este analisis muestra la eficiencia del elemento lineal con integracién reducida para
modelar el comportamiento dindmico de laminas delgadas.

Ejemplo 2. Respuesta transitoria dindmica de una placa cuadrada gruesa
simplemente apoyada en sus extremos.

La geometria y las propiedades del material de la placa se muestran en la Figura
10. La placa estd sometida a una presién uniforme constante de 21.11Kg/cm?. La
placa se discretiza en 10 bandas y los resultados obtenidos para la distribucién en el
tiempo de la flecha en el punto medio de la placa se presentan en la Figura 10. El
método propuesto proporciona excelentes resultados en relacién con los dados por la

referencia '® que, para comparacién, se presentan en la misma figura.

Ejemplo 3. Respuesta transitoria dinamica de una cupula esférica empotrada

En la Figura 11 se muestran la geometria y propiedades del material de la cipula.
La cdpula estd sometida a una presién uniforme constante en el tiempo de 600 p.s.i.
y el analisis se ha realizado discretizandola en 10 bandas lineales de revolucién . En
la Figura 11 se presenta la variacién en el tiempo de los resultados obtenidos para los
valores de la flecha vertical en el centro de la cipula utilizando la formulacién presentada
en este trabajo y su comparacién con los proporcionados por Bathe y otros®®, mostrados
en la misma figura, es excelente. »
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Figura 9. Puente de losas y Vigas. Amplitud y frecuencias nodales para varios
términos del desarrollo arménico

CONCLUSIONES

En este articulo se presenta una formulacién para el anélisis dindmico de estructuras
laminares prisméticas delgadas y moderadamente gruesas. En los desarrollos realizados
se muestra como las diferentes matrices y vectores para los elementos tipo banda que
proporciona la formulacién para el andlisis de placas, puentes cajon y laminas de
revolucién pueden obtenerse facilmente a partir de las expresiones generales asociadas
al’ caso de banda troncocdnica. La utilizacién del elemento lineal con un sélo punto de
integracién numérica permite obtener una forma explicita simple de todas las matrices y
vectores que intervienen haciendo la formulacién especialmente atractiva para su uso en
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Figura 10. Respuesta dindmica transitoria de una placa gruesa simplemente apoyada
en sus cuatro bordes
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Figura 11. Respuesta dindmica transitoria de una cipula esférica empotrada

ordenadores personales. Los ejemplos analizados muestran el excelente comportamiento
del elemento-banda lineal para el anélisis dindmico de vibraciones libres y forzadas.
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