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Una formulacién para el estudio, por el método
de los elementos finitos, de la deformacion
de tuberias marinas durante su instalacién'’

Por JAVIER OLIVER y EUGENIO ONATE

Ingenieros de Caminos, C. y P.

La ejecucion de emisarios submarinos para saneamiento y la
instalacion de tuberias para transporte de productos petroliferos son
ejemplos de la necesidad de conocer los esfuerzos y deformaciones
que se producen en el tendido de tuberias submarinas, a cuyo estudio,
mediante elementos finitos en diversas condiciones de instalacidn, se
dedica este articulo, que permite la obtencidn de dbacos de cédlculo o
formulas sencillas aplicables en los distintos casos.

1. INTRODUCCION

La colocacion de tuberias en el fondo del mar
es un problema muy comdn dentro de diversos
campos de la ingenierfa. Ejemplos de ello son la
construccién de emisarios submarinos, para la
conduccion de residuos desde la costa al mar
abierto, y la instalaciéon de tuberias para la con-
duccién a tierra de los productos petroliferos ex-
traidos desde plataformas off-shore,

Con diversas variantes, los métodos de colo-

cacion de dichas tuberias pueden dividirse en
dos grupos:

1. Colocacién por /anzamiento desde pla
taformas flotantes, generalmente ado-
sadas a barcos especialmente prepara-
dos para ello. Los sucesivos tramos de
tuberia se empalman y lanzan desde di-
cha plataforma, que tiene que estar calcu-
lada para resistir los esfuerzos que sobre
ella ejerce el resto de la tuberia sumergi-
da (figura 1). Este es un método clésico
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Fig. 1.—Colocacién mediante lanzamiento desde una
plataforma flotante. ’

(*) Se admiten comentarios sobre el presente articu-
lo, que podran remitirse a la Redaccidn de esta Revista
hasta el 31 de diciembre de 1983.
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para colocar tuberias metalicas y ha sido
utilizado para Ia instalacién de conduc-

ciones petroliferas y emisarios sub-
marinos.

2. Una técnica mas reciente consiste en la
colocacion de la tuberia mediante /a
inundacién progresiva del interior de la
misma, lo que provoca su hundimiento
controlado. Este procedimiento, utilizado
para la ejecucién de emisarios submari-
nos a base de tuberias de polietileno (y
sus derivados), lastradas por anillos de
hormigén, consta fundamentalmente de
tres fases (figura 2):

a)  Elaboracién en la costa de tramos
herméticos de tuberia, de 100 a
400 metros de longitud, provistos
de valvulas de apertura regulable en
sus dos extremos,

b) Transporte de cada tramo por flota-
cién h\asta la vertical de su linea de
ubicaciéon en el fondo marino.

c) Progresiva inundacién de un extre-
mo de la tuberia mediarite apertura
de la consiguiente valvula. Regula-
cion de la velocidad de inmersion
mediante la apertura de la valvula
del otro extremo, permitiendo ma-
yor o menor salida de aire.

El proceso puede detenerse antes del hun-
dimiento total de la tuberia, para proceder al
empalme de otro tramo, o bien continuarlo has-
ta la total inundacién. En este dltimo caso,
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a)Elaboracion en la costa.

b) Transporte,

[4
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¢)Colocacion  por inundacion  progresiva.
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Fig. 2.—Fases del proceso de colocacién por inundacién
progresiva,

cuando se desea empalmar otro tramo, se hace
emerger de nuevo el extremo correspondiente
de la tuberia mediante insuflacion por el mismo
de aire comprimido.

La mayor parte de los estudios teéricos en re-
laciobn con la instalacién de tuberias marinas
han estado centrados exclusivamente en proce-
sos del primer tipo de los anteriormente citados,
es decir, en tratar de predecir los esfuerzos y la
deformacién que se produce en tuberias lanza-
das desde plataformas flotantes.

Por otra parte, los trabajos publicados se limi-
tan casi en su totalidad al anélisis de la tuberia
para formas predeterminadas de su deformada,
generalmente cuando ésta adquiere una forma
de «onda», como la de la figura 1, que si bien
corresponden a una cierta fase del proceso de
instalacién, no lo representan en su totalidad.
En general, cuatro han sido los procedimientos
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corrientemente empleados para dicho anélisis:
el método de la curva catenaria rigidizada [1-3],
el método del segmento de viga finito [4-6], el
método de los elementos finitos [7-8] y el méto-
do de diferencias finitas [9-11).

En la solucién de la catenaria se supone que
la tuberia se comporta como una catenaria en
toda su longitud, excepto en los extremos, lo
que conduce a soluciones conservativas poco
fiables. La mayor parte de las soluciones que
utilizan segmentos de viga necesitan un gran
nimero de elementos rectos, y consideran el
problema como uno de valores iniciales en
movimiento, adoptando una técnica de integra-
cion hacia adelante comenzando desde el fon-
do. Las condiciones de contorno se satisfacen
mediante un proceso iterativo de convergencia
generalmente dificil. Las soluciones obtenidas
hasta la fecha mediante elementos finitos usan
formulaciones convencionales con elementos
rectos y emplean un método iterativo para la so-
lucién del sistema de ecuaciones no lineales re-
sultante, que generalmente es de gran tamaho.
Los métodos que utilizan diferencias finitas ope-
ran a partir de las ecuaciones diferenciales que
gobiernan el equilibrio de un segmento de tube-
ria, encontrandose con dificultades para tratar
condiciones de contorno complicadas.

Como ya se ha indicado, dichos métodos se
han aplicado a estudiar la tuberia para una cierta
forma «estatica» de su deformada, no siendo, en
consecuencia, muy adecuados para aplicarlos a
procesos de instalacidn, como el de inundacién
progresiva, en los que se desconoce a priori la
forma maés desfavorable de la deformada de en-
tre todas las que ésta adopta durante el proceso
de colocacion. Por otra parte, la gran flexibilidad
de las tuberias de polietileno generalmente utili-
zadas en el procedimiento de inundacién pro-
gresiva, hace que los desplazamientos que se
producen a medida que la tuberia se ve someti-
da a cargas de llenado crecientes sean de gran
magnitud, lo que imposibilita su prediccién me-
diante teorias sencillas de flexion de vigas.

El objeto de este articulo es presentar un pro-
cedimiento numérico que permite calcular las
deformaciones y esfuerzos que aparecen en tu-
berias colocadas en el fondo del mar, tanto
durante su instalacidbn como en posteriores ma-

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS




2

———

UNA FORMULACION PARA EL ESTUDIO, POR EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS. .

nipulaciones. Dicho procedimiento, pensado
inicialmente para el estudio de tuberias de po-
lietileno para emisarios submarinos instaladas
por inundacién Progresiva, permite, debido a Ia
generalidad de su enfoque, analizar muchos
otros tipos de problemas relacionados con tube-
rias marinas y, en Particular, los referentes g tu-
berias para conducciones petroliferas instaladas
desde plataformas flotantes.

La formulaci6n Matematica utilizada, basada
en el uso del método de los elementos finitos,
es una aplicacion de |a formulaciéon mas general
desarrollada por Oljver [12] para el estudio de
estructuras tales como tdminas, placas o arcos
en régimen no-lineal, incluyendo ademas, aqui,
los efectos no-lineales producidos por las fuer-
zas de flotacion (de caracter no-conservativo)* y
las condiciones de contorno variables (motiva-

das por el contacto de la tuberia con e fondo
del mar).

En lo que sigue, se describen brevemente las
Ccaracteristicas esenciales de dicha formulacién,
incidiendo Gnicamente en los aspectos mas pe-
culiares de la misma. Tras ello se presenta un
ejemplo concreto de aplicacion a la simulacién
del proceso de colocacion de una tuberia de po-
lietileno por inundacién progresiva, y otro de
aplicacién a un caso mas sencillo de una tuberia
metalica colocada desde una plataforma flotan-
te. En este (ltimo ¢aso, se comparan los resulta-
dos obtenidos con otros ya existentes.

2. TEORIA BASICA

Se considera que la directriz de la tuberfa an-
tes de la deformacion constituye un arco plano
(figura 3) contenido en el plano xz. La posicién y
forma inicial de dicha directriz puede ser cuales-

Quiera, aunque generalmente se tomara como
una recta horizontal.

Sobre cada punto «O» de la directriz se consj- -

dera un sistema cartesiano local X'z’ v un siste-
ma curvilinea S t, donde «s» es |3 «longitud de
arco de la directriz» Y «t la longitud de la recta
normal a la misma en el punto O. El angulo que

la directriz forma con la horizontal en cada uno
—_—

* Entenderemos aqui que una fuerza, actuante sobre una
estructura, tiene caracter no-conservativo si su magnitud y/o
direccién varian con |a deformacion de la estructura,

OCTUBRE 1983

e

ples]

Z,w

Fig. 3.—Definicidén de los ejes locales y globales,

de sus puntos y el radio de curvatura de la

misma vienen designados, respectivamente, por
Dy R.

Las ecuaciones del equilibrio de la tuberia en
forma matricial pueden obtenerse de forma sen-
cilla a partir de la aplicacion del método de los
elementos finitos a |a expresién general del
principio de los trabajos virtuales, que, utilizan-
do una descripcion lagrangiana de |a deforma-
cion (2], puede escribirse como:

/ 6e™ gdv — / pBuhdv -—j' OuT {2 — Zdyr, = ¢
v R - 1]

donde, para el caso particular que aqui conside-
ramos, se tiene que:

ou’ 1 ou’ } | ow’

ot 2 ( ox’ )+ 2 ( ox’

_S &’ _ ] ow’ ou’ 1w ou’

_/ Yoo T % 0z’ 2 ox’ oz’
n T dw’ dw’

Y2 dx’ oz’ (2]

es el vector de deformacidn de Green, siendo u”’
Y W’ los desplazamientos de un punto P de Ia
seccion transversal de |a tuberia seguin las

direcciones locales x Y 2" respectivamente (ver
figura 3),

_g=

g" ‘es el vector de tensiones de Pjola-

Kirchhoff (ver fig. 4), uyb tyrson respecti-
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Fig. 4.—Definicién de las tensiones de Piola-Kirchhoff
en un punto P,

vamente los vectores de desplazamiento en
cada punto, de fuerzas por unidad de masa, de
fuerzas por unidad de superficie y de fuerzas
puntuales, referidas todas a unos mismos ejes
cartesianos globales x, z; V es el volumen de la
tuberia, {2 su seccién transversal y du y 8¢ son,
respectivamente, la variacién virtual de los vec-
tores y y €.

El vector de desplazamiento U en el punto P
de la seccién del arco (ver figura 5), puede
obtenerse como la suma del desplazamiento del
correspondiente punto O de la directriz (Up) mds
el desplazamiento debido al giro de la normal W
en dicho punto (U,), de tal forma que:

U=+ tu, 3]
Sean:

=
Yo (W0$

las componentes del vector Uy en el sistema
global (zx) y

u/

u=1{",
Wi

las componentes del vector U, en el sistema
local (x"z'}. De la figura 5 es facil observar que si
la longitud de la normal no varia durante la
deformacion (permaneciendo constante su mé-
dulo \m = 1), se cumple que

u; = send
- w;=cosf — 1 [4]
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donde O es la rotacién que sufre la normal
durante la deformacién. Sobre la magnitud de
esta rotacion no se hace ninguna restriccién,
pudiendo ser, en consecuencia, muy grande
(formulacién para grandes rotaciones).

Definiendo ahora el vector de «corrimientus
caracteristicosy:

y efectuando una discretizacidn de la tuberia en
elementos finitos unidimensionales, se puede
expresar el valor del vector p en el interior de un
elemento «e», como

p(n) = gwa)_ 9!1}) [5]
donde
"N, 0O O O =
ON OO
@) == !
N=1oo0nNo0
.0 0 O N,.

siendo N, funciones de interpolacidn polinédmicas
de una variable, y

Ug, |
w |
ur,
W,

psﬂ) = S

—p N

U= Gptﬂ,

» X

Fig. 5.—Vector de desplazamientos en un punto P.
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b4
b .
X
Ny N2 N3
‘Mﬂmw A, ol
] 2 .3 1 2 3 1 2 1
Nf=7§(§-1) Ng=(1-¢2) N§==2€(gm

Fig. 6.—Funciones de interpolacion del elemento iso-
paramétrico de tres nodos.

El indice «i» indica valores de las variables en

el nodo i, y n, es el ndmero de nodos del
elemento «ey.

En este trabajo se han estudiado elementos
isoparamétricos curvilineos de 3 nodos (.= 3)

cuyas funciones de interpolacidn pueden verse
en la figura 6. No obstante, cualquier otro
elemento de la familia isopraramétrica unidi-
mensional hubiese sido utilizable [13]

Asimismo se define en cada nodo «iy el
vector de incégnitas nodales

el
-

~

de tal forma que para los puntos de la directriz
donde estan situados los nodos ({t=o, u= U,
W =w,,)

su=| ¢ 901 Q

De la definicién del vector de deformaciones
de Green de la ecuacién (2] se puede obtener,
utilizando las ecuaciones (3] a [6], la variacidn
de dicho vector como (12]

8= EBp g 7]

La expresion de la matriz de deformacidn
Bl viene dada en la tabla 1, donde se puede
apreciar la influencia de los términos no lineales
de la deformacidn,

TABLA 1

Expresidn de la matriz de deformacicn B

c, dg'sim (1 +g1)cos D ~gsen ) ¢,-IN"

Bl =

~ G dgsi"”’ [93cos @ — (1 +g4)sen @] C, df;l:‘“’
A = dzisite) cos 0, — N’;w sen 0, g =C. ['duo
B = dsti‘e’ sen 6, + N:c’ cos 0, g2=C, [- du

1
1 -t/R

ds

ds

)
= [(1+g)) sen D +g, cos P —tC, (" +ag1) A+g, Bi]

[93sen D +(1 +g,) cos @] ~tCs (g3 A+ (1 4+g4) B —

~ NP (1 +g) cos 6,+g, sen 0] .

dWo dU; W;
cos O+ o sen®+t<ds R )]

0

sen O + &cos D4t (——
ds R

dw]
ds
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Sustituyendo las ecuaciones [6] y [7] en la
exprsion del principio de los trabajos virtuales
[1] se obtiene, tras operar, la forma discretizada
de las ecuaciones de equilibrio de la tuberia
como:

vig=[pon-t=0 (g

~ ~

donde Y (a) es el cominmente denominado
«vector de fuerzas residualesy, { es el «vector de
fuerzas nodales», del que més tarde se dardn
detalles, y

donde

B,=B!” si el punto pertenece al elemento
«en.

B.=0 siel punto no pertenece al elemen-
to «en.
n= nimero de nodos de la estructura.

El sistema de ecuaciones [8] se completa con
la adecuada ley de comportamiento que rela-
cione las tensiones con las deformaciones co-
rrespondientes. Admitiendo que se cumplen las
leyes de la elasticidad lineal se tiene que

g=Dg (9
donde, para material isGtropo,

10
D=E |0 _ 1
2(1+v)

siendo E el mddulo de elasticidad del material y
v su coeficiente de Poisson.

2.1. Calculo del vector de fuerzas nodales

En el modelo que se propone se han consi-
derado cuatro tipos de fuerzas exteriores.

a) Fuerzas puntuales. Constituidas por los
eventuales lastres que pueda llevar la tuberfa,
las posibles acciones puntuales en los extremos
de la misma y por las reacciones en los puntos
de contacto con el fondo del mar. Su contri-
bucjon al vector f se expresa por

f,k= [ka/ kal mOk]T
donde f, es el vector de fuerzas nodales en el

modo «k» evaluado en el sistema de coordena-
das globales.
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b) Peso propio de la tuberfa. El peso se
considera una fuerza repartida de valor, por
unidad de longitud,

t.=—yn (R, — Ry (10]

donde R., y R, son los radios exterior e
interior de la seccién de tuberia, respectiva-
mente, y Y es la densidad del material de la
misma. Asi pues, su contribucién al vector f
{vector de fuerzas nodales) de la expresién [8]
en el nodo k viene dada por:

f.= N [0, t, O] ds [11]

o
.

donde I* es la longitud del elemento «e» que
contiene el nodo «k» y N es la funcidn de
interpolacién de dicho nodo.

c) Peso del agua de llenado. E| agua conte-
nida en el interior de la tuberfa manifiesta su
accion en forma de presién sobre las paredes
interiores de ésta, Si se establece la hipdtesis
de pequefios-desplazamientos axiles, este tipo

. de accién puede ser sustituida [12] por una

carga vertical uniformemente repartida de valor

t.=-—pn R, [12]

donde p es la densidad del agua. La contribu-
cion de esta fuerza al vector de cargas es
andloga a la obtenida en la expresién [1 1] para
el caso de peso propio.

d) Fuerzas de flotacion. Como en el caso
del agua de llenado, estas fuerzas son conse-
cuencia de la presidn hidrostdtica del agua
sobre las paredes exteriores de la tuberia. Tam-
bién aqui, si los corrimientos axiles son peque-
fos, pueden ser sustituidos (12] por la compo-
nente vertical de su resultante en cada accidn,

originando una carga repartida sobre |a directriz,
de valor:

t, = pA [13]

siendo A el érea de la seccién sumergida de la
tuberia (ver figura 7), cuyo valor es:

arc. cos (1 - —Rde—”—> - (1 ~
_d _fs_ d ¥}
Ror )\/1 (1 Rj]
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Fig. 7.—Definicién de Ia altura de comparacisn.

donde «d» es la altura de seccion sumergida:
d=H—(?+w—R,,.{)* (15]

Estableciendo como altura de comparacidn,

he, la distancia de |a Parte inferior de la tuberfa
al fondo en cada estado de equilibrio:

hl?\l = —Z. + W - Rn:.\l [1 6]

se tiene entonces que

I

0 siH X h,
PA siH—2R,, h., ¢ H (17]
mRL siH,XH=-?2 R

Il

]

¢
24
z

De [16] v [17] se puede observar que las
fuerzas de flotacion asf definidas varian con Ia
flecha «wy, que se produzca durante |a defor-

macién y de ahif su cardcter no conservativo ya
mencionado.

Las distribuciones definidas por [17] adoptan
una forma que, cualitativamente, es como la de
la figura 8.

De ella se desprende que, para elementos
que tengan secciones parcialmente sumergidas,
la distribucidn de fuerzas de flotacién a Io largo

de la longitud del elemento serd unicamente
—_—
" A partir de ahora suprimiremos los subindices «o» para

designar a log desplazamientos de los puntos de la direc-
triz de la tuberfa,
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Fig. 8.—Variacidn, con la profundidad, de las fuerzas
de flotacidn,

aproximable por un polinomio de alto grado, lo
que obligarfa a integraciones numéricas de un
orden importante para evaluar correctamente |as
integrales correspondientes. En esta formula-
cién, sin embargo, se ha acudido a interpolar las
fuerzas de flotacién mediante las funciones de
interpolacidn del elemento isoparamétrico de
tres nodos, de la forma

t =N - o (18]

dando lugar a distribuciones parabdlicas (ver
figura 9), integrables exactamente mediante las
reglas de Gauss-Legendre, ‘

Esta interpolacidn sélo modifica la distribucidn
real de fuerzas de flotacidn en los elementos
parcialmente sumergidos, vy audn en éstos, si su
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Distribucion exacta

Distribucion interpolada

Fig. 9.—Distribucién de las fuerzas de flotacién sobre
un elemento parcialmente sumergido.

inclinacion es pequefia, la modificacién es in-
sustancial. De ahi que sdlo afecte al estado de

cargas de una zona muy localizada de la estruc-
tura.

Ademds, la progresiva discretizacién tiende a
«afinam cada vez mads la aproximacidn. En
consecuencia, una interpolacién como la defini-
da por [18] parece adecuada con vistas a una
integracion numérica del vector de fuerzas de
flotacion, que puede ser asi evaluado exacta-
mente mediante tres puntos de integracidn, o
casi-exactamente, como se ha comprobado [12],
con sélo dos puntos de integracion.

Similares consideraciones pueden hacerse
sobre el hecho de no tener en cuenta la
inclinacidn de la seccidn a la hora de determinar
la altura sumergida «d» de la misma [15] y la
altura de comparaciéon [16]. Este error sélo
afecta a secciones cuyo eje esté situado a una
distancia de * R, de la superficie del agua, vy
que ademads tengan una inclinacién significati-
va. Como se puede observar de las figuras 12 a
16, la parte de tuberfa afectada por esta simpli-
ficacién queda reducida a una zona muy loca-
lizada, y su repercusion en los resultados debe
ser despreciable.

La contribucidn de las fuerzas de flotacién asf
definidas a la formacién del vector de fuerzas
residuales, se obtiene, pues, evaluando las fuer-
zas de flotacién en los nodos mediante [17],
interpoldndolas mediante [18] y sustituyendo
en[11].
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3. RESOLUCION DEL SISTEMA
DE ECUACIONES NO LINEALES.
MATRIZ TANGENTE

Debido a la no linealidad del proceso de
deformacién y a 1a presencia de cargas no
conservativas, la solucién del sistema de ecua-
ciones [8] que se obtiene después de la dis-
cretizacion tiene que abordarse por un procedi-
miento iterativo. En este trabajo hemos esco-
gido el conocido método de Newton-Raphson,
que se basa en desarrollar en serie de Taylor,
hasta el segundo término, el vector de fuerzas
residuales  (a) de la ecuacidén [8] como:

vie+Aa=yia+ 5L As 9

~

Suponiendo que la solucién buscada fuese
a"+ A am se cumplird que

0
wien + = Agn=0 [20]
a
Y
Agr=—|Krp “w(a"‘)
_ Oy(an) .
en donde K; (a™) = 55 se denomina ma-

triz tangente del sistema.

Si se puede evaluar el valor de Kr (a™) y de U
(a”) en el punto a™, la expresién [20] es un
sistema lineal de ecuaciones en A an que nos
permite, una vez calculados éstos, conocer la
solucién «mejorada» a"+ A'a™. Tomando aho-
ra este nuevo valor, y repitiendo el proceso, es
«posible» que el proceso converja a valores de
A a cada vez més pequefios, de forma que para
una determinada iteracién sea Aa—0 vy la
expresion [20] se convierte en y(a) =0, con lo
que el dltimo valor de a serd la solucién buscada.

3.1.  Cdlculo de la matriz tangente

De la definicidn de la matriz tangente dada
més arriba, y de la expresién [8] se deduce que

Ke= Tb- y(a") =~§T U;,B*gdv —h(a) —i]m

1
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En la ecuacidén anterior hemos distinguido los
vectores de fuerzas no conservativas de flota-

cidn, h(a), de las fuerzas conservativas, f. Por
tanto

+./;BT <g (%)T)dv-— [21]
——%h—‘f'—’ =Kt

Para el célculo de Kr es esencial conocer |a
relacion incremental entre tensiones y deforma-
ciones. Si ésta es lineal, como en la expresién
[9], se tiene que

Kp = [ IBTDde]m

En caso de considerar relaciones tensidn-
deformacidn de tipo elastopléstico, el proceso
es idéntico simplemente utilizando la expresién
de la matriz D «elastoplastica» adecuada [12]

El cdlculo de K puede ser laborioso si se

incluyen todos sus términos. En este trabajo,
por conveniencia, se ha obtenido una expresidn
de dicha matriz m4s simplificada como [12]:

o[ /G S-Gv]" G=[g,..g, [22]

Jv

donde las matrices Gy S se muestran en Ia
tabla 2. Para la obtencién de |a expresion [22]
se ha supuesto que la matriz Ges independiente
de las incdgnitas nodales, lo que no es total-
mente cierto. No obstante, |a utilizacidn de
dicha expresién en el proceso general de so-
lucién ha resultado, ademds de més econdmica
en tiempo de célculo, no afectar significativa-

mente a la velocidad de convergencia de la
solucidn [12].

Finalmente, |a componente de la matriz tan-
gente debida a las fuerzas no conservativas,

", se deduce de las ecuaciones (1] y [18],
resultando;

Ko Ky 1™ 00 Q}nm
Kr=| i Kr=10H, 0 | [23]
‘ ~K'n|“ K|,,,, 0 O O R

TABLA 2

Expresién de las matrices Gy S.

r jle) G
C; cos &d dni C:sen @ dNi
ds ds
dNje dNjte
¢ —Ls ' s (D
Gl = Cisen @ . C, cos "
0 6]
(0] 0

[ 6 0 . o

0 6 0 t.

»
Il
|

0 v, O OJ

Comm—
T 0 0 0 1=vR

dNij) Nitel
tC, (T cos 6, —Rsen 0

ile) jle)
—1tC, &sen 0, + Ni cos 0
ds R

— Ni® cos 6

— Ni® sen 6, J
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donde

. 6\Ezi
Hp =~ / o NN S ds (24]
y teniendo en cuenta las ecuaciones [13] a [17]
se obtiene finalmente:

Hi =0 i
HEIP)=2 P Rm‘ [l(,, 1 - -ng— N; Ni ds
Hp =0

[25]

para H X h,,
para H— 2R, X he, < H

para h,, X H—2R.. , respectivamente,
siendo d,=H —(z,+w,;—R..) la altura sumer-
gida «d» de la expresién [15] correspondiente a
la seccién del nodo «j».

Se puede observar de [25] que K" no es una
matriz simétrica (en los nodos de los elementos
parcialmente sumergidos d; # d; y en conse-
cuencia H; ¥ H;). Sin embargo, para evitar tener
que emplear un procedimiento especial para
resolucién de sistemas de ecuaciones no si-
métricas, y puesto que el fenémeno de no-
simetria estd localizado en unos cuantos ele-
mentos parcialmente sumergidos, se ha seguido
en este trabajo el procedimiento de «obligam a
la simetria de la matriz (calculando Unicamente
los elementos del tridngulo superior y simetri-
zando el inferior), con lo que el sistema lineal de
ecuaciones en A a resultante queda simétrico.
Como ya se ha comentado anteriormente con
relacién al célculo aproximado de la matriz
Ks, la solucién final del sistema no lineal,
ecuacion [8], no se ve afectada por las hipé-
tesis hechas sobre la matriz tangente, que es
Unicamente un instrumento matematico utiliza-
do con el objetivo de resolver iterativamente un
sistema de ecuaciones no lineales.

4. CONDICIONES DE CONTORNO
VARIABLE. METODOS
DE RESOLUCION

Nos concentraremos aqui en el problema que

suponen las condiciones de contorno variables
del problema.
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Es evidente que la parte inferior de la tuberfa
no puede sobrepasar en ninglin momento la
profundidad delimitada por el fondo del mar. Sin
embargo, para un determinado nivel de llenado
de la tuberia desconocemos a prior si un cierto
punto de la misma tocard el fondo. En este caso,
habria que establecer una condicién de con-
torno (un corrimiento impuesto «w» igual a la
distancia vertical entre la parte inferior de la
seccidn de tuberfa y el fondo marino) para una
serie de nodos cuyo nimero y situacién nos es
asimismo desconocido. Ademds, estas restric-
ciones supondradn unas reacciones que en ningun
caso pueden ser negativas, puesto que fisica-
mente el fondo marino no puede retener a la
tuberia en un movimiento ascendente.

Para resolver este problema, se ha desarro-
llado un método de «prediccién», de la defor-
mada compatible con las condiciones de con-
torno variables.

El método consiste, en esencia, en predecir,
para cada iteraccidn del proceso de resolucion,
cudl es la deformada que satisface las con-
diciones de contorno, sin intentar proceder a
otra iteracidn (ni aceptar, por consiguiente, una
nueva deformada) hasta que ésta no presente
contradicciones con dichas condiciones de con-
torno. Una vez conseguida esta «deformada
compatible», se calculan las fuerzas residuales

necesarias para equilibrarla, y se procede a otra
iteracion.

Evidentemente, cuando el proceso converja,
es decir, cuando las fuerzas residuales sean
nulas, estaremos ante una deformada que no
sélo estard en equilibrio, sino que también serd
compatible con las condiciones de contorno vy,
por consiguiente, habremos obtenido la solu-
cion del problema para el correspondiente nivel
de llenado de la tuberia.

El método descrito implica un subproceso
iterativo, esquematizado en la figura 10, que se
expone a continuacion:

1. El proceso de resolucién nos lleva a una
deformada compatible, con corrimientos a™, un
vector de fuerzas residuales \y(a™) y una matriz
tangente K (a").

2. Se procede a resolver el sistema de
ecuaciones

Kr(a") A an=y(a")
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CALCULO DE LA
MATRIZ TANGENTE
Kt (a)

RESOLUCION
42 ,4AR

a?: a+ha

R2:R 4R

HAY N\

MODIFICA COACCIONES
REACCIONES \
NEGATIVAS

sl MODIFICA REACCIONES
)
HAY NUEVOS PUNTOS MODIFIcA veCToR

EN EL DE  CARGAS
FONDQ
2

CONTINUE
Fig. 10.—Sub-proceso iterativo para el ajuste de las
condiciones de contorno.

con las condiciones de contorno procedentes
de la anterior iteracion, obteniéndose un incre-
mento de las incégnitas nodales A a" v, enlos
puntos en que éstas ya estan impuestas, un
incremento de las reacciones A R™,

3. Seefectda una prediccidn sobre la nueva
deformada, consistente en incrementar los des-
plazamientos y reacciones en los valores ob-
tenidos en el paso 2.

v-gm+1' =§m+A gm

Bm+l = Bm+A Bm

4. Se comprueba sj Ia prediccién es com- "

patible, es decir, si conduce a que ningdn nodo
sobrepase el fondo, asi como a que todas las
reacciones sean positivas.

5. Si /a prediccidn es compatible, se’la
establece en firme Y se continda el proceso de
resolucién en el paso 7.

6. Si/a prediccion no es compatible se
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actdia como sigue:

a) A los nodos no coaccionados que en la
prediccién sobrepasen el fondo, se les impone
una coaccidn que les obligue en la proxima
iteracion a llegar al fondo, y a permanecer en él
mientras no produzcan reacciones negativas.

b) Los nodos ya coaccionados que produz-
can reacciones negativas, son liberados de su
coaccion y se suprime |a correspondiente reac-
cion BR™ del vector de fuerzas residuales. Se
vuelve al paso 2, continuando el proceso hasta
obtener una prediccign acertada.

7. Continda el proceso general de resoly-
cion del problema con el célculo de las fuerzas
residuales correspondientes a la nueva defor-

mada, aplicacién del criterio de convergencia,
etcétera.

Del proceso hasta aqui descrito hay que
destacar dos caracteristicas:

1. Mientras no se ha obtenido una predic-
cion adecuada, la matriz tangente, K;, no nece-
sita ser calculada Nuevamente, permaneciendo
Constante durante todo el subproceso iterativo
de la figura 10. Esto es muy importante tenjeri-
do e cuenta que la evaluacién de Ia matriz

tangente consume un alto porcentaje del tiem-
po total de célculo.

2. Por idénticas circunstancias, para la re-
solucidn del sistema de ecuaciones no es ne-
cesario «invertim, durante el subproceso itera-
tivo, la matriz tangente. Sélo se efectdan modi-
ficaciones en el vector de fuerzas residuales y la
resolucién por el método frontal es prictica-
mente inmediato (con la consiguiente economfa
en tiempo de ordenador).

5. CALCULO NUMERICO
DE LAS INTEGRALES,
SECCION EQUIVALENTE

Las distintas integrales de volumen que apa-
recen a lo largo de Ia formulacidn, ver 8]y [21],
proporcionan expresiones en funcién de las
coordenadas curvilineas «s» y «t» de la forma

/ / " Dis by as ot [26]

o/ = Roxt,
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28

Fig. 11.—Variacién del ancho efectivo, b (t}, de la seccidn
anillo-circular.

donde b (t) es el «ancho efectivo» de la seccidn
de tuberia cuya variacion en funcién del canto
puede verse en la figura 11. El célculo explicito
de integrales como la ecuacidén [26] es compli-
cado y es mas sencillo utilizar métodos de
integraciéon numérica como el de Gauss-Legen-
dre, que sustituyen la evaluacién directa de la
integral anterior por la expresién siguiente:

N ne

TEXD(s,t)b(t) WW,

i=1j=1

donde nyy n. son el nimero de puntos de integra-
cidn a lo largo de la longitud de la tuberiay a lo
largo del canto, respectivamente, y W,y W, son
los pesos correspondientes a los puntos «i» y
«j». La aparicion de b (t) altamente no lineal en
«t», impide que una simple integracién de dos
puntos en el espesor (que da excelentes resul-
tados para anélisis eldstico de piezas de seccidén
rectangular [12]) proporcione aqui buenos resul-
tados. Una buena aproximacién obligaria en
este caso a un alto ndmero de puntos de

integracidn y consecuentemente a un costo de
célculo elevado.

Resulta, por tanto, méas sencillo y econédmico
trabajar en funcion de lo que aqui se ha deno-
minado «seccidn rectangular equivalente», que
se define como aquella que, teniendo el mismo
canto que la seccién anillo-circular, tiene un
ancho tal que el momento de inercia es igual en
ambas secciones. Es facil deducir que dicho
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ancho se puede obtener por la expresién:

4
o= S -] @7

szt.

Puesto que en el proceso de deformacién de
la tuberia el estado de flexién predomina sobre
el de la membrana, parece Iégico suponer que la
variable geométrica fundamental de dicho pro-
ceso sea el mddulo de inercia de la seccién. Un
estudio paramétrico realizado por Oliver [12] ha
confirmado que la utilizacién de la seccidn

rectangular equivalente con sélo dos puntos de’

integracion en el canto produce idénticos resul-
tados en el desplazamiento que utilizando la

seccion correcta con un alto nimero de puntos
de integracion.

Al ser los movimientos de la tuberfa las
variables fundamentales del célculo, la posible
mala distribucién de tensiones proporcionada
por el uso de la seccién equivalente no tiene
aqui mds importancia. De interesar efectivamen-
te dicha distribucién resulta muy fécil, una vez
obtenida la correcta deformada en equilibrio,
calcular las tensiones correspondientes a dicha
deformada para la verdadera seccién anillo-
circular de la tuberia.

6. EJEMPLOS
Ejemplo 1

Simulacidn del proceso de inmersion por
inundacidn progresiva de una tuberia de polie-

tileno de 0,8 metros de didmetro y 120 metros
de longitud.

En el primero de los dos ejemplos realizados
para estudiar la\validez de la formulacién, se
trata de predecir la deformada de una tuberia de
polietileno, lastrada con aros de hormigén, du-
rante su proceso de colocacion en el fondo del
mar por el procedimiento de inundacién pro-
gresiva (ver apartado 1).

Las caracteristicas del problema considera-
das son las siguientes:

Tuberia de polietileno:

Radio exterior: 0,4 metros.
Radio interior; 0,375 metros.

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS




—————————tj--IIIIIlllIllll........ll...l....ll..ll

UNA FORMULACION PARA EL ESTUDIO, POR EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS...

E=20.000 toneladas m?,

v=0,0.

Peso por mestro lineal de tuberias: 0,06 to-
neladas/metro lineal.

Longitud = 120 metros.

Lastres de hormigdn
Equivalntes a 0,20833 toneladas/metro lineal.
Discretizacidn

10 elementos iguales de tres nodos/ele-
mento.

Profundidad del fondo marino
30 metros.

En las figuras 12 a 16 se presentan las defor-
madas obtenidas para diversos niveles de lle-
nado de la tuberia.

a)

El problema ha sido resuelto por «incremen-
tos de longitudes de llenadoy de forma que para
cada nivel de llenado se considera como punto
de partida para Ia primera iteracién al propor-
cionado por los resultados obtenidos al final del
proceso de llenado anteior. Esta circunstancia
aligera mucho el célculo, y por consiguiente
Proporciona una notable economia. Ndtese que
NO se trata de cambiar la formulacién Lagrangia-
na «total» por una «puesta al diay (la geometria
de referencia siempre es |a correspondiente
antes del primer llenado), sino de partir, en la
primera iteracién de los distintos llenados, de
un valor de las incégnitas nodales no nulo.

Los resultados correspondientes a las figu-
ras 12 a 16 no han podido ser contrastados
cuantitativamente. Sin embargo, de su obser-
vacion se desprende que cualitativamente re-

mts L L 44 mis, Q N

0 fie . : : ' + ; T 7 ' 1 W0 : T ==
L:0
20 0
Lz 16 mis, —— R:1770e
10 0
\\\\\\\\\\\ %
e RAAN

mis, b) e ' mis b) ) . N
. P nf P ! , , . ===t
“ R:46,630 DLz 20 mis, —

o R:1704 @
10 L:Smis 0
TR < NN
f

i [} <) mts ¢ L N 1 L L . i

0 T T 0| T T T Y T T T
X
20 - 20 .
\ repniee i 2bmts R: 18,552
10 Lz10 mts, 10 .
T R T T T TR 2N \ N
mts d) } mts a) . Y
L T = T T T = R T T T T -
D L2 mes — 20
R:19.83@ R:16.0Y@

10 10

TTRRRRRRY R R T R T IR TR Ty

L:longitud dé (lenado Rzradio de curvatura minimo

Fig. 12.—Inundacién progresiva. Resultados.
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EEREEREEREEAS S M P e A N i riasoa i
L: longitud de tenado R: radio de curvatura minimo

Fig. 13.—Inundacidn progresiva. Resultados..
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presentan de forma muy coherente el proceso
fisico de hundimiento de la tuberfa. El modelo
numeérito simula muy bien una serie de fens-
menos que se presentan en el proceso de
colocacién real de la tuberia, como son:

— El ligero levantamiento de la tuberia en la
parte préxima a la zona sumergida de la
misma (figuras 12, d: 13, a b c dy
siguientes).

— El cambio de curvatura y formacién de
una «onda» en cuanto al extremo de la
tuberia toca el fondo (figuras 13, b, ¢ y d).

— La programacién de .la onda hacia el
extremo no sumergido de la tuberia, en
forma estacionaria (figuras 14, a, b, ¢, d, y
15, a, b, c).

— El brusco levantamiento del extremo no

s, Q) .
0 T Y
2
=L3 35 ms,

0 R:17.080

N TN e SNV AN
mlts‘ b) "
X T
20 .

R:1692@

10

mis, c)

o

R:1758 @

R:17.57 @
0

L:longitud de {ienado R:radio ds curvaturs minime

Fig. 14.—Inundacién progresiva. Resultados.
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sumergido de la tuberia, en cuanto la
onda llega al mismo (figura 15, d).

— La desaparicién de la onda, y répido
hundimiento (pequefias diferencias lle-
nado proporcionan deformadas muy dis-
tintas), que culmina con el reposo de la

tuberia en el fondo marino (figuras 186, a,
b, c, d).

El proceso de simulacién que ha dado lugar a
los resultados presentados es réapido, y propor-
ciona informacién sobre cudndo y ddnde se
producen las méaximas curvaturas, asi como su
valor. En consecuencia, permite realizar estu-
dios paramétricos para determinar las caracte-
ristico dptimas (tipo de tuberia, nivel de lastrado,
.etcétera) para distintos valores de la profun-
didad y longitud del tramo a sumergir. También
permite reproducir fenémenos de «ascenso» de

mts. a)
30 = - H
20
R:1637 & — L:70 mts
10
.
SNNNCINNAN v\mnn\\\\\ S\ NNNNANNNN RN vk
mts. b) X
30 ]
2
R16.73 & —L:80 mts
10
|

L :90mts, — R:17.01 &

L | ¢ I ;
ATINAR 1AL ENANTAN A 1A AT A RN ANTANA 11 AN pe

@ 2

=8 t
R:19.08 & J LE98MEs.

N\ reeante IR O i VO VORAOAN (A

L:longiud de llenado R:radio de curvatura  minime

Fig. 15.:+~Inundacién progresiva, Resuitados.
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s 2 2 R e R A MR AR S AW
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[

o |
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Fig. 16.—Inundacién progresiva. Resulitados.

determinadas zonas de la tuberia para su re-
paracidn, etcétera.

Finalmente, un modelo de este tipo puede
constituirse en elemento de simulacién para
contrastar formulaciones més sencillas o dbacos
de célculo, asi como para elaborar reglas o

nNormas para un sistema de instalacién ade-
cuado.

Ejemplo 2.

Colocacidn de una tuberia metdlica por lan-
zamiento desde una plataforma flotante.

Como se ha indicado en el ejemplo anterior,
los resultados all{ obtenidos no han podido ser
contrastados numéricamente. Para poder asegu-
rar la bondad de la formulacidn presentada, se
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plataforma de
colocacin '
M
Bt
h=300 {1
2.0

Y {:'.- i}
’ fondo marino

X

Fig. 17.—Lanzamiento desde plataforma, Condiciones
de contorno,

ha aplicado la misma a un ejemplo, estudiado
por Dareing y Neathery (10) y Datta Basu (11),
referente a |a colocacidn de tuberfas metalicas
para conduccidén de crudos petroliferos,

El proceso de colocacidn, ya mencionado en
el apartado 1, viene descrito en la figura 17 y
consiste en ir lanzando |a tuberia desde una
plataforma flotante, traccionando desde la mis-
Ma con una fuerza horizontal «Hy con el fin de
disminuir las curvaturas producidas.

Los autores mencionados estudian el pro-
blema en la fase de la figura 17, con las
condiciones de contorno alli sefialadas, me-
diante diferencias finitas. Las incdgnitas del
problema son entonces: |3 longitud de la tube-
ria que todavia no ha tocado fondo, la geometria
de la misma y las reacciones V y M. Partiendo
de la geometria aproximada correspondiente a
una catenaria (de cuya acertada eleccidn depen-
den las posibilidades de éxito del método), un

proceso iterativo conduce al estado de equi-
librio.

En nuestro caso se ha analizado este pro-
blema como un caso particular del estudiado en
el ejemplo 1 (no se produce inundacién pro-
gresiva de la tuberfa), considerando un tramo de
tuberia suficientemente largo, y estableciendo
en el extremo derecho de g misma las condi-
ciones de contorno de |3 figura 17.

Las caracteristicas consideradas han sido las
siguientes:

Tuberia

— Metalica.
— Radio exterior: 0,6096 metros (247).
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— Radio Interior: 0,5953 metros (23,4375").

— E=2,1 X107 toneladas/m>.

— v=0,0.

— Densidad (considerando el efecto de los
lastres) = 5,3072 toneladas/m>.

— Longitud: 400 metros.

Discretizacion

10 elementos iguales de tres nodos por
elemento.

Profundidad del fondo marino
91,44 metros (300 ft.).
Tensiones aplicadas

H=00 t, 22,68 t. (50.000 Ibs.), 4536 t.
(100.000 Ibs.), 90,72 t. (200.000 Ibs.),

O DAREING Y NEATHERY
— MEF (10 elementos de 3 nodos)

- - 300 1t
200
Hs0 /
n
/ 100
/°
L]
e
(o o —— e sy s e . SR
100 20 X0 800 ft
R i e R 300 f1
o
e -
200
H: 05410%bs, o
// 100
D/a’
O e T ey - ey ey

Cmn
Fig. 18.—Lanzamiento desde plataforma. Resultados.

O DAREING Y  NEATHERY
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_/ 200
Habe10® s ] /
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(__»-n—e—'q""—‘i‘:._ e e s -
0w 0 w0 o 1t
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./
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»'"""

Woo e,

Fig. 19.—Lanzamiento desde plataforma. Resultados.
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V (Ibs=10"4)
20 1
M (Ibs=1t.1079)
+ DAREING Y NEATHERY
(valores extrapolados de gratico) +
¢ MEF (10 elementos de 3 nogos) L0
15 Lt
\v
¥
‘ )
;'3’,
P +
+ //
10 o 10
M
/
+
o S SRR S Q
20
5 e
40
0 5 10 200 H(ibs #1074

Fig. 20.—Lanzamiento desde plataforma, Resultados.

En las figuras 18 y 19 se presentan las
deformadas para distintos valores de H. que
muestran un buen acuerdo con los obtenidos
por Dearing y Neathery.

En la figura 20, también para distintos grados
de tensidn aplicada, se presentan los valores de
la reaccién vertical V y del momento M, que
concuerdan bien con los resultados de referen-
cia, méxime si se tiene en cuenta que éstos han
sido extraidos de graficos de muy poca preci-
sién, lo que justificaria las oscilaciones y dife-
rencias que se observan,

7. CONCLUSIONES

Se ha prsentado en este trabajo una formu-
lacion matemdtica de elementos finitos que
permite predecir de forma sencilla Ia deforma-
cién de tuberias en el mar para diversas con-
diciones de instalacién (hundimiento o levan-
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tamiento progresivo, lanzamiento desde plata-
formas, etc.). Los buenos resultados obtenidos
en los ejemplos realizados indican que la formuy-
lacidn parece adecuada para obtener dbacos de
célculo o férmulas sencillas que permitan el
establecimiento de las condiciones éptimas de
instalacién (nivel de lastrado, traccién en los
extremos, longitud de los tramos, etc.),
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