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Resumen

El estudio de los fenémenos de la fluencia y retraccién lineal en un sistema se encuentra razonablemente
bien resuelto segun diferentes aproximaciones del valor de la integral de Volterra (método del coeficiente de
envejecimiento, método paso a paso, ... ). Sin embargo, existen numerosas ocasiones donde las hipé6tesis
del célculo lineal se ven superadas, requiriéndose un estudio no lineal del mismo. En este articulo se revisa
la literatura clasica de la aproximacién lineal y se propone una manera simplificada de abordar la resolucién
de la integral de Volterra en problemas no lineales (basada en las ideas del coeficiente de envejecimiento y
exacta ademds en una serie de casos). El método se aplica a la resolucién de diferentes problemas, tabulando
sus soluciones y comparando la desviacién obtenida respecto de las predicciones lineales.

Palabras clave: coeficiente de envejecimiento, integral de Volterra, fluencia no lineal.

APPLICATIONS OF THE AGEING COEFFICIENT METHOD TO NON-LINEAR
RHEOLOGICAL PROBLEMS

Summary

The concrete’s creep and shrinkage effect in a system can reasonably be well determined under the linear
hypotheses, approximating the Volterra’s integral value in several ways (ageing coefficient method, step by
step method, ... ). However, many times, the linear hyphothesis are not satisfied and so a non-linear study
is required. In this paper, the clasical references of the linear approach are reviewed and a simplified method
of approximating the value of the Volterra’s integral in non-linear problems is proposed (based on the ideas
of the ageing coeflicient method and being exact in several cases). This method is applied to obtain the
solution to certain problems as well as to study the differences in the results when the linear theory is
applied.
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NOTACION
X coeficiente de envejecimiento
E(t) modulo de rigidez en el tiempo t
(o) coeficiente de paso de fluencia lineal a fluencia no lineal dependiente de Ag
e(t) deformacion en el tiempo ¢
o(t, to) coeficiente de fluencia lineal entre tg y ¢
©*(Xo,t,tg) coeficiente de fluencia no lineal entre ¢y y ¢ para un nivel de tensiones \g
Ao relacion ‘}—S
p cuantia de acero ﬁ—z
o(t) tension en el tiempo ¢
t tiempo de evaluacion
to tiempo inicial

INTRODUCCION Y MOTIVACION DEL ESTUDIO

En este articulo se expone la teoria y resultados de un método de célculo basado en el
coeficiente de envejecimiento con el que se pueden resolver problemas tanto de retracciéon
y fluencia no lineal como de relajacién no lineal de manera exacta. Este método puede
considerarse por lo tanto como un coeficiente de envejecimiento ampliado, ya que parte de
la misma idea original (aproximar la historia tensional de una manera simplificada) pero
superando algunas de las limitaciones en sus hipétesis iniciales. Los resultados obtenidos
se comparan posteriormente con los de un analisis lineal, de manera que se pueda com-
probar su aplicabilidad segtn el tipo de problema. De esta forma, se busca obtener unos
valores sencillos con los que obtener una estimacién rapida y con un grado de aproximacion
suficiente* del fenémeno.

Actualmente, en gran parte de los analisis que habitualmente se realizan en la ingenieria
civil, se siguen empleando diferentes métodos de cdlculo lineal para la obtencién de los es-
fuerzos producidos por las deformaciones diferidas de los materiales'®®. No obstante, el
comportamiento reolégico fuertemente no lineal bajo compresion y traccién del hormigdn
ha obligado al desarrollo de métodos de cdlculo y modelos fisicos mas ajustados en multi-
tud de situaciones. Por ejemplo, las secciones hibridas® y las secciones fisuradas®® han sido
dos campos donde recientemente se ha trabajado en el desarrollo de métodos de célculo
simplificados que puedan ser aplicados en el proyecto de estructuras. Este articulo viene a
colaborar en esta linea, analizando de forma simplificada (pero exacta bajo ciertas condi-
ciones) la respuesta de elementos bajo deformaciones reolégicas no lineales, permitiendo por
lo tanto obtener un orden de magnitud del problema y dotando de esta forma al ingeniero
de cierta sensibilidad frente al fenémeno.

Los métodos lineales se basan en la aplicacion directa del principio de superposicion al
calculo de las deformaciones de una fibra de hormigén, resultando en la conocida ecuacién
de Volterra, la cual expresa la deformacién de una fibra en el tiempo como

oc(to) /T:t 1+ o(t, 1)
Eelt) = 1+ e(t,t)) + ————=do.(T) + ecs(t, to 1
) = Gy et to) + | e o)+ et ) (1)
*Lo incierto de los datos de entrada (funcién de fluencia, fluencia no lineal, ... ) no justifica la aplicacién

de métodos paso a paso (refinados pero costosos en tiempo y esfuerzo de célculo) que proporcionan finalmente
un resultado similar.
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El principio de superposicién fue enunciado de manera general por primera vez por
Boltzmann en 1876 para materiales sin envejecimiento (y por lo tanto exclusivamente de-
pendientes de la variable (¢ —tp)). Posteriormente, Volterra en 1913 lo formul6 para mate-
riales con envejecimiento (por lo que dependian de dos variables (tg y (t—tp)). Finalmente,
este principio fue introducido para el hormigén por McHenry'.

El principio de superposicion se acepta como valido en el hormigdn siempre que se
respeten una serie de hipétesis de partida3:

e tensiones dentro del rango o < 0,4f,,
e ¢ no decreciente,

e pieza sin un secado intenso,

e 1o existan variaciones fuertes de o.

En cuanto a la evaluacion de la integral de Volterra puede realizarse de diferentes mane-
ras, siendo una de las més sencillas y precisas el método del coeficiente de envejecimiento!®
planteado inicialmente por Trost?! y ampliado posteriormente por Bazant?

() = ZZ((Z; (1+ olt,to)) +

Este método, debido a sus hipétesis de partida, tiene una serie de limitaciones:

1+ X@(t tO)
E(to)

Aoc(t,to) + ecs(t, to) (2)

1. El hormigén no debe encontrarse en un régimen de fluencia no lineal debido a altas
tensiones (al violar por lo tanto la primera de las suposiciones de aplicacién del princi-
pio de superposicién). En este caso, las deformaciones de fluencia dependen del nivel
de tensiones en cada instante y debe corregirse la prediccién lineal de la deformacién
diferida Ae(t,tg) = (¢, t0)e(to) mediante la inclusién por ejemplo de un coeficiente
de fluencia aparente p*(\g,t,t9) = n(Ao)p(t,to) donde Ny expresa la relacién ten-
sién /resistencia. Férmulas aproximadas de dicho coeficiente pueden encontrarse en
numerosas referencias clasicas del temal#, mostrando buenos ajustes a los resultados

experimentales por ejemplo las propuestas del MC-90 (77 = exp [1, 5 <% -0, 40)}) y

4
la propuesta en la referencia 10 (17 =1+2 (%) > .

2. Otra limitacién que tiene el método del coeficiente de envejecimiento lineal es que es
exacto para casos de relajacién pura, aplicindose posteriormente el valor del coefi-
ciente obtenido en este caso al estudio de otros tipos de solicitaciones. Sin embargo,
si se aplica por ejemplo a una carga triangular en el tiempo, el método del coeficiente
de envejecimiento con los valores usuales no proporciona buenas estimaciones. Es
decir, el método tiene un limite de aplicabilidad segin sea la historia de carga de la
accion solicitante y parece interesante estudiar las desviaciones que se producen con
otras acciones, como la retraccion, que siempre se desarrollan en las estructuras de
hormigén.

fNo asi necesariamente la tensién. Puede admitirse (como por ejemplo en un caso de relajacién pura)
disminucién en el valor de la tensién del hormigén siempre y cuando la deformacién no decrezca.
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3. Finalmente, y como tercera limitaciéon del método, se encuentra el grado de armado
de la fibra. La calibracién del coeficiente se realiza de manera exacta para un caso de
relajacién pura lineal en una fibra de hormigén. Sin embargo, si la fibra se encuentra
con una carga impuesta en vez de con una vinculaciéon externa impuesta, conforme
se incrementa el armado de la fibra, la respuesta debe empezar a desviarse de la
prediccién anterior. Esta limitacién parece ademds seria en el caso de tirantes debido
a que sus cuantias pueden ser elevadas (llegando por ejemplo al 3 % en losas de
tableros mixtos). Por lo tanto, también se va a intentar evaluar la capacidad del
método para reproducir estas situaciones y el grado de desviacién esperable.

Otros métodos ampliamente contrastados son por ejemplo el del médulo efectivol”,
el Dischinger’” y Dischinger mejorado?’; el de las j’s'* y el paso a paso (con diferentes
formulaciones para su evaluacién!318:11).

No se quiere exponer con los tres puntos anteriores que el método del coeficiente de
envejecimiento tal y como se emplea hoy dia sea excesivamente limitado. Todo lo contrario,
el método es perfectamente aplicable de cara a evaluar las redistribuciones que tienen lugar
en una estructura debido a las deformaciones reoldgicas que se desarrollen. En estos casos, la
tension nunca supera el limite de proporcionalidad en compresion y se limitan las tracciones.
El armado no suele ser excesivo y ademads la incertidumbre en el valor de los pardmetros
no suele justificar un andlisis mas detallado. Por otra parte, el propio método de calculo
en desplazamientos provoca que la accién a reaplicar sea la proveniente de la relajacién de
los esfuerzos iniciales, siempre que éstos sean una accién mantenida en el tiempo. Ademas,
el método del coeficiente de envejecimiento ha demostrado ser poco sensible a variaciones
en el valor del coeficiente y. Es decir, la incertidumbre introducida por las propiedades
asignadas al material es muy superior a las simplificaciones que se realizan en su célculo.

Sin embargo, en fibras de hormigén, y por lo tanto en el elemento estructural que
éstas representan, el tirante, estas tres situaciones no son casos extrafios o marginales.
En general, estos elementos se encuentran fuertemente armados, retraen y debido a ello
generan tensiones de traccién en el hormigén de valor elevado (que pueden incluso provocar
la fisuracién) por lo que se alcanzan relaciones tension/resistencia muy por encima del rango
en que puede estudiarse con un sistema reoldgico lineal. Se requiere por lo tanto para estos
elementos un estudio especifico con especial atencién a los puntos anteriores, ya que la
evaluacién de estos fendmenos y su interaccién sobrepasan ampliamente los limites para los
que el método del coeficiente de envejecimiento fue desarrollado. No se trata de realizar una
tabulacion exacta de todos los posibles casos de carga y armado, sino una revisién profunda
de los principios del método y, a partir de ello, obtener valores mas ajustados en una serie de
situaciones fuera de las hipétesis de partida del método. De esta manera, se podré fijar de
nuevo un valor aproximado del coeficiente x con el que abordar estos problemas de manera
simplificada pero con un grado de aproximacién aceptable en la respuesta.

EQUIVALENCIA DE LOS PLANTEAMIENTOS EN TIEMPOS Y
TENSIONES

Para poder estudiar el efecto de la no linealidad debido a altas tensiones en una fibra
de hormigén, la discretizacién de la historia de tensiones en el tiempo debe realizarse en
incrementos de tiempo en vez de en incrementos de tension. Este punto es necesario debido
a que la no linealidad tensional sélo puede estudiarse a partir del nivel absoluto de tensiones
en la fibra y no del incremento de las mismas (al perderse la proporcionalidad). Por lo tanto,
se propone a continuacién probar la equivalencia entre ambos desarrollos. La demostracién
parte de la aplicacién del principio de superposicion lineal y se realizara suponiendo la
historia de deformaciones discretizada en una serie de n intervalos de la siguiente forma.
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Sea una fibra sometida a una carga y mantenida en el tiempo (Figura 1), su deformacién

se ve incrementada en el tiempo de la siguiente manera

(3)

£(0) = (1) (1 + plt,10)) =

(1 + (P(ta tO))

~—

—>

Figura 1. Carga mantenida en el tiempo

Cuando la fibra se encuentra sometida a una historia variable de tensiones (Figura 2),

entonces se puede expresar

1
P>

0= 3 e+ ple. )

i=n Aog(t; i=n—1 Ao(t;
donde Y= G (14 o(t 1) = Tt G785 (1 + ot 1)) + s

Ao —

[ .

> ¢

Figura 2. Carga variable en el tiempo. Descomposicién en incrementos de tensién

Esta manera de descomponer la historia de tensiones y sumar sus estados es perfecta-
mente correcta desde el punto de vista del principio de superposicién. Sin embargo, sus
resultados deben ser idénticos a los derivados de la descomposicién de la Figura 3.

=

> ¢

Figura 3. Carga variable en el tiempo. Descomposicién en incrementos de tiempo
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Expresar la historia de tensiones en esta configuracién es mas atipica que la anterior y
puede en principio originar dudas sobre su validez, ya que al final de cada intervalo hay
una descarga, lo que violaria uno de los principios necesarios para que se pueda aplicar la
superposicién. Sin embargo, al producirse una recarga justo inmediatamente después, la
descomposicién aplicada es valida como se prueba a continuacion

i=n—1 ' ]
et) = ; (2‘((2)) (L4 p(t,t;) — 1+ so(tvti-i-l)))) n E((iz)) _
ESUES ] i=n o
= > |X AEJ(SZ)) (p(t,ti) —p(t, tiv1)) | + ; AE(SEIS) -

donde se ha aplicado

(7)

y se han cancelado todos los términos de la serie menos el tltimo de cada intervalo con los
del intervalo anterior.

De esta forma queda probado que ambas descomposiciones son equivalentes y que cal-
cular las deformaciones de esta manera estd de acuerdo con el principio de superposicién.
Aplicando esta metodologia de cédlculo al caso de deformaciones de fluencia no lineales con la
correccion del coeficiente 7 para que sea aplicable el principio de superposicién (ya que segin
el empleo de este coeficiente se tiene una correccion de la prediccion lineal del coeficiente
de fluencia que puede considerarse como una “fluencia aparente” y operar analogamente
al caso desarrollado anteriormente, es decir, basta emplear ¢*(%2,1,%0) = n(%2)¢(t, o)), se
tendria

o(t) = Ao(t))
como Bt) —; E) (9)

i=n—1 [ j=t ' i=n o(t:
(0= 3 [T ttetn et | + 3 500

=1 7j=1

Por lo que finalmente e(t) seria igual a
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(=Y A"((tg)+““” Mot + S Gttt -6 | | a
=1

) B =

donde el ultimo sumando aparece al no cancelarse en este caso los términos de un intervalo
con los del anterior y por lo tanto

(0= | Gl |1 atedett )+ 3 (et Bn(e) (12)
i=1 ¢ j=i+1

Es evidente que para valores cercanos a la unidad y practicamente uniformes del coefi-
ciente de fluencia no lineal 7, la expresion es idéntica a la obtenida para el caso de fluencia
lineal. De esta forma, la ecuacién engloba tanto el comportamiento lineal como el no lineal
en fluencia debido a altas tensiones. La misma puede expresarse de manera integral como

sigue
o= [ ((1+uetn+ [ et man) 20) 13

donde se pasan los incrementos a diferencias y los sumatorios a integrales.

En esta ultima expresién puede comprenderse la naturaleza de los diferentes términos;
los dos primeros corresponden a la deformacién de fluencia (no lineal) cuando existe un
nivel de no linealidad 7(7) en ese instante. El tercer término cuantifica el incremento de
deformacion que produce el aumento del nivel de no linealidad en el resto del tiempo. Como
puede comprobarse, la expresiéon queda coherente y sus términos con un significado fisico
claro.

Efectivamente, si se aplica a un caso de o(t)=cte (Figura 4) considerando la fluencia no
lineal, se tendria

=

» »
»

t >t

Figura 4. Carga constante en el tiempo. Descomposicién en incrementos de
tiempo

e(t) = Ae(to)(1 + nop(t, to)) (14)

donde se anula la integral anidada y la expresion légicamente coincide con la ecuacién para
la que se desarrollé el método de fluencia no lineal.

Una vez identificada la ecuacién que rige el fenémeno queda aiin por determinar cémo
poder resolverla de manera sencilla. El método que se propone emplear es andlogo al del
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coeficiente de envejecimiento (basado también en el principio de superposicién y el més
exacto en estos casos)

0= [ ((1+amptn+ [ et manm) 2 <

Ao(t,to)
~ (1 + x(no, t,to)n(to)e(t, to)) —=~—
E(to)

Esta ecuacién presenta el coeficiente de envejecimiento dependiendo de los tiempos de
edad de puesta en carga y evaluacion asi como del nivel inicial de tensiones de la fibra de
hormigon.

(15)

APLICACION AL METODO PASO A PASO

La equivalencia anteriormente probada puede ahora aplicarse al caso en que se quiera
obtener el incremento de deformaciones entre un tiempo (i — 1) y el siguiente (i). Se
expresard dicho incremento como Ae(t;), debiendo considerarse el mismo junto con la accién
exterior (retraccion, fluencia en traccién de la fibra relajada, ... ) para compatibilizarlos
al final del intervalo cuando se realice un célculo paso a paso (Figura 5).

(ol \ Lo

p
ot tr 4

Figura 5. Incremento de tiempo

La ecuacién que rige el fendmeno en este caso es, a partir de lo anteriormente expuesto

j=i

2c(t) = (B +oltnty) = plticriity) -
~(1+plttyan) = et ) + F (16
Be(ti) = g (B ettits) = eltiont) -
—pltntin) + ot ) + F an)

Esta deformacién, sumada a la de la accién exterior, es la que debe ser anulada al final
del intervalo aplicando una tensién sobre el hormigén de valor Aco(t;) = E(t;)(Ae(t;) +
Acqee(ti)). Dicha tensién se reaplica sobre el conjunto hormigén—acero obteniéndose final-
mente las tensiones sobre ambos materiales, siendo en el hormigén la suma de la tensién
de anulacion (Ao(t;)) y la tensién resultante al reaplicarla.
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ESQUEMA DE CALCULO CON EL METODO DEL COEFICIENTE DE
ENVEJECIMIENTO

El anterior método paso a paso va a contrastarse con los resultados obtenidos mediante
una aproximacién del sumatorio con el método del coeficiente de envejecimiento. En este
caso no lineal, el calculo mediante el coeficiente de envejecimiento se va a realizar de la
siguiente manera:

1. Se libera la fibra de hormigén de sus coacciones hiperestaticas de forma que pueda
deformarse libremente durante el periodo estudiado bajo la historia tensional existente
(Figura 6).

<«— 441

Figura 6. Libre deformacién de la fibra

2. Se anula dicha deformaciéon mediante la aplicacién de unas tensiones de retenida
aplicadas sobre la fibra con constantes ajustadas a la edad (Figura 7).

Lﬂ Acret (f)

Figura 7. Anulacién de la deformacién

3. Se reaplican dichas tensiones sobre el sistema final con constantes nuevamente ajus-
tadas a la edad (Figura 8).

AOret (t)

A/t

Figura 8. Reaplicacion de las tensiones

Este esquema, idéntico en planteamiento al lineal, debe considerar que la relajacién de
las tensiones del segundo estado puede ser no lineal. Por lo tanto, se incluye el nivel de
tensiones inicial de la pieza de la siguiente manera

E(to)
1+ X(TIUa t) tO)n()So(tv tO)

Ao-r’et = AE(t) (]_8)
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La reaplicacion de las tensiones de retenida debe hacerse considerando también el estado
tensional desde el que se realiza. Para ello es necesaria su inclusién en las constantes
ajustadas a la edad del hormigén de la siguiente manera

14 x(no,t, to)noe(t, to)

Esta forma de definir el coeficiente de envejecimiento tiene varias ventajas:

(19)

e Coincide con el caso lineal en caso de ser ng = 1.
e Soélo se necesita calcular una vez el efecto no lineal.

e Permite incluir de manera general el efecto de armaduras.

APLICACION AL CALCULO DE TIRANTES

Las tensiones tanto en el hormigén como en el acero pueden obtenerse de manera
analitica cerrada de la siguiente forma:
Sea Acg,e: el incremento de deformacién a retener

E(t E
. _ (to) = (20)
1+ X(n07tat0)n0¢(t’t0) Ec
Aaret = AETetE: (21)

{ Ao (t) = Aoye (1 - %n*p) — p = cuantia (22)

AO’S (t) = —AO’Tetn*%n*p
La comparacién entre los valores obtenidos por este procedimiento y por el método paso

a paso puede realizarse de manera exacta si se trabaja sobre la expresiéon de la tensién en
el acero (que se supone conocida del método paso a paso)

E; 1
Aou(t) = Ay B2 L (23)
cl+ gip

Aoy(t) = —Acrer - E ! (24)

Os = —R&pet - L

L+ gl (14 x (0, t, to)now(t, to))p
1

AO’S (t) = _Agret . ES (25)

1+ no(1 + x(no, t, to)nop(t, to))p

de donde despejando x(no,t,to)
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De esta forma, queda demostrado que dada una historia de cargas en una fibra com-
puesta por acero y hormigoén, el método del coeficiente de envejecimiento también puede
aplicarse de manera exacta para obtener su respuesta diferida, al haberse encontrado una
expresién analitica cerrada y Unica capaz de proporcionarlo. Es decir, el método del coe-
ficiente de envejecimiento permite obtener la misma solucién que mediante una resolucién
directa de la integral de Volterra si se adopta un valor adecuado del mismo, cuya férmula,
con solucién tnica, se presenta en (26).

Esta udltima afirmacién tiene unas enormes implicaciones; sin embargo, no tiene excesivo
sentido tabular todos los posibles casos de carga en todas las posibles fibras que puedan
existir. En cambio si es muy interesante como herramienta para obtener un valor medio
de x que responda de una manera correcta en la mayoria de los casos y comprobar de esta
manera ademds la sensibilidad del método.

Queda por realizar un comentario y es que en las historias de deformaciones externas
introducidas mediante coacciones (como es por ejemplo el caso de la relajacién pura o
cualquier otra historia de deformaciones externas impuestas que se pueda aplicar a una
fibra) la historia tensional de la misma no depende de la cuantia de armadura, ya que la
reaplicacién de las tensiones no afecta a la fibra conjunta sino a la coacciéon externa. Sin
embargo, en casos de fibras con cargas impuestas, la respuesta si depende de dicha cuantia.

PROBLEMA DE RELAJACION PURA

En la teoria lineal, la obtencién del coeficiente de envejecimiento se realizaba segin el
teorema de Bazant a partir del caso de relajacion pura al ser exacto para el mismo. El caso
particular de 7 = 1=cte ya fue resuelto anteriormente con gran detalle y tabulado mediante
adbacos. En otras palabras, dado un problema de relajacién pura, siempre se podia encontrar
un unico coeficiente x(t,tp) que proporcionara el mismo resultado.

En el caso no lineal que ahora nos ocupa, se puede realizar andlogamente el mismo
planteamiento que en el caso lineal y obtener con ello los coeficientes x(no, t, to) que resuelven
el problema no lineal de manera exacta. Evidentemente, deben existir diferencias entre los
mismos, ya que cuando una fibra se encuentra en un régimen no lineal relaja los esfuerzos
de una manera mas rapida que segin una prediccion lineal hasta entrar nuevamente en este
ultimo régimen. De esta forma, el problema a resolver puede plantearse como sigue:

Sea una fibra de hormigén en masa no fisurada (como se comenté anteriormente, es
indistinto el que la fibra sea de hormigdén en masa o se encuentre fuertemente armada,
debido a que la cuantia de acero no influye en la respuesta en los casos de movimientos
impuestos mediante coacciones externas), se le somete en ty a un desplazamiento impuesto
6 el cual se mantiene constante en el tiempo

NONONNNNNN

Figura 9. Problema de relajacién pura
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Las ecuaciones que rigen el problema son

= e(to) (27)

e(t) = %

e(to) = ( 0)(1+now(t to)) +
T=t T= do(T)
o <”” ol ) +/T , el Dan)) %)

o bien

(t) = e(to)(1 + now(t, to)) +

eX (et + X ot sn) | S (20)

e(t) = e(to) (1 + nop(t,to)) +

+(1 + X(TIO, t, to)'r](to)(p(t? tO))%

(30)

Por lo tanto, y a partir de las dos ultimas expresiones, puede obtenerse la solucién
exacta al problema mediante los dos procedimientos, el paso a paso y el del coeficiente de
envejecimiento. En este caso, se resolverda primero mediante una integracién paso a paso
en el tiempo (el método paso a paso implementado corresponde a la ecuacién planteada
en términos de incrementos de tiempo) y posteriormente se obtendrd igualando ambas
expresiones la x(7o,t,t0) que resuelve el problema. De esta forma, la x(no,t,tg) obtenida
volverd a ser exacta y unica en casos de relajacién pura en hormigon.

El método no sera exacto cuando la propia relajacion del hormigén induzca unas defor-
maciones en las fibras sobre las que se apoya y éstas por lo tanto se acorten. En general,
esas deformaciones suelen ser pequenas y el método puede considerarse como muy aproxi-
mado en un sistema hormigén - acero o bien de hormigones de caracteristicas diferentes.
Se deberia recurrir para que fuera exacto en estos casos al método del coeficiente de enve-
jecimiento generalizado propuesto por Lazic y Lazic'?, pero no parece necesario debido a
las escasas diferencias existentes.

Queda aun por comentar dos puntos antes de entrar en la resolucién de las ecuaciones:

e La relajaciéon de la fibra tal y como se indicaba en el esquema anterior se considera que
es a traccion y antes de la fisuracion, es decir, el hormigén responde con un moédulo
de deformacién que puede suponerse lineal y constante con el nivel de carga (aunque
sea variable con el tiempo).

e Otro parametro que es interesante de analizar es la evolucién del coeficiente de fluencia
no lineal en el tiempo, La fibra de hormigén se descarga segin avanza el tiempo y eso
hace que los efectos no lineales enseguida pierdan su importancia. Es decir, la fase
donde la fluencia no lineal de la fibra tiene efectos significativos es en general corta
pues la fluencia no lineal acelera la relajacion de los esfuerzos. Como limite de validez
del modelo presentado se propone una relacién Ao = 0,8 debido a que es el limite
para el que se calibré el modelo.
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Los resultados obtenidos se tabulan para la definicién propuesta del coeficiente de envejeci-
miento no lineal en forma de dbacos de manera similar a la vista en el caso lineal. El primer
caso estudiado corresponde a un hormigén de caracteristicas f. = 30 MPa, e = 1000 mm
y HR=80 % (Figura 10) donde puede verse cémo, para valores elevados de g, las curvas
proporcionan valores de x inferiores a los obtenidos cuando dicha relacion se aproxima al
caso lineal.

COEFICIENTE y SEGUN NIVEL DE SOLICITACION INICIAL
fck=30 Mpa e=1000 mm HR=80%

094 - - - - e e

0.8

—— | |—Coef Xlineal
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B N e =
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0.7

P I I N I R — S — Coef. X (0.6)
4 ——

Y I B D~ | T — Coef. X (0.8)
] e S

024 - - - I ——

014 --------- J-oee e

0
1 10 100 1000 10000
t (dias)

Figura 10. Coeficiente x no lineal. fox = 30 MPa, e = 1000 mm, HR=80 %

Este primer grafico (Figura 10) muestra el efecto para una pieza con un espesor consi-
derable y por lo tanto con valores del coeficiente de envejecimiento bajos (al desarrollarse la
fluencia més lentamente). El efecto no lineal apenas es perceptible hasta relaciones cercanas
a A\g = 0,6. Para valores elevados de dicha relacién las desviaciones se vuelven apreciables.

Otro caso resuelto donde se propone un pequeno espesor para la pieza (100 mm) y por
lo tanto una mayor velocidad de desarrollo de la fluencia se detalla en la Figura 11.

COEFICIENTE % SEGUN NIVEL DE SOLICITACION INICIAL
fck=30 Mpa e=100 mm HR=80%
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Figura 11. Coeficiente x no lineal. f., = 30 MPa, e = 100 mm, HR=80 %
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Como puede verse, el resultado es similar al del caso anterior. Puede observarse también
como nuevamente las curvas tienden a ponerse paralelas una vez que se sale del régimen no
lineal, quedando afectado x por la historia tensional desarrollada previamente.

FORMULA APROXIMADA PARA EL COEFICIENTE y

Los resultados anteriores muestran un desvio en el valor de x respecto del obtenido
suponiendo un comportamiento lineal en fluencia. Estudiando estos resultados junto a una
base mas amplia generada variando los diferentes parametros del coeficiente de fluencia
se estima que las desviaciones esperables respecto de la prediccion lineal en el coeficiente
de fluencia, donde A representa la relacién tensién/resistencia, pueden evaluarse segin los
valores de la Tabla I.

Relacién A\g | Desviacién media
0,0 0%
0,2 1%
0,4 5%
0,6 15 %
0,8 40 %

Tabla I. Desviacién respecto de la prediccién lineal

A partir de estos valores se ha ajustado una curva con una expresion sencilla y que
reproduzca de una manera lo mas correcta posible la tendencia de los mismos. La relacion
aproximada, que lleva un error del centésimo en el origen, propuesta por el autor para los
valores medios es la siguiente

_ g
X0, £, o) = iin (1, to) (1 — 1000 1)) —a=7 (31)

De esta forma, y aceptando la férmula aproximada del MC-90 para dicho coeficiente de
envejecimiento, se tendria

Vito (A1) 0
X(nOa ) 0) 1 \/% ( 00 ) A _,C (3 )

El exponente que afecta a ty es de % segun el MC-90, segtin otros autores como Trevino
dicho exponente puede estar mas proximo a %, en cualquier caso las diferencias en los
resultados de las dos férmulas no son significativas.

Esta tltima férmula parece méas que suficiente para resolver los problemas de fluencia
no lineal debidos a no linealidad proveniente de altas tensiones, considerando los diferentes
parametros involucrados en la misma y la incertidumbre en su determinacion.

Para el caso lineal ambos coeficientes coinciden como debe ocurrir (salvo por el error
de ﬁ introducido en el coeficiente corrector) y queda ampliado el rango de validez del
método a casos no lineales. No se encuentra en la expresién el tiempo de evaluacién t, es
por lo tanto una curva que proporciona los valores de x a tiempo infinito. No obstante, los
resultados no se desvian excesivamente para tiempos de curado superiores a los diez dias y
en cualquier caso se estabilizan rdpidamente, no teniendo excesivo sentido afinar en el valor
de los mismos.
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PROBLEMA DE RETRACCION LIBRE

Un caso interesante que debe resolverse en el dia a dia de la ingenieria civil es la eval-
uacién de las tensiones y deformaciones que provoca la retraccién en una fibra. Dicha
retraccién es capaz incluso de fisurar por si sola un elemento (igualando las tensiones de-
sarrolladas a la resistencia a traccién del mismo).

Es importante destacar, antes de entrar en el cdlculo del fenémeno, la aplicabilidad
del principio de superposicién. Segun dicho principio no se admiten descargas (entendi-
das éstas como cambios en el signo de los incrementos de deformaciones). Por lo tanto, es
valido estudiar una fibra armada comprimida que retrae segin el principio de superposicién
al aumentar con el tiempo la deformacién de la misma. También es valido estudiar una
fibra sin tension inicial que retrae (el caso mas usual e interesante) mediante el principio
de superposicién al acortarse monoténicamente. Sin embargo, este principio no es estricta-
mente aplicable en todos los casos de fibras traccionadas inicialmente, pues la deformacién
en la misma puede cambiar de signo con el tiempo, Este cambio depende de la relacién de
deformaciones fluencia en traccién-retraccién (Figura 12).

e A

/ Traccion inicial

~ Y

Compresion inicial

Figura 12. Historia de tensiones

En este estudio se va a analizar el efecto de la retraccién suponiendo que no se encuentra
cargada inicialmente y ademds se encuentra libre de coacciones externas y por lo tanto
si influye la cuantia de armadura en su respuesta. Este es el tipico caso de un tirante
hormigonado y que espera a ser puesto en carga.

A efectos de poder comprobar la importancia relativa que tiene la fluencia no lineal
en un caso de retraccién y fluencia de un tirante descargado, se ha realizado un estudio
paramétrico en el que se han variado cuantias y propiedades reolégicas del hormigén. A
continuacion se presentan los resultados correspondientes a los dos ejemplos anteriores que,
debido a la enorme diferencia en el espesor, dan lugar a resultados muy diferentes (debido
a que uno -el de mayor espesor- no entra apenas en régimen no lineal de fluencia, mientras
que el otro (de pequenio espesor y mayor retraccién y fluencia) entra fuertemente en la fase
no lineal) y significativos del comportamiento esperable.

El primer caso que se presenta en la Figura 13 es el correspondiente a un espesor de
100 mm.
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VALORES DEL COEFICIENTE y, PARA RETRACCION Y
RELAJACION
fck=30 Mpa e=100 mm HR=80% SEGUN CUANTIAS
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Figura 13. Coeficiente y no lineal. f., = 30 MPa, e = 100 mm, HR=80 %

Como puede observarse, la cuantia influye en el valor del coeficiente de envejecimiento
aunque su influencia no es excesiva. También se observa que el coeficiente de envejecimiento
considerando una cuantia elevada es siempre superior al valor para cuantias bajas (como se
explicard mds adelante) y que el valor de x es superior considerando la fluencia no lineal
respecto del caso en que no se considere. Esta ultima observacién (opuesta al caso anterior
de relajacién pura) es debida a que aqui el valor de ng es el mismo para todos los casos e
igual a 1, 0.

En el caso de considerar un espesor de 1000 mm el valor de la retracciéon disminuye
fuertemente, obteniéndose los resultados de la Figura 14.

VALORES DEL COEFICIENTE y PARA RETRACCION Y
RELAJACION
fck=30 Mpa e=1000 mm HR=80% SEGUN CUANTIAS
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Figura 14. Coeficiente x no lineal. f.x = 30 MPa, e = 1000 mm, HR=80 %

En este caso, el valor del coeficiente es practicamente idéntico se considere o no la no
linealidad en fluencia y la cuantia de acero en la fibra.
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La explicacién de estos resultados es sencilla si se tiene en cuenta una serie de conside-
raciones. Para empezar, si no existiera armadura, la tension en el hormigén seria constan-
temente igual a cero y nunca entraria en problemas de fluencia no lineal. Dichos problemas
aparecen cuando la cuantia de acero es importante y el hormigén se tracciona fuertemente.
Una vez que eso se produce, la no linealidad en fluencia origina que se relajen los esfuerzos
mas rapidamente que segin una prediccién lineal. Por lo tanto, para que la tensién en
ambos materiales sea menor, por ejemplo en el acero, el coeficiente de envejecimiento debe
ser mayor segun

1

A s(t) = -A ret Fis
7s(t) et ST o (1 + xmow(t to))p

(33)

Este fendmeno es el que explica la desviacién no lineal segiin la cuantia. Aunque, como
se vela en el primero de los ejemplos, dicha desviacién en ningin caso es acusada.

Si por el contrario la accién es pequena (como en el segundo caso) respecto de la fluencia
desarrollada en la fibra, apenas habréa desviaciones respecto de una prediccién lineal. Este
hecho explica el comportamiento tan diferente exhibido por las curvas de los dos casos
anteriores.

Otro punto que es interesante destacar es que la forma de las curvas debe ser muy
diferente de un caso a otro. Asi, en el primero de los dos y para 28 dias de puesta en
carga y tiempo infinito de evaluacién, se tiene Ac.s = —3,12 x 107% y ©(t,t9) = 1,86; en
el segundo de los casos apenas varia el coeficiente de fluencia disminuyendo fuertemente la
retraccion (Ae.s = —1,50 x 1074 y o(t,t9) = 1,52). Esta falta de proporcionalidad entre
accion-relajacion es la que origina la diferente forma entre las curvas del coeficiente de
envejecimiento.

IMPORTANCIA RELATIVA DEL FENOMENO

Las desviaciones de las predicciones lineales en la retraccién son pequenas respecto del
caso en que se considera la no linealidad en fluencia. Sin embargo, es interesante contrastar
estos resultados con los que se obtendrian al aplicar el coeficiente lineal de envejecimiento
del caso de relajacién pura. Su importancia relativa como se verd a continuacién no es
tanta.

En el segundo de los casos, tal vez el mas llamativo, se pueden adoptar como valores
de calculo los expuestos anteriormente para retraccion y fluencia y los coeficientes x ya
tabulados para el caso de relajaciéon pura (xre; = 0,70 ¥ xret = 0,38). Realizando los
calculos para la tensién del hormigdn segun las diferentes cuantias, se obtiene los errores
de la Tabla IT si se emplea la prediccion lineal con el y;.¢;, donde, en el célculo de tensiones,
se ha considerado

1
AO’C<t> = A€T€tE: <1 — m) (34)
p (%) | Error (%)
0.0 0.0
1,0 3,0
10 8.5

Tabla II. Errores segiin cuantias
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El error aumenta al hacerlo la cuantia, pero en ningun caso llega a ser significativo
teniendo en consideracion la incertidumbre de los diferentes pardametros involucrados asi
como de la evolucién de la ley de fluencia y retraccién en el tiempo.

Si se analiza el primer caso, los errores son ain menores (maximo entorno al 4 %).
Ademds, cuando la fibra entra en régimen no lineal, el error al aumentar la cuantia dismi-
nuye, pues el valor de x se acerca en ambos casos (cosa que no sucedia anteriormente).

Puede por lo tanto admitirse de manera general que la tensién calculada en el hormigén
empleando el coeficiente de envejecimiento de un problema lineal de relajacién pura es
inferior a la obtenida de manera exacta. Dichas desviaciones, del lado de la inseguridad,
son sin embargo pequenas y asumibles teniendo en cuenta el grado de incertidumbre de los
parametros involucrados. El error cometido aumenta con la cuantia si la fibra no entra en
régimen no lineal y disminuye en caso de hacerlo.

Para el estudio simplificado del fenémeno de la retraccién se propone emplear un coefi-
ciente x con un valor de 0,60 en vez de 0,80 que parece concordar mejor con los resultados
numéricos obtenidos. Este valor es el que ademads se propone para cargas cuyo valor evolu-
ciona en el tiempo (como un asiento diferido, por ejemplo) en el régimen lineal. De hecho, la
retraccién también puede considerarse como una accién cuyo valor evoluciona en el tiempo
y por eso el coeficiente de envejecimiento esperado debe ser menor que el valor calculado
para un problema de relajacién pura.

CONCLUSIONES

Con este estudio se ha pretendido cubrir una serie de objetivos:

e Demostrar la equivalencia del planteamiento en incrementos de tensién con el plan-
teamiento en incrementos de tiempo en la historia tensional de una fibra.

e Aplicar el coeficiente de fluencia corregido a la formulacién en incrementos de tiempo.
e Incluir cualquier tipo de carga y cuantia de armado en la resolucién del problema.

e Demostrar la unicidad y existencia de la solucién de un coeficiente de envejecimiento
para los casos anteriores. Dicho coeficiente es tinico para casos de fibras con cargas
impuestas y es independiente de la cuantia para casos de deformaciones externas
(coacciones externas) impuestas.

e Obtener el valor del coeficiente de envejecimiento para los casos mas importantes en
los tirantes o fibras en general, una relajacién que pueda considerar la no linealidad
de la fluencia y la actuacion de la retraccién en una fibra libre.

Tras probar y demostrar los anteriores puntos se han obtenido ademas una serie de
conclusiones interesantes:

- Se han obtenido unas expresiones generales, presentadas en (20), (21) y (22), para el
calculo de las tensiones en el acero y hormigén de un tirante empleando el método
del coeficiente de envejecimiento y considerando la no linealidad a altas tensiones.

- Se ha probado que se puede encontrar un tinico valor del coeficiente de envejecimento
que resuelve este tipo de problemas de manera exacta cuya expresion se presenta en
la ecuacién (26).

- Al aplicar estos conceptos, pueden superarse gran parte de las limitaciones del método
original. Con esta nueva herramienta se ha estudiado el efecto no lineal en dos intere-
santes casos, la relajacién pura y la retraccién libre.
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- El coeficiente de envejecimiento para la relajacién pura es independiente de la cuantia
de acero (al ser dicha accién una vinculacién externa). El valor del coeficiente de
envejecimiento puede corregirse de manera sencilla respecto de una prediccion lineal
segun la expresién presentada en (32).

- El coeficiente de envejecimiento muestra también ciertas desviaciones respecto de
la teoria lineal para el caso de retraccién libre sobre un tirante. Sin embargo, la
importancia real de estas diferencias en el valor final de las tensiones es pequena
debido principalmente a que la fibra parte con un estado tensional inicial nulo en
ambos casos.

La relacién entre la fluencia y retraccién se vuelve un factor importante en el valor del
coeficiente y (teniendo también influencia la cuantia de armadura) pero, en cualquier
caso, los errores cometidos respecto de emplear una prediccién lineal en relajacién son
pequenos y asumibles.

Se propone para este caso un valor medio de y de 0,60 en vez del obtenido de las
curvas de relajacién lineal de 0,80. En cualquier caso, el método se muestra poco
sensible en sus resultados de tensiones y deformaciones frente a variaciones en el valor
del coeficiente y, tal y como sucede en el caso lineal.
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