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1. CONTENIDO

El contenido de este informe semestral es el siguiente. En la Seccion 3 se presentan los
aspectos basicos de la formulacion original del elemento BSQ. Se muestra la geometria donde
se define “la parcela de elementos” y el sistema de coordenadas a utilizar y el calculo de las
curvaturas en funcion de las coordenadas de los nudos de la parcela. En la Seccion 4 se describe
una forma alternativa de tratar el campo de curvatura con motivos de extender las capacidades
del BSQ al tratamiento de superficies quebradas y ramificadas. El célculo de las deformaciones
membranales se meustra en la Seccion 5. En la Seccidn 6 se muestra el nuevo esquema particular
de estabilizacion fisica y una forma alternativa de tratar las fuerzas de estabilizacion flexional.
También se dan algunos detalles respecto al calculo de de fuerzas nodales equivalentes. En la
Seccion 7 se presenta algunos ejemplos de los elementos presentado incluyendo ejemplos no
lineales. Finalmente se resumen algunas conclusiones.

2. INTRODUCCION

En los ultimos afios ha habido una importante actividad en el desarrollo de elementos de
laminas que prescinden de las rotaciones como grados de libertad. Las aproximaciones son muy
diversas, una muy promisoria pero todavia limitada a problemas lineales de placas es la basada
en el concepto de “isogeometria”(Cottrell et al. (2006)) asociada a funciones usadas en los sis-
temas de CAD. Uno de los objetivos aqui es utilizar una unica definicion geométrica (NURBS)
a los fines de simplicar los procedimientos de refinamiento. Una segunda aproximacion, que
comparte algunas ideas con la anterior en lo referido a la interaccion con los sistemas de CAD,
que no esta limitada a problemas lineales y facilita el tratamiento del contacto, es el concep-
to de “superficies de subdivision”(Cirak y Ortiz (2000, 2001)). Los esquemas de subdivision
construyen superficies suaves a partir de una malla de control inicial usando un proceso de re-
finamiento repetitivo. Una vez generada la malla, para evaluar las curvaturas en cada elemento
(triangulo), se utiliza una parcela regular de 12 elementos sobre la que se define una funcion
de interpolacion especial. La tercera aproximacion, ya no asociada con los sistemas CAD y
con mayores antecedentes dentro del MEF (Ofiate y Cervera (1993); Sabourin y Brunet (1993))
consiste en evaluar la curvatura usando una parcela de elementos formada por el elemento so-
bre el cual se desea evaluar las deformaciones y los inmediatamente adyacentes (parcela de 4
elementos triangulares o 5 elementos cuadrilateros). En problemas tridimensionales los princi-
pales desarrollos ha sido con elementos triangulares utilizando interpolaciones lineales sobre
cada elemento (Onate y Zarate (2000); Flores y Ofiate (2001)). En todos los casos se ha usado
un unico punto de integracion en la superficie y un nimero variable de puntos de integracion



en el espesor de acuerdo a la aplicacion. Estos elementos se han implementado en codigos
comerciales y se han utilizado extensivamente para simulaciones de embuticion de laminas del-
gadas con excelentes resultados (Brunet y Sabourin (1995); Rojek y Onate (1998); Onate et al.
(2002)). Una mejora sustancial en el comportamiento membranal de estos elementos se logrd
utilizando una aproximacion cuadratica sobre la parcela de cuatro elementos(Flores y Ofate
(2005)), dando lugar a un elemento con comportamiento similar al tridngulo de deformacion
lineal pero sin los problemas de bloqueo membranal que presenta este tltimo. En la Referencia
(Onate y Flores (2005)) se presenta un amplio rango de aplicaciones que muestra el excelente
comportamiento membranal y flexional de este ultimo elemento. Todos los elementos descrip-
tos hasta aqui suponen que la superficie es suave y que no hay cambios bruscos en la rigidez
flexional de la lamina, lo cual surge de la forma en que se interpola la geometria. En la referencia
(Flores y Onate (2006a)) se presenta un elemento para ldminas bidimensionales (basicamente
de revolucion) en el cual esta tltima restriccion fue levantada, de tal forma que es posible consi-
derar laminas con quiebres e incluso ramificadas. Una extension a problemas tridimensionales,
usando nuevamente triangulos ha sido presentada en (Flores y Ofiate (2006b)), lo cual implica
un aumento importante en el campo de aplicacion, incluyendo la industria aerondutica entre
otras. Finalmente cabe mencionar que existe una cuarta alternativa para la formulacion de ele-
mentos sin grados de libertad de rotacion a partir de las teorias de ldminas deformables por corte
transversal o de la aproximacion de sélido degenerado (ver por ejemplo (Reese (2006)) y los
trabajos alli citados). Esta ultima aproximacion es completamente diferente porque los grados
de libertad rotacionales son eliminados a costa de nuevos grados de libertad traslacionales (los
desplazamientos de la superficie superior e inferior).

A diferencia de otras formulaciones la mayoria de los desarrollos han sido realizados so-
bre elementos triangulares, y no existe un desarrollo exhaustivo de elementos cuadrilateros. El
trabajo de (Onate y Cervera (1993)) sugiere la posibilidad de considerar elementos de placa
delgada cuadrilateros pero no indica los detalles y menos atn provee de resultados. La primera
aproximacioén mencionada (Cottrell et al. (2006)) incluye la utilizacion de superficies de control
de cuatro lados nuevamente para placas. El primer elemento sin grados de libertad de rotacion
cuadrilatero para laminas delgadas ha sido presentado en la Ref.(Brunet y Sabourin (2006))
como una extension de un elemento triangular. La formulacion utiliza una parcela de cinco
cuadriléateros, y calcula deformaciones de flexion normales a los lados comunes a partir de sus
giros relativos, las cuales son luego interpoladas usando coordenadas de area. Adicionalmente
a las cuatro angulos de giros evaluados a cada lado del elemento principal de la parcela se adi-
cionan dos angulos internos para evitar posibles modos de alabeos. La formulacion presentada
implica una integracion paso a paso de las deformaciones dentro de un sistema corrotacional,
una formulacion Lagrangena actualizada y una relacion constitutiva hipoelastica. Un segundo
y un tercer elemento sin grados de libertad de rotacién cuadrilatero para ldminas delgadas
fue presentado por los autores del presente informe (Flores y Estrada (2007); Estrada y Flores
(2008)). La formulacion es una extension de los elementos triangulares desarrollados previa-
mente (Flores y Onate (2001, 2005, 2006a,b)) para superficies suaves, quebradas y ramificadas.
La diferencia principal con la aproximacion presentada en (Brunet y Sabourin (2006)) es que se
trabaja directamente con la obtencion de la primera y segunda forma fundamental de la super-
ficie en base a una formulacion Lagrangeana total que permite utilizar un modelo constitutivo
hiper-elastico.

En este informe los elementos BSQ y BBSQ son revisitado con motivo de mejorar el tratamien-
to de las fuerzas de estabilizacion membranal y flexional. Los elementos cuadrilateros con un
solo punto de integracion son ampliamente usados por su bajo costo computacional, sin embar-



go, como consecuencia de la subintegracion suelen aparecer modos de energia nula los cuales
deben controlarse para obtener una solucion numérica estable. En (Flores y Estrada (2007))
se presenta una forma de calcular las fuerzas de estabilizacion membranal y flexional basada
en la evaluacion del gradiente a la mitad de cada lado. Se observo que el esquema de estabi-
lizacion flexional en problemas quasi estaticos, resueltos con un codigo explicito requiere de un
fuerte amortiguamiento para evitar inestabilidades numéricas locales. Otro aspecto importante
observado en la formulacion del elemento BSQ es el uso de energia elastica de estabilizacion
membranal en problemas con material elasto plastico. Como consecuencia de este tltimo aspec-
to en algunos casos se introduce demasiada energia membranal. Como consecuencia de ello, en
este trabajo se presenta una mejora en la formulacion de las fuerzas de estabilizacion flexional
y membranal. Algunos aspectos aqui mencionado han sido presentados en (Estrada y Flores
(2008)).

3. FORMULACION LAGRANGEANA TOTAL DEL BSQ
3.1. Definicion de la geometria del elemento y de la parcela

La geometria del elemento cuadrilatero queda definida por la posicion (superficie media )
de sus cuatro nudos por lo que los tnicos grados de libertad a utilizar son las tres componentes
de desplazamiento en cada nudo. Dentro de cada elemento la posicion de la superficie media
resulta de la habitual interpolacion bilineal
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donde ¢! es la posicion de la superficie media en cada nudo y las N7 (n;,n,) son las fun-
ciones de interpolacion bilineal definidas sobre el elemento maestro en el sistema local (ver por
ejemplo Zienkiewicz y Taylor (2000)).

Para el calculo del tensor de curvaturas sobre un elemento M se utiliza una parcela de cinco
elementos formada por el elemento M y los cuatro elementos adyacentes a sus lados. En la
Figura la se muestra el orden de los nudos y la definicién de las conectividades de la parcela
de elementos. Los nudos y los lados en el elemento principal M estan numerados localmente
de 1 a 4 en sentido antihorario. La numeracion de los lados se asocia posteriormente a puntos
de evaluacion de una integral sobre el contorno. Los elementos adyacentes al elemento princi-
pal M estan numerados con el nimero asociado al contorno del lado comun. Los nudos de los
elementos adyacentes que no pertenecen al elemento principal se han numerado consecutiva-
mente en sentido antihorario empezando por el elemento 1 (ver Figura 1b). Las conectividades
de los elementos adyacentes son definidas comenzando por los dos nudos comunes al elemento
central.

La evaluacion de la primera y segunda forma fundamental de la superficie media en el ele-
mento central de la parcela, requiere de la definicion del sistema cartesiano mencionado en
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forma consistente sobre cada punto de la parcela donde se evalue el gradiente ai = ;. Para
i
ello se define el sistema cartesiano de referencia ( °tY, °t3, °t°) a partir de la normal
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donde 0(,09,]1 ,° c,o,on2 son las derivadas respecto a las coordenadas naturales evaluadas en el centro
del elemento (supraindice derecho 0) en la configuracion original (supraindice izquierdo 0) y °A
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Figura 1: (a) Definicion de la parcela de elementos, (b) sistema de coordenadas naturales.

es el area del elemento. Las dos direcciones cartesianas de referencia ( °t{, °t9) sobre el plano
normal a °t° se eligen arbitrariamente (por ejemplo en las direcciones principales de ortotropia
del material).

Similarmente, en cada punto medio de cada lado k del elemento principal se tendra el plano
tangente (@} , %@} )y sunormal °t"

o= 5 (e < o) @
donde J;, es el determinante jacobiano de la transformacion isoparamétrica en la geometria
original.

En los elementos adyacentes el gradiente se requiere solo en el centro de cada lado comin
con el elemento principal. Utilizando el mismo procedimiento anterior, pero ahora la referencia
es el sistema local ( °t}, °t%) en dicho lado dentro del elemento y la interseccién g* entre ambos
planos es naturalmente el lado comuin a ambos elementos.

3.2. Evaluacion de las curvaturas

La segunda forma fundamental (tensor de curvaturas) de la superficie media puede escribirse
como (con o, f = 1.,2):
Kap = —Prap - 3)

De la misma forma que en los elementos triangulares (Onate y Flores (2005)) las compo-
nentes del tensor de curvaturas se definen constantes en cada elemento y sus valores se calculan
como la integral promedio sobre cada elemento

-1

expresion que, integrada por partes, resulta (t es constante a los fines de la integral y se evalua

en el centro del elemento)
—1
Fop = 51 /OF ng @i, d°T - t° Q)

donde °I" es el contorno del elemento con normal saliente n sobre el plano tangente, definida
en la configuracion original con componentes n3 sobre el sistema cartesiano local.




La integral de la expresion (5) sobre el contorno se evalua numéricamente con un punto de
integracion a la mitad de cada lado
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donde el indice en minuscula £ = 1..4 (ver Figura 1.a) corresponde a cada uno de los puntos
de integracion utilizados a la mitad de cada lado y [* es la longitud (original) del lado. La
continuidad C! de la formulacion débil, requiere de la continuidad del gradiente ¢, entre
elementos. En esta formulacion la continuidad se establece en forma discreta a la mitad de cada
lado, para lo cual en tales puntos el gradiente se define como el promedio entre el gradiente
evaluado con la geometria del elemento principal M y el evaluado con la geometria del elemento
K adyacente al lado k& (cuando es necesario precisar el elemento correspondiente se indica entre
paréntesis en la notacion)

o ]F = 1[ (1) K(K)
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Notar que la continuidad del gradiente tangente al lado ¢, estd asegurada por la interpolacion
isoparamétrica y que solo el gradiente normal al lado ¢,,, es el que se promedia.
La expresion de las componentes del tensor de curvatura resulta entonces
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La definicion de la curvatura utilizando el promedio de los gradientes en los lados permite
observar que pueden existir configuraciones geométricas con una variacion alternada de la cur-
vatura (una sinusoide de semionda igual a la longidud del elemento) que conducen a un valor
nulo de la curvatura promedio. Lo cual implica que pueden aparecer configuraciones defor-
madas sin energia asociada (modo flexional de deformacion espurio). Estrictamente este modo
solo puede aparecer en superficies planas, aunque puede ocurrir con baja energia en superfi-
cies curvas. Para mantener un solo punto de integracion en el elemento (curvatura constante) es
necesario entonces realizar alguna estabilizacion de este modo flexional. Recientemente Flores
y Onate (Flores y Onate (2006a)) han desarrollado un elemento de viga/ldmina bidimensional
sin rotaciones que utiliza una aproximacion lineal de la curvatura 4 entre los dos nudos del
elemento. Alli aparece el mismo problema si se utiliza un tnico punto de integracion, lo cual ha
sido resuelto reescribiendo la curvatura como el valor obtenido en el punto de integracion mas
una componente de estabilizacion. Esta tltima componente no es otra cosa que la diferencia
entre las curvaturas evaluadas en los nudos.

Para el planteo de la forma débil de las ecuaciones de equilibrio se requiere evaluar la
variacion de las componentes del tensor de curvaturas, ésta resulta:

De aqui la variacion de las curvaturas puede finalmente escribirse como

4 4 k
ORag = Z * {Z naN/I@ + ngN,]a} sul -t + Z [na NI 4 BNJ(K ] du’( to}
k:l =1 J—1

= B, éu” (9)



donde N7(¥) es 1a funcion de forma del nudo local .J en el elemento adyacente K (andlogamente
para éu’8)) y JuP agrupa a las variaciones de los desplazamientos de los nudos de toda la
parcela (12 nudos y 36 grados de libertad).

Para el planteo de la estabilizacion flexional, de la misma forma en que se dividen los vec-
tores h,g, puede dividirse la matriz B, en (9), B, = B,()l) + Bl(f) lo cual permite definir la

. . e 2 1
correspondiente matriz para estabilizacion By = Bl() ) BIS ' 1o que muestra que el esfuerzo
numérico para la estabilizacion flexional no sera significativo.

4. FORMULACION EXTENDIDA DEL BSQ PARA SUPERFICIES NO SUAVES
4.1. Evaluacion de las curvaturas

Si las curvaturas son definidas en términos del sistema local al contorno (n, s) se tiene

k

= 2
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K92 = 9 A Zl U 1Mo k(M) (10)
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Notar que en general goﬁEM) - t9(M) << 1 para cuadrilateros no muy distorsionados, en tanto
que gofCS(M) = gofcs(K) debido a la continuidad de la superficie media.

La proyeccion del gradiente normal al contorno en el elemento adyacente sobre la normal al
elemento goﬁEK) - t°M) puede interpretarse como el seno del angulo entre las direcciones tan-
gente al elemento go%cM) en el centro y la direccion tangente al elemento vecino sobre el lado

k(K) . ., . i1 , ~ .,
wn . Esta interpretacion alternativa es valida para angulos pequefios. De hecho, la expresion
(10) expresa la curvatura para el caso de superficies suaves. Sin embargo, estamos interesa-
dos en expresar el campo de curvatura para el caso donde exista un quiebre o ramificacion,
donde el angulo indicado puede ser muy distinto del recto. Luego, resulta necesario modificar
la definicion de la expresion (10), utilizando efectivamente el angulo indicado y no su seno.

Esta modificacion afecta inicamente al término asociado con el gradiente normal cpﬁEK) .
t9(M) | para ello proponemos reescribir esta proyeccion como la suma

Y 400D RO (0D | 33480 g, (1
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n

donde 2+* es el angulo entre los vectores normales al lado en cada elemento
1
1+ = Lang (a2, )

Reemplazando en (10), se tiene un nueva aproximacion numérica de la curvatura

R11 1 4 i ni —ning (Pk(M) . £0(M)
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La estabilizacién del modo flexional se logra “penalizando” la semidiferencia entre las cur-
vaturas nodales. Una posible solucion es definir la curvatura de estabilizacion flexional Fa((x%)
(ver Flores y Estrada (2007)) como

RS = &) — &Y (13)

De la misma forma que se dividen los vectores K, se divide la matriz B que relaciona
incremento de desplazamientos con incrementos de curvaturas

)

B-B©® +B" + B®

lo cual permite definir la matriz

B°=B® _B®

lo cual implica que el esfuerzo numérico para la estabilizacion no es significativo.

4.2. Tratamientos de quiebres

En este caso se busca establecer como formular con el BSQ los casos donde hay una dis-
continuidad marcada en la normal (quiebre o pliegue) en la superficie original. El tratamiento
del quiebre debe tratarse en forma localizada en los puntos medio de cada lado del elemento
principal a los efectos de definir los sistemas de referencia. Las direccion normal al lado del
elemento adyacente se define a partir del lado s* y la normal °t*(%) correspondiente. Supong-
amos entonces que en la configuracion original exista un angulo no nulo °¢" entre la normal
del elemento principal °n*™) y la normal entrante al lado del elemento vecino °n'*). En los
puntos medios del lado correspondiente al elemento adyacente se calcula el plano tangente
("gof;EK), OcpfigK)) y su normal °t*). A cada lado del elemento vecino, sobre el lado comun, es
posible definir un triedo local con: la normal °t*%), el lado comiin °s y la normal al lado en el
plano del elemento °n*¥) = °s x °t*(5) Notar que °s = s¥M) y s*(X) estan a lo largo de
la misma linea pero en sentido contrario. Donde s*(%) es el lado compartido con el elemento
adyacente.

Luego es posible definir el angulo que forman la normal al elemento principal °n**) y la
normal del elemento adyacente °n*%) obtenida previamente en el triedo local al lado, como

sin® gk = onFOD . oph(K) (14)

cos? pf = onk(M) . ogk(K) (15)

donde el angulo °¢" es medido alrededor del lado comun °s en sentido horario desde °n*(*)
hasta °n*¥) (Figura 2).

En la configuracion deformada los vectores n**) y n ya no formaran un angulo °¢,
sino ¢ en la posicion que corresponda. Esto tltimo representa un cambio A¢” respecto a la
configuracion original. Dicho cambio de angulo que experimenta el elemento en cada borde
debe garantizar que la seccion normal de cada quadrilatero en los lados rote con el lado en
cuestion, asegurando de esa manera la continuidad de la lAmina. Para que las normales n*(™) y
n*(%) mantengan el angulo original °¢ puede asociarse a cada elemento una rotacién - relativa
a la rotacion de la arista s, con la condicion

k(K)

Agh = o) 4 M) (16)



Figura 2: Angulos entre dos elementos

donde ~*0 son las rotaciones relativas de las normales n*0 y cuyo valores interesan para la
obtencion del campo de curvaturas. La rotacion relativa del elemento adyacente se define como

k(K) _

g Agh = rOAg" (17)
Introduciendo la definicion del angulo de rotacion v*) en la expresién de la curvatura se
tiene una nueva aproximacion del campo de curvatura. De igual manera para la estabilizacion
flexional Faffﬁ) en (13)
Para evaluar las variaciones de las componentes del tensor de curvaturas debe calcularse la
variacion de los dos términos de la expresion (12). Concentrandonos en el segundo término, se
obtiene

n n

k(K k(K)
AW()H ). 5, > (18)

n

1
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donde ¢ gofjg) es la variacion del gradiente normal al lado.

4.3. Tratamiento de ramificaciones de laminas

El caso anterior, cuando dos elementos forman una superficie quebrada es un caso particular
de ramificacion. En otras palabras, un caso general tendremos n elementos concurriendo a una
misma arista s. Con motivos de explicar el tratamiento de cascaras ramificadas supongamos
que el lado interseccion como el primer lado de cada uno de los elementos que se intersectan y
que la orientacion del lado sea la misma para todos. Denominemos por / y J a los nudos que
definen el lado y que los restantes nudos de los (K = 1, ..., n) cuadrilateros sean los nudos k y
[. En la configuracion original, en el punto medio del lado comun °s se calcula el plano tangente
(ogoq(ff), Ogog,f)) de cada elemento y su normal °t(%). Luego se define para cada elemento un
triedo local con: la normal °t(%), el lado comiin °s y la normal al lado en el plano del elemento
onK) = °gx°t(K) Luego la normal saliente de cada elemento permite definir (k = 1,...,n—1)
angulos independientes entre °n®) y °n(E+1) Jos cuales se definen en la configuracion original
como



sin® ¢ = —on®) . opE+D) (19)

cos® pF = enEFD L og(K) (20)

En la configuracion deformada, a partir de la interpolacion bilineal de la geometria pueden
. (K)  (K) : .
evaluarse los gradientes (¢, ’, ¢n, ), es decir los planos tangentes sobre el lado comin s que
se completa con la normal a cada lado y con ellos los nuevos angulos ¢ que representa un
cambio A¢" respecto a la configuracion original.
La rotacion del lado s en si mismo se define como el promedio ponderado

n

_ 1 n
_ (K) g(K) _ (K) g(k)
b= S RM) > RO =% rg 1)
K=1 K=1
Con lo cual la rotacién relativa v(%) del elemento K respecto del lado s se define como la
diferencia entre el angulo rotado por la arista 3 y el angulo rotado por el elemento /3 (%)

) = B - g5 (22)
Luego, la definicion de 7% permite completar la evaluacion de la curvatura en (12) para
cada lado del elemento en cuestion. De igual manera se procede para el tratamiento del vector
curvatura de estabilizacion RS? (13).
Para evaluar las variaciones de la curvatura debe calcularse la variacién de la componente
del gradiente normal al lado sobre la normal al elemento, luego

= 1
75 = £ ) — A0 $ T(M)Wt(M) 5t | FOGAL) (23)
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donde go(% son las variaciones de los gradientes normales calculados sobre el plano tangente a
cada cuadrilatero.

Finalmnte la forma de 67(%) sobre cada uno de los lados dependera de si el lado es parte de
una Unica superficie (suave o no) (18) o corresponde a una linea de ramificacion (23).

5. EVALUACION DE LOS ESFUERZOS MEMBRANALES

Las caracteristicas especiales del elemento de ldmina desarrollado requieren la evaluacion del
gradiente a la mitad de cada lado a los fines de calcular la curvatura. Resulta ventajoso entonces
usar esta informacion para calcular la primera forma fundamental en el centro del elemento y
desarrollar el esquema de estabilizacion membranal. A partir del gradiente de la deformacion
evaluado a la mitad de cada lado k en la superficie media se tienen las componentes en el plano
del tensor derecho de Cauchy-Green C

k k k
Uop = Pra " P13 (24)
Se propone definir el tensor métrico, a utilizar en el punto de integracion en el centro del
elemento, como un promedio ponderado de los tensores métricos evaluados sobre cada lado. En
la referencia (Flores y Estrada (2007)) se realiza una evaluacion detalladade esta aproximacion.

Las componentes del tensor de deformaciones de Green-Lagrange sobre la superficie media en
el centro del elemento pueden escribirse

(Gap — Oap) (25)

N | —

Eap =



con d,4 la delta de Kronecker.
En tanto que la variacion de estas deformaciones, necesarias para el planteo de la forma débil
de las condiciones de equilibrio, resulta:

4
0Zap = OLA Z J:BE 6u® = B,, du® (26)
k=

donde BF es la habitual matriz que relaciona para cada punto k la variacion de las defor-
maciones de Green-Lagrange con la variacidon de los desplazamientos de la superficie media
y permite calcular la matriz B,,, correspondiente a la aproximacion en deformaciones impues-
tas que relaciona deformaciones virtuales con desplazamientos virtuales. El vector ju® agrupa
ahora sélo a los cuatro nudos del elemento.

A los efectos de controlar la aparicion de los modos espurios de deformacion (hourglass),
se definen deformaciones de Green-Lagrange de estabilizacion como la diferencia de las com-
ponetes cruzadas del tensor métrico calculado a la mitad de cada lado y el promedio ponderado

1 _
ety = 5 (a1 — Gn2) 27)
La variacion de esta deformacion resulta
4
oeks = (NApiy + Nhepn)* - 6u’ — Z (NL @i+ N - oh) - ou’ (28)
=1
= B! fu® = [Bf, — B,,| 6u° (29)

donde puede observarse que BXS es la diferencia BX, — B,,, por lo cual el esfuerzo adicional
para la estabilizacién membranal también es minimo.

6. EVALUACION DE FUERZAS RESIDUALES

Las fuerzas nodales equivalentes r (u) se obtienen de la expresion del trabajo virtual interno
sobre el volumen inicial °V

5uTr(u)=/ %5C:Sd"v (30)
2%

donde S el el segundo tensor de Piola-Kirchhoff'y el tensor derecho de Cauchy-Green C puede
aproximarse para puntos fuera de la superficie media como

C () =a+ 26k
CCV,B (€3> = Qop + 2€3Ra6 (31)

Definiendo los esfuerzos integrados en el espesor (con °h el espesor original)

N=[ Sde, M:ﬂhsxgg de, (32)

oh
la expresion (30), considerando un punto de integracion, se simplifica a:

su”'r? (u) = °A (68" N + s&"M) (33)



Las fuerzas de estabilizacion membranal resultan
NIy = Ji (fG ) el3 (34)
donde G es el mddulo de corte y f<P es un factor elasto-pléastico que se define como

g _ _ _
&= 12 Elg = Efp + 5}172 (35)

€12
El factor f¢P se limita a los valores comprendido en el intervalo [1,0 — 0,01]. Notese que un
valor mayor a 1,0 puede suceder en un proceso de descarga.
En tanto que las fuerzas nodales equivalentes resultan de la suma

4
ou vy = " oehy Ny (36)
k=1

Recordando que Y Nfy = 0, las fuerzas nodales debidas a la estabilizacion membranal
resultan finalmente

4
suT v = uT Y (BE)" NS 37)
k=1
Para el control del modo flexional espurio, se definen los momentos estabilizantes como:
E°h3
5 _ S 0,8 s

M = By —5— [(Kag = “as) + Akg] (38)

con £ es el modulo de Young del material. Las fuerzas equivalentes asociadas resultan
suT v = 2 5, M 39
u r, = ? ’%aﬁ ap ( )

donde el factor 1/3 proviene de suponer una variacion lineal de la curvatura normal estabilizante
(nula en el centro del elemento).

7. EJEMPLOS NUMERICOS

En esta seccion se analizan distintos ejemplos numéricos con motivos de mostrar las capaci-
dades de los elementos cuadrilateros sin grados de libertad rotacional para el tratamiento de
superficies suaves y quebradas. Los ejemplos numéricos se dividen basicamente en dos grupos.
El primer grupo contempla los resultados obtenidos con el elemento denominado BBSQ (de su
acronimo en inglés, Branching Basic Shell Quadrilateral) para el tratamiento de superficies que-
bradas y ramificadas. Los resultados se comparan principalmente con el elemento S4R (incluye
grados de libertad de rotacion) presente en el codigo comercial ABAQUS (2003). El segundo
grupo formado por los tres ultimos ejemplos numéricos muestran los resultados obtenidos con
el elemento BSQ (de su acronimo en inglés Basic Shell Quadrilateral) desarrollado por los mis-
mos autores (Flores y Estrada (2007)) para el tratamiento de superficies suaves, y se compara
con los resultados obtenidos con la modificacion realizada sobre la nueva forma de calcular las
fuerzas de estabilizacion flexional (38) y memebranal.(34). Para distinguir los nuevos resultados
obtenidos con la version modificada se utiliza el nombre de BSQI.

Para los esquemas de estabilizacion se ha utilizado (salvo indicado expresamente) los coe-
ficientes a; = 0,05y B, = 0,05. Los elementos descriptos arriba han sido implementado en
un codigo implicito desarrollado por el segundo autor y en el codigo STAMPACK (2004) con
integracion explicita de las ecuaciones de movimiento.



7.1. Ejemplos numéricos del BBSQ

7.1.1. Puente en cajon recto

En este ejemplo se estudia el comportamiento de un puente recto en cajon. En la Figura 3
se muestra la seccion transversal y las propiedades del material. El puente tiene una longitud
total de 40 m y los extremos se suponen restringidos todos los desplazamientos en el plano de
la seccion y libres los desplazamientos longitudinales.

El puente ha sido sometido a una carga puntual P = 1000 £N alternativamente en los puntos
A (borde) y C (centro). Se discretiz6 la mitad de la luz con 20 elementos, en tanto que en la sec-
cion transversal se han incluido 30 elementos. A los fines comparativos se muestran resultados
obtenidos con el programa ABAQUS (2003) usando elementos de ldminas S4R (cuadrilateros
de cuatro nudos) sobre las mismas discretizaciones utilizadas para el presente elemento.

En la Figura 4a se presentan los desplazamientos verticales de las superficies superior e
inferior de la seccion central cuando la carga se aplica en el punto central C. En la Figura
4b los desplazamientos de las superficies superior e inferiror cuando la carga se aplica en el
punto A. La comparacion con el elemento S4R de ABAQUS (2003) muestra idéntico patrén de
desplazamiento y que el presente elemento es ligeramente mas flexible.
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Figura 3: Puente recto en cajon bajo carga puntual. Geometria de la seccion tranversal. £ = 25G Pa,
v =15, L =40m.
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Figura 4: Puente recto en cajon bajo carga puntual. Desplazamiento vertical de la seccion central. (a)
carga en el punto C (b) carga en el punto A.



7.1.2. Puente curvo de seccion celular

En este ejemplo se estudia el comportamiento de un puente celular simplemente apoyado en
los extremos (se restrigen los desplazamientos en el plano de la seccion). La Figura 5a muestra
la seccion transversal y las propiedades del material. El puente se extiende sobre un angulo de
un radidn, el radio del puente es de 30, 1 m y en los extremos se suponen restringidos todos los
desplazamientos en el plano de la seccion y libres los desplazamientos longitudinales.

El puente ha sido sometido a una carga puntual P = 1000k en el centro. Se discretizé la
mitad de la luz con 10 elementos, en tanto que en la seccion transversal se han incluido 34 ele-
mentos. Se ha comprobado con resultados obtenidos con el programa ABAQUS (2003) usando
elementos de ldminas S4R (cuadrildteros de cuatro nudos) sobre las mismas discretizaciones
usadas para el presente elemento.

En la Figura 5b se muestra la deformada de la seccion central para las dos mallas; los resul-
tados obtenidos son casi idénticos a los obtenidos con el elemento S4R.
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Figura 5: Puente curvo celular bajo carga puntual: (a) geometria de la seccion transversal. ¥ = 25G Pa,
v = 0,15, R = 30,1m, angulo= 1rad; (b) deformada de la seccion central.

7.1.3. Pandeo de una columna con auto contacto

Este ejemplo ilustra el pandeo de una columna comprimida entre dos platos rigidos. La
columna tiene seccion en forma de cruz. Los extremos de la columna estan unidos a dos platos
rigidos. Uno de los platos esta fijo en el espacio y el otro se traslada y rota durante 7mseg
para pandear la columna. La columna estd hecha de acero con un modulo de elasticidad de
200G Pa y un coeficiente de Poisson 0,3. La densidad es de 7850kg/m?>. El comportamiento
elastopléstico estd gobernado por la funcion de fluencia de von Mises con un valor limite inicial
de o, = 250M Pa y endurecimiento isétropo lineal J;/ = 450M Pa. El plato mévil se mueve
verticalmente a una velocidad uniforme de 50m/s y rota alrededor del eje y a una velocidad
uniforme de 78, 54rad/s (angulo final 31, 5°). En la Figura 6a se ve la geometria original y la
malla utilizada de 400 elementos. En las Figuras 6b y ¢ se ven las configuraciones deformadas
a la mitad y al final del proceso. Este ejemplo ha sido tomado del manual de ejemplos de
ABAQUS; uno de los principales aspectos a considerar es el autocontacto de la lamina y con los
platos. Las configuraciones obtenidas con el presente elemento y las obtenidas con el elemento
S4R son muy similares. Para este ejemplo se utiliza un programa con integracion explicita de
las ecuaciones de movimiento.



(a) (b) (c)
Figura 6: Pandeo de una columna con seccion en forma de cruz: (a) configuracion inicial; (b) deformada
para 3, 5 mseg; (c) deformada para 7, 0 mseg.

7.2. Ejemplos numéricos del BSQ

7.2.1. Domo esférico

Un ejemplo ampliamente utilizado para evaluar la convergencia de elementos de lamina con
pequeiias deformaciones elasto-plésticas es un domo esférico empotrado, sometido a una carga
escalon. La carga es una presion uniforme de 600 psi y se aplica en la parte superior del domo.
Para el analisis se han utilizados dos mallas de 75 y 243 elementos, de las cuales se muestra la
mas gruesa en la Figura 7 donde ademas de indican los parametros geométrico y del material. Se
considera un cuarto del domo por simetria y se realizan separadamente un analisis eldstico y un
analisis elasto plastico. En la Figura 8 se grafica el desplazamiento vertical del punto central del
domo en funcion del tiempo para los dos casos de material eldstico. Los resultados se comparan
entre el elemento BSQ, la version modificadad BSQ1 y con los resultados numéricos obtenidos
con el elemento S4R usando una malla de 243 elementos. Puede notarse como se logra un mejor
acuerdo a medida que se refina la malla para ambas versiones.

E=10.5x 10° b in®

o =26.67° k=24 x 10%Ibin®
R=2227in. | K, =210x10%Ibin’
h=0.41lin. ' &=2.45x10"Ibsec?/in’

Figura 7: Domo esférico bajo presion impulsiva. Parametros geométricos y del material. Malla con 75
elementos.
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Figura 8: Domo esférico bajo presion escalon: historia del desplazamiento vertical del punto central. (a)
material elastico; (b)material elasto-plastico.

Recordar que el BSQ y BSQ1 solo tienen tres GDL por nudo (la malla de 243 elementos
tiene un NGL de 465) en contraste con el elemento de ldmina S4R que incluye seis grado de
libertad por nudo por lo cual los resultados son satisfactorios.

7.2.2. Panel cilindrico

En este caso se trata de un panel cilindrico sometido a una velocidad inicial de v, = —5650in./seg.
que simula el efecto de la detonacidon de un explosivo. El material se considera elasto pléstico
perfecto en régimen de grande deformaciones. El panel se supone empotrado a lo largo de todos
los bordes y por simetria se modela la mitad del cilindro. Se utilizan dos densidades de malla
de 6 x 16 y 18 x 48 elementos. En la Figura 9 puede obervarse la configuracion deformada para
cada una de las mallas correspondientes al tiempo de 1 mseg.

Figura 9: Panel cilindrico bajo carga impulsiva. Malla deformada para el tiempo ¢t = 1ms.

En la Figura 10 se ha graficado el desplazamiento vertical en funcidon del tiempo para dos
puntos ubicados sobre el eje de simetria a la distancia de y = 6,28in.e y = 9,42in. respec-
tivamente y se compara con los datos experimentales. La nueva version BSQ1 tiene un mejor
acuerdo que la version anterior del BSQ



1.6

1.4 1=

1.2

peee 0000000

1 #
/
/

T N

YL -
P Ak Sl T T P

o, YT G
el e ;‘./
R = o dasee
'-‘:'oﬁooify

Deflexion [pulgadas]

. Experimental
————— BSQ (6x16)
........... BSQ (18x48)
e - BSQ1(6x16)
BSQ1(18x48)

0 I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Tiempo [mseg.]

Figura 10: Panel cilindrico bajo carga impulsiva. Desplazamiento vertical versus tiempo de dos puntos a
lo largo de la linea de simetria.

as = 0,05 B, =0,05
Elemento/malla y =6.28 in. y =9.42 in.
BSQ1 18 x 48 -1.260 -0.657
BSQ 18 x 48 -1.309 -0.690
Stolarski 16 x 32 -1.183 -0.530
EBST 18 x 48 -1.171 -0.584
Experimental -1.280 -0.700

Tabla 1: Panel cilindrico bajo carga impulsiva. Desplazamientos verticales (pulgadas)

En la Tabla 1 se muestra el valor del desplazamiento vertical correspondiente al tiempo de
analisis de ¢ = 0,4ms para la malla fina. Se comparan con la soluciéon numérica obtenida por
Stolarski (Stolarski et al. (1984)) a través de un elemento de lamina triangular curvo y una malla
de 16 x 32y los resultados numéricos obtenidos por E. Onate (Ofate y Flores (2005)) con un
elemento triangular de lamina sin grado de libertad rotacional denominado EBST para una malla
de 18 x 48 elementos. También se compara con resultados experimentales reportados en (Balmer
y Witmer (1964)). Existe un buen acuerdo entre los valores obtenidos con el elemento BSQ y
BSQ1 y los datos experimentales. Los resultados numéricos obtenidos con otros elementos
muestran una mayor discrepancia con los datos experimentales.

7.2.3. Estampado de una lamina

Este Gltimo ejemplo corresponde al estampado de una ldmina cuya forma final es la de un riel
en forma de S. Este ejemplo fué propuesto en la reunion NUMISHEET ‘96 (NUMISHEET 96
(1996)). La simulacién comprende dos partes, la primera es el estampado del riel S y la segunda
el quitado de las herramientas y la recuperacion eléstica.



Figura 11: Estampado de un riel en forma de S. Deformacion final de la ldmina obtenida en la simulacion.

40 - 39
PR
""
P H
30 'E

= £
< N
= ©
g 3
g g
S [7]
L 20 B

— — — - Experimental 8

———= Explicito (promedio) (5]

----------- Implicito (promedio)

BSQ1 _ o
——— - BSQ " == ::zﬁ:i':ae(r:f;medio) v
Implicito (promedio)
10 —_— - BSQ
— BSQ1
s ! | \ 36 ‘ : ‘
10 20 30 40 0 50 100 150 200 250
Desplazamiento [mm] Distancia [mm)]
(a) (b)

Figura 12: Estampado de un riel en forma de S: (a) fuerza del punzon versus el avance del punzon; (b)
coordenadas Z a lo largo de la linea B-G al final del estampado.

En la Figura 11 se muestra la geometria final y la malla de elementos utilizada. La malla
usada tiene 3000 elementos cuadrilateros y 3111 nudos. Las herramientas son tratadas como
rigidas y los detalles geométricos y el material pueden ser encontrado en la Referencia (NU-
MISHEET’96 (1996)). El material es acero dulce (IF) con mddulo de Young £ = 2,06GPa y
una relacion de Poisson v = 0,3. Se utiliza la funcion de fluencia de Von Mises con endure-
cimiento isotropo no lineal definido por o, (¢?) = 545 (0,13 + ¢#)***" [M Pa). Se define una
friccion uniforme de 0,15 para todas las herramientas. En la simulacion se considera una fuerza
del pisado de 10K N.

La estabilizacion flexional mostré tener influencia en el comportamiento numérico del estam-
pado. La forma de calcular las fuerzas de estabilizacion flexional propuesta por el elemento
original BSQ exige el uso de un fuerte amortiguamiento durante el proceso de quitado de las
herramientas, asociado a un tiempo mayor de calculo para alcanzar una respuesta quasi estati-
ca. Con la nueva forma de calcular la estabilizacion flexional (38 ) estos aspectos se mejoran
notablemente.

En la Figura 12a se compara la fuerza del punzén durante el estampado obtenida con el ele-
mento BSQ, BSQI1 y con los valores experimentales y dos promedios de simulaciones numéri-
cas. En la Figura 12b se muestra la coordenada Z a lo largo de la linea B-G después de la
recuperacion eldstica. Puede observarse que la superficie superior del riel no permanece plana



sino que muestra ciertas arrugas. La comparacion con los resultados experimentales muestra
dispersiones similares a las obtenidas con otros resultados numéricos.

8. DISCUSION

Se han presentado dos elementos cuadrilateros de lamina denominados BSQ y BBSQ sin
grados de libertad rotacional basado en una formulaciéon Lagrangeana total. EIl BSQ permite
tratar superficies suaves y el BBSQ permite abordar problemas donde la geometria de la lamina
es quebrada y ramificada Los elementos tienen Unicamente grados de libertad traslacional y
utilizan un tnico punto de integracion en la superficie, que los hace simple y econdémico desde
el punto computacional.

La utilizacion de un campo de curvatura constante, definida usando la geometria de los ele-
mentos adyacentes, permite en algunas casos la existencia de configuraciones geométricas de-
formadas sin energia asociada (modo espureo flexional). El nuevo mecanismo de estabilizacion
(artificial) propuesto, utilizando una componente que tenga en cuenta la velocidad del cam-
bio de curvatura, ha dado buenos resultados y es poco sensible al coeficiente de estabilizacion
utilizado en la mayoria de los problemas numéricos abordados.

Similarmente la utilizacion de un solo punto de integracion para evaluar las deformaciones
membranales permite la aparicion de los bien conocidos modos de hourglass. En este caso se ha
utilizado un mecanismo de estabilizacion fisico aprovechando la informacion utilizada para el
calculo de las curvaturas y se ha definido un tensor métrico promedio que enmarca a la formula-
cién como de una aproximacion en deformaciones impuestas. La utilizaciéon de un mecanismo
de estabilizacion fisico conduce a que los resultados sean marcadamente insensibles al coe-
ficiente de estabilizacion utilizado. Ademas se ha logrado de manera sencilla incluir fuerzas
de estabilizacion membranal que tengan en cuenta el comportamiento no lineal del material,
evitando utilizar excesiva energia de estabilizacion en problemas con plasticidad.

El elemento BSQ tiene dos ventajas sobre el BBSQ. Es méas simple de programar y es com-
putacionalmente més econdmico. En tanto que el BBSQ es mas estable numéricamente para
abordar algunos problemas.

Se han obtenidos resultados muy satisfactorios en todos los ejemplos, usando una formula-
cion implicita y explicita. Los elementos han mostrado buen comportamiento.
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