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DISEÑO OPTIMO DE VASIJAS DE PRESION USANDO EL METODO 
DE LOS ELEMENTOS FINITOS y UN OPTIMIZADOR NO liNEAL I 
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EUGENIO ONATE ** 

Ingeniero de Caminos,M.Sc. 

Se presenta un esquema de diseño para vaslJaS de presión metali
cas de manera que se minimice la tensión tangencial en la vasija . La 
geometría final se establece mediante un procedimiento iterativo que 
optimiza un modelo matematico que expresa l a variación de la tensión 
tangencial en la vasija. Los parametros del modelo se calculan para 
cada iteración a partir de los valores de las tensiones tangenciales 
en la vasija , determinades por el método de los elementos finitos . 

SUMMARY : 

A design scheme to minimize the shear stress in steel pressure ve 
ssels is presented. The final geometry is calculated following an ite 
rative scheme which optimates a matemat ical model expressing the varia 
tion of shear stresses in the vessel . The parameters of the model are 
evaluated from the values of the shedr s tresses in the vesse l for each 
iteration,calculated using the finite element method. 

INTRODUCCION 

El diseño de vaslJas de presión se ha basado hasta muy recientemen 
te en datos empíricos obtenidos de la experiencia . La necesidad de eco 
nomizar el material al maximo, junto con el requerimiento de que resis 
ta cada vez mayores tensiones de trabajo, ha hecho que la filosofía -
del diseño de vasijas de presión cambie por completo, habiéndose desa 
rrollado numerosa s métodos para producir diseños acordes con las seve
ras condiciones que sufren las vasi jas de presión en la industria mo
derna ( 1) ( 2 ) . 

El proceso de adaptar las nuevas técnicas analíticas al campo de 
la ingeniería practica es lento. Esta s ituación se debe principalmen
te a las complicaciones que se derivan de la computación, y la pregu~ 
ta quP surge de inmediato es la de si un analisis detallado de un mo
delo •..;implificado es mas "''a.lio~::>. -{u·~ ;¡, ar~ali s i s mas ~l'~o.-...>ero de un mo 
delo mas realístico. En el analisis de modelos mas realísticos el com~ 
putador ha jugado un papel esencial , aunque no obstante, el establecer 
programas demasiado entrevesados ha oscurecido en ocasiones los objeti 
vos practicos ante la dificultad de interpretar grandes cantidades de
resultades. 

Teniendo estos puntos en mente, el objeto de este artículo es de
sarrol l ar un esquema para el diseño óptimo de vasijas de presión que 
conjugue las ··mas modernas filosofías en e l diseño, junto con las Úl ti 
mas técnicas analíticas y computacionales. 

(*) Lector, Departamento de Ingeniería Civil, University of Wales, 
Swansea . 

(**) Research fellow,Depar~amento de Ingeniería Civil, University of 
Wales, Swansea . 
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Objetivos y Esquema de Diseño 

El objetivo primordial es organizar un esquema tal, que una vez 
conocidos los dates geométricos del probl ema nos corrija la geometría 
original, proporcionandonos información sobre el diseño estructural 
Óptimo. Aunque este concepte de diseño es muy general, los pasos in 
termedios que implica,como analisis, modelación estructural y optimi 
zación, presentan no pocos problemas . Incluso si se dispone de un m~ 
delo matematico de la estructura relativamente bueno la solución nu
mérica de la misma puede ser laboriosa, sin mencionar que s6lo para 
optimizar un problema de seis variables se precisan casi mil itera
ciones en el analisis. 

Se puede reducir este nfimero de iteraciones introduciendo un ''mo 
delo de comportamiento" que crea un modelo aproximado del comporta
miento de la estructura, efectuandose la optimización sobre este mo
delo (3), (4), (5). Mas a6n, este concepte se puede enlazar con una 
secuencia de modeles estructurales aproximades, realizando la aproxi 
mación sobre éstos en un proceso se secuencias sucesivas. -

El analisis de la estructura se efectuara usando el método de 
los elementos finites, ya que éste ha probado ser el arma mas podero 
sa en la actualidad para resolver sistemas estructurales como el que 
aquí se considera. También, como e l model o de la estructura tendra 
en general forma no lineal, el método de optimización usado ha de 
ser capaz de tratar con problemas no l ineales . Para esto se usara 
la técnica de minimización secuencial no condicionada (SUMT) desa
rrollada por FIACCO y Mc CORMICK (6). Dicho método basado en una f un 
ción de corrección es sumamente versatil y puede aplicarse también -
a probl emas condicionades . 

Con todo esto, el esquema de diseño estructural óptimo consistí 
ra de los siguientes pasos: 

1) Analisis de la estructura usando el método de l os e l ementos 
finites . 

2) Uso de un modelo matematico (tanto lineal , como no lineal) pa 
ra descubrir el comportamiento estructural del sistema. 

3) Aplicación de la técnica de minimización secuencial no condi 
cionada para optimizar el modelo estructural. -

Se explica a continuación con detalle cada uno de los pasos an
teriores en el contexto del problema que se considera. 

EL Problema Estructural y el Analisis mediante Elementos Finites 

El problema estructural que se considera es el diseño óptimo de 
la sección extrema de una vasija de presión cilíndrica . En la figu
ra 1 se muestra la configuración de una vasija típica con los para
metros requerides para definir su forma (7). Nótese que el radio de 
la cabeza es un parametro implícito, ya que viene definido automati 
camente al escoger los parametros r 1 , r

2
, d1, d

2 
y d

3
. 

En el problema de optimización de una estructura existen dos ne 
cesidades basicas que el analisis estructural ha de proveer para ase 
gurar que los resultades que se obtengan del proceso de.optimización 
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son los correctos, y éstos son: 

1) El analisis debe s er capaz de poder predecir resultados lo 
mas exactos posible del comportamiento de l a estructura que se op
timiza. 
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2) El analisis debe poder proporcionar los resultados que se re 
quieran sobre el comportamiento de la estructura, como tensiones, de 
fo rmaciones, etc., en cualquier punto dentr o de la estructura. 

El método de l os e lementos finitos satisface adecuadamente los 
dos requisitos anteriores, poseyendo, ademas, la versatilidad de po 
der analizar formas complejas. 

La configuración de la vasija de presión que se muestra en la fi 
gura 1 se reduce a un problema de revolución, pudiéndose ver las teñ 
siones v deformaciones asociadas en la figura 2 .1. La relación entre 
deformaci ones y desplazamientos para las deformaciones no nulas se puede 
escribir como 

J 

) 

y las relaciones tensiones deformaciones como 

t:r,-

(Jl. t. -----
~ (1+v)~-2~ 
L:'rt 

r ) J ~ 
-, 

E: --i- o l 
' 1-v -~ ' o ...... 

E::~ @ ...... 1-~ o E..e p ' ' 1-v ,_ 
f·n 

i-
,z. - ~ -'-

Las bases del método de los e l ementos finitos se pueden encontrar 
en el libro de Zienkiewicz(sly aquí sol o daremos una breve presentación 
de l mismo. 

Las ecuaci ones que gobiernan e l equilibrio se obt~enen mlnlmlzan 
do la energía potencial total del sistema 

ir =~s}"] 't~J JIJ-r \ a{\_?tJ"- 55 i. ~r t ç¡.J els (I) 
El elemento u sado ha sido el rectangular isoparamétrico de 8 no 

dos como e l que s e muestra en la figura 2.2 . El campo de desplaza
mientos en el interior del elemento se define por 

q 

[s}=L [NLJ{~~J 
s i endo , , ~ l~l\ = t~n 
donde [Ni] es un sistema de funciones de forma para 
\~~} es el vector de desp lazamientos nodales . 

@ 

@ 
el elemento y 

Así pues, se obtiene la relación 

~E}:: ~lE~Jt~~~ @ 
donde e n problemas de revolución la matriz de d e formac ión B tiene 
la forma de 
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~~ o 
ò'f 

òNj; o ® [B~} = a"l 
~N~ o 
oN~l ·()tJ~· 

"3\ 

Sustituyendo las ecuaciones (6) y (4) en (3) se puede reescri
bir la energía potencial total como 

1T =- ~ I{búsJT[D][s]t~}JV-rlb}T [NJTf_PJ JV-Ss t~J'[N] 0{'l]JS ® 
Tras proceder a la minimización de la expresión anterior con res 

pecto a los parame~ros nodales i~J se obtiene la conocida relación
general 

[K] l~J = [f} @ 
donde [K] se puede escribir para problemas de revolución como 

[K): 2n J
5
cs1r [D1LsJ -r ,hdt @ 

Usando la ecuación anterior se puede calcular la matriz de rigi 
dez del elemento, para tras ensamblar las matrices de los diferentes 
elementos, obtener los desplazamientos nodales ~~L mediante la so-
lución del sistema de ecuaciones. 1 l 

Para acomodar el cambio de forma de la vasija de presión al anar 
lisis mediante elementos finites, se desarrollÓ un esque.ma para gene 
rar automaticamente la malla de elementos tal, que al avànzar en el
proceso de optimización la nueva forma de la vasija se discretiza 
automaticamente. 

Modelo matematico de la optimización 

El criterio de la optimización es encontrar las variables Ópti
mas que definan la forma de la vasija tal, que el valor de la ten
sión tangencial maxima en la vasija sea mín imo, puesto que esta de 
mostrado que la vida media de una vasija de presión esta directamen 
te relacionada con sus tensiones tangenciales, ya que éstas son las 
que causan mayor fatiga al material. ' 

La función a optimizar define la tensión tangencial en la vasija 
como función lineal de un conjunto de variables 

N 

'è'C~):: L. (a.n X"') -+ C\n ... i @ 
v.-::1 

en donde a representa la variación de la tensión tangencial con al 
gún parame~ro de la estructura y xn representan las variables del 
diseño. Cada uno de los valores an se puede encontrar mediante la 
f~;mula general de diferencias finitas. an+l es un factor de corr~ 
ClOn. 

) @ 
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donde ~ x~ es un ve ctor que t i ene t o dos l os términos nulos excepto 
e l enés i mo . 
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El vector K conti e n e las var iab l es de diseño de l a vasija y se d e fi n e como sigue , usando l os parame tros que se muestran en l a fig~ r a 1 
ÍG_ - r-.x -

· 1 
f"z. x2 X==- ~ )(~ © t;z. )t..4 

,_(lz. "Xs -
Las condici ones a imponer e n l a geometría de la vasija son : 
1) Condiciones l aterales 

·x M,r"' ~ 'f.~~ X Max que se puede reescri bir como : 

.t1 ( ~) ~ x~· - XMir"'~o 
~2. ("?S)-::: XMCA)( -)( ~ -;,o 

® 
@) 

As í pues , l a variab l e Xi esta sometida a dos condiciones. 

2) Condición de a l tura 
Se puede escribir como : 

Se puede a continuación formar una secuencia de modelos matematicos (4 ) , (5 ) , cada uno de l os c uales conteniendo los siguientes pasos : 
1) Para un valor c aract erísti co dado de un parametro de la geo metría xn c alcu la e l val or de l a tensión tangencial maxima T( ~)i..

~ indica el punto donde dicha tens i ón es maxima. 
2 ) Calcula e l va l o r de la tensión tengencial en el punto i ant~ rior para un incremento ~x~ del parametro.geométrico considerado . 
3) Deter mina la derivada parcial ?>?:(~}~(}Xn en el punto i don de l a tensión t angencial es maxima para calcular an . 
4) Repet ir l os pasos 1) , 2) y 3) para todos los parametros de di 

s~ñ~ escogi dos de ma nera que l a función ~(~) quede completamente de flnlda . 
5 ) Aplicar el proceso de optimización para minimizar 

a l as condiciones 

{ .~(~) ~o 
h (~) ?- 0 

'LC:~) sujeta 

@ 
y obtener un nuevo vector de parametr os geométricos X' . Repetir el proceso desde el paso 1 ) usando hasta que el grado de convergencia sea el deseado . 

Esquema de Optimización 

La técni ca usada en el esquema de optimización sera la de la fun ción de corrección . Este método se aplica para transformar problemas condicionades no lineales en otros que puedan resolverse mediante 
una secuencia de minimiz aci ón de problemas no condicionades. Fiacco y McCormick (6 ) fueron los primeros en introducir esta terminología que es hoy ampliamente conocida como SUMT (Sequential Unconstrained Minimat i on. Technique) . 
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La idea basica de usar una función de correcci6n es transformar el problema de minimizar una función ~(~) sometida a la condición 
~~(~)>O en otro equivalente en donde la función a minimizar no es ta condicionada y es de la forma: 

vn 

~(~>f"K) == 'ê(~) + rKI_ G(~t.(~)) @ 
donde m es el número de condiciones,~=Jscogiéndose G de manera que s1 
la ecuación (18) se hace mínima para una serie de valores de ~~ , la solución converja a la del problema condicionado inicial . En el SUMT la función G escogida es la función logaritme ya que ha probado dar bue 
nos resultades en la practica (6). 

Algoritme de Diseño 

Disponemos, pues de los ingredientes basicos para poner en practica un esquema tal, que dada la geometría inicial de una vasija de presión determinada nos fije las modificaciones que hay que efectuar en la geometría original para que la vida media de la vasija, sometida a 
unas condiciones determinadas, sea maxima. 

Así pues, el algoritme de diseño consta de los siguientes pasos: 1) Definición de la geometría original . . Entrada de dates. 
2) Analisis mediante elementos finites de la estructura. 
3) Obtención de un modelo matematico del comportamiento de la estruc tura. 

· 4) Optimización del modelo matematico. 

La entrada de dates para una geometría dada se ha mantenido lo mas simple posible para facilidad del próyectista, generandose automatica
mente los distintes tipes de car.ga (puntual, distribuïda, etc.) y las condiciones de contorno. 

Con esto, los pasos intermedies del algoritme se definen. como sigue: 1) Entrada de dates . 
Parametros de control para analisis mediante el método de elementos f_i_ni tos y SUMT + parametros de condiciones de carga en la estructura (puntual, térmica, etc.). 

2) Diseño inicial 
Definir vector de variables de diseño inieàal ~ e 1mponer condicio nes laterales y de altura . 

3) Analisis mediante elementos finites 
Genera automat1camente la malla y calcula el punto de tensi6n tangencial maxima y el valor de ésta. 

4) Formulaci6n del modelo matematico 

5) 

ne s 
6) 

Si 
En 

En nuestro caso 'è(')('-~ o • o 

- J- L'\~')(~ + ~d-\-i 
del modelo i~1 Optimización 

Se aplica el 
definidas en 
Comprobación 

m~todo SUMT para minimizar 'lC~) sujeta a las condicio 
2). Obtenci6n. del nuevo vector de variables de diseño~ 
de la convergenc1a 

Comparar ~ ?:('!!) =- \ 'l'(~)\, l-I ê'(~)lA-iJ 
Àít(~) es menor que un valor prefijado de antemano, 

caso contrario, volver a 2). (Ver figura (3)). 
fin del proceso. 
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EJEMPLOS 

La configuración de la vaS lJa de presión ha sido ya definida en la sección 3 (Figura 1). El estado de tensiones en la vasija se s upondra 
debido al efecto de una carga vertical en la boca, una presión interior uniforme, y una distribución de temperatura no uniforme (Figuras 4.1 y 4. 2) • 

Al escoger el vector de variables de diseño con el propósito de que 
la tensión tangencial en la es tructura sea mínima, puede darse el caso de que las restricciones a imponer sean mutuamente opuestas o incongruen tes. Por ejemplo, una presión interior aplicada a la vasija predecira -que es conveniente un mayor espesor de la misma, mientras que una distri bución no uniforme de temperatura aconsejara que el espesor sea el menor posible. Del mismo modo se puede presentar un caso similar con las otra s variables y, por consiguiente, es el efecto conjunto de todos los estados de carga posibles el que proporcionara un dise.ño de l a vasija lo mas 
ajustado posible, con la condición siguiente: reducir la tensión tangen cial al maximo . -

En los ejemplos analizados la configuración de la vaslJa de pres1on 
sobre la que se realizaron l os ensayos de diseño Óptimo se definió usan do dos vectores diferentes , de tres y cinco variables de diseño, r espec tivamente. Asimismo, se estudió el efecto de distintas combinaciones de los tres tipos de carga descrites anteriormente. 

La estructura se discretizó en veinte elementos usando un e l emento isoparamétrico parabólico de ocho nodos (Figura 2-2) para el analisis mediante elementos finites . 

Para las. propiedade s del material de la vasija se tomaren las carac terísticas del acer o 
- Módulo de Young 30 x 
- Coefi c i e nte de Poisson 
- Coeficiente de expansión 

10 6 libras /pulg 2 

o' 3 
térmica 12 x 1o-6¡oc 

Los dos vectores de variab les de diseño usado s fueron 

y x = 
x1 
x2 
x3 
x4 
xs 

Junto con las restri cci ones que se aplicaren para el caso particu-

10.3 ~Xi ~1\·5 lar estudiado 
0·4 ~ '~-2 ~ 1·5 t0•15 ~ x3 ~ o·~5 

0·~5 ~ )(4 ~ (). 3.5 
A-5~ Xs ~ 3·5 

Asimismo, en to dos los ejemplos se tomaren como 
res siguientes : 

- Diametro de la boca di,= 1,0 
Diametro de la vasi ja d2 = 4,0 

- Longitud de la boca n'i= 1,0 
- Longitud de la vasija n.J = 1,0 

Ejemplo I 

constantes los val o 

La configuración inicial de la vasija se definió en función del vec 
tor de tres variables 



316 REVISTA ETS~IT 2 (1977) 

r~n r·41 x = = o '8 5 
2,75 

Las condiciones lateral es aplicadas a dichas variables fueron: 

0,3 ~ xl <:: 1,5 
0,4 < x2 ~ 1,5 -.. 
1,5 ~ xs ~ 3 '5 

La estructura se sometió solamente a una presión de 200 unidades. 
El incremento ~X~ usado en el esquema de diseño se acotó a 0,3 y los 
espesores de la boca y de la vasija se mantuvieron constantes al alcan 
zar el valor de 0,25. 

Los resultades de la geometría final de la vaslJa y la reducción en 
la tensión tangencial maxima se pueden ver en la Figura 5. 

Ejemplo 2 

La configuración de la vasija de presión se debió usando un vector 
de cinco variables de diseño. Los valores iniciales se tomaren 

x = = 

Las restricciones late rales 

0,3 ~ xl 
0,4 ~ x2 
o ,15 s x3 
o ,15 ~ x4 
1,5 :s xs 

1,0 
o '5 
0,25 
0,25 
2,0 

fueron: 

~ 1,5 
'$- 1,5 
s 0,35 
~ 0,35 
~ 3,5 

El estado de carga se tomó de la combinación de: una carga puntual 
de 800 unidades en la boca, una presión interior de 200 unidades y una 
variación no uniforme de temperatura a través del espesor del material . 
La temperatura varía linealme nte con el espesor , tomando el valor de 
50°C en ··la cara interior y cero en la exterior. 

El valor del incremento ~X., se limi tó a ± O , 3 . 
En l a figura 6 se puede apreciar la gran reducción obtenida para la 

tensión tangencial maxima y la geometría final de la vasija analizada. 

EJEMPLO 3 

De nuevo el vector de variables de diseño consta de cinco variables 
cuyos valores iniciales son 

= 

0,85 
0,40 
0,15 
0,35 
2 ,15 
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Las condiciones laterales y lascargas aplicadas son similares a 
las del ejemplo 2. El límite asigna do al incremento de l vector de va~ . riables de diseño se tomó como 0 , 1 . 

En la figura 7 se muestran los resultades obtenidos en este ejemplo . 
De nuevo la tensión tangencial maxima se ha dibujado en función del número de iteraciones en el proceso , hasta obtener la solución óptima. La 
reducción obtenida en la tensión tangencial maxima es aproximadamente 
del 40% en este ejemplo. 

CONCLUSIONES 

En todos l os ejemplos presentades , el diseño final resultante tie 
ne una forma mas estilizada que la inicial, siendo la tensión tangencial 
maxima considerablemente inferior a la que se obtendría de mantener la 
sección inicial. 

Los valores as~~nados aili límite que se establece en la variación 
de las variables de diseño (~X~) tienen gran influencia en la convergen 
cia del proceso. En general, para lími tes en l a variación del 6 X"\ ba
jos, e l proceso evoluciona muy l entamente hacia la solución Óptima y 
la tensión tangencial maxima en l a estructura se reduce solo en una pro 
porción muy pequeña. Por el contrario , si el l i mite que se establece es 
elevado, el proceso disminuye la tensión tangencial maxima mucho mas ra 
pidament e en cada iteración . Sin embargo , esta mayor rapidez tiene la
desventaja de que proporciona oscilaciones alrededor de la solución Óp
tima, y éstas pueden dar diseños con tens i ones tangenciales mayores que 
las obtenidas previamente. 

En l a mayoría de los ejemplos expuestos las restricciones laterales 
han permanecido inactivas durante el proceso de optimización, y solo e n 
algunos ·han intervenido activamente en · la parte intermedia y final del · 
algoritme de diseño. Esto se debe a que el espacio disponible durante 
el proceso de optimización para las restricciones es generalmente e~ev~ 
do, pudiendo reducirse para aplicaciones practicas , con la consiguiente 
disminución en el número de iteraciones necesarias para producir un di
seño óptimo . 

El proceso de optimización SUMT resultó de gran eficacia, usando 
aproximadamente un 8% del tiempo de computación total . Todos los calc~ 
los han sido efectuades en el ordenador ICL - 19048 de la Universidad de 
Swansea ( Paí s de Gales ). 

El tiempo total empleado en cada uno de los ejemplos presentades en 
este artí c ulo fue de , aproximadamente , 600 segundos en el caso de un vec 
t or de tres variables de diseño , y 900 segundos para el caso de cinco va 
riables de diseño. Asimismo, e l número medio de iteraciones necesarias 
para producir el diseño óptimo varía entre seis y diez . Es evidente que 
los resultades obtenidos dependen considerablemente de la magnitud de los 
límites asignados a y de cuan cerca estén los parametros de diseño 
iniciales de la solución Óptima . · 

Los resultades obtenidos en este estudio demuestran la efectividad 
del proceso de optimización estructural, y permiten que el ingeniero es 
coja los parametros que han de permanecer invariables y los que han de 
modificarse ,de acuerdo con e l esquema de à iseño propuesto . De esta man~ 
ra ,el algoritme de diseño óptimo e s capaz d e combinar la neces idad del 
ingeniero junto con la información necesaria para ajus tar la estructura 
de modo que se minimicen l as t e n s iones en el mat erial. 
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