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RESUMEN

En ~ste articulo se presenta un modelo constitutive elasto-pldstico, que permite simular e}
comporta niento multiaxial del hormigdn, utilizando funcicnes de fluencia pldstica homogéneas
de primer grado en las tensiones. En particular, se presenta una modificacién del criterio de
Mohz-Coulomb y ur nuevo criterio de fluencia que concuerda bastante bien con los resultados
experimentales. También se formulan las variables fundamentales que utiliza el modelo, como
son las variables internas de dafo plastico y cohesién, ¥y las funciones de friccién y dilatancia,
Se trata ademds, el problema de }a objetividad en la respuesta, y su relacién con la energia
especifica,

SUMMARY

An elasto-plastic constitutive modele, that permits the simulation of the multiaxial
behaviour of concrete nsing homogeneous of first degree yield functions, is presented. A
modificaction of Mohr-Coulomnb criterion and new yield criterion, which agrees closely with
the experimental results, are presented. Also, the fundamental variables used in the model,
ie.: the plastic damage and cohesion interual variables, and friction and dilatancy function, are
formulated. The problems of objetfivity in the responrse and its relation with the specific energy
are studied too.
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INTRODUCCION

Es bien conocido que el fendmeno de fisuracidn en hormigén tiene lugar a bajos
niveles de tensidn, debido a la pérdida de cohesion entre particules'®*® que ha sufrido
el hormigén por efecto de la microfisuracion previa.

Experimentos llevados a cabo con probetas de mortero de cemento muestran que
las microfisuras siguen caminos aleatorios, con orientaciones arbitrarias®*®. Este hecho,
estaapoyado por numerosas investigaciones que coinciden en que Ja microfisuracidn, a
nivel microsc6pico, puede considerarse un fenémeno adireccional, ¥ que la propagacién
de ésta sigue un camino erratico que depende de la distribucidn de las particulas {aridos})
inmersa en la matriz de cemento. Sin embargo, a nivel macroscdpico, se puede observar
una direccién dominante que viene marcada por el lugar geoméirico que describen los
puntos isoirépicamente dariados . Este fendmeno de microfisuracién, es el principal
responsable del comportamiento ineldstico del hormigdn'’.

Si se admite como hipétesis que la microfisuracidn se produce por el deslizamiento
entre las particulas de un material friccional, a costa de una pérdida de cohesidn entre
ellas (fendmeno isétropo), es posible relacionar el comportamiento de éste material con
un fendémeno elasto-pldstico™?. En este caso, se puede considerar la energia disipada
como una medida del dafio en el punto —darnie pldstico—.

El uso de una formulacién plastica-degradable localmente iséiropa , combinada
con el concepto de localizacién del dafio, da lugar a un comportamiento globalmente
aniséiropo. En este sentido, el modelo que aqui se presenta considera la direccionalidad
del datioc macroscdpico, a través del lugar geométrico de los puntos que se encuentran
isétropamente dafiados, no siendo necesario conocer durante el proceso de céleulo la
direccién del dasio local (dafio en cada punto). Debido a esto, el modelo evita trabajar
con formulaciones ortétropas.

El modelo contempla gran parte de los aspectos mas importantes que caracterizan el
comportamiento ineldstico del hormigdn, tales como la respuesta diferenciada para cada
procese de tension-deformacidon multiarial, la combinacion de fendmenos de fisuracion
con aplastamiento y degradacion de rigidez a través de un tratamiento unificado, y el
control de la dilatancia mediante una superficie de potencial plastico adecuada. Por
otro lado, el modelo presenta objetividad en la respuesta respecto del tamafio de la
zona de localizacidn del dafio pldstico.

Para facilitar su presentacidn, se presenta el trabajo dividido en dos partes:

—~  VUna primera parte {parte - I), que se trata en este articulo, donde se dan las bases
del modelo, se presentan sus variables fundamentales, se formula una modificacién
de la superficie de fluencia de Mohr-Coulomb, y también se introduce una nueva
superficie de fluencia pldstica, homogénea de primer grado en las tensiones, cuya
evolucién durante el proceso de carga cuasi-estdtico depende de la ley de evolucién
de las variables internas de cohesién y de dafio plastico.

— Una segunda parte {parte - II), que se trata en otro articulo, donde se presenta la
generalizacién del modelo para incluir efectos de degradacién de rigidez, asi como
otros conceptos de interés, tales como la integracién de la ecuacidén constitutiva, y
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diversos ejemplos de aplicacién.

BREVE RESENA SOBRE LOS MODELOS CONSTITUTIVOS
ELASTO-PLASTICOS PARA MATERIALES FRICCIONALES

Existen una gran cantidad de mmodelos constifutivos que permiten describir el
comportamiento de los materiales friccionales ante diversos estados de cargas, y
especialmente del hormigén. Estos modelos intentan simular e} comportamiento de
un traterial ideal que resulta de considerar ciertas hipdtesis simplificativas en el
sélido real. Distintos autores, con diferentes puntos de vista, han dedicado una gran
cantidad de trabajo para clasificar, ordenar y analizar gran parte de estos modelos
constitutivos® 18178 Gin embargo, parece adecuado presentarlos ordenados en cuatro
grupos: 1) Modelos basados en las teorias de elasticidad lineal y no lineal, 2) Modelos
basados en la teoria de la plasticidad, 8) Modelos basados en la teoria endocrénica de
la plasticidad y 4) Modelos de fractura. Cada uno de estos grupos incluye modelos
constitutivos que reproducen el comportamiento del hormigén dentro de ciertos rangos
mas o menos limitados. En la actualidad existen investigaciones de vanguardia en casi
todos los grupos, sin que se pueda destacar en forma clara, por el momento, una mayor
preponderancia de unos sobre otros.

Como se ha mencionado, resultados experimentales confirman que el
comportamiento no-lineal del hormigén, se debe fundamentalmente a un fendémeno
ineldstico (micro-fisuracién}, donde sélo se puede recuperar una pequeiia parte de la
deformacién total desarrollada. Por esto, la deformacién puede ser desdoblada en una
componente recuperable y otra irrecuperable, situacién que indica que la teoria de la
plasticidad puede proveer una estructura tedrica para el estudio del comportamiento
del hormigén. Los modelos constitutivos formulados para tratar el comportamiento
del hormigén y que utilizan de alguna manera la feoria de la plasticidad®®, pueden
agruparse de la siguiente forma:

1) Modelos de plasticidad perfecta: Estos modelos consideran que bajo carga
mondétona creciente, después que el estado temsional alcanza la superficie de
fluencia pldstica el material fluye indefinidamente (Mohr-Coulomb, Drucker-
Prager, Willamn-Warnke®®).

2) Modelos de plesticidad con endurecimiento positive o negativo, con o sin
degradacién de rigideg: Son los mas utilizados en la actualidad para simmmlar el
comportamiento del hormigén. Entre estos modelos, se encuentran algunos con
endurecimiento negativo {Murray et al.®®), otros con endurecimiento positivo y
posterior pérdida violenta de tensién (Chen-Chen'***!"), y otros que establecen
una regla de endurecimiento plastico combinada con ofra de degradacién de
rigidez, de donde resulia un comportamiento global con endurecimiento inicial
y posterior ablandamiento {BaZant-Kim*, Han-Chen®®, Klisinski-Mroz*, Simo-
Ju®?).

3) Modelos de zona inerte, combinados con plasticidad con endurecimiento: Este
grupo estd formado por distintos modelos que se utilizan en materiales metdlicos
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(Kleiber?*®}, y recientemente Frantziskonis-Desai® han extendido su formulacion
a materiales friccionales. El modelo se basa en descomponer el comportarmiento
del sélido en dos partes, una que considera una respuesta elasto-pldstica con
endurecimienio, y otra que considera una respuesta inerte, tal que ambos
comportamientos combinados conducen a una respuesta con ablandamiento.

Del estudio de los modelos constitutivos mencionados anteriormente®®, se desprende
que cada uno de ellos presenta una formulacién eficiente para el tratamiento de algunos
problemas particulares que presenta €l comportamiento del hormigén, sin embargo su
tratamiento global requiere una formulacidn mds general para mejorar la simulacién.

En este trabajo se desarrolla un nuevo modelo constitutivo basado en la teoria
de la plasticidad, que permite ser implementado de forma sencilla en un programa
de elementos finitos, y reproduce de forma correcta el comportamiento no lineal del
hormigén, sometido a complejos estados de tensién. En los apartados siguientes
se presentan las bases matemdaticas del modelo, juntamente con detalles de una
nueva funcién de fluencia, que se ajusta bastante bien a los resultados de ensayos
experimentales®'4®,

MODELO DE DANO PLASTICO — PRESENTACION GENERAL

Como se ha comentado, la teoria de la plasticidad proporciona un marce adecuadoe
para formular el comportamiento de los materiales friccionales. De la extension de sus
principios basicos y de la reinterpretacién de sus variables fundamentales, ha surgido
el modelo de dafio plastico **** que aqui se presenta . Asi, a partir de la variable de
endurecimiento pldstico x utilizada en la plasticidad clasica, se ha definido la variable
de dario pldstico &P , que al igual que ]a anterior crece st y solo si hay deformaciones
plasticas no llegando nunca a decrecer. Esta variable interna estd definida como una
magnitud adimensional, normalizada a la unidad, que varia entre 0 < «* <1, tal
que para P = ( no hay dano plastico y para xP = 1 se tiene el estado de dafio
total de el punto del sélido. Este estado iltimo puede ser interpretado desde el punto
de vista de la mecanica de los medios continuos como una pérdida toial de tension, y
desde un punto de vista fisico como un desmembramientc de la masa del sélido en el
punto de anélisis (discontinnidad fisica}, situacién que corresponderia a la aparicién de
iuna macrofisura en el punto considerade.

El criterio de fluencia pldstica es tratado en este modelo a través de una expresién
matematica que puede ser escrita en la siguiente forma general:

F=Flo,c}=fo)—c=0 (1

donde f{o) esuna funcién escalar homogénea de primer grado en las componentes del
tensor de tensiones, que permite definir la cohesién ¢, (tensién uniaxial escalada}, como
una funcién de endurecimiento pldstico*®. Los criterios de plasticidad de Mohr-Coulomb
y Drucker-Prager también gozan de esta cualidad, pero no aproximan adecuadamente
el comportamiento real de los hormigones'**’, ni de los geomateriales en general'®,
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Numerosos criterios de fluencia pldstica han tratado de mejorar esta aproximacién
para los materiales cohesivos-friccionales'®2833.33:343952 ' perg sélo se ha logrado una
mejora formulando funciones f{o} no-homogéneas en las componentes del tensor de
tensiones, caracteristica que impide definir una funcién de endurecimiento pldstico con
una interpretacién fisica directa. Para el modelo constitutivo que se propone, se han
definido dos criterios de fluencia: -una simple modificacién del de Mohr-Coulomb*®**
que, a partir de un dngulo de rozamiento interno ¢ apropiado*®**, permite obtener una
relacién entre resistencias uniaxiales iniciales a compresién y traccién |o3|/|o3] que
se encuentra dentro del rango real del hormigdn, —y otro mas general®”, definido como
una funcién homogénea de primer grado en las tensiones, que concuerda bastante bien
con €l comportarmiento experimental del hormigén.

La cohesién ¢ , es tratada como una magnitud escalada respecto a la resistencia
inicial a compresién uniaxial del hormigén ¢2 {umbral de discontinuidad), que es
el nivel de tensiones para el cual la deformacién volumétrica €, es maxima. Su
magnitud inicial, o cohesién del material virgen, define la posicidn de la funcién de
discontinuidad inicial {o primera superficie de fluencia) y vale ¢ = ¢® = 1c% , para
kP = kP? = 0, siendo X un factor que depende del tipo de funcién de Huencia que se
utilice**, y establece la escala entre la cohesién y la resistencia uniaxial de compresién.
La cohesion finel, o cohesidn del material totalmente dafiado, vale ¢ = ¢“ = 0 , para
kP = xP¥ = 1 | situacién que define la posicidn final de la superficie de fluencia. A
diferencia de la plasticidad cldsica con endurecimiento isotrépico, la cohesién no es una
simnple funcién de la variable de endurecimiento pldstico c¢{x), sino que es una variable
interna que depende del estado del proceso elasto-plastico. ‘

El dngulo de rozamiento interno ¢ , ha sido considerado como una simple funcién
explicita de la variable de dano plastico ¢{x?} . Con esta hipdtesis se ha obtenido una
buena aproximacidn al comportamiento real de los sélidos friccionales. Este dngulo vale
¢ = ¢° = 0 al iniciar el proceso plastico, para &7 = 0,y ¢ = ¢™** al finalizar €l
proceso para kF = 1 . No obstante, se podria definir ¢ de una manera general como
una variable interna mas.

El dngulo de dilatancia % , también ha sido considerado como una simple funcién
de la variable de dafio pldstico ¥({xP) , dado que con esta hipdtesis también se ha
obtenido una buena aproximacién al comportamiento real de los sdlidos friccionales,
Este angulo vale ¥ = ¢® = 0 aliniciar el proceso plastico, para &% = 0,y ¥ = 9™ al
finalizar el proceso para xf = 1. Al igual que el éngulo de rozamiento interno, también
podria definirse como una variable interna.

En definitiva, y desde el punto de vista de una formulacién en variables internas 38,
el modelo adopta como variable libre la tensidn e y como variable internas el conjunto
q = (€P,&P, ¢} , cuyas variaciones vienen determinadas por sus correspondientes
ecuacicnes de evolucidn,

Dejando de lado, por el momento, el fendmeno de la degradacion de la rigidez, se
pueden expresar las ecuaciones que gobiernan el modelo en la siguiente forma®'+*¢;

o Un criterio de fluencia pldstica como el definido por la ecuacidén (1).
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Una descomposicion del vector de deformacion total ¢ en una parte elistica

€ y otra plistica €F

e=D5lao+e = ¢ + ¢ (2)

siendo Dg el tensor de rigidez eldstica secante; y o la tensidn, que representa la
variable libre del problema

Una regla de flujo pléstica no asociada, que proporciona la evolucién de la
deformacién plastica, mediante la siguiente ecuacidn:

&=\ He(o,q) = A [i%‘i’—’fl] =i g (3)

o

donde A es el pardmetro de consistencia plastica, y He una funcién de
estado vectorial, que depende de la funcién de potencial plastico G{e,¢) que
se definird mdas adelante.

Una ecuacién de evolucién de la variable de daiio pldstico x , definida por:

aG(e, ¢}

o

AP = A H(o,q) = A he(o, kP c) - = h.(a,kP,¢c) - é° {4)

donde H, es una funcién de estado escalar, que depende del vector
he(o,xP, ¢} que se definird en este articulo, y del flujo plastico g .

Y una ecuacién de evolucion de la cohesidn, definida como:

é=X Helo,q)=A |helo,xP,¢) helo, &P, ¢} - -8—9((91—’6) = hc;(a, kP, ¢) K* (5)

donde H, es una funcién de estado escalar, que depende de la funcién
he(o, kP, ¢} que serd presentada mds adelante, del vector h (o, kP, ¢} v del
flujo pldstico g.

Finalmente, de 1a condicidn de consistencia pldsiica de Prager, y de las ecuaciones
(2) ,(3), (4) ¥ (5), se obtiene la relacién constitutiva incremental tangente, para los

problemas sin degradacidn de rigidez:

¢ = D¥ . ¢ (6)
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siendo D® el tensor de rigidez tangente elasto-plastico, que resulta*s:

s {38}] e o5 -{85}]

T o B e O

N

e

A

donde A esel denominado pardmetro de endurecimiento pldstico y el simbolo ® indica
producto tensorial. De la ecuacién (7) se deduce que D7 serd simétrico, solamente
para problemas de plasticidad asocieds, cuando las fuhciones de fluencia y potencial

coincidan (G = F).
VARIABLES FUNDAMENTALES DEL MODELO DE DANO PLASTICO

Variable de dafo pldstico: «P.

Introduccion

La teoria de la plasticidad clisica define la variable interna de endurecimiento
pldstico isétropo como una deformacidn pldstica efectiva & que tiene la siguiente ley
de evolucién % = & ; en cuyo caso se asocia el dafio pléstico de un punto del sélido,
a la magnitud de € y se supone que, independientemente del tipo de proceso de
deformacién que se desarrolle {traccién, compresién, traccién-compresién}, el estado
de daiio total sobreviene cuando se alcanza el valor iiltimo de la deformacién pldstica
efectiva " . Sin embargo, los materiales cohesivo-friccionales tienen deformaciones
iltimas distintas para cada proceso mecanico'***, por ej.: los hormigones tienen
deformaciones 1ltimas entre 10 y 15 veces mayores a compresién uniaxial que a traccidén
uniaxial, situacién que no puede representarse con una inica deformacién dltima {Una
forma particular de solucionar este problema, ha sido propuesta por los autores en las
referencias***7}).

Otra alternativa que ofrece la teoria de la plasticidad clisica, es formular la variable
interna de endurecimiento pldsiico isétropo como un trabejo pldstico especifico, el cudl
evoluciona durante el proceso plastico con la siguiente ley x = w? = o - & . En este
caso se asocia el dafio de un punto del sélido a la energia especifica disipada durante
el proceso de carga wP | y se supone que se ha alcanzado el nivel de dafio total
cuando el punto ha logrado disipar una energia especifica igual a la energia especifica
de dano pldstico gP , {4rea total encerrada por la curva tensién-deformacién para ur
proceso de carga uniaxial equivalente). Al igual que en el caso anterior, esta wariable
de endurecimiento constituye una magnitud tdnica independiente del proceso de carga
desarrollado, lo que no coincide con el comportamiento de los materiales friccionales
que disipan distinta energia especifica segin sea el proceso mecdnico desarrollado. Asi ,
por €j.: en hormigones se disipa entre 100 y 150 veces mads energia en un proceso a
compresion uniaxial que a traccién uniaxial.
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Debido a estos inconvenientes, surge la necesidad de formular una nueva variable
de endurecimiento que dependa del tipo de proceso de carga que se desarrolle. Para ello
se ha definido la variable de dafio pléstico, cuya formulacién se basa considerar una
medida relutiva de la energia que se disipa durante el proceso ineldstico. Por simplicidad
y orden en la presentacién, es conveniente definir esta variable para procesos uniaxiales
simples, y luego generalizarla a procesos multiaxiales.

Definicién de la variable de dano pldstico para estados de tensién
uniaxial.

De un ensayc experimental uniaxial a traccidn y otrc a compresién, pueden

obtenerse los diagramas tensién-deformacién, y a partir de ellos se pueden deducir
las curvas o — ¢? (Figura 1) que encierran las dreas g7 y gi , respectivamente.

a) o, Io

o=y

eP

1 &’

Figura 1. Ensayo uniaxial de traccion y compresion: a) Diagramas tension-
deformacién plistica. b) Diagramas tension-dafio plastico.

= [ owda, ®)

=0
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. ,
p _ .
= oc&a (9)
t
siendo:
o , o¢ : Tension uniaxial de traccidén y compresién, respectivamente

€r , € : Deformacién plastica uniaxial de traccién y compresién, respectivamente

y a partir de éstas se define la variables de dafio pldstico para un proceso cuasj-estético,
de traccién y compresién uniaxial, como:

1 t

K = = or é dt Para Traccién Uniaxial {10)
gT t=0
1 t

kP = — occ € dt ,  Para Compresién Uniaxial (11)
9o Ji=0

De las ecuaciones (10) y (11) puede observarse que &P es el valor relativo entre la
energia disipada en el instante { y la maxima a disipar al final del proceso de carga.
Esta variable tomari valores comprendido entre 0 y 1 { 0 < xP < 1} para el inicio
v fin de cada proceso plastico, respectivamente. Con &P como variable independiente,
se puede transformar el diagrama uniaxial de tensién-deformacién plastica: o—f en
otro: o — &P*® (ver Figura 1b). Esto es :

o1 = or(0)

or = or{K?}) = : (12}
0 =ear(l)
og = ac(0)

oo == a’c(np) = (13)
0 = 00(1)

De las ecuaciones (10) y (11) resulta una wverigble de endurecimiento pldstico
i36tropa, y objetiva respecto a los dos procesos uniaxiales desarrollados, debido a que
en cualquiera de los dos casos varia dentro de los mismos limites. De esta forma, el
dafio total en un punto se alcanza cuando &P =1, y las energias disipadas a traccién
gr ¥ a compresién go son distintas.

Definicién de la variable de dano plastico para estados de tensidn
multiaxial.

De un modo general, para procesos de carga genéricds, se define la variable de dasio
pldstico a partir de la ecuacidén (4):

kP = h.(o, kP, c} - & (14)
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donde h.(o,xP,c) es un vector que en los casos particulares de traccién y compresidn
uniaxial, da lugar a una variable de dafio pldstico «? que cumple con las ecuaciones {10)
y {11}, respectivamente, y para los restantes casos es capaz de desarrollar una magnitud
de dafio consistente con el proceso de carga. En su forma més simple podria ser igual
al vector de temsiones: h.{o,x) = o . Para materiales isétropos la ecuacién (14)
puede ser definida utilizando las componentes principales de la tensién o; , quedando
expresada como:

KP = Z (hei €) (15)

A partir de la forma general de la variable de dafio plastico, se podrian formular
distintas leyes de evolucidn con el fin de evaluar correcta y objetivamente la magnitud
del dafio en un punto del sélido, para cualquier proceso de carga cuasi-estatico®’.
Con el presente modelo, se propone una generalizacion de las definiciones uniaxiales
{ecuaciones (10) y (11), considerando como hipétesis bdsica que la energia fotal
disipada durante un proceso multiazial puede ser iratada como la suma ponderada de
una energia a iraccién mds otra a compresion, disipadas durante procesos untiaziales
equivalentes (otra expresién para el vector h, , puede consultarse en la referencia®).
En otras palabras, esta hipétesis admite que tode proceso multiaxial es suceptible de
ser descompuesto en procesos uniaxiales desarrollados en las direcciones de principales,
Esto es: :

3
R = kB kL = [(hei)T + (Ri)c] & (16)
=1
siendo:
1 1
(hes)r = 5w {00} 5 (Rei)o = 5= (—03)
9r 9c
{2z} = % {z+]z]} : Funcidén rampa®*°

las magnitudes g%" y g¢%" son las energias especificas a traccién (ecuacién 8)
y compresién (ecuacién 9}, respectivamente, ponderadas de acuerdo con el estado
tensional del punto. Esto es:

3 3
p* _ _p i:l( O-f:) . p* __ P i=1<_0'1') 17

op =9r =, — i 8¢ T T (17)

siendo ¢ ¥ or las tensiones uniaxiales de compresién y traccidn, para el valor actual
de x {ver Figura 1b), y ¢% y g¢& las energias especificas inelasticas a traccidn y
compresién respectivamente {ver Problema de objetividad en la respuesta en el siguiente
apartado). Sustituyendo en la ecuacién (16) (he)r ¥ (Rxi)c , POT sus respectivas
expresiones, resulta la variable de dafio pldstico segin una forma uniazial equivalente:

1 ) 1 \
— o1 ¢ + 5 00 & (18)

kP = h.{o,kP,c) - ¥ =
( 9 gc
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donde:

p _ L=l 0)E . i {-e)&
Ep = &=l T , EP — N ,
TN (e ) T L (e

son definiciones particulares de la deformacién uniaxial equivalente a traccién y
compresién, respectivamente.

Problema de objetividad en la respuesta.

Los sdlidos friccionales sometidos a procesos de carga cuasi-estaticos, tienden
a localizar (concentrar) la deformacién en un “volumen infinitesimal” (plano de
fractura)®*, donde se disipa casi la totalidad de la energia entregada al sélido (Figura
2). Para simular este comportamiento discontinuo por medio de la mecanica del sélido
continuo, el modelo de dafio pldstico formula un zn comportamiento ineldstico con
ablandamiento que produce localizacién del dafio en una zone de “volumen finito”
{zona dafiada}, que estara formada por el lugar geométrico de los puntos isétropamente
dafiados®**** (Figura 2). En esta zona dafiada, se admite una fuerte variacién en el
campo de los desplazamientos (lineal o no}, con una discontinuidad entre el campo de
deformaciones de la zona dafiada y no dafiada (ver més detalles en la referencia®™).
Esta formulacién con ablandamiento y localizacién de deformaciones, conduce a que
el sdlido disipe casi la totalidad de la energia a través del wolumen deriado, por lo
tanto esta energia disipada dependera de las dimensiones de esta zona. Debido a que
se trata de simular un fendmeno discontinuo mediante una formulacién continua, es
necesario exigir que la energia finita a disipar poz el modelo continuo sea independiente
del tamano de la zona dafiada {objetividad), y que a la vez coincida con la energia
disipada en el proceso discontinuo real (exactitud en la respuesta).

Con el propésito de objetivizar la respuesta y disipar la energia correcta, el modelo
que se presenta necesita considerar en su ley tension-deformacién una medida que
depende de la relacidon que hay entre el wolumen de la zona dafiada VP | y el drea
de fractura o discontinuidad AP*®. Para ello, se admite comeo hipdtesis que la energia
especifica ineldstica gP no sélo depende de la energia por unidad de &rea dafiada
GP! {considerada por hipdtesis como propiedad del material, e igual a la energia de
fractura G7 para un proceso de traccién simple®®, y a la energia de aplastamiento
G° para un proceso de compresién simple*™*¢ sino que también depende de una
propiedad geométrica, que en este caso se la define como la relacién ILP = VP/AP |
Consecuente con esta hipétesis, se formula la mencionada energia especifica inelastica
como: gP = gP?4gP! ; siendo: gP? laemergia especifica ineldstica desarrollada durante
tn proceso de microfisuracién previo a la localizacién del dafio, pudiendo expresarse a
partir del area encerrada por la curva uniaxial experimental o7 — €. para traccién
simple, ¥ o¢ — € para compresién simple, desde el inicio del proceso hasta el punto
donde se inicia la localizacién de deformaciones, ver Figura 2; y siendo: ¢! la energia
especifica desarrollada durante el proceso de localizacién, pudiendo expresarse a través
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P™t
b) 1° yP {zonR baiEIR)
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a ¢

Figura 2. Fractiura: a} Fendémeno real {discondinuidad en el sélido); b} Hipdtesis
realizada por el “modelo de dafio plastico” {sélide continue).

de la siguiente hipdtesis particular:

wel el g Pt
ve ~ vP  Lp

gpl —

donde W?*! es la energia disipada en todo el sdlido, desde el momento que se
inicia la localizacién hasta el final del proceso de carga, y AP el area de fractura
o discontinuidad. L? puede ser considerada como una longitud caracterisiica, que ha
sido propuesta por distintos investigadores de muy diversa forma?®¢1423:#242448% 'y que
debe ser una medida del ancho de la banda datiada o banda de localizacién. En este
trabajo, se utiliza una expresién muy simple que ha sido propuesta por BaZant®, que da

-
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resultados satisfactorios cudndo se trabaja con elementos finitos con geometria regular:
L? = I[P = \/A°[cos9 ;siendo A* el rea del elemento finito donde queda contenida
la banda de localizacién y ¢ el &ngulo que hace esta banda con el eje de referencia
global z; . Para una definicién mas rigurosa de éste pardmetro, puede consultarse las

referencias*?®4.

Definicién de la ley de evolucidn de la cohesién — Relacién: ¢ — xP.

La ecuacién de evolucién de la cohesion ¢ debe considerar, para cualquier proceso
de carga cuasi-estatico,que ¢ — 0 cuando #» — 1,y ¢=<¢° cuando x? =0 (ver
Figura 3). En general, se puede escribir la ley de evolucién de esta variable, como

ecuacién 5:

é=h(o,x",¢) kP (19)

&= -, 6P

i

1
0 KR PIC

Figura 3. Funcién de e¢chesidn a traccién y compresiéon uniaxial, y su evolucién para
un caso general de tensiones. )

La cohesién, definida de esta forma, se convierte en una variable tnferna
dependiente del proceso pldstico (Figura 3), donde h.{o,&P,¢) es una funcién escalar
del estado actual de las variables o, kP, c, cuya finalidad es definir la pendiente de una
curva ¢ — &P que estd siendo desarrollada por el proceso mismo (Figura 3}, tal que
esta curva estarda comprendida entre dos funciones explicitas extremas, que resultan
de ensayos uniaxiales a traccién y compresion simple. Una forma posible de la funcién

h.(o, kP, ¢}, es la siguiente:

r{o) der(x?) n 1 —r{o) deg(xP)

cer(xP)  dwp co(rP)  drP (20)

h(o,kP,c)= ¢
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donde las funciones cg(sP) = Lo.{#?) ¥ cr(xP) = $R° or(n¥} estén dadas en forma
explicita y representan la evolucién de la cohesién durante un ensayo experimental
uniaxial de compresidn simple y traccidn simple, respectivamente (Figura 3}; R es un
factor de escala entre la cohesidn y la resistencia uniaxial de compresién, y R° esla
relacién inicial que hay entre la resistencia uniaxial a compresién y a traccién. r{o) es
una funcién de peso que depende del tipo de estado tensional que se produce en cada
instante (traccidn, compresién o traccién-compresién), y que varia entre 0 < r(e) < 1.
Una forma de expresar r{g) es:

(21)

De esta forma, se tendra r(e) =1 si ¢; >0 paratodo {=1,2,3 (estado de
traccién triaxial),y r(e)} =0 si o; <0 paratodo i=1,2,3 (estado de compresién
triaxial). En particular para carge radial, r(o} se mantiene constante durante todo el
proceso.

Algunos investigadores sostienen que las curvas de resistencia a traccién y
compresién simple, que resultan de ensayos experimentales uniaxiales, tienen formas
andlogasi®*®1%2 en cuyo caso, se tiene que la relacidén entre las resistencias uniaziales a

compresion y traccion R(kF} se mantiene constante durante todo el proceso de carga
cuasi-estatico. Esto es:

R(K_p):w_ te.:RUM:RO

or(w) or(?) P Vose<1 o (22)

en tal caso las funciones explicitas de la ¢ohesién a traccién y compresién uniaxial
coinciden. Esto es:

() = ex() = co(w?) = % oo(x?) (23)

Para este caso particular, de una definicién unica de la cohesién, se puede formular
una funcién de estado h{e, xP,c} , mas simple que la expresada en la ecuacién {20):

he(o, kP, ¢} = [9{%} , | (24)

por lo tanto, la ley de evolucién de la cohesién ¢ ecuacion (19), se reduce a una funcién
explicita, no siendo necesario tratarla como variable interna:

) . de{x? ]
¢ = ho,kP,c) RF = [ jd(rd'f) } kP

de donde resulta, luego de integrar:

¢ = o) = % oo (k) = %a,—(np) (25)
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Definicién del angulo de rozamiento interno ¢ — Relacién: ¢ — xP.

A medida que se aumenta la carga sobre un sélido cohesivo-friccional, en su interior
se produce un deslizamiento entre particulas (micro-fisuracién}), que conduce a una
pérdida de cohesidén intergranular. Esta pérdida de cohesidn implica una ganancia de
friccién interna, provocando un comportamiento mas dictil a compresion®®, debido
al incremento de la fuerza de rozamiento entre particulas, y una disminucién de la
resistencia a traccién por la pérdida de las fuerzas cohesivas (En las Figuras 5 y 6
se puede observar este fenémeno para el caso de la superficie de fluencia de Mohr-
Coulomb}. Esto inducird a un crecimiento de la relacién entre resistencias uniaxiales

R(xkP} = :—:{%)l a medida que evolucione el proceso plastico.

El modelo que se presenta, permite formular una variable de rozamiento interno ,
con una ley de evolucién del tipo ¢ = A Hy(e,q) , que reproduzca el mecanismo antes
mencionado durante todo el desarrollo del proceso de carga cuasi-estdtico. Sin embargo,
los estudios realizados por De Borst y Vermeer® sobre la propiedad cohesivo-friccional
del hormigén, demuestran que la evolucién del angulo de friccién interna ¢ es una
funcién directa del dafic plastico &P que afecta la movilidad de la funcién de fluencia,
provocando el efecto deseado de aumento de ductilidad a compresién ¥ disminucidn de
la resistencia a traccién*®. Debido a estos estudios, se ha evitado la definicién de una
variable interna, utilizando la funcién explicita ¢ — kP propuesta en la referencia:®

(Figura 4):

v KP KL

2 ——— seng™* Y kP < g
seng = &P+ x (26)
sengd™ X Y &P > gl

siendo xP la variable de dafio plisticoy x% el limite de daiio, para el cual la cohesién se
anula y el rozamiento interno se mantiene constante e igual a su valor maximo ¢™3X
por lo tanto este limite coincide con el de dafio total: & =&P =1,

Utilizando la funcién de rozamiento interno expresada por la ecuacién {26}, y
suponiendo en un primer mormmento la hipdtesis de que la cohesién ¢ = cte. , se puede
observar que se desarrolla un proceso elasto-pldstico que pasa de un estado inicial
¢ = ¢° = 0 donde la presién hidrostdtica es despreciable, a otro final ¢ = ¢™** donde
se hace rnuy importante su influencia, Figura 5. De esta forma, ademas de la movilidad
isotrépica que adquiria el criterio de fluencia por efecto de la evolucién de la cohesién,
aparece una movilidad anisotrdpica provocada por el incremento del rozamiento interno.
FEste movimiento consiste en un acercamiento de la cispide de la superficie hacia el
origen, acormnpafiada de un crecimiento de su base, presentiandose como un fenémeno
de endurecimienio para procesos de compresion y como un ablandamiento para
procesos de traccidn Figura 6. As{ pues, hajo estados de compresién triaxial con
presién de confinamiento, se obtiene un comportamiento dictil para altas presiones
hidrostaticas®, prevaleciendo inicialmente el efecto de endurecimiento por rozamiento
sobre el ablandamiento por cohesién, y posteriormente crece la influencia del segundo
fenémeno sobre el primero logrando un ligero ablandamiento.
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Fignra 4. Funcién cuasi-empirica 1?3 que define la evolucién del dngulo de rozamiento
interne en funcién de la variable de dano plistico.

En materiales fragiles con alta cohesién iniclal, como los hormigones, es posible
utilizar durante todo el proceso plastico un rozamiento interno constante y mdéximo,
sin que esto induzca aresultados insatisfactorios, al menos en la resolucién de problemas
biaxiales.

Definicién del dngulo de dilatancia ¥ — Relacidn: ¢ — xP,

Debido a que los sélidos friccionales no exhiben un angulo de dilatancia constante
durante todo el proceso elasto- pldstico, es necesario formular una funcién de evolucién
para esta variable. Este paridmetro también podrfa ser definido como una variable
interna del proceso ineléstico con una regla de evolucién del tipo % = A Hyle,q) ,
pero dado que su variacién puede ser descrita en forma simple y satisfactoria, mediante
una funcién explicita de la variable de dafio plastico ¢ = ¥{«") , no hace falta acudir
a una formulacién més compleja.

Entre las posibles formas de definir la evolucién de la dilatancia a lo largo
del proceso elasto-pléstico, en este modelo se ha utilizado una modificacién de la
ecuacién de Rowe®", desarrollada por De Borst y Vermeer®, que se adapta muy bien al
comportamiento de los hormigones. Esto es {ver Figura 7):

P(k} = arcsen {27)

seng( P} — seng,, ]
1 — seng{#P)send.,
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Figura 5. Movilidad del criterio de fluencia de Mohr-Coulomb segin sus planos
meridianos: a) Movilidad isotrépica debido a la cohesién ¢(x?} ; b)
Movilidad anisotrépica debido al rozamiento interno ¢(x”) .

siendo:

${xP} : funcién de rozamiento interno .
¢ :constante denominada “angulo de rozamiento internc a volumen constante”.

Su expresidén surge a partir de ¢™MeX, y pmex .

Sen¢m8x _ sen¢max }
SeNey =

1 - seng™exsenypm™ex
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Figura 6. Movilidad del criteric de fluencia de Mchr-Coulomb para una hipotética
situacién de cohesién constante: a} Caso de compresién simiple; b} Caso
de {raccidn simple; ¢} Movilidad anisotrdpica debido al rozamiento interno

#{x%) .

quax ~ 350
Como dato orientativo, para hormigones:
wmax ~ 130

La ecuacién {27) describe una evolucidn tal, que al iniciar el proceso plastico se
produce una dilatancia negativa, creciendo luego con el incremento de P hasta
alcanzar el valor de dilatancia nula (xP) =0 para ¢ = ¢ (&ngulo de rozamiento
interno que permite un proceso ineldstico a volumen constante), a partir de este estado,
la dilatancia crece hasta alcanzar su valor miximo ¥{xP} = ¢¥™** | finalmente sigue
un proceso con dilatancia maxima constante Figura 7. Para los hormigones no deben
utilizarse dngulos de dilatancia negativos®, situacién que exige considerar la siguiente
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Figura 7. Evolucién del dngulo de dilatancia 1 en funciér del dngulo de friccién
interna ¢ .

limitacién sobre la ecuacién (27):

0 ; YV B(RP) < b
seng{ &P} — seng., _ (28)
1 — seng(xP)seng,, | v HRF) > e

W) =

arcsen [

Se propone ademads, como una altenativa sencilla a esta funcién de dilatancia*®, otra
que establece una relacion lineal entre ¢ y ¢ Figura 7, y que permite una buena
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aproximacién a la ecuacién de Rowe. Esto es:

0 ;¥ o(r) < ¢y
$?) = | ) (29)
¢(K'p) - ¢cu 3 v ¢(K'p) > ¢c‘u

Siendo ¢., = ¢™°* — ¢y™** . Tanto la ecuacién (28} como la ecuacién (29) dan
resultados similares para el el hormigén, dentro el periodo que interesa ¢, < ¢ < ¢™°%,

CRITERIO DE FLUENCIA PLASTICO

Criterio de fluencia de Mohr-Coulomb modificado.

La utilizacién del criterio de fluencia clasico de Mohr-Coulomb para materiales
del tipo del hormigén, presenta el inconveniente de no cumplir con la relacidn inicial
enire resistencias uniaxiales a compresion y traccicn R° = |o|/lef| para dngulos
de rozamiento interno ¢ comprendidos dentro de los valores experimentales del
hormigén: 30° < ¢ < 35°¢. Entre las soluciones que se adoptan habitualmente,
estd la de aumentar este dngulo de friccidn interna hasta alcanzar la relacién de
resistencia uniaxial requerida******. Sin embargo, esta no es una solucidn si se trabaja
con plasticidad asociada, pues el criteric de Mohr-Coulomb definido como superficie
de potencial pldstico con un gran dngulo de dilatancia ¢ = 4 , produciria en el
sélido un efecto excesivo del fendmeno de dilatancia. Para evitar esto, se presenta la
necesidad de utilizar una regla de flujo no-asociada g—g— # %—"E con €l fin de controlar
el incremento de deformacién plastica volumétrica €2 . Otira solucién que se utiliza
muy a menudo, consisie en limitar el dominio del criterio de fluencia de Mohr-Coulomb
en la zona de traccién total del espacio de tensiones principales, con un criteris de
barrera que no es otra cosa que una disminucién de tension llevada a cabo mediante el
criterio de Rankine'*#***. No obstante, esta combinacién de criterios (Mohr-Coulomb
con Rankine}), adolece de algunos inconvenientes*®.

Con el fin de trabajar con plasticidad asociada, y evitar el inconveniente que
presenta la utilizacién de la funcidén de Mohr-Coulomb definido con un angulo de
rozamiento interno muy alto, se propone en este apartado una simple modificacidn de
este criteric Figura 8, consistente en afectar la tension principal es mayor o1 de un
parimetro de ajuste ag*® que permite regular la relacidn de resistencia uniaxial, hasta
cumplir con el valor deseado. La superficie de fluencia que resulta de esta consideracién
es la siguiente:

Flore,drar) = (#) + (ﬂ%iﬂi) seng — ccosp = 0 (30)

siendo o1 = 6™ y o3 = 0™, las tensiones principal mayor y menor respectivamente,
¢ la cohesién interna del sélido, ¢ el dngulo de rozamiento internc entre particulas
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del sélido, ¥y «agr el pardmetro de ajuste de la tensién principal mayor. Operando
algebraicamente con ésta, se tiene:

F(U,C,QS,CIR) = [QR oex Bronr — gmin] - 2c VRMohr =0 (31)

donde:

a2 (T, 8
RMohr = tan (4+2) '

A partir de la ecuacién (31) se puede obtener el valor de ag = R°/ RMohr , Necesario
para cumplir con la relacidn de resistencia inicial uniaxial requerida, cualquiera sea el
angulo de rozamiento interno ¢ que se proponga comprendio entre 0° < ¢ < 50°%,

Para este criterio de fluencia, el factor de proporcionalidad entre la funcién de
cohesidén, correspondiente a un proceso de compresion, y la correspondiente tensién
uniaxial®*®, vale: R =2 VRO .

Puede formularse la ecuacién {30) en funcién de los invariantes del tensor de
tensiones o y de su desviador s, a partir de la expresién de las tensiones principales en
funcidén de dichos invariantes, llegando después de un simple tratamiento algebraico*®,
a:

senfdseng

I
.F(Il, Jg,ﬁ,c,qﬁ, aﬁ) = EIK-;; + /2 (chosg - KQT) - CCOS¢ = (32)

siendo: . .
K, - {ar+1) —aﬂ)sew
2 2
K, = (C(R—I-l) _ (1—03) 1
2 2 seng
1 1
K3 = %semﬁ - (2—0‘}*) = K, seng

Observese, que para ag = 1 la ecuacién {32) coincide con la funcién de Mohr-Coulomb
clisica.

Definicidén de un nuevo criterio de fluencia®’.

La modificacién del criteric de fluencia de Mohr-Coulomb, presentada en -
el apartado anterior, soluciona un inico problema puntual, sin mejorar otras
caracteristicas del criteric. En el ambito de un modelo que pretende obtener una
simulacién ajustada al comportamiento mas general del hormigén, es necesario formular
un nuevo criterio de fluencia, que brinde una sclucién mas amplia.

Mientras en ensayos biaxiales de hormigones®**? es usual encontrar que la superficie
de discontinuidad inicial es similar en su forma a las sucesivas superficies de carga
pldstica, en estados de compresién triaxial no se disponen de ensayos experimentales
para altas presiones hidrostdticas que permitan afirmar lo mismo. No obstante esta
falta de conocimiento sobre el comportamiento del hormigén para estados de tensién
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triaxial afectados por altas presiones hidrostaticas, existen criterios como el denominado
cap model*** que hacen la hipdtesis de que la superficie de discontinuidad inicial se
cierra sobre el eje de presiones hidrost4ticas, mientras la superficie de tensién mdrima o
segundo limite de falla asi como las sucesivas superficies de carga (incluida la superficie
Hmite de tensidn dltima), se encuentran abiertas hacia el infinito sobre el mencionado
eje de presiones hidrostiticas en la zona de compresién triaxial. Esto implicaria,
que para estos estados, donde 0 > oy = o = o3 , se desarrollarfa un proceso de
endurecimiento indefinido, sin alcanzar nunca la superficie de falla. Por otro lado,
debido a que el presente modelo estd orientado hacia el estudio del dafio fotal, no se
intenta formular un criterio de fluencia que considere el comportamiento en la regién
diagonal (o1 = o3 = 03) , donde aparentemente no se puede alcanzar la situacién
de dafio total, por lo tanto se propone una funcién del tipo de la ecuacién (1) que
sblo serd vilida en la zona del espacio de tensiones donde se tiene la certeza que un
proceso de carga radial conduce a un estado de dafic total. Es por lo tanto un rasgo
carcateristico del presente modelo, que sea la misma funcién F{eo,¢) la que describa el
limite de discontinuidad tnicial, y luego evolucione durante el proceso de carga, fijando
los sucesivos limites de falla.

Se ha mencionado anteriormente que este modelo elasto-plastico adopta el uso de
funciones de fluencia homogéneas de primer grado én las componentes del tensor de
tensiones. Esta decision permife definir una funcidn de endurecimiento pldstico simple
y con umn claro sentido fisico, en este caso la cohesiéon ¢ | tratada como una tensién
escalada respecto de la tensién de compresion uniaxial ¢ {ver apartado anterior). No
obstante esta aparente ventaja, los criterios de fluencia que gozan de esta caracteristica
no pueden simular el comportamiento de los sélidos friccionales a muy altas presiones
hidrostaticas, donde se exige que los meridianos se curven hasta hacerse paralelos al
¢je de presion hidrostatica®. Sin embargo, no hay evidencias experimentales de que
esto ocurra en hormigones, pues los resultados experimentales aprovechables™®**%* gque
surgen de ensayos triaxiales a compresién, no alcanzan tan altas presiones hidrostaticas,
indicando solamente una leve curvatura en los meridianos sin que lleguen a ser paralelos
al eje de presién hidrostatica Figura (9e). En consecuencia, los meridianos rectos
pueden ser una buena aproximacién dentro del dominio de trabajo al que normalmente
se somete al hormigdén. Esta circunstancia, conduce a la adopeién de funciones de
fluencia homogéneas de primer grado, y en particular a la formulacién del siguiente
criterio:

F=Flo,¢)= 'ui—a) [\/3 J: + ali + B{e™) - 1(~am_“)] —c=0 (33)

donde «a , f ¥y ¥ son constantes adimensionales que determinan la forma de la
funcién de fluencia, o¢™®* es la tensidn principal mayor: o3 < g2 < ¢ = ™% =
2—5;:_1 sen(8 + &) + i;’- ¥y ¢ es la funcién de cohesién o endurecimiento pldstico. Para
este criterio de fluencia, el factor de proporcionalidad entre la funciones de cohesidn, a
compresion simple y la respectiva tensién uniaxial, es*®: N =1.

Si en la ecuacién (33} se hace o¢™®* = (0 (estado de compresién biaxial:
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a}

008 < Or << 03272

Figura 9. Criterio de fluencia propuesto:  a) En el espacio de tensiones principales
o espacic de Westergard; b) Segin el planc o3 — a3,02 = 0.

o3 < g3 < oy = 0 ), este criterio toma la forma del criteric de Drucker-Prager en
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la zona de compresién total, salvo el valor de sus constantes de ajuste® ¢, Esto es:

F=F(p.bc)=p + o'VBE - V2K'=0 (34)
siendo:
! K.’ — (1 — a) c

RV V3
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ensayos de: Tasuji*?, Kuppfer®®, Schickert*®, Zimmerman*?.
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A continuacidn, se hace una breve presentacién de los pardmetros de ajuste de este
criterio.

Pardmetro o : Este pardmetro, es el encargado de ajustar la funcién de
discontinuidad inicial en Ia zona de compresién, con el fin de obtener la relacidn deseada
entre la resistencia a compresion uniaxial o¢ y la resistencia equibiaxial o¢p Figura
9b. Debido a que la ecuacidn (34) describe la funcién de fluencia en €} plane o; — a3
es posible deducir de ella la magnitud de « . Para ello, sustituyendo un estado de
compresién plano y simétrico o = 03 = 03 < 03 = 0 en la ecuacién (34}, y operando
algebraicamente, se tiene:

e 1-2a (35)
resultandc de aquf la expresién del pardmetro a :
. -
a= 2—",;_%—_1 (36}
oo

donde o¢ y o representan la resistencias de compresion uniaxial y equibiaxial
para el limite de discontinuidad inictal kP = 0 , respectivamente. Segun estudios
experimentales sobre el comportamiento de hormigones®****?, la relacién %‘g oscila
entre 1.10 y 1.16, de donde se obtienen valores de a comprendidos entre 0.08 y 0.1212...

Pardmetro B : Conocido « , y sustituyendo para un estado de traccidn simple
0=03 =0y <0y =e¢r enlaecuacién (33}, se tiene:

(T'Z'&j[o'gn + aor + Bor] = er (37)

y debido a que en este criterio de fluencia, la relacién entre la funcién de cchesién a
traccién simple y la respectiva tensién uniaxial viene dada por:

cr(kP) = -;- [R° or(w?)] = R or(x?) (38)

tal que sustituido en la ecuacién {37}, resulta:
B8 =(l-a)R°-(1+a) (39)
donde R® representa la relacién que hay entre la resistencia uniaxial de compresién
y traccién cuando se alcanza el primer limite de discontinuidad, para P = (. Segin

estudios experimentales sobre el comportamiento de hormigones®®*®?, la relacién R es
del orden de 10.0, que junto a un « = 0.1212, da valcres de $ del orden de 7.66.

Pardmetro v : De acuerdo con la ecuacién (33), este parametro funcién de

la relacidén de radios octaédricos maximos a traccidn y compresion rhe* , aparece
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Figura 9. Criteric de fluencia propuesto: f{} Segin el plano octaédrico ooy = —1.8.
g) Comparacién, en el plano octaédrico: o,y = —1.8, con los criterios de

fluencia pldstica de: Podgorski®*, Lade*®, Mohr-Coulemb y Green-Bishop®™.



MODELG CONSTITUTIVO PARA MATERIALES FRICCIONALES. PARTE 1 425

solamente para estados de compresién triaxial, o seacuando o3 < o3 < oy = ™% < 0.
Designando con [M.T.} y [M.C.| los meridianos a traccién { g3 = o1 < 02 ; o bien § =
— % } ¥ compresién ( 03 < 02 = 01 ; obien 8 = § }, de la superficie de fluencia
plastica, respectivamente, y expresando las tensién médxima, como:

para [M.T.]: 6 =— % => o = % (11 +2 3 Jz) (40}
para [M.C.]: #= % = o™ = % (11 +v3 Jz) , (41)

tal que, sustituyendo éstas en la ecuacién (33) con ¢™** < (0, resultan las siguientes
ecuaciones que describen meridianos rectos de traccién y compresion:

para [M.T.]: (2y+3)v37: + (v+3a) =3 (1—a)c (42}
para [M.C.: { y+3)v3J: + (+3a) 1 =3(1-a)e {43)

donde ¢ es el valor actual de la cohesién. Considerando la relacidn de radios octaédricos
maximos a traccién y compresién rIie* |, en un plano actaédrico cualquiera I; = ete. ,
se tiene de las ecuaciones (42) y (43):

(l—a)e— {7+ 3a)
e (V2R (V) 3l-eje—{y+43a) T 29437
(v +3)V3

resultando de aqui la expresion del parametro 7 , que es constante debido a que los
meridianos son rectos. De las ecuaciones {42) y {43):
3 {1 — rinex

7 = oct (45)

max
2r30 — 1

Segin Ottosen!®***! 13 relacidn mdzima enire radios ociaédricos r22* . debe ser
) oct  *

una funcidén de la presién hidrostatica Iy , variando desde ri3* =(.5 para: [} — 0,
hasta r3%* = 1.0 para: [; — oo , esto significa que se pasa de una seccién

octaédrica triangular, a una circular, respectivamente. No obstante esto, los ensayos
experimentales no muestran tal incremento®, sino que tiende a una constante que oscila
alrededor de r5i3* ~ 0.65. De esto ultimo, se obtiene un valor de ¥ = 3.5 . El criterio
de fluencia plastica de Willam-Warnke'®, al igual que el que se propone, mantiene la
relacion mdrima entre radios octaédricos constante durante todo el proceso inelastico,
y comprendida entre (.5 < r¢* < 1.0 segin sean las constantes de ajuste que se
utilizan.

Los parametros a, 8 y 7, también podrian formularse en funcién del angulo de

rozamiento interno ¢( a = fo(¢), B = fo(d), ¥ = (¢ )
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Forma de la funcidn de fluencia

La funcién de fluencia, describe en el espacio de tensiones principales, o espacio
de Westergard, una piramide como la que muestra la Figura 3a. Los meridianos de
traccién mdzrima y compresion mdrima Figura 9d, debido a que dependen forma lineal
de p yde £,son dos rectas con una relacion de radios octaédricos como la expresada en
la ecuacién (44). En el planc octaédrico Figura 9f describe una curva con tres vértices,
por donde pasan los tres meridianos de compresién maxima y donde presenta unc de
los tipos de singularidad que produce una definicién miltiple del vector normal a la
superficie de fluencia f . Por dltimo, en el planec principal Figura9b [g3-03, 03 = 0],
en Ja zona de compresién total, presenta una funcién similar a Ia de Drucker-Prager
ecuacidn (34}, y en la interseccién con el octante de compresién total, presenta el otro
tipo de singularidad que también produce definicién rmiltiple del vector normal a la

superficie®s.
Del analisis de las Figuras 9 se puede deducir que, tanto en el plano octaédrico
como en los planos meridianos y en el plano principal oy — o3 , o3 = 0] el

criterio propuesto aproxima bien los resultados experimentales *?%%%%'  Adernas,

se puede ohservar que para los valores de tensién octaédrica comprendidos entre:

0
~ =20 < Iac(zg”*_ o] < |Uc(i?’c£: oy ° (dominio donde se encuentran una gran

cantidad de ensayos experimentales para los hormigones), las funciones meridianas
rectas aproximan bastante bien el comportamiento real de este material.

CRITERIO DE POTENCIAL PLASTICO

De la regla de flujo expresada mediante la ecuacién (3}, resulta obvic que el
incremento de deformacidn plistica é° queda definido a partir del criteric de potencial
plastico G , quedando asi establecida la cuota de dilatancia admitida en el material
ideal propuesto, durante el desarrollo de un proceso de carga elasto-pldstico*®. En otras
palabras, la definicién de la funcién de potencial plastico establece indirectamente la
magnitud del efecto de la dilatancia que se producira en el sélido ideal que se modeliza.
La variacién de este dngulo de dilatancia, a lo largo del proceso de carga ineldstico, ha
sido presentada con anterioridad, y mediante esta funcidn se puede dar movilidad al
criterio de potencial plastico con el fin de lograr una mejor simulacidn del fendmeno de
dilatancia.

Existe una gran cantidad de funciones de potencial plastico G , definidas con
el fin de lograr la dilatancia deseada para cada material friccional ideal®**, En este
modelo constitutivo se ha utilizado la idea propuesta por Radenkovic®®*, consistente en
adoptar como criterio de potencial plastico el criterio de fluencia de Mohr-Coulomb con
un angulo igual al de dilatancia. De esta forma, se ha utilizado la superficie de fluencia
de Mohr-Coulomb modificado*®*® ecuacién (32}, con un dngulo de {riccidn interna igual
al de dilatancia ¢ = . Esto es:



MODELO CONSTITUTIVO PARA MATERIALES FRICCIONALES. FARTE I 427

I 0
G(I1, 72,0, %, 0p) = 3 Ks + \/E(chosa - K;-Si“-%{'i) — cte.=0  (46)

donde K; son constantes que dependen de la relacién entre resistencias uniaxiales
a compresién ¥y traccién (32). La ecuacién {46) provee un vector de flujo plastico
que se acerca a los resultados experimentales obtenidos, sobre morteros de cemento
y hormigones, por Andenaes y otros' Figura {10). En esta misma Figura se puede
observar el error cometido en considerar un flujo asociado a la funcién de fluencia
propuesta en el apartado anterior, y la ventaja que proporciona el iiso de la propuesta
de Radenkovic aplicada a la funcién de Mohr-Coulomb modificada. Esta tltima, puede
presentar una discrepancia con los resultados experimentales obtenidos por Andenaes?
para la relacién de tensién o3f0y = 0/3 (punto singular), pudiendose solucionar
mediante la definicién del flujo plastico de Kditer®*+¢.
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Figura 10. Flujo plastico producido por el criterio de fluencia propuesto en este
trabajo; flujo pldstico obtenido por E. Andenaes y otros®, ¥ flujo segin
la propuesta de D. Radenkovic®®.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta un modelo constiiutivo de dasio plistico que permite
simular, dentro de un rango de aplicacion muy amplio, el comportamiento de Ios
materiales cohesivos friccionales, con especial orientacién hacia el hormigén. El modelo
surge de una generalizacién de los conceptos clésicos de la teoria de la plasticidad,
permitiendo tratar el comportamiento del hormigén bajo complejos estados tensionales
que resultan de procesos de carga cuasi-estiticos radiales y no-radiales, pudiendo
también controlar el fendmeno de la dilatancia.

Se presenta una nueva funcién de fluencia plastica que aproxima bastante bien
los resultados experimentales, se considera también una modificacién de la funcién
de fluencia de Mohr-Coulomb que permite obtener una adecuada relacién inicial entre
resistencias uniaxiales a compresion y traccién, se presentan las variables fundamentales
del modelo, ¥ una hipdtesis que permite objetivizar su respuesta.

En la parte —II de este articulo, se presentard una generalizacion del modelo que
posibilita tratar procesos ineldsticos con degradacidn de la rigidez eldstica y plastica.
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