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fugenio Ofiate 1béhez de Navarra

6.1. INTRODUCCION

En un sistema integrado de CAD es esencial una
coordinacién estrecha entre el soporte graficoy ef rnodelo de
céleulo utilizado. En general, es o soporte gréfico el que
debe adaptarse a las necesidades de la metodologia de
céleulo, lo que, naturalmente, exige un buen conocimiento
de la misma para.optimizar el volumen de operaciones.

‘ Modifiens] .

oL
Disein Proveso de Comprobacicn Dibup ge
inicial andlisis de resutados plaros

Figura 8.1 Esguema tipica de un procesc de CAD.

Para concretar ideas, consideremos el esquema bdsico de
un proceso de CAD que se muestra en la figura 6.1. Ei

_ problema se reduce al andlisis de un disefio inicial para

obtener unos resultados que indicardn si el disefio es o nd
satisfactorio. En el primer caso, se puede proceder al dibujo
de los planos de fabricacion correspondientes. En el
segundo, se deberdn efectuar las oportunas modificaciones
en el proceso de andlisis o en el disefio injcial. Parece
evidente que, dentro de las etapas mencionadas, 1a fase de
andlisis juega un papel principal, ya que es la que proporcio-
na informacidn para decidir sobre la bondad del disefio.

Modificaciin [ optimizocicn |
disefia - disefio

En Ia figura 6.2 se presenta algo més detallado el sencillc
esquema anterior. Asf, observamos que tras la definicién de
disefio inicial, serfa adecuada una fase de preproceso en
gue se obtendra una representacion grafica del disefio :
partir de la cual se pueden obtener todos los datos
geométricos para iniciar [a fase de célculo. Dichos datos sor
progesados por el modelo de célculo correspondiente
proporcionando resultados que, a su vez, son interpretados)
representados en la fase de postproceso, de manera que
pueda juzgarse con facilidad si son o no aceptables. En casc
negativo o dudoso, habria que repetir toda |a fase de célculo
0 bien alguna de sus partes, tal como se indica en la figur:
6.2. Una vez obtenidos los resultados «correctos», se
procede a comprobar la bondad del disefio. Si éste fuer:
rechazado, habria que efectuar las modificaciones oportunas
y volver al punto de inicio del proceso. Dichas modificacio-
nes pueden establecerse basiandose en {os resultados de ur
estudio de optimizacién del disefio. Finalmente, si el disefic
es aceptado se procede al dibujo de los planos ds
fabricacidon correspondientes. ’

En este capftulo vamos a concentrar la atencién en e
estudio de la fase del modelo de cédlculo. Asimismo,
anatizaremos la interrelacion entre el modelo de célcuioy las
fases de pre y postproceso.

6.2. MCDELO DE CALCULG: SISTEMAS
BISCRETOS Y SISTEMAS CONTINUOS

Comgo se ha indicado en el apartado anterior, la etape
inicial de un proceso de CAD es la definicién de un modeic

Moditicaciones en el

Disero Fr Modelo
incial eproceso 'de
cdlculo

Figura 6.2 Esquema de CAD: Detalles de la fase de andlisis.

Proceso de andlisis

proceso de andlisis

| P
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Sistamas CAD/CAM/CAE

Elemento finite

Elemento finike

Figura 6.3 Meodelos geométricos de un puente y de un vagén. Mallas de elementos finitos para el an4fisis.

geométrico del disefo inicial a partir del cual se obtienen los
datos necesarios para poder analizar su comportamiento,
Dicha modelo geométrico puede ser més o menos complejo,
en funcion de la dificultad que presente la geomettfa real del
disefio, o de la capacidad informética disponible. Enla figura
6.3 se muestran los modelos geométricos de un puente v un
vagon de ferrocarril. Dichos modslos representan simplifica-
ciones de la geometrfa real y son la base para la definicién de
los datos de célculo, como las mallas de elementos finitos
que se muestran en la citadz figura. Al modelo geométrico
del disefio lo denominaremos, en lo sucesivo, sistema.

La finalidad, pues, del modelo de cédlculo es obtener la
respuesta del sistema al ser éste sometido a una serie de
perturbaciones que denominaremos acciones (pot ejemplo:
cargas en un sistema estructural). Estudiaremos aquf las
bases en que se apoyan los diferentes modelos de célculo
més utilizados para los tipos de sistemas usuales.

6.3. SISTEMAS DISCRETOS

Reciben dicha denominacidn aquellos sistemas compues-
tos por una serie de elementos diferentes, flsicamente
diferenciables, conectados por sus extremos o nudos
formando una maflz y sometidos a una serie de acciones
generalmente externas al sistema. Ejemplos de dichos
sistemas abundan en ingenierfa.

Relacionados con las estructuras, por ejemplo, podemos
considerar como sistemas discretos a todas las estructuras
de barras, tales como poérticos, simples y. compuestos,
celosfas, entramados de edificacion, forjados, ete.

En otras dreas de la ingenierfa tenemos ejemplos de dichos
sistemas en las redes hidrdulicas vy eléctricas, en los métodos
de optimizacién de la produccién (PERT, etc.)), en los
sistemas de organizacidon del transporte y otros. En la figura
6.4 se han representado algunos de dichos sistemas.

~Los modelos de cdlculo de CAD més corrientes para
andlisis de sistemas discretos utilizan técnicas de cdleulo
mairicial. No obstante, en algunos casos particulares, es

68

posible obtener una represgritacién analitica de la resp
del sistema, lo que simplifica notablemente los célc
Aqul consideraremos solamente el planteamiento mat
por ser el més empleado en la préctica.

Asf, en dichos casos, las ecuaciones matriciales
sistema se obtienen a partir del estudio del equilibrio ¢
elemento aislado del sistema. Por ejemplo, para un elem

et

Sisterma estructurg!

udo

e

]

clemanty
om0

Sistema eléctrico . Sistena hidrdulico

Figura 6.4 Sistemas discretos més usuales.
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~de barra aisfado es facil obtener una relacién entre las fuerzas

‘que actlfan en los nudos vy los correspondientes desplaza-

“‘mientos. Para la barra de I3 figura 6.5 se deduce facilmente
- de la resistencia de materiales [1] que:

AN (EA\®
(& _pio) ) - =
R~ —R (g4t (T) "(T) (U —Uo) =

=K (U~ Uy (6.1)

EA (e}
dande K"’:(T) y ¢l indice ¢ indica que los valores se

refieren a una batra particular. La ecuacién anterior puede

escribirse en forma matricial como:

R 117 fui
(&) — 1 =K(ﬂ) 1 — (&) _(e) 6
= {ab=e" [ ot 4 02

;- donde K se denomina matriz de rigidez del elemento de
~ barra y es funcién Gnicamente de la geometrfa del mismo y
- de sus propiedades mecdnicas, a(® v gl son los vectores de

desplazamientos y de fuerzas de los nudos de la barra. La ec.

- {6.2) es la expresién matricial de equilibrio de la barra

aislada. 5i adicionalmente actuara sobre la barra una fuerza
uniformemente reparticda por unidad de E?r)]gitud de intensi-
2

en cada nudo, [a

-gcuacién (8.2) se medifica como:

R (&) 7 1 —1 U(EJ {bl’) (&) 1
@_JA L e 1
; ‘{Rf’} [ ] J{Ué"’}* ]

q@ =K® 2@ 4+ §@ (6.3)

donde f es el vector de fuerzas que actdan en los nudos de
la barra debidas a cargas exteriores.

La expresién de equilibrio de la estructura se obtiene a
partir de la sencilla regla que expresa que la suma de fas
fuerzas en un nudo, debidas a las diferentes barras que
concurren en el mismo, es igual a fa fuerza exterior que actla
en el nudo. En forma matemaética:

3

3 Ri(e} — fo!en’ar (64)

e=1

donde el sumatorio se extiende a todas las barras, n,, que
concurren en el nudo de numeracién /. Sustituyendo en
dicha expresién los valores de A" en funcién de fos
desplazamientos de los nudos por la ec. (6.3) se obtiene la
ecuacién matricial de equilibrio de a estructura como:

Kll Kiz e K}}: UZ fi
21 22 . Kﬂ.n UZ =f2 (65)
ko Kok ul e
0
Ka=Ff (6.6)

donde K & y f son respectivamente la matriz de rigidez, el
vector de incégnitas (desplazamientos) de los nudos, v &l
vector de acciones (fuerzas) del sistema (estructura). El
proceso de obtencién de la ec. (6.6) recibe e nombre de
ensamblaje. La resolucion de la ec. (6.8) proporciona los
valores de los desplazamientos en todos los nudos de la
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Figura 6.5 Barra a traccién. Ecuaciones matriciales de equilibria local
global.

estructura a partir de los cuales podemos conocer los
esfuerzos internos en las barras. Hay gue destacar que el
proceso de ensamblaje puede organizarse de forma muy
sencilta para que sea efectuado directamente por ¢l ordena-
dot, partiendo simplemente de la numeracidn de ios nudos
de las barras de la estructura [2] (figura 6.5},

Los pasos explicados entre las ecs. (6.1) v (6.6} son
totalmente andlogos para la mavorfa -de los sistemas
discretos, Asfl, por ejemplo, en el caso de una malla eléctrica,
el estudio de un elemento aislado {resistencia} proporciona,
de acuerdo con la ley de Ohm, la siguiente relacién entre las
tensjones ¢ intensidades que entran por cada nudo (figura
6.6)

{e}
i m I
e
1 2
iel fal fal
v R vi®

. o V%El [iinl
Em (2] : (2}
-1 v 17

e gel. giel

Figura 8.6 Resistencia eléctrica. Ecuacién matricial de equilibrio [ocal.
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1
jl("-') = (e) -~

e (6.7)

(V7 — VY =k (8 )y

Se.observa que dicha ecuacion es andloga a la (6.1) para
la barra sin mds que intercambiar los conceptos de

intensidad y tensidn par fuerza y desplazamiento y el inverso
(8)

. . £A ,
de la resistencia R por ) La regla de ensamblaje ta

proporciona ta conocida ley de Kirchhoff que establece que
la suma de las corrientes que concurren en un nudo es igual
a cero, o

yj\: /(e) _ Iexrerfar

e=1

(6.8)
donde /7" es |a intensidad que entra en el nudo desde el
exterior de |a red. Puede comprobarse la analogia de dicha
ecuacion con lz (6.4) para barras.

Las mismas analogias se encuentran en el estudfo de redes
de tuberfas. La ecuacién de equilibrio entre caudales, q v
alturas piezométricas, 4. en los nudos de un elemento de
tuberia se puede escribir como (figura 6.7)

i = — g { =K (5 (6.9)
donde K es un coeficiente que depende de |a rugosidad de
la tuberia y de las alturas piezométricas de los nudos, lo Que
implica que las matrices K'” de la ec. (6.2), no estan ya
formadas por constantes sino por funciones conocidas de
a”. Por otra parte, la ec. (6.3) se escribird de manera
idéntica para este caso, siendo, la fuerza £ equivalente a
una aportacion de caudal uniforme por unidad de longitud
de tuberfa, Q'.

m {e)
W = 3
1 Khet 2
} tel
hee i
{2} te)
-1—5 n
el E 1 4
=% 1_E h‘;l qtz“

E{ei g(a}: Sle}

Figura 6,7 Tramo de tuberfa. Ecuacién matricial de equilibrio local,

La regla de ensamblaje se.obtiene por la simple condici
de equilibric entre lgs caudales que concurren en un nud:
el caudal aportado desde el exterior al nudo, es decir:

ne

z Qim =

e=1

exterior

q; (6.1

Se puede deducir facilmente la analogia de expresior
con las correspondientes para barras y mallas eléctricas.
ecuacion de equilibrio global de la red de tuberias es, |
tanto, idéntica a ia (6.6), teniendo en cuenta que la matriz
es de naturaleza no lineal y para su solucién es necesa
utilizar métodos iterativos.

En definitiva, de todo o anterior se deduce que en

andlisis de un sistema discreto intervienen las siguien
etapas:
@) Definicién de una malla de elementos discretos conec
dos entre s{ por nudos, todos ellos convenientemer
numerados. Cada elemento, e, tiene asignadas ur
propiedades geométricas v mecénicas conocidas. Toc
estas caracteristicas constituyen fo gue se denomin
datos del problema y conviene definirfos de la mani
mas autorndtica posible (fase de preproceso).

Cdlculo de las matrices de rigidez K y vectores

fuerzas £ (silas hubiera), de cada elemento del sisten

Ensamblaje y resolucién de la ecuacién matricial

equilibrio global del sistema (I{ a=7) para calcular |

valores de las incognitas en los nudos, a.

d) A partir de los valores de las incégnitas en los nud
se obtiene informacidn sobre otros pardmetros de inte:
del sistema ({por ejemplo, tensiones, deformaciones en
barras, voltajes, caudales, etc.).

Todos los resultados anteriores deben pressntarse de
forma méds clara v gréfica posible para facilitar |a toma
decisiones sobre el disefio. Esta presentacién constituye,
definitiva, |a fase de postproceso que, naturalmente, al igt
aue la de preproceso debe estar preparada para poc
adaptarse a todas las posibles opciones de cada tipo
problema particular. El esquema anterior se presenta
forma gréfica en la figura 6.8.

b

—

©
-

6.4. SISTEMAS CONTINUOS

Denominaremos sistemas continuos aquetlos cuyo cot
portamiento no puede expresarse en forma sencilla

! 1
! 1
)
i !
§ 1
! ]
| E
1 modificar moditicar modificar cleulo |
| modelo teoria de métods de tueves !
! geométrico cdlcule de salucicn pardmetros 1
1
1
. |
l :
! | Definitidn deln|  |Cdlculo de las Ensamblae Cdlcuto de 0 !
: matia de matrices y ¥ selucién otros pargme - £ Andlisis
B elementes veciores de del sistema tros de satisfuctorio? ;
! discretos los elementos de ecuccicres interds '
i E
b3
{ barras matriz de Koz f tensiones |
I resistercias rigidez K detormaciones ]
H tuberias vector de voltajes !
! etc. fueras 1 caydales i
1 etc. i
1 @ Preproceso :
! o Postprocese !
1

Proceso de andlisis

Figura 6.8 Esquema del proceso de andlisis de un sistema discreto en un programa de CAD.
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: Figura 69 Algunos sistemas continuos en ingenieria,

funcién de un nimero pequefo de variables discretas. Los
gjemplos de dichos sistemas en la ingenierfa v en la ffsica
son innumerables. En ingenierfa de estructuras se puede

- tonstderar que. practicamente, todas fas tipologias estructu-

rales, a excepcidn de las formadas por elementos de barras,
““responden a dicha clasificacion (placas, puentes, ldminas,
:.presas, etc.). Similarmente ocurre con atras ramas de la
-ingenieria tales como la ingenierfa del terreno, mecanica,
. hidrdulica, aerondutica naval, ete. donde la mayor parte de
~los problemas de interés practico tienen un carcter bi o
-tridimensicnal v, por consiguients, continuo (figura 6.9).

Asf, pues, dichos sistemas constituyen un alto porcentaje de

“los problemias reales que intervienen en el disefio de obras o
‘‘componentes, en su sentido mas amplio, de ingenier(a. Esto
-explica ef gran esfuerzo desarrollado en las dltimas décadas
“-por elaborar modelos de célculo eficaces y econrémicos para
“su andlisis.

Bésicamente ef estudio del comportamiento de un sistema
continuo puede abordarse desde dos puntos de partida

. diferentes:

) Realizar la integracién de las ecuaciones en derivadas
parciales, con sus correspondientes condiciones de
contorno, gque expresan el equitibric de un elemento
diferencial genérico del sistema.

b) Partir de un funcional I, definido como una expresion

integral sobre todo el sistema, que depende de las
variables fundamentales del mismo U. La solucion del
sistema continuo son los valores de U que hacen
estacionario a II con respecto a variaciones pequefias 5U
{Eilemplo: En un problema de estructuras los desplaza-
mientos, hacen estacionario y minimo el funcdional de
energfa potencial de Ja estructura).

Puede demostrarse que los dos planteamientos, aungue

-conceptualmente diferentes, estdn intifnsecamente relacio-
‘nados ya que, obviamente, ambos deben proporcionar la
‘respuesta correcta del sistema. No obstante, la utilizacidén de
‘uno u oiro conlleva desarrollos matematicos muy distintos,

st bien puede comprobarse que, a efectos préicticos, las

‘¢tapas furdamentales del modelo de célculo final, que son

las que interesan para elaborar un programa de CAD, son
précticamente las mismas como veremos a continuacicn.

6.4.1. Planteamientc a): Solucidn de las ecuaciones
diferenciales del sistema

Por condicionantes de espacio, descartaremos entrar aqui
en explicar métodos para la sofucién analitica de ecuaciones
diferenciales de sistemas continuos, y abordaremos tnica-
mente el caso de su sofueidn numérica que, de hecho,
constituye el procedimiento més usual en la practica. En
particidar, se prestard especial atencidn a los detalles
relacionadaos con los métodos de diferencias finitas, elemen-
tos finitos e imtegral de contorno, que constituyen Jas
metodologfas de calculo més utilizadas hoy en dia en los
programas de CAD existentes.

Para introducir las ideas bdsicas haremos uso de un
sencilio ejemplo en una dimensién.

Asi, consideremos dos problemas conceptualmente dife-
rentes. El primero es una barra bajo una carga uniformemen-
te repartida, &, en la direccion de su eje; v e segundo, ia
misma barra en la que se genera una cantidad de calor
también uniforme por unidad de longitud Q. De la conside-
racién del equilibrio de un elemento diferancial de barra en
ambos problemas se deducen [as ecuaciones diferenciales
de equilibrio siguientes (figura 6.10):

Barra a traccidn Barra calentada

anN dy
aN . _ %9 _a-
o +b=0 ~7—a=0
U a7
N=EFEA-—— = —K—
di 9=
d [ du df dr
dx( o’x)+b 0 dx( dx>+ &1

con las condiciones de contorno
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Figura 6,10 Barra a traccién y calentade. Analogla de las ecuaciones
diferenciales de equilibrio y matla unidimensional de diferencias finitas para ¢l
andlisis.

Uwly=0 en x=0 T=T,enx=0
gl T
Ne=FAwo=P en X=/ =-Kd—= § en x=/
ax ox

6.12)

Se observa en las ecuacionss anteriores que ambos
problemas son equivalentes sin mas que intercambiar 1os
conceptos de desplazamiento, v, esfuerzo axil, N, fuerza
repartida, &, v el producto £4 en la barra traccionada por los
de temperatura, 7, flujo de calor, g, caniidad de calor
generada por unidad de longitud, Q, y conductividad
térmica, K, respectivamente en la barra calentada. Por
consiguiente, se puede plantear ia misma metodologfa de
solucién para ambos problemas, que se reduce a encontrar
una funcion & que satisfaga la ecuacidn diferencial

i(/(%)f():() en 0<x</ (6.13)

ax \ o
{{I)~—CI>0=O en x=0
con

g—-G=0 enx=/

interpretdndose los parémetros del problema @, ¢, Q. v K,
adecuadamente en una u otro caso.

Estudiarernos ahara la soiucion de las ecuaciones (6.13)
por varios procedimientos.

6.4.1.1. Método de diferencias finitas

Este método se basa en dividir el dominio de definicion del
problema en unamalfe de £ +1 puntos, igualmente espacia-
dos. El siguiente paso es sustituir |as derivadas en los puntos
de |a malla por expresiones algebraicas de manera que la
resolucion de la ecuacidén diferencial se reduzca a resolver un
sistema simultdnec de ecuaciones algebraicas donde las
incagnitas son los valores de la funcién buscada en los
puntos de la malla.

Asl, consideremos la solucion de la ecuacién

(6.14)

(o]

=0, en x=0
{ o &N X (6.14

on
=P, en x=/

{Obsérvese que dichas ecuaciones son un casc particulz
de la ec. (6.13), comentada en el apartado anterior). L
malla de diferencias finitas utilizada se muestra en la figur
6.10. Es facil deducir por ¢l teorema de Taylor (o gréfice
mente, ver figura 6.11) que las primeras derivadas en u
punto / se pueden aproximar por

aD @, ,~D
el = a ’(aproximacién hacia adetante) (6.1

Ax

!
donde Ax es |la separacién entre los puntos /y /+1.
Por consiguiente, de la ec. {6.15) se deduce que

db|
PO dx|, ox|ioy Q=28+, (6.1t
de* |, Ax B Ax? ’

Asl, evaluando la ec. (6.14) en un punto intetior de
malla, /, se obtiene haciendo uso de (6.16)

d*®

il B KCDJ‘+1""‘2(D1+(BI—1
dxt |,

K
. Ax?

=-q, (8.1

Dicha ecuacién puede escribirse para cada uno de |t
pumtos interiores (/=1,2,...,L —1) de la malla de diferenci:
finitas. Escribiendo las £ —1 ecuaciones y teniendo ¢
cuenta las condiciones de contorno (8.14) se obtiene (
sistema de ecuaciones algebraico que puede ordenarse ¢
forma matricial como

Ka=* (6.1
donde
2-1 0 0
-1 2-1 .0
e _1 . 2_1
Q-1 2
¢
i
A%
! I+ %
. Blaird
¢l='g—$-1 = IA1x l=ﬁ%~:~wigﬁ
Figura 811 Método de diferencias finitas. Aproximacién hacia adelante

la primera derivada.
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E5 Una matriz simétrica que se denomina matriz de rigidez de
amalla de diferencias finitas,

(6.20}

s: el vector de fuerzas en los puntos interiores de la mallay

a=[0,0,..0_,] (6.21)

'l_sel vector que centiene los valores de la funcién incdgnita
®'en los puntos interiores de la malla.

Obsérvese la equivalencia de Iz ec. (6.18) conla obtenida
bara solucidn de los sistemas discretos, ec, (6.6). Esta
implica que la organizacidn de la metodologla de célcuio
para este procedimiento sigue précticamente las etapas
descritas en el apartado 6.3.

Bl sencillo ejemplo anterior presenta de forma clara y
toncisa las bases fundamentales del método de diferencias
finitas. Obviamente, en la aplicacion practica de dicho
procedimiento surgen muditiples detalles en los que no
odemos entrar por razones de espacio. Simplemente
shadiremos aqui que ef mismo criterio explicado en el
gfemplo se extiende facilmente a dos .o tres dimensiones
donde las mallas de diferencias finitas utilizadas son bi y
ridimensionales, respectivamente. Un ejemplo de una malla
bidimensional se muestra en la figura 6,12, En dicho caso
hay que aproximar las derivadas con respecto a las dos
direcciones x e v, como se muestra en la figura 6.12, pero el
proceso general sigue [os pasos explicados en ¢ gjemplo

4.1.2. Métodos de interpalacién (Rayleigh-Ritz)

-Otro procedimiento para resolver numéricamente las
“eCuaciones diferenciales de sistemas continuos es a proximar
ivalor de las incégnitas, ®, por el sumatorio de productos
e funciones conocidas V,(x.y.2) por coeficientes incégni-
@, 8;. Asl, para el problema de la barra podemas escribir

]
O>P = 2 N(x)a, (6.22)
i=1
El problerna se reduce, pues, a encontrar los valores de a;
de forma que @ satisfaga las ecs. (6.13). Sustituyendo
6.22) en dichas ecuaciones se obtiene

d :
p (6.23)

dad
(K-&;)—I—_O=Hg en O<sx</

D—0,=R, en x=0
&b
Ka-h g=R, en x=/

donde Ry, Ro v R, representan los «residuoss que aparecen

T=%

q=q,
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Figura 6.12 Malta de diferencias finitas en dos dimensiones. Aproximacion
hacta delante de las primeras derivadas.

en las ecs. (6.13) debido a que I solucién, @, es aproxima-
da. Es facil advertir que, precisamente cuando dichos
residuos son cero, ¢ satisface las ecuaciones diferenciales
del problema v la solucidn aproximada coincide con la
wexactay. .

Para garantizar la nulidad de los residuos se utiliza el
método denominado de residuos ponderados.

Dicho método consiste en hacer cero ia suma de las
medias ponderadas de los residuos sobre cada uno de sus
dorninios de definicidn, es décir

1 : _
f W (x) Rodx+[W(x} Rolvmo +
o

+ [W(x) Rideer=0 (6.24)
donde W(x), W{x) y W(x) son las funciones de pondera-
cién, o de peso, de cada residuo escogidas de manera
arbitraria. La expresién (6.24) se denomina la forma integral
equivalente del problema. Se deduce facilmente {de forma
heurfstica) que si dicha ecuacién debe satisfacerse para
cualquier valor de las funciones W. Wy W se ha de cumplir
necesariamente que R, R, y R, se anulen en 0<x</, x=0y
x=1, respectivamente. Por consiguiente, el valor de & que
satisface la ecuacion (6.24) es precisamente el que cumple
asimismo las ecuaciones diferenciales (6.13) del sistema
continueo,

La ec. (6.24) es la base de la obtencién del sistema
discretizado de ecuaciones del sistema continuo. Efectiva-
mente, haciendo uso de las ecs. (6.22) v (6.23) en (6.24) se
obtiene
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(6.25)

La expresion anterior puede perfectamente escribirse en
forma matricial como

Ka=f (6.26)

donde

t d i, _ " ]
K=t W.—[K=2)d W, N W, K i
’ L ‘D’X( dx) o+ [ ’]"=°+[ ' Xm_f

3 —
f, = J W; Q dx+[W, @,3 _, — [W, 7],
0

(6.27)
a = [a;, @z a,,]r

Por tanto, hemos reducido el problema de encontrar la
solucién de las ecuacionss diferenciales del sistema conti-
nuo al de resolver un sistema simultdneo de ecuacionss
algebraicas, andlogo al que encontrdbamos en la solucién de
problemas discretos.

Evidentemente, la generalidad de la definicion de las
funciones de peso, perrnite una gran cantidad de opciones
para escoger W, W; y W;. Una de las mds populares en la
prictica es tomar W,=W,=W,=/N(x), lo que se denomina
métoda de Galerkin. El lector interesado en otras opciones
puede encontrar informacion al respecto en la referencia [8].

Conviene resaltar la importancia de iz seleccidn del
desarrollo de la ec. {6.22) y nuevamente existen miltiples
alternativas. Asf, las funciones V,(x) escogidas pueden ser
tales que la funcién & satisfaga, en principio todas las
condiciones de contorno (método de Ravieigh-Ritz [5] v
[(61).

En dicho caso, sélo es necesario garantizar la nulidad del
residuo Rp, lo que equivale en la practica a prescindir de los
términos en los que aparece W, v W, en las ecuaciones
anteriores. Si el desarrollo solo satisfaciera alguna de las
condiciones de contorno, por gjemplo, ia de P —@,=0 en
x=0 equivaldria a hager (nicamente cero W, debiendo
mantenerse |a funcién W, en la ec. (6.24) para garantizar el
cumplimiento de la otra condicidn en x=1.

Es importante advertir que la matriz i de [a ec. (6.22) no
es simétrica, como se deduce de la ec. (6.27). Para lograr la
simetria se integra por partes el término en /V; de la primera
integral de (6.25) obteniéndose

YW, oz dN - ( 2 dN; )
- =i — g0 W+ Wy K Z —2a; )+
L dx K;’=Z1 ax et |:( W) o Tk

+ [Wl q:lx=0 -+

x=/

[ul o]
= X

+ W, a}

3
+J W, Q dx=0
o 0

La expresion anterior recibe el nombre de forma débil de
expresidn integral inicial. Es muy Util en este caso escog
W,= — W,. Asimismo, es corriente seleccionar el desarre
{6.22) de manera que satisfaga la primera de |as condicior
de contorno, (@—®,=0), lo que equivale a hacer W,;=0
{6.24). Con todo esto, la matriz de rigidez y el vector
cargas se obtieng como

LW, | diV;
K,=| —K—Ld; .2
Y _[, ax " ax (6.

1
f, = J‘ W, Qdx+[W, q],_, — [W: 7], _,
0

Obsérvese que, ahora, para fa forma de Galerkin (W;=.
la matriz de rigidez es simétrica.

Por otra parte, las funciones V,(x) pueden estar defini
sobre todo el sistema, o bien por intervalos, subregione:
efementos del mismo. Esta ditima opcidn constituye
conocido método de los elementos finitos [6]-[10], «
presenta numerosas ventajas de gran utilidad préctica,
que ha contribuido decisivamente a que sea el procedimi
to mas popular para el andlisis de sistemas continuos y,
consiguiente, en programas comerciales de CAD. Er
apartado siguiente presentaremos brevémente fas b
fundamentales de dicho métado.

65.4.1.3. E/ método de las elementos finitos

En este procedimiento de andligis, el sistema continuc
discretiza en porciones no intersectantes entre sf, denomi
das elementos finitos. Sobre cada elemento se /nterpolan
incégnitas fundamentales del problema, en funcidn de
valores en una serie de puntos del elemento, denomina
nodos. haciendo uso de funciones de interpolacion def
das individualmente para cada elemento. Asf, recordand
problema unidimensional del apartado anterior se tiene ¢

Burrg g troceidn

t | Seetid

igs Hni nodos

Elomente finity de dos nedes,

Funtiones_de toma

. N:1el
® 1&&3

{2} tel
Ela) . b’ m R / 1 L z

e e L
] g1 2 .
N )
:,_41

i 2
uie)

intarpolacidn ; | u =N au N

Figura .13 Barra a traccidn. Discretizacién en elementos finitos unidi
sionales de dos nodos.
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rigura 6.4 Barra a traccidn. Discretizacion en elementos finitos unidimen-
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e el s . L, .
que togiendo para la discretizacién de la barra el sencillo

Iemento de ¢dos nodos, se puede expresar el valor de la

3, lo .
6gnita / dentro de cada elemento como:

ien-~
por
1 el
1585

U= N0 U + N2 () U (6.30)
onde M y M son las funciones de interpolacidn, o de
orma, de los nodos 1 y 2 del elemento (figura 6.13) Uge) v
Uy” corresponden con los valores de U en dichos nodos.
sérvese que el ndmero de nodos del elemento condiciona
el grado de las funciones de forma. Asi, en este caso al
xpresar U en funcién de dos valores nodales, las funciones
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na-

las i(X) correspondientes son polinomios de primer grado.
sus simismo, de la expresién (6.30) se deduce que la funcién
Jos forma de un nodo toma el valor unidad en dicho nodo v
ini- ero en el resto (figura 6.13).

yef 81 hubiéramos escogido elementos de tres nodos (figura
ue, 14} Iz ecuacidn (6.30) se escribiré

U= Nge)(x) U§83+Née)(x) U(ze}_i_Nge) (X) Uge) -

> N () U
par 3 i

donde las funciones M, M v & son ahora polinomios
vadraticos (figura 6,14}, En general para un slemento de
fniodos se puede escribir:

Us0=2 N9 U (6.32)
. i=1
iendo M/ (x) un polinomio de grado n~1 (figura 6.15).
Lonviene resaltar que el hecho de que las incdgnitas nodales
: N(f’

T =

I fel (e le}
“;J z'= 3

u Uy

[

2 3 . on

2

n
e E N ol
int

iglra 615 Elemento unidimensional de n nodos, funciones de forma e
[interpolacién,

vayan asociadas precisamente a los valores de U/ en los
nodos, permite satisfacer de manera automatica ia condicién
de contorno U=U/,, sin més que sustituir en los nodos del
contorng correspondientes (en este caso el nodo en x=0) el
valor de U por ;. Dicha condicién de contorno se
denomina «naturaly y no debe considerarse en el proceso de
residuos ponderados (lo que equivale a tomar W, =0, tal
como se ha explicado en el apartado anterior).

Por otra parte, la gran ventaja de |a definicién local de las
funciones de forma es que las integrales sobre el sistema
pueden obtenerse faciimente como suma de las integrales
sobre los elementos individuales, es decir

J- Fix) dx = % J f(x) dx (6.33)
Q o=t Jg,

de esta manera tanto la matriz de rigidez, K;;, como el vector
de fuerzas, £, de las ec. (6.27), o (6.29), pueden caicularse
sumando las contribuciones de las respectivas matrices de
rigidez y vectores de fuerzas de los diferentes elementos,

Kifel y f®), asi, de las ec. (6.29) se deduce que:

we)
2 oW, diV (e 2
K.= % L gey S = 2 K/ e
Y e=1 J; ax Kie dx o e=1 Y

» e}
-
e=1 o

(6.34)

3

W; Q®)dx + términos de contorno =

i

e
= X £ + términos de contorno
e=1

donde:

/€ Y, diV (&)
K = J‘ — Kie) —L__ gy
ij o dx dx

” (6.35)
Ae) = j W, Qte) dx
i 0 -

El proceso de suma anterior recibe of nombre de ensam-
blaje y, de hecho, es totalmente idéntico al proceso de
ensamblaje explicado en el apartado 6.3 para los sistemas
discretos. Tiene gran interés obtener |a expresién de la matriz
de rigidez v ef vector de cargas para el efemento de dos
nodos, a partir de fas ecuaciones (6.35) con la forma de
Galerkin (W,=/,}. Teniendo en cuenta las expresiones de
las funciones de forma de la figura 6.14 se deduce
facilmente, tras operar, que:

ko - (Y[ 1 -1
[

(@n®
2

(6.36)

1 .
o {1} + términos de contorno

Comprobard el lector (haciendo K=£A4 vy Q=b) la
coincidencia de dichas expresiones con las correspondien-
tes al elemento de barra en los sistemas discretos [ecs. (6.2)
y {8.3)]. Este es un caso particular que, no obstante,
demuestra la equivalencia de ambos procedimientos. En
general, la forma explicita de las matrices de rigidez v los
vectores de cada elemento se obtienen sustituyendo la
expresion de las funciones de forma correspondientes (y las
funciones W, adecuadas) en las integrales de (6.35). Tras
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A\
V.3

Figura 616 Diversos elementos finitos en una, dos v tres dimensiones.

ello, se procede al ensamblaje {que sigue las mismas reglas
précticas gue las utilizadas en los sistemas discretos) y se
obtiene el sistema de ecuaciones algebraicas de equilibrio
global Ka=*, del que se pueden obtener los valores de las
incognitas nodales &, y a partir de ellas informacién del resto
de fos pardmetros de interés dentro de cada elemeanto.

6.4.1.4. Problemas de elementos finitos en dos y tres
dimensiones

En dos v tres dimensiones el tamafio del problema se
multiplica pero las etapas bdsicas del andlisis son las
mismas. Asi, el punto de partida es igualmente el método de
residuos ponderados para obtener la expresién integral
equivalente del problema y la correspondiente forma débil,
Por otra parte, ¢l dominio del problema se discretiza en
elementos bi o tridimensionales, segtin cada case. Dichos
elementos pueden adoptar formas diversas y en la figura
6.16 se presentan algunos de los elementos mas usiales en
dos y tres dimensiones. Cada elemento lleva asociado un
ndmero de nodos, y las funciones de forma correspondien-
tes, que nos proporcionan la expresion bdsica de la
interpolacion de las variables del problema en funcion de sus
valores nodales de forma andloga a la ec. (6.32) para el caso
unidimensional.

El paso siguiente es obtener la expresién de las matrices
de rigidez v el vector de cargas de cada elemento a partir de
la forma discretizada de la ecuacién de residuos ponderados.
Finalmente, se ensamblan las contribuciones de cada
elemento en la matriz de rigidez v el vector de fuerzas global,
obteniéndose el sistema de ecuaciones final cuya resclucion
proporciona los valores de las incégnitas nodales. Aclarare-
mos la etapa del célculo de las matrices y vectores del
elemento con un ejemplo.
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Efemplo: Ecuacion de Poisson en dos dimensiones

& f s\ s é)
H(KXE)-}.W('W?; +G=0 enQ (
con
G=®, en Ty {6
5D D _
Kxé—J(aixﬁ-KyW.’y:q en [g (6

Ver la figura 6.17,

Esta ecuacién se aplica a numercsos problemas de fisica e inge
(transmisién de calor, flujo en medio poross, electromagnetisma, alc.}.
detaiies consultar la referencia [7].

Utilizando elementos wiangulares de tres nodos ia funcién incogni
aproxima dentro de cada elemento por

3
Db = E A (xy) el {1

donde =t

N (xy)=ale) + glelx + plady

es la funcion de forma del node 7 que toma un valor unidad en el nodoy
en el resto (figura £.17) y los coeficientes o'®), 52 v 3,8} se obt
faciiments en funcién de las coordenadas de los nodos del elementc
referencia [6] det capitulo 3).

Sustituyendo ® por® en (6.37) v {6.38) vy aplicando el método de resi
ponderados & las ecuaciones resultantes y teniendo en cuenta que )
(6.38a) puede satisfacerse automdticamente en fos nodos que pertenec
Contorno I"a, definiendo los valores nodales apropiados, se chtiene

& NSy 487 B ) 0 e

Figura 6.17 Ecuacién de Poisson en dos dimensiones. Solucidn
elementos finitos triangulares de tres nodos.
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6.385)
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(6.39)

1Y cero
Jtienen
to (ver

siduos

la ec.
zcen al

can

Métodos de cdleulo y simulacic

3 b 8 &b
H i [:s? (K"s;) * W(K”BV)*O] a+
Q

= 2] &b _
(ﬁ W, (KxaT( lx+.‘(y3?fy—q) d'=0

e {6.40)

“Integrando por partes la primera integral y haciendo W(=—‘7V;=N1(e}
(forma de-Galerkin) se llega a

SN, 5 8N, 5@)
ﬂ (g; Bax =5y Moy ) o =
o

:ﬂ N,adsz+95 N, g oT (B.41)
Q g

¥ sustituyende la aproximacién de la ec. (6.39) se obtiene e sistema de
ecuaciones clésico:

Ka=f (6.42)

donde:los componentes de tas matrices K y f se determinan sumando
ensamblando) las contribuciones de los elementos individuales.

(e} {e} (e} J{8)
(e X 14 14

(6.43)

Fe) = JI Al @le) g +SB N gle) o
s rgl& °

“"donde ®) es la superficie del elementa e y T, eslz porcién del contorno de
elemento que estd contenide en F,. Las ecs. (643) son completamente

Qenerales v pueden aplicarse 2 cualquier elemento. En particular, para €

‘elemanto de tres nodos se obtiene tras operer y para Kf‘) m.’(ﬁ") =Kol
oM

(B, ()24 (p, (12 B 013,00 oy )y () 5 Lel () 4y (edyte)
Kiehie) B, (15, 4y, ledy o) (B21)2 + (g, (02 B8 5,00 4oy, (ey led
B yletpy, eyl Bolelg o) 4y, tely, o) (501 + (30}

1 1@
Qe 12
fr = T4 +15 o)< 5, (6.44)
0

“donds se ha supuesto que el contorno T, es ef lado 1-2 del elemento.

- La dificultad del célculo de las matrices K(® y i de cada
&emento es funcidon de las caracteristicas del problema v,
‘naturaimente, del tipo de elemento utilizado. Los lectores
“interesados al respecto pueden encontrar abundante infor-
macidn en las referencias [63-[10].

6.4.1.5. Método de /a integral de contorno

En el intento de elaborar soluciones aproximadas a

‘ecuaciones diferenciales sujetas a condiciones de contorno

pueden escogerse funciones de interpolacién que aproxi-

men las variables incégnita, ®, de manera que las variables

aproximadas, ®, satisfagan automdticamente la ecuacion
diferencial, pero que no satisfagan las condiciones de

contorno. Si la ecuacion diferencial en consideracién es

lineal, esto puede lograrse escogiendo funciones de interpo-

facion que a su vez sean soluciones de la ecuacién

diferencial,
Asi,

ob = 2 N, a, (6.45)

donde las AV, satisfacen la ecuacidn diferencial {por ejempl
la ecuacitn (6.37) del ejemplo anterior. En dicho caso, sol
quedan por satisfacer las condiciones de contorno. Aplicar
do el método de residuos ponderados a dichas condicione
se obtiene;

j WR-dT = 0 (6.4¢
T

donde Ar es el residuc en el contorno. Por ejemplo para
ec. (6.385} se tendrfa

_ &b 50
J‘ W(wa/x+Ky——-ly—¢7) di'=0 (6.4
re ox Sy
Sustituyendo la expresidn de & de (6.45) en (6.47) <
obtiene el sistema de ecuaciones

Kas=f (6.4€

donde en el célculo de la matriz de rigidez K v del vector d
cargas T solo aparecen integrales sabre el contorno di
sistema, Asimismo, las incégnitas a representan valores det
sobre el contorno, con lo que el tamafio del problema y «
volumen de cdlculo necesario queda considerablement
reducido. Las etapas de aplicacidn de este procedimient
son, pues, [as siguientes:

a} Seleccidn de las funciones de forma y de peso adecuada
de manera que todas las integrales queden referidas :
contorno del sistema.

&) Discretizacion del contorno en elementos de «contorno
uni o bidimensionales segtn & problema original fuera d
naturaleza bi o tridimensional, respectivamente.

¢) Calculo de {a matriz de rigidez y def vector de cargas d
cada elemento de contorno.

d) Ensamblaje de dichas matrices y vectores para obtener .
ecuacion (6.48}. Resolucidn de dicha ecuacién par
encontrar los valores de las incégnitas sobre el contorng

e) Calculo de .otros pardmetros de interés del sistema et
funcidn de las incAgnitas del cantorno. En fa figura 6.1¢

2 g, BBy 0, b,
% e Se gty ZEye00

X

Figura 6.18 Problema bidimensional analizade con elementos de eontorno
unidimensionales,
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se ha esquematizado el analisis de un problema bidimen-

sional por este procedimiento.

La ventaja evidente del métado de la integral de contorno
es que se reduce en uno el ndmero de dimensiones del
problema {(ejemplo: para estudiar un problema bidimensio-
nal pueden utilizarse elementos de contorne unidimensiona-
les, figura 6.18). Por contrapartida, como desventajas hay
que citar la forma llena, generalmente no simétrica, de la
matriz K, v la dificultad para encontrar las funcianes de
forma y de peso adecuadas para reducir todas |as expresio-
nes al contorno en ciertos problemas y muy especialmente,
en problemas no lineales. Se remite al lector interesado a las
referencias [11] y [12] donde podrd encontrar abundantes
detalles sobre este procedimiento de andlisis.

6.4.2. Métodos variacionales

En muchos casos a expresion integral de equilibrio del
sistema continuo puede obtenerse como condicién de
estacionariedad de una expresion integral I, denominada
funcional, definida sobre todo el sistema. Un ejemplo tipico
de esta situacidn lo encontramos en los problemas de
estructuras donde la energia potencial de la estructura IT es
estacionaria {y minima) en la configuracién de equilibrio v,
por tanto, satisface:

SII=0 (6.49)

Por consiguiente, si en la discretizacion de elementos
finitos interpolamos tas variables (desplazamientos) coma:

£ =

Thgs

N, a; (6.50)
La estacionariedad de II con respecto a variaciones 6U
implica que, haciendo uso de (6.49),

ST SI1 S SIT
SH=—— U =i 88y e By 4 .. b o 88, =0

_ 6.51
5U 33, 52, 5a, 651

io que al satisfacerse para cualquier variacidn da; conduce al
sistema de ecuaciones matriciales

- 5}:{ -~
da,
51_[— oI1 K f=20 652
56_562_3__ (6.52)
oM
\ da, -
81T 2. 11
Como— = 2. se deduce que las matrices K v f

5ai e=1 561-
se pueden formar ensamblando fas contnbuc:ones de los
distintos elementos en la forma usual.

No obstante, en la practica no es necesario realizar la
variacién dII para cada prablema ya que, como es bien
conocido, [a ec. (6.49) es equivalente al popular principio de
trabajos virtuales de la estructura.

Ejermplo: Barra a traccion
Energfa potencial:
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f 2 o J_ bUdx— T UR, (6

j=mt

. atf . .
Sustituyendo N=£4 e en la expresién anterior y haflando el

estacionario de I con respecto a variaciones U/ se obtiene
Fisd [:(%) (%)
an_wau .[) ( )EA(d>dx—

i m
- j 3 b dx— L BUR=0 I

o i

. dU)  d(au) : .
h. - = .
¥ haciendo 5( ) de, se obtiene

3 1 m
J 65Ndx=f dUbdx + L U R, (6

o 0 f=1

el segundo miembro representa e! trabajo de las fuerzas b y R, cuandc
puntos de la barra sufren un desplazemiento 8L/, y el primer miembro «
trabgjo de deformacién ejercide por los esfuerzos axiles sobre las deforma
nes debidas 2 los desplazamientos §U/. Dichos desplazamientos se denom
wirtuales» v la expresion (6.55) recibe el nombre de ecuacion de fos trab
virtuales de la barrs. Esta ecuacion es el punto de partida de las ecuaci
matriciales de la discretizacidn en problemas de estructuras. Asi, si la bar
discretiza en elementos finitos de dos nodos se puede escribir pare «
elemento (figura 6.14);

2 2
U= T N e SU= T NS sl
i=1 Fat

(6

dNU

2
NeEA % d’; Uy se= T 50

i=1 i=1

Aplicando la ecuacién de los trabgjos virtwales para cada elemen:
sustituyenda {as expresiones anteriores, se obtiene

{e)
f (E ﬁaute) (2 ﬂf—U(“))dx:
o Y dx

= 1 ux

=1

{e)
>
= f (E LD u;d)b dx+ x SUL B, (6

o M=t i

lo que al tener que satisfacerse para tedos fos 5U; conduce a los dos siste
de ecuaciones siguientes

sie) 2
(a) (&)

j i EA(E i"e-—um) dx =
R ox y dx

j== 1

o)
mf Mlelh dx - RAS), i=1,2 (6

o

Las ecuaciones anteriores pueden escribirse, haciende uso de las AV,(®) ¢
figura y operando, como:

K(e) o) _ fled = gfo) (6

EAND T 1 -1
K(e):(*) (6.
/ -1 1
bhHE 1 R, &)
s o {} ¥ q(e)z{‘}
2 U R,

Del ejemplo anterior se deducen varias conclusiones:
1) Se observa la coincidencia de las matrices de rigide
vectores de cargas obtenidos en este procedimiento ¢
los obtenidos en ta ec. (6.36) y partiendo de
ecuaciones diferenciales de la barra y utilizando
método de residuos ponderados de Galerkin.
2) Dicha coincidencia implica necesariamente que la for
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integral def principio de los trabajos virtuales es idéntica a
la forma débil de-Galerkin de las ecuaciones de equilibrio
de la barra. Esto puede comprobarse comparando la ec.
(6.58) con la (6.28) (prescindiendo para mayor claridad
de los términos de contorno en x=0y x=1}.

Enresumen, en problemas de estructuras fa forma ¢naturaly

' dz operar es obtener la matriz de rigidez y el vector de cargas
. de cada elemento a partir de la expresidn del principic de los

trabajos virtuales del elemento para luego proceder al

- ensamblaje y solucién de las ecuaciones en la forma usual.
“’Los interesados en més detalles sobre aplicacién del
- principio de los trabajos virtuales en problemas de elementos
- en estructuras uni, bi y tridimensionales pueden consultar las
- referencias [6]-[10].

Hay que destacar que para .otros tipos de problemas Ia
utilizacidn directa de expresiones variacionales, similares a Ia

-de la energfa potencial en estructuras, tiene reconocidas
“ventajas para encontrar 1z expresién integral de equilibrio de
- forma sencilla. La dificultad principal estriba en que dichas
Cexpresiones no son siempre conocidas, lo que obliga a
[ utitizar métodos como el de residuos ponderados que
“garantizan la obtencién de la expresidn integral necesaria
-para expresar las ecuaciones del problema en forma

algebraica. Para mayor informacién sobre la aplicabilidad de

 los métodos variacionales ver las referencias [5], [71y[13].

~6.5. RESUMEN DE CONCEPTOS. ORGANIGRAMA
- GENERAL DEL MIODELO DE CALCULO EN UN

PROGRAMA DE CAD

Hemos pasado revista en los apartados anteriores a los

.-procedimientos de anélisis mé4s utilizados en programas de

CAD para estudio de sistemas discretos v continuos. Se

-habrd podido apreciar que, si bien cada uno de dichos

procedimientos se apoya en fundamentos matemdéticos
conceptualmente distintos, v en ocasiones nada evidentes

PUENTE SIMPLEMENTE APVADO

Ferspectiva de (o deformada
de! puente (no a escaia}

Figura 819 Puente analizado con elementos finitos de I4mina.

Elementa de ldming

i
/

ATy
|
|
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Figura 6.20 Depdsito cilindrico con ciipula esférica analizado con elemen-
tos finitos de ldmina (dibujo realizado con ef programz SICE [207;.

para el lector profano en el tema, |2 aplicacién practica de
todos ellos presenta numerosos puntos coincidentes de ma-
nera que puede hablarse de una metodologia comtin de los
procedimientos de célculo en CAD.

Para concretar ideas, consideremos el estudio de una serie
de problemas diferentes analizados por los procedimientos
descritos en los apartados anteriores. Asf, supongamos que
se precisa el estudio de una estructura de barras, y de una red
eléctrica por métodos matriciales (figura 6.4), un problema
de transmisién del calor en uma placa cuadrada por el
método de diferencias finitas (figura 6.12), ef célculo de un
puente, un depdsito v un bogie por el método de elementos
finitos (figuras 6.19-6.23) vy, finalmente, la solucién de la
ecuacién de Poisson por el método de la integral de
contorno (figura 6.18). Todos tos problemas anteriores son
tpicos casos de aplicacién del CAD en ingenierfa v su
solucidn, pese a abordarse por procedimientos diferentes, se
organiza en la préctica de forma unificada de acuerdo con las
etapas siguientes:

Etapa 1. Se selecciona el modelo matemdtico a utilizar.
Por ejemplo, para el cdlcule del puente, o del bogie, puede
hacerse uso de teorias simplificadas como [a de vigas, 0 mas
complejas como fa de ldminas o la de elasticidad tridimen-
sional; asimismo hay que decidir sobre la linealidad o no
linealidad (geométrica y del material) del andlisis v seleccio-
nar las propiedades mecdnicas de los materiales, etc.

La eleccidn de una u otra teorfa condiciona fas fases
siguientes del cdlculo v prefija, de antemano, la aproxima-
cidn obtenible en el mismo, siendo por consiguients, una de
las etapas fundamentales del proceso de andlisis.

£tapa 2. De acuerdo con la teoria seleccionada se escoge
el modelo geométrico de andlisis y se adapta a las
caracteristicas del método de solucién que se escoja. Asf,
por ejemplo, en el caso de que se utilice el método de
diferencias finitas habrd que definir la malla correspondiente
(figura 6.12), igualmente se establecerfan las mallas de
elementos finitos o de elementos de contorno, en el caso de
que sean estos los procedimientos a utilizar (figura 6.18). La
preparacion de todos los datos relacionados con la geome-
tria (real y de cdlcuto) puede automatizarse al médximo en la
fase de preproceso.
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Elemento tridimensional

Figura 6.21 Depdsito cilindrico. ) 1/4 de estructura analizado con elementos finitos tridimensionales, &) Malia ridimensional con eliminacidn de i
ocultas {dibujos realizados con el programa SICE [20]}.

i _' A,B.C: Extremos empotrados

Figura 622 Bogie de ferrocarril. a) Malla de elementos finitos de lamina. &) Mal
elementas finitos de l&mina con eliminacién de lineas coultas {dibujos realizados ¢
programa SICE [207).
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n el igura 6,23  Bogie de ferrocaril. 2) Perspectiva de la deformada de la mallz de elementos finitos bajo una carga puntual en el punto . h) F‘Ian.ta, alzado y perfil

de'la deformada de ja mallz de elementos finitos (andlisis reafizado con el programa SICE [207).
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Modificaciones
Modificar Modificar Modificar Modificar Modificor Cambiar posibles
disefie modelo discretizacicn esquema de métedo de programa de
matemdtico cdleulo salucicn de ordenador,
ecuaciones precision, etc.

Céleuto de matri-
ces y veclores

matemdtico

« Jdealizacion « Cdleulo de los

del disefio matrices de PES
t6:vige . rigidez, Ky bos 502:'::: de las
Disefio lata i :feeflm e carga, algebraicus
Jiciol lpu’mtnu « Digeretizocion f¥.de cada o Interpretacia ¥
Slido tridi barra: elemento o
(E}:proveciar un silida triimen- s <o representncion
I sioratl erc.} en: elementos solucion: de resultades
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Figura 6,24 Organigrama general del proceso de andlisis en CAD.

Ftapa 3. A partir de los datos geométricos y del material se
establecen |las matrices y vectores fundamentales de cada
welementoy del sistema. Asf, en un andlisis por elementos
finitos o elementos de contorno se calcularfan la matriz de
rigidez Ki® vy el vector de cargas & de cada elemento.
Similarmente se harfa en el estudio de un sistema discreto,
donde por ejemplo, dichas matrices y vectores corresponde-
rfan con los de cada barra o resistencia eléctrica {figuras 6.6
y 6.6). 51 el método utilizado fuera el de diferencias finitas se
establecerfan los coeficientes -fundamentales asociados a
cada nudo de la malla de diferencias, etc.

Ftapa 4. Las matrices y vectores de los distintos «elemen-
tosy se «ensamblany para obtener la ecuacién matricial
global del sistema Ka=1*. Dicha ecuacion se resueive para
obtener los valores de las incdgnitas a (desplazamientos en
problemas de estructuras, temperaturas en problemas
térmicos, tensiones en redes eléctricas etc.) utitizando
cualquiera de los métodos para resolucién de sistemas de
ecuaciones algebraicas existentes (Gauss-Seidel, Choleski,
‘Gauss-Jordan, Jacobi, etc. [107). La organizacion -interna
de esta etapa es practicamente idéntica para todos los casos
anteriormente mencionados vy la mayor o menor eficiencia de
fa misma es funcién directa del métode utlizado para [a
solucion del sistema de ecuaciones y de su buena programa-
cion.

Etapa 5. Una vez obtenidos los valores de las incognitas
fundamentales a, puede utilizarse para obtener informacidn
sobre otros pardmetros de interés del sistema, tales como
deformaciones y tensiones en problemas de estructuras,
flujo de calor en problemas térmicos, etc.

Etapa 6. Todos los resultados obtenidos del andlisis deben
presentarse de la forma mds adecuada posible para facilitar
su interpretacion rdpida. Para ello puede hacerse uso de las
diferentes técnicas de representacion gréfica existentes. Et
tratamiento de los resultados constituye lo que comunmente
se denomina fase de postproceso y, al igual que la de
preproceso puede considerarse como parte integrante del
modelo de célculo, o como etapa auxitiar del mismo. En
cualquier caso, la interrelacion de dichas fases con el resto
del proceso de anélisis es evidente y dificilmente pueden
tratarse comao fases independientes ya que la funcion que

82

FROCESO DE ANALISIS EN CaD

desarrollan estd fntimamente relacionada con la metodok
gla de célculo utilizada.

En las figuras 6.23 se muestra un ejemplo de la deform:
cién (amplificada) del bogie y de varias perspectivas ¢
dicha deformacion obtenidas con un programa de postpre
ceso para elementos finitos.

Todas las etapas anteriores se han esquematizado grafic:
mente en [a figura 6.24. M4s detalles sobre la programacic

-de las mismas pueden encontrarse en las referencias [10
[14]y [15].

6.6. ANALISIS DE ERRORES. PROCESOS
AUTOADAPTABLES Y DISENQ OPTIMO EN CAD

No podemos cerrar esta breve resefia sobre los proced
mientos de andlisis m4s usuales en CAD sin hacer mencic
de tres temas, muy interrelacionados entre si, y de gre
trascedencia para el desarrollo futuro de programas de CA
comerciales.

El primer tema se refiere al estudio del error derivado de
utilizacidn de procedimientos aproximados de andlisis, E
los dltimos afios se han desarrollado diferentes procedimier
tos para obtener «estimadoress del error en procesos c
elementos finitos, asf como indicadores de la mejor forma ¢
modificar sucesivamente ia malla de elementos de manel
gque se .obtenga una progresiva reduccion del error [16
[17]. La utilizacidn de técnicas de prediccién-correccion d
error permiten reciclar el proceso de solucién de manera qu
la malla de elementos finitos se vaya adaptando de form
automdtica hasta que el error en |a solucién se reduzca hast
un valor prefijado. Estos procesos reciben el nombre ¢
autoadaptables puesto que es posible programar el cdlcul
de manera que las sucesivas modificaciones de la malla, e
la busqueda del error minimo, se realicen de forma automaét
ca por el computador [18].

A la vista de los resuitados correctos (error minimo) di
proceso de andlisis autoadaptable se deben decidir |z
modificaciones a efectuar en ¢l disefio inicial, para posteriol
mente, repetir un nuevo andlisis y asl sucesivamente hast
que el disefio se considere bueno u éptimo. Este proceso d
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vptimizacion puede hacerse manualmente, utilizando mera-
mente criterios subjetivos del proyectista, o bien de forma
tomatica (o semiautomatica) acoplando fa fase de célculo
0N Un programa de optimizacién adecuado. Para introducir

los“conceptos bésicos de los métodos de optimizacién
. uslales se necesitarfa un nuevo capitulo. El lector interesa-
o en este apasionante tema puede encontrar abundante
armacién: en las referencias [18] y [19]. El futuro del CAD
abunta precisamente en la direccién de conseguir procesos
de‘optimizacién automéatica que combinen las técnicas
autoadaptabies de andlisis antes mencionadas, con potentes

étodos de optimizacién, toda ello auxiliado con nuevas
deas en el campo de la representacion grafica y coordinado
por.el autor del disefio, quien, en definitiva, tendrg siempre la
ima palabra sabre la aceptacion final del mismo.
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