HRESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES
POUR LES FLUIIES COMPRESSIBLES

par Roger Peyret* et Henrd Viviand**

1 - GERERALITES

Nous nous proposons dfexposer et de discuter les divers problémes que pose le calcul
dtéecoulements visqueux compressibles par résolution numérique des équations de Navier—
Stokes, dans le cadre des applications & l'aérodynamique. Auparavant, nous ferons un
bref rappel sur les éguations de Navier-Stokes et sur les problimes d'aérodynamique dont
1tétude théorique requiert la résolution de ces équations.

Notre exposé sera limité & 1l!'étude des écoulements compressibles ; c'est effectivement
une restriction dans la mesure ol des différences notables existent dans les méthodes nuwe
mériques entre le cas incompressible et le cas compressible, le premier cas ne pouvant pas
&tre systématiquement traité comme un cas parbticulier du second.

La Mcanique des milieux contimus ainsi que la théorie cinétique des gaz conduisent
aux équations générales de conservation pour la masse, la quantité de mouvement et l'éner-
gie, que nous écrivoms dans un repére sbsolu, en formulation Bulériemne

_c:{_,+ diwr(p ] = o0 (1)

- . ’ - - 3 7 {
%(?w} + dw (pHAR - ¢ ) = fo (2)
_S%E(?E) _,.Aw'(fEa’—-—ﬁzo'* +T ) = fou (3)

Dans ces équations, t oest le temps, §£ la masse volumique, (7- ]:_z} vitesse du fluide dans
le repdre considéré, E 1'énergie totale volumique ( E = a + .;: 4%, ob e est 1'énergie

—lp
inteme), g le tenseur des contraintes, %’ la densité de flux de chaleur, et f la
densité volumique de force extérieure.

Ls formulation lLagrangiemme est aussi utilisée dans certaines méthodes numériques, mais
en général pour des problimes différents des problimes d'aérodynamique envisagés ici ; cette
formilation et les méthodes numériques qui 1l'utilisent ne seront pas discutées dans cet
exposé .

Les forces extérieures, comme ls pesanieur, sont hebituellement négligesbles en aéro-
dynamique, et f sera pris nul par la suite,
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Les dquations (1) & (3) deivent 8tre complétées par des lois de_comportement pour le
tenseur des contraintes g- et pour la densité de fluz de chaleur q » ainsi que par des
lois dtétat pour les varisbles thermodynamiques.

Un grand nombre de fluides usuels, dont 1l'air ef 1l'eau, vérifient avec une précision

suffisante et dans un domaine assez large de conditions (sur lesquelles nous.reviendroms),
d'une part la loi de Fourier pour la conduction de la chaleur i

§ = -k gudT (4)

ot T est la température absolue, et d'autre part la loi de Newton (ou 1oi de Navier-
Stokes) pour le tenseur des contraintes :

g = -l + 2

T = Aawz::g+t»aagzt ©)

ol § est la pression, ]e:_.le tenseur unité et ME le tenseur des vitesses de déformation
(dofll = guad@ + (graddit)™ ),

Ie systime des équations {1) & (5) comstitue les équations de Navier-Stokes pour un
fluide compressible ; celles-ci se caractérisent done par les lois de comportement (4) et
5), lois définissant les fluides dits Newtoniens,

Les coefficients de conductivité thermique 4 » ¢t les deux coefficients de viscosité

A, P , dépendent de 1l'état thermodynamique local. Dans les conditions hebituelles, ils
ne dépendent gue de la température (si celle-ci ntest pas trop Slevée) s

“&: &(T}, A:k(T} ; f&,::r,(_r) (6)
On montre que la deuxiéme loi de la thermodynamique impose les conditions suivantes sur
Aet pos

3A+2p 3 0 , [ (7

En 1'sbsence de phénomdnes de relaxation interme, on admet la relation de Stokes :

3A+z;& = 0 {8)

I1 faut adjoindre & ces équations les lois d'état ; nous nous plagons dans le cas Sime
ple, mais suffisant pour la suite de cet exposé, d'un gaz dont 1'état thermodynamique local
ne dépend que de deux variables comme P et e ; on peut donc exprimer la pression et la
température en fonction de ces deux variables

p= p(e,p) , T =T (e, p) (9)
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Un cas particulier important est celui du gaz parfait & chaleurs spéeifiques constantes,
pour lequel on a 3

p o= (E-14) pe s e = évT (10)

on = €+{ €y ot Cp ot Cy sont les chaleurs spécifiquess

Le systime des équations (1) & (6) et (9) est alors fermé, en ce sens qu'il y a autant
d¥équations que d'inconnues. Pour faire apparaftre la nature de ces équations, explicitons
les dérivées d'espace d'ordre le plus élevé (2me ordre), en Sorivant en oubre 1'équation
de 1'énergie en fonction de la variable T ; on obtient, pour 1'équation de quantité de
mouvement :

0

N(T) divil guad T + f(T) guadT dofil

+ (A+p) gud (divi) + p AL

g R v gl
(11)

et pour 1l'équation de l'énergie :

; 2
fc\,.%{_ + ?Mz = + &(T) QMT + kAT {12)
oh 2. - 2 &.4nad  est la dérivée particulaire, et ol Q est la fonction de
ot = 3 T U9 ’
dissipation :

D = T.oqedZ = A (@) & 4 p (dfil). (b T)

Les conditions {7) assurent que @ n'est jamais négatif. Notons que le premier membre
de (12) s'éerit encore fT .Di s OU S est 1ll'entropie spécifique.
D
La nature paraboligque par rapport au temps des équations de guantité de mouvement
{pour 1tinconmue & ) et de 1'équation de 1'énergie (pour 1'inconnue T ) apparatt clairve-
ment sur les formes (11) et (12) de ces équations. On peut vérifier, pour ltéquation (1),
que 1'opérateur oL & = (G +p) grad (divi) + p AR est elliptique seuf si A+ 2 M =0

mais ce cas est exclu par les conditions (7.

L*équation de continuité (1), qui s'éerit encore s

_%_E(,,{DM) + dvd = o (13)

est du premier ordre ; considérée comme une équation pour £ » ses courbes caractéristigues
de base sont les trajectoires des particules fluides,

Les domnées des varisbles (¢, ® , T ) & un instant initial (domndes initisles du PLO~
blime de Cauchy) permetient de déterminer ltévolution wltérieure du fluide, & des instants
voising, puisque le systéme {11) & {13) fournit explicitement les dérivées de ces variables
par rapport au temps. Mais il ne semble pas qu'il existe de résultats mathématiques rigou-
reux concernant les conditions sux limites & imposer pour assurer llexistence et ll'unicité
de la solution aux instants ultérieurs.,
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La nature parebolique des Squations de quantité de mouvement et de 1'énergie (considé-
rées séparément), conduit & s'imposer, sur toute fromtidre, wne condition sur i (en fait
wne condition scalaire pour chaque composante) et wne condition sur T . L'équation de con~
tinuité (13), ol 1'on considdre I comme conmu, indique quton ne doit s'imposer une condi~
tion sur ¢ que si le fluide entre dans le domaine de caloul par cette frontidre,

Pour une paroi matérielle impermésble, et un écoulement non raréfié, llexpérience
montre que la vitesse relative du fluide par rapport & la paroi est nulle, et que le
fluide et la paroi ont la mdme température ; en général on considire 1l'une des deux condi-
tions suivantes pour T 3 ou bien la température de la paroi est connue, ou bien le flux
de chaleur & travers la paroi est nul (paroi adiaba’ciqueg).

Ces conditions tombent en 38faut lorsque le degré de raréfaction de 1'écoulement dé-
passe une certaine valeur et provogque alors un glissement et un saut de température du
gaz & la paroi ; ce cas du régime dit de glissement est rappelé au paragraphe 2.

Les conditions & imposer sur une Trontidre non matérielle (située & distance finie ou
non) font appel & 1linterprétation physique du problime. Un cas fréquemment considéré en
aérodynamique est celui d'un obstacle fini placé dans un écoulement illimité ; les condi-
tions d'un écoulement uniforme domné sont alors imposées & 1linfini.

2 - VALIDITE ET INTERET DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES EN AERODYNAMIQUE
241 = Validité

La théorie cinétique des gaz {par ex. [1], [2]) permet de rétablir les expressiocns (4)
et (5) de 'ﬁ' et de g~ dans 1'hypothdse ol le degré local de raréfaction est faible ; ce
degré de raréfaction n'est pas 1ié & la valeur méme de la densité, mais il se mesure par
le rapport du libre parcours moyen des molécules A & une longueur & caractérisant les
gradients locaux des grandeurs macroscopiques, au point considéré. Ce rapport est le nom—
bre de Knudsen local, Kmg :

Knp = __.!5& (14)

Compte tenu de la relation qui existe entre ) ; B, ¢ ef la vitesse du son a
— \’ 2 al

le nombre de Knudsen s'exprime aussi comme le rapport du nombre de Mach local { M= 4 /a)
aun nombre de Reynolds local basé sur £ (Reg = pu L/p):

= g} M
o= T R (15)

On peut caractériser .approximativement le domesine de validité des équations de Nevier—
Stokes par la condition (par ex. [3]) :

knp < 197

Pour Kmyg > 10_1, les lois de comportement (4) et (5) ne sont en principe plus valables,
et il faut faire appel & la théorie cinétique des gaz fondée sur 1'équation de

Boltzmann. On distingue le régime de tramsition (appmximativement, pour 107 1 & Kmg < 10)
ol L*équation compldte de Boltzmann doit &tre utilisée, et le régime moléeulaire libre

( Kng > 10) o les collisions des molécules entre elles peuvent &tre négligdes. Les
comparaisons caleul-expérience ont montré que les équations de Navier—Stokes donnent des
résultats valables dans un domasine de valeurs de Kmf plus étendu que la théorie ne le
laisse prévoir, clest-d~dire débordant sur le régime de transition ; les deux exemples
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classiques sont la structure de l'onde de choc et 1l'écoulement prés du bord dlazttague d'une
plague plane (voir par ex. [1], [4], [5]).

Des effebs de ravéfaction interviennent en outre dans le comportement d'un gaz au
contact avec une paroli solide. Il existe en effet, au yoisinage d'une paroi, une zone dite
couche de Knudsen, dont 1'épaisseur est de llordre de A , et oll 1'écoulement doit Btre
caleulé & partir de l'éguation de Boltzmemn. Ltinfluence de ces effets de raréfaction & la
paroi sur 1l'écoulement & llextérieur, supposé déerit par les équations de Navier-Stokes,
peut &fre représentée simplement par une modification des conditions & la paroi consistant
en we vitesse tangentielle relative du gaz & la paroi non nulle (vitesse de glissement)
et en une différence de température entre le gaz et la paroi (saut de tempdrature). Le
régime, dit de glissement, ol ces conditions interviemment, peut &tre spproximativement
caractérisé par les conditioms

102 ¢ Kmg ¢ 107

o Hmp est caractéristique de 1'écoulement juste & l'extérisur de la couche de Knudsen.
Ies conditions de glissement st'éerivent 3

4 n T 24
T - T‘P = {3 _—21__ 2T (B K , nombre de Prandtl) {(17)
g R on £

oll 3/om est la dérivée normale & la paroi, etd/déla dérivée tangentielle ; Ay est la
composante tangentielle relative de la vitesse qui prend la valeur dg & la paroi, T; est
la température du gaz et Tp celle de la parol ; €4, ¢z et C€zsont des constantes sans
dimension qui dépendent des lois d'interaction des molécules avec la paroi. En fait 4g et

Ty ne sont pas la vitesse et la température exactes du gaz & la parol car l'écart entre
1s solution des équations de Navier-Stokes et celle de 1'équation de Boltzmann ntest pas
négligesble dans la couche de Knudsen (par ¢éfinition du régime de glissement), et les
conditions (16) et (17) traduisent seulement le raccord emtre la solution "Navier-Stokes"
pour llextéricur de cette couche et la solution "Bolizmanm" pour 1l'intérieur. Cependant il
est important de noter que le flux de chaleur et le frottement & lg paroi fournis par la
solution "Navier-Stokes" sont exacts au méme ordre que l'est cette solubtion & llextérieur
de la couche de Knudsen.

Dans le cas d'un dcoulement & grand nombre de Reynolds, ol il existe une couche limite
& la paroi, la longueur caractéristique £ dans la couche limite est 1'épaisseur & de cel-
lewci ; si L est une dimension caractéristique globale de 1'écoulement, ot Rey le nombre
de Reynolds basé sur cette longueur, on a :

Rﬂ.z ~ V RG‘L

(du moins tant que 1le nombre de Mach M, & la frontidre de la couche limite n'est pas trop
grand), et le régime de glissement correspond approximativement (sans tenir compte dleffets
de température) & :

Notons finalement que si Kmg 4 10"2, elest-d-dire soit Me /Re < 1072 si Re
ntest pas grand , solt M, /VR}ZGO 81 Re, est grand, les effets de glissement et de saub
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de température deviennent négligeables ; on a affaire alors au régime d'écoulement impro-
prement qualifié de "contimi¥.

2,2 ~ Intérdt

La breve discussion qui précdde montre que les équations de Navier-Stokes sont valables
dans un trés large domaine de nombre de Mach et de nombre de Reynolds, comportant le régime
dit continu et le régime de glissement, et débordant méme en pratique sur le régime de trap-
sition.

Ce domaine recouvre donc toutes les applications de l'aérodynamique & 1l'aéronautique
avions, engins) et une grande partie des applications de 1'adrodynamique & ]'astromautique
probldme de la rentrée dans llatmosphdre d'un satellite, d'une navette spatiale)s Le ré-

gime de transition et le régime moléculsire libre ntinterviennent qu'z des altitudes trés
élevées intéressant des engins satellisés ou commengani leur rentrée dans 1'atmosphdre ;
dans le cas d'objets trds petits (métdorites) ces régimes dtécoulement peuvent persister i
des altitudes plus faibles.

En ce qui concerne l'utilisation des équations de Navier-Stokes pour l'étude théorique
de problimes d'aérodynamique, il convient de distinguer deux cas selon que le nombre de
Reynolds Re; caractéristique de 1'écoulement est grand ou nonm.

Dans le premier cas, qui recouvre une grande partie des applications, les méthodes de
caleul d'usage courant sont basées sur les approximations de fluide parfait ou de couche
limite, et les équations de Navier-Stokes ne sont réellement nécessaires que pour déerire
1ltécoulement dans certaines zones ol ces deux approximations tombent en défaut ; mais il
faut noter que llexistence de telles zones est la regle plutdt que llezception, et que ces
zones jouent un rfle souvent important dans la détermination de 1l'ensemble de 1l'écoulement.

Quelques exemples dfécoulements & grand nombre de Reynolds comportant de telles zones
"Havier-Stokes" sont représentés schématiquement sur la figure 1.

On pourrait donc penser que la résolution des équations de Navier—Stokes, pour les
écoulements % grand nombre de Reynolds, ne présente dlintérét que dans ces zones trdés li-
mitées et non pour 1l'ensemble de l'écoulement. Ce point de vue est sans doute justifié
actuellement compte tenu des coflts des calculs et des possibilités des ordinateurs, mais
il ne le restera problablement pas dans une perspective & long terme. En effet, 1'utilisg-
tion des équations de Havier-Stokes pour l'ensemble de 1'écoulement présente 1lavantage
essentiel 4'éliminer les problimes posés par le couplage, qu'il faubt assurer au cours du
caleul, entre une zone "Navier-Stokes" et llextérieur {zone "fluide parfait" ou zone "couche
limite") 3 ces problimes qui mettent en cause la convergence du calcul, peuvent 8tre diffi-
ciles & résoudre pour les raisons suivantes : d'une part llexistence, la position et 1'étendue
dtune zone Havier-Stokes ne sont pas nécessairement connues en avence {cas d'wn décollement
sur une parol lisse), alors qu'elles sont révélées per le caloul complet A partir des équam
tions de Navier-Stokes 3 d'autre part, l'écoulement & llextérieur de cette zone peut &tre
trés sensible au couplage avec cette zone, et la convergence du caleul peut &tre difficile
& obtenir.

Nous n'avons pas encore fait la distinection, pourtant essentielle en pratique, entre
écoulements laminaires et dcoulements turbulents. Le structure de la turbulence fait
intervenir des échelles de temps et d'espace trés petites, mais gui ne metbent pas en cause
la validité des équations de Navier-Stokes.

Cependant la détermination de cette structure dans un dcoulement, par résolution numée
rigue des équations de Navier-Stokes instationnaires, est hors de portée des ordinsfeurs
actuels les plus phissants. Des tenfatives ont été faites pour 1'étude numérigque localie de
la turbulence, mais le caleul effectif dtécoulements turbulents (c!est-a~dire de leur
structure moyerme dans le temps) doit faire appel & des moddles de turbulence b caractire
empirigue et dont la validité ne peut 8tre apprécide que par comparaison avec 1'expérience.
On_trouvera une revue récente des moddles de turbulence dans le livre de Launder et Spalding
[6]. La discussion de ce problime trds vaste et complexe sort du cadre de cet exposé ; Sim
gnalons seulement que des modiles de turbulence associds aux équations de Wavier—Stokes ont
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é4¢ mis en oceuvre surtout pour les dcoulements incompressibles, et qu'il y a encore peu
dtétudes analogues publides dans le cas compressible {‘7]-

Les méthodes mumériques gque nous discutons plus loin ont toutes été utilisées pour le
caleul d'écoulements laminaires ; la transposition de ces méthodes pour le traitement des
équations de Navier—Stokes avec un modéle de turbulence ne devrait pas soulever de diffie
cultés de principe, bien qu'en pratigue la struchure des couches visqueuses turbulentes
puisse exiger des modifications assez importantes (en particulier pour le ma:i.llage).

Le deuxitme cas & considérer est celui ol le nombre de Reymolds nlest plus assez grand
pour gue la théorie classique de la couche limite s*applique, mdme si 1'on peut encore dis=
tinguer dans 1'écoulement des zones visqueuses et des zones de fluide parfait, car ces zo~
nes sont alors fortement couplées. Si le nombre de Reynolds est assez faible, les effets
dissipatifs interviennent dans tout l'écoulement.

Ce deuxi2me cas, ol l'dcoulement est toujours laminaire, se rencontre dans les problé-
mes de rentrée dans 1'atmosphére (i1 faut alors tenir compte des effets dits de gaz réel :
réactions chimiques, ionisation ees) : les exemples classiques sont ceux du corps émoussé
ou du bord dlattague d'une plague plane en écoulement hypersonigue. Ce deuxibme cas se ren-
contre aussi dans les écoulements & des vitesses modérées autour d'objets de faibles di=
mensions tels que des sondes de mesure (tube Pitot, fil chaud...) utilisée en soufflerie.

Notons, pour conclure ce paragraphe, que c'est essentiellement le cas des nombres de
Reynolds faibles ou modérés qui a jusqu'icl fait l'objet d'études mumériques & partir des
équations de Navier-Stokes ; le cas des grands nombres de Reynolds est évidemment beaucoup
plus difficile, mais les études qui lui sont consacrées pourraient se développer rapidement
dans un proche avemir.

¢) interaction choc =
couche limite

b) bulbe de décollement
prés du bord dfattaque
d'un profil

a) bord de fuite
d'un profil

d) couche limife en um &) Scoulement de culot | £) aéeoriement sur ume
point anguleux d'une {supersonique) | zempe {en supersonigue)
paroci

L o o e

FMg. | ~ Bcoulements & grand nombre de Reynolds avec zones "Navier-Stokes"



167

3 — PROBLEMES TRAITES

En exceptant les calculs relatifs aux équations instationngires & une dimension d'es~
pace [8] - f13], on trouve, depuis 1965, un nombre relativement important de calculs
dtécoulements bidimensionnels. En général, ces travaux considdrent des géoméiries simples
ou, lorsque la géométrie de llobstacle est compliquée, seulement une partie limitde de
1técoulement (bord d*attaque, culot eos)s

Trés rares sont encore les calculs complets d'écoulement autour d'un obstacle fini ;

toutes les difficuliés lifes & la résolution mmérique des Squations de Navier-Stokes se
trouvent, en effet, rassemblées dans le cas ¢'un écoulement autour d'un obstacle fini.

On trouvera dans les références [14], [15] et [16] une discussion de certains probli-
mes 1iés & la résolution nmumérique des équations de Navier-Stokes.

Le tableau qui suit présente un certain nombre d'études, classées selon la configura—
tion géométrique traitée.

Dans la premidre colomne sont indigués les types de problimes et les auteurs -(les
numéros se réfirent & la bibliographie), les schémas utilisés sont bridvement mentionnés
dans la seconde colonne avec indication d'un numéro de formule si ce schéma est déerit
dans le paragraphe suivant., Enfin, on a représenté schématiquement dans la dernidre colon-
ne la géométrie du probléme.

TABLEAU I

PROBLEMES ET AUTEURS MBTHOIES GEOMETRIES
CAVITE 4
[17] BRATILOVSKAYA (1965) 2 pas (15)
[19] PoLEZHAEV (1967) directions alterndes y
FLAQUE PLAIE
[19] THOMEN (1966) 2 pas (27)
[20] KURZROCK - MATES (1966) décentré / explicite
[21] BuTLER (1967) YPICN - MFLICH -

—

[22] TRULIO - WAIITT - NILES (1970) " ATTONM
[23] cuENG - CHEN (1973) 2 pas (35) Y
[5] TANKEHILL - MOHLING — 2 pas (30)

RAKICH (1973)
PLAQUE PLANE : INTERACTION choc
OFDE DE CHOC - COUCHE LIMITE

Lax-iendroff et
[24] SKOGLUND - COLE - STALANO (1968) Viscosité artificielle I P
(Rusanov ) -~ ¢.L.

[257 MAC CORMACK (1971) 2 pas (30) i
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PROBLENES ET AUTEURS METHODES GEOHETRIE
ANGLE DE DETENIE
TTT—————— =
[26] BRATLOVSKAYA (1967) 2 pas {25) >
i .

ANGIE IE COMPRESSION

-
[27] CARTER (1973) 2 pas (25) -

e T
HARCEE " AMONT"
e (a)
[19] mHOEN (1966) (a) 2 pas (27) e %

—
[22] TRULIO ~ WALTTT - NILES (1970) (p)| rarToN" - -

[28] GOODRICH = LAMB - BERTIN
(1972) (a)

Viscosité artificielle
( Rusanov

MARCEE "AVAL"

[29] mIcEENKOV (1969) (a)

[30] ALIEN - cEENG (1970) (a)

[31] ROACHE - MUELIER (1970) (a,b)
[32] ROACEE ~ (1970) (a,b)

[33] rosS - cEmNG (1971) (a)

[34] BRATLOVSEAYA (1971) (a)

[35] rosS - cEENG (1972) (a)

[28] QOODRICH m LAMB = BERTIN
(1972) (a, b)

2 pas (27) — (e}
-
2 pas (35)
Décentrd/Dufort-Frankel N
Décentrd/Duf ort~Frankel
2
pas (35) = ®)
2 pas (25)
2 pas (35)

viscosité artificielle
(Rusanov.)

CAVITE OUVERTE *-*._;,

[32] roacEE (1970) Décentré/Dufort-Frankel W
MARCHE ¥ AMONT-AVAL® —

[36] PALUMBO - RUBIN (1972) 2 pas (32) —

[28] GOODRICH - LAMB - BERTIN (1972)

Viscosité artificielle
{Rusanov.

CERCIE ®AMONT®

[37] MORBITI - SALAS (1969)

Type Lax. Wendroff
1 pas
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PROBLEMES ET AUTEURS

HETHODES

GRQMETRIES

PARABOLE ™AMONT™

[38] PRYRET - VIVIAND (1972)

Semi~implicite (33)

—:M%_

CERCLE "AMONT-AVAL"

[39] SCALA - GORDON (1968)
{407 s04LA ~- GORDON (1970)

[41] KITCHENS (1973)
[56] TRULIO - WALITT ~ LIU (1970)

Explicite - Implioite (22)
Explicite -~ Implicite {22)
Explicite ~ Implicite (22)
" AFTONY

—
——
—

OBSTACLE PARABOLIQUE FINI

[42] PEYRET - VIVIAND {1973)

Semi~implicite (%3)

—_—

SPHERE "t AMONTY

[43] MoLODTZOV {1969)

{44] MOLODTZOV ~ TOLSTYKH (1969)
[45] Paviov (1969)

[46] VICTORIA - WIDHOPF (1972)

Relations intégrales
Relations intégrales

2 pas (25)

Leap.frog./Duf ort-Frarkel

SPHERE -~ CONE "AMONT*

e
[47] MAGNUS - GALLAFER (1967) 2 pas _,[M
| L.
ELLIPSOIDE "AMONT"
[45] paviov (1969) 2 pas (25) — m
—
—
SPHERE_"AMONT-AVALM
[48] Paviov (1968) 2 pas (25)

[40] scara ~ GORDON {1970)

Explicite - Tmplicite (22)

S
—
e

I1 n'est pas possible, dans le cadre de cet exposé, de déerire, en détails, les conditions
dtécoulement. Disons simplement que les nombres de Hach sont, en général, supersoniques

ou hypersoniques, que les nombres de Reynolds varient entre 10 ef 1

s que les parois

sont ou bien & température donnde, ou bien adisbatiques. Signslons aussi gque pour cer-
tains calculs d'écoulements hypersoniques des conditions de glissement (17), (18) ont &4é

utilisdes,
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4 = SCHEMAS AUX DIFFERENCES FINIES

Les équations de Navier-Stokes (1) -~ (5) adimensiomndes s'écrivent sous forme conser—
vative, dans le cas bidimensionnel :

%.;.ﬁi—ii:&{a_ﬁ_-}-ﬁi.) (193)
3t do Wy e "

olt € est llinverse du nombre de Reynolds, et ob (x, % ) peuvent 8tre des coordonndes
curvilignes quelconques. Dans le cas ol (x, 4 ) sont des coordonnées cartésiennes, le
yecteur” W g pour éldéments ( ¢ , ga , ¢4, G F J, ol 4 et ¥ sont les composantes de
la vitesse W . Les "vecteurs® F et G sont fonctions de W, alors que Py et &
sont fonctions de W et de ses dérivées premiéres.

Toutes les méthodes de caleul, & l'exception de celle utilisée en [43], [44] qui est
une méthode de relations intégrales, sont des méthodes aux différences finies,

Les écoulements éfudids sont, pour la plupart, statiomnaires et, pour obtenir eette
solution statiomnaire deux types de procédés sont employés :

(1) la résolution des équaticns de Navier-Stokes instationnaires au moyen d'un schéma
consistant {avec ou sans condition) avec ces équations inststionnaires ; la sclution

3,

statiomnaire recherchée est obtenme & la limite t— 0,

(2) 1a résolution des équations de Navier-Stokes instatiomnaires au moyen d'un schéma non
consistant, le schéms devenant consistant aux équations stationnaires & la limite
£ o seulement., Dans ce cas on peul interpréter la méthode comme un procédd itératif
de résolution des équations aux différences discrétisant les dquations de NavierStokes
stationnsires @

LI L. g(ii_+5‘f_<_) (19)
3% 2y PES ¥y

Ie processus itératif est mlors directement inspiré de la forme instationnaire (193},

En poursuivant dans cette direetion on peut alors chercher & remplacer le vecteur W
par un autre vecteur W¥ qui copduira & une convergence plus rapide vers 1'état station—
naire, du fait soit de la structure mathématique du systime pseudo-instationnaire ainsi
formé

(20)

*
W + »F N G - &( >F . 364 )
ot dx ¥y 2x 2y

soit des propriétés de stabilité du schéma correspondant,
Nous présentons cimaprds quelques-uns des schémas utilisés pour la résolution des

équations de Navier-Stokes, représentatifs des deux procédés mentionnés plus haut, en
considérant pour cela 1l'éguation modéle scalaire :

2.

w20 F(u}l = &2% (21)
3k ax i dx
k%
On introauit les motevions  A(w)= S . w (dbx mat)=« ; F@)=Fg,
FIXT) = £ ;o= AbfAx du v = € Ab/Ax .

Les critdres de stabilité se référeront au cas linéaire pour lequel A = const.
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4.1 =~ Schémas consistants avec les équations instationnaires
41e1 ~ Scbémas 4 1 pag

(a) - SCALA - GORDON [39]

Les points (m+4 , i) sont divisés en points "explicites" (24-4} et points

Wimplicites™ (2 4] ; le rlle des points (24 -~41) ,(24)} est échangé au pas de femps
suivant. Le schéma stéerit :

u::‘: = %:;2—1 - 'z_': [( A:l:»-{ * M:id i)(u:L-f - u':b.:)
+ (h‘::,_4 - [Jﬂ.::..4 !)(u; - u:w ” Y [u;_z -2 w:‘._% .yu:‘& ] (22a)
= My, ¢+ [Q(“:c-4 )] ‘“':4-1
%::4 = u;: * [ Q(“':? ) } '“’::4 (22v)

~ Consistance : O = OU) s
— Précision état statiomnaive : O(AX) ’
~ Stabilité : ¢ = o(i).

-~ Nota :

Ce schéma nécessite de procéder & un calecul itératif pour les points implicites
24 .

{(v)~VICTORIA — WIDHOPF [46]

N m~q n n n ne med n
w, = M4, - G‘(F‘;M - Fi—a) “"Q'V[U’A:ﬁ"(u‘i. + 4, ) T iy ] (23)
-~ Consistance : €0 = OU),
~ Préeision état statiomaire : O (Ax®) ,
= Stebilité i
Al ¢ <« 1 (24)

441,2 - Schénas & 2 pas

RO S

{a)-BRATLOVSKAYA [17

m id ~ ~ n
~ ned "
Ay = Ay - %(ﬁa - &-4 ) + v (ul;ﬂ -4+ My ) (25a)
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ot n o VML W med L4 n n )
Ry = % 'y (f&«u_ qu ) ""'V(M‘éﬂ —Auy v,

- Consistance ; sans condition ; précision O (AL + Az.z} .

- Précision état stationnaire : 0(Ax2).

&%

~ Stabilité

2
At ¢ Min | Az Az }
= he 1Al
(b) - THOM:EN [19
LT n
A E )z - f, )
FLRTY 2 it 4— 2 P A
7 n ® T ”r n
» o . —~ .
* TI_( vt2 [ 4-“4') + <4J,4+1 2 u, + u'b-'t )}
“id n ’E fn+iz ~ MEAj “n, P n )
w.o= A - z.r( e = oz ) +v( g~ U

- Consistance sans condition, précision O(E At +Ax") o
- Précision état stationnaire : O (sz).
- Stabilité
v o2
Ac™ « a2y < 1
(e) - MAC CORMACK [25]
o itd a ihid n " n .
o A e -t . - . .
M’/l - A av((—«d‘r»t {:4, ) + v(“'b-m T U, )

M= Wt ﬁ‘:[( 53:; - F‘:’} + ( ?:H_ 'g:af: ”

o % " pop it arntt ~ pd )
v | - W :
T2 (MA}H AUy } A e A }

[ 2
~ Consistance sans condition ; préeision O (AE + AxX ) ,

- Précision état statiomnaire : O(AJ:Z),

{25p)

(26)

(27a)

{2)

(28)

(292)

{(29v)
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~ Stabitité [5] = - . L2 .
Ao -4y +avyo si RO -3Y go
z 4 (30)
Aet-ey" r2v ¢4 si  Ao"—3y® >0
m o n
Nota : On obtient ume variante de ce schéma en approchant o /3 par (ﬁ - ﬁi-q)/ Ax.
au premier pas et par [ €™ - £, + Emr FZ“ ] /(1 Ax) au second
PasS.
{d)wBALUMBO ~ RUBIN [36]
m "
~ it 1 n " ) _ ( _ b )
u;-_l;m,— -Z(Jw‘éi‘l Ay + T F{if F"
(31a)

et . " " o M4 ~
a 4 . . —
Ay = 4 - 2 { '2,'({:“4 - ﬁ-*«) +( ‘ciw/z ]Cé'm—) (310)
y ™ g i
+ = (‘“u'.u. -2 M F “’4”-)

4

~ Consistance sans condition ; précision O(€4L + Ax") ,
— Précision état statiompaire 1 O ( Ax?)

- Stabilité : "eritire numérique" seulement (voir fig. 4)e

4,2 ~ Schémas non consistants avec les équations instationnaires

- . T e A e e me e e e e e e

" o .[( £ {»“fm
2

” mn o +4
L4 e ) +V(a",'+1 — Ay Ay ) (32)

- Précision état statiomaire : O4x"),

~ Stabilité :

.15 Al o + v ¢ 1 (33)
4.2.2 ~ Sobéma b 2 pss_(ALLEN = CHG [50])
~ned m n g " ~ Mg n
= .- .- f. P
AL -2 (fir Fx.-4) +v (4, 2w ) (34a)
"4 L2 M el ~emiq ntd o~ oped
I T N
Wi = 2 (ﬁu - f‘.’_‘) *y(ul«-ﬂ U, o+ MLy ) (34v)
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-Précision état stationnaire : D(axt)

=Stabilité
Alo ¢ 1 {35)

4.2.3 = Remarque_sur les_schémas non consistants {cas linéaire)

Pour les schémas non consistants, il est intéressant de voir quelle équation on
résout effectivement. On obtient cette équation & partir du schéma en effectuant des dé-
veloppements de Taylor limités sux premisrs termes significatifs. Plagons-nous dans le
cas lindaire o AL} = A =  const., 1'équation discrétisée par les schémas (32) et
{34) est de 1la forme 3

.Bi+e<{'a.&.—a31%)=o (36)
3t ~ 2 Ix*
aves
. . -4 /
&sidwé-iiexa-ﬂé}__\? pour {32) (31
: Axt 2 /]
e AE T At 172 ¢ o)
A = ?4%45_-j[4+2£ ] pour {34) 38;
- Ax* Ax* ]

{a) - Cas du schéma (32)

31 1a condition de stabilité (33) est sagtisfaite, la formile {(37) montre que K>+4
si As>o©O eof,dans le cas A<O , K1 si AlAx <2€, oL <1 si {AlAx»2€

Tsi A0 , il faudralt changer le r6le de 4+1 et 4-1 en ce qui concer-
ne les indices M., m+4, pour obtenir K> 1 sans autre condition que (33)]. Lorsque
K »1 , la convergence vers 1l'état stationnaire est vlus rapide que celle qu'on aurait

avec wne diseréiisation consistante. En fait, toujours dans ce cas A = const., le schéma
{32) n'est autre que 1'application & 1'équation,

22 (Mgpg = iy )= f"’f My =24y + Uz () =0 (59)
p X X

de la méthode des relaxations successives ("SOR') awee w = 2€ Ab/Ax™ comme paramdtre de

relaxation, On peut alors démontrer que le processus converge lorsque o Lw* 2
b w*= w(4+ialLx )
2&

(v) - Cas du schéme {34)

La formule {38) monire qu'ici K est toujours inférieur & 1. le critére {35) implique
Atz 7 A;—E avec 0(m £ 1 ; on abtient alors :
|

AlAx + 4€7N (40)

« = (Al 4x )
(lAlAx + 2€m)

si &= 00}, = 0OWlr] |, 3ioh une convergence trés lente vers 1'étst statiomnaire ;
cependant si E~+0 , alors K==>141 , Ainsi, avec ce schéma (34), 1a convergence est
moins rapide qutavec une discrétisation consistante ; mals cette lenteur relative est
contrebalancée par le fait gque, grfce aux bonnes propriétés de stabilité, le calcul peut
8tre effectué avec des Al sssez grands -~ du moins tant que €& n'est pas trds petit.
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On mentionnera, en anticipant un peu (§ 4.3) que le critdére (35) est trop restrictif
de sorte que le calcul peut &tre conduit avec de trés grandes valeurs de At , mais la
valeur de K s'en trouve réduite d'autant,

Pour illustirer cette discussion consacrée aux propriétés de convergene vers 1'état
stationnaire nous avong porté sur les figures 2 et 3 les résuliats d'wne application
mmérique relative & (21}3 avec A=1 , € = 0,1 menée & partir des schémas (29), (32)
et (34) dans le cas ob Ax = 0,02 , Ltétat initial est représenté par la courbe {1).

La figure 2 illustre les résultais obtenus au boubd'un méme temps £ = 0,364, La figure
3 compare les résultats & un nombre de pas de temps N Ffixé. On notera que (32) donne
11état stationnaire avec wne erreur de l'ordre de 1072 dds la 50tme itération. Les courbes
(5), (6 ) correspondent & des caleuls effectués avec (34) dans les cas At= 0,02 et

At 3 0,4 (pour At % 0,4 on obtient les mfmes résuliats au terme d'un nombre fixé de
cveles de temps quel que soit Ak).

' 1
u
08 o
06 as
o4 o4
0.2 oz
] az o4 ° = o as o 1
1 - état initial 7 - état stationnaire
courbe 2 3 4 4t 5 6 5t 6t 7
schéma (34) | (29) | (29) | (29) | (34) | (34) | (34) | (34) | (32)
i 100 200 50 250 50 50 250 250 50
-3 J - = —
At 5,6006°|482,10%] 2,103 2.16%1 0,02 | » 0,4 0,02 | 3 0,4 p,64.15°
Fig. 2 - Comparaison de schémas - Fige 3 = Comparaison de schémas
sur 1l'équation moddle -~ Résultais sur l'équation modéle - Résultais
a t =0,364. a N =50etd N =250,

4.3 =~ Stabilité

I faut noter que, wdme dans le cas simple de 1'équation lindaire comsidérée ici, la
détermination rigoureuse du critdre de stabilité n'est pas chose aisée. Ainsi certains
critéres [Eq, (26), (35)] sont trop restrictifs, d'autres [Eq. (30)] pas assez. On a pro-
cédé & une étude numérique du facteur d'amplification pour déterminer le critére exact.
La figure 4 représente les domaines de stabilité dams le plan (' £ ’&{ , 18l Aé’c ) .

Ax!
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4 - schéma (36)
2. schima (3)
§-xchémo (32
é. shéma  (29)
5-schéma (25)

[ 1 ) 3 3 3 ) ¥ [} [ o
(AlAx (€

Fige 4 = Courbes de stabilité
de différents schémas pour
1téquation moddle,

Si le critdre de stebilité dépend de € , alors il lui correspond, dans le cas des

équations de Nevier-Stokes, un critdre du type At = pRe Ax™ oi Re est le nombre

de Reynolds. Dans les zome ol p est trés faible, en particulier dans la région du culot
(fige 1 = @ ) ceci conduit & un At si petit que le temps de caleul peut devenir prohibitif
[49]. On voit 12 1'intérdt soit de travailler avec un schéma stable sans critdre de ce genre
soit de substituer au vecteur W de 1'équation (19a) wn vecteur W*, de sorte cue, pour
le systime obteru (20) le oritdre de stabilité ne dépende plus de ¢ . En [42] on a choisi
W#* de la forme (¢, & ,v T} .

444 = Bemarque sur le calcul des points voisins d'une limite

Considérons le caleul de &':” en un point voisin d'ume limite 4 = 0 ou 4 = 4ty

est donné. Dans le cas des schémas & 2 pas calculant les valeurs intermédiaires aux mémes
points que les valeurs définitives, le caloul de P! implique celui dtune valeur in-

ternédiaire A"i:” au point frontidre & partir du schéms lui-mbme {dcentré correctement).

54 1'on utilise la condition limite, clest-a~dire si 1'on pose fu:“ = Uy , on fait une

erreur gui, selon les schémas, tend ou non vers zéro quand At — o0 .

5 « CONDITIONS AUX LINITES —

On peut distinguer deux types de frontidre ¢ des parois matérielles et des frontidres
sans réalité physique introduites pour limiter le domaine de calcul. Dans la plupart des
cas l'obstacle considéré est placé dans un fluide d'étendue infinie et les conditions
doivent &tre imposées & 1'infini. Ceci est évidemment impossible, & moins de faire des
transformations de coordonnées ramensnt 1'infini & distance finie. Pn général, on limite
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A,

arbitrairement le domaine de calcul et 1l'on cherche & imposer des conditions compatibles
avec le problime considéré.

5,1 = Conditions sur une paroi (cas d'une paroi régulidre)

L¥éeriture des conditions pour la vitesse et la tempdrature (§ 1 et 2) ne conduit &
aucune difficulté, mais il reste une grandeur thermodynamique inconnue & la paroi (la
pression ou la masse volumique), La pression intervient effectivement, par 1'intermédiaire
de sa dérivée transversale & la paroi, lors du calcul de la gquantité de mouvement sur la
premidre ligne voisine de la paroi, I1 faut done, ou bien caleuler cette grandeur thermo-
dynamique ou bien trouver un procédé gqui éviie d'en avoir réellement besoin.

les techniques seront différentes selon que 1'obstacle est une ligne du maillage ou
que l'obstacle n'appartient pas au maillage (nous supposons ici que toutes les inconnues
sont définies aux mémes points).

{a) la détermination de la masse volumigue fp & la paroi P par discrétisation de
1'équation de continuité derite sur cette paroi (dsns le cas ot & z0 sur

> > (oV ) =
'a{" _,__ﬁ(g) o (41)

( V vitesse normale & P s M coordonuée transversale & ?) nécessite d'approcher

a3(gv)/ o par une différence décentrde, Ltutilisation d'un tel procédé est fort
délicate et 1l semble que, si elle peut se concevoir moyemnant certaines précautions pour
une paroi de compression ou de faible détente, elle ne conviemne pas pour 1'écoulement de
culot dans lequel cas on obtient rapidement des densités négatives [30], [42]. Cependant,
dans le cas de 1'écoulement au nez d'un obstacle émoussé, une discrétisation de (41) a
été utilisée avec succds en [46]. Cette équation est discrétisée k partir du schéma (23),
soit @

3
ned N4 n ”"
£ L]
5= % - -ﬁg[(gv),— (S’V),] (42) v
2 U
et la quantité (eV ): (cf. fig. 5)
est déterminée par une extrapolation dans 1'espace !
et le temps :
p /AT
m -1 n-2
(¢V) = 2 (V). = V), (43) , P
m-2 40
=" (fv )4
Figure 5

Cette méthode revient & approcher

L3 n-2 n-4
(%(gV))? par l'expression —Aiﬂ.— {%[(gV);n.,. (}V)‘ ]-(S’V)P } .

(b) En [36], la technique suivante est proposée pour le calcul de la pression $p Sur
[re 2 z P
& : un developpement de Taylor domne :

me4
n+i net

= - 2%
te = £, (), (44)
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it PR . ‘ . cns
puis (a? fén ), eat caleuld & partir de l'équation de quantité de mouvement normale

éerite en P . Ceci nécessite d'approcher les dérivées de la vitesse en P , qui inter-
vierment dans cette équation, par des différences décentrées,

[ %c):) Certaius auteurs déterminent f, par extrapolation parabolique {par exemple [5],
271)s

(d) Dans le vas dé l'écoulement sur un obstacle parabolique [38], [42], les deux mé-
thodes suivantes ont été sppliquées. Comme on 1'a dit, la connaissance de $ sur 1l'obsta-
cle n'es’c5 en fait, néeessaire que lors du caleul de la vitesse transversale V au point

1 (fig. 5

Le premier procédé consiste & ne pas calculer V;M ! 3 partir de l'équation de
quantité de mouvement correspondante, mails & partir de la condition statiomnaire
(3V/dn )P =6 déduite de 1'équation de continuité statiomnaire en P, d'oh par dis-

erétisation décentrée :
M4 mrd m+d ) ned

v, 74*_,(3 Voo + ¥, A (45)

5

Le second procédé consiste simplement & approcher le gradient (f)y/ 513) au point 1
par une différence décentrée avancéea

Dans les travaux [30], [%1], [32], 1la paroi n'est pas une ligne du maillage mais est
placée b mi-distance entre deux lignes (fig. 6). On obtient Pp par extrapolation lindaire :

L 231 R lal LS 2]

fp =28, -4 8 (46)

Cependant, avec un tel maillage il faut
décentrer correctement les différences qui
interviennent lors du calcul du point 1.

In particulier si ce point 1 est voisin
du culot, il est importemt [30] dtapprocher
les dérivées du type (3¥/an), avec

$= ¢V, S’vll gyYv , sve

par une différence précise au second ordre :

(%)4 = fg?wt"wf'wr) (47)

Une discrétisation au premier ordre, par exemple 3
E4

20y, A t -9 48
(ﬁ_/{h,z;[_z_(teﬂm e ] (48)

conduit & une sous-estimation de p e (§Y), d*ol 1apparition de valeurs négatives de
la masse volumique.
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542 = Voisinage d'un coin

La présence d'angles convexes crée toujours des difficultés dans les calculs numéri-
ques. Dans le cas de l'écoulement compressible auw voisinage d'un angle droit par exemple,
la détente est si forte que les variations des quantités sont comparables en ordre de
grandeur & celles qu'on aurait dans un choc. On congoit que les résultats au voisinage d'un
angle convexe soient difficile & obtenir correctement. Dans une telle situation il serait
gsouhaitable de considérer une solution asymptotique valable au voisinage de 1'angle qu'on
raccorderait & une solution extérieure mmérigue selon la technique utilisée en [50] dans
le cas incompressible,

les techniques exposées précédemment qui nécessitaient 1'utilisation des dérivées de
la vitesse & la paroi ne sont plus justifides car ces dérivées ne sont pas définies en € .
On peut, & la rigueur, considérer les points 1
ot 2 (fig. 7) comme des limites de points 1!
et 2' lorsque la distance § qui les sépare
respectivement de ces points tend vers zéro,
et appliquer en 1 et 2 les procédés utilisés
plus haut [36].

En [42], on a préféré caleuler les
vitesses W en 1 et ¥ en 2 non & partir des
équations de Navier-3iokes mais & partir d'inter—
polations faisant intervenir les quatre points
voilsins.

81 le point ¢ ntappartient pas au maillage 2 0
EBO], [32}, le traitement des points 1, B, 2, %
figure 8) s'effectue comme précédemment (§ 5.1.2).
I1 suffit, lors du calcul au point 0, de modifier
les différences approchant les dérivées croisées
de la vitesse.

<0

figure 8
5¢3 = Frontitres du domaine de caloul
Lorsqué 1l'on considére un obstacle placé dens wn volume infini de fluide, ce dernier

est dans un état uniforme & 1'infini. Pour écrire correctement ces conditions on peut
introduire une transformation de coordomnées ramensnt 1'infini 3 distance finie [29],

[41]. Plus généralement on limite arbitrairement le domaine de calcul (fig. 9).

Sur la frontidre amont HG on impose les

conditions de l!'écoulement uniforme & 1'infini.

(4]

A l'aval, il faut prendre soin & placer
la limite ET suffisamment loin du culot IC
pour que les conditions artificielles qu'on
¥ écrira, aient une influence négligesable
sur le calcul., les inconnues en EF sont
déterminées en géndral par extrapolation
dans l'espace ou dans llespace et le temps
[46]. Lteffet de la position de EF a &été
étudié en [33], [41],

o —————

I
[

I
>
<
m
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Sur la limite latérale GF, on peut aussi, dans certains cas, utiliser des extrapolations,
Une technique dlinspiration analogue, consistant & écrire des conditions dfonde simple,
stest révélée trbs efficace [27], [30], [32], [34], du moins tant que le choc ne coupe

pas GF. On considdre les carasctéristiques C* inclindes positivement issues des points du
meillage situés sur la ligne G'F' adjacente & GF (fig. 10§.

En supposant ces caractéristiques c
rectilignes (régime d'onde simple) on / f
obtient leur intersection avec GF, Les G
grandeurs de l'écoulement restent constantes
sur ces carachéristiques : on en déduit, par G i ¢
interpolation, les inconnues aux noeuds du
maillage sur GF. L'application de cette ftechnique
suppose que GI' est assez loin de 1l'obstacle pour
que les effets dissipatifs y soient négligeables. Figure 10

Enfin, la frontidre comporte éventuellement des axes de symétrie tels que HA, IE sur
lesquels l'écriture de conditions de symétrie ne pose pas de problimes.

6 ~ TRATTRMENT IES CHOCS

Tant que le nombre de Reynolds est assez faible pour que le choc ait une structure
représentable & 1'échelle du maillage, tous les schémas proposés permettront d'obtenir
1a structure de cette couche de choec. En fait, lorsque le nombre de Reynolds crolt,
1tépaisseur du choc devient trdés petite par rapport aux échelles des gradients de 1'écou-
Jement et 1'on ne stintéresse pas, en général & la structure réelle de 1'onde de choce
Sur le plan numérique, les problimes posés alors par la présence de chocs sont les mémes
gquten fluide parfait.

Dans le cas de la dynamigue des gaz non dissipatifs on dispose de deux types de méthoe-
des qui ont chacun leurs avantages et leurs inconvénients : le "shock~capturing” et le

"ghock-Fitting"s

Ies méthodes de "shock—capturing” sont basées sur une discrétisation des éguations
mises sous forme comservabive [50] et le choc se calcule comme wn point courant. 1'im-
mense avantage de cebte méthode est de ne pas obliger & faire de traitement particulier
pour le choc j psr contre, ce dermier n'est plus une discontinuité (toujom's dans le
cas dtun fluide non dissipatif), il est étalé sur 2 & 3 points de discrétisation et
il apparatt souvent des osecillations parasites derridre le choc [52], [53].

Les schémas (27), (30) et (32) sont des extensions directes au cas des fluides
visqueux de schémas éprouvés en dynamique des gaz non dissipatifs.

Toujours dans cette catégorie d'algorithmes qui traitent les points choes comme des
points courants il faut citer les méthodes de viscosité artificielle du type Von Neumann ~
Richtmyer, par ewemple la méthode de Rusanov [52] étendue au cas visqueux en [24] et [28],

Le procédé de "shock-fitiing® est basé sur un traitement particulier du choe, consigée
ré comme une ligne de discontinuité., I1 faut alors introduire une inconnue supplémentaire
qui est 1'équation du choe. La vitesse du choc ainsi que les sauts & travers celui-ci sont
déterminés grice aux relations de Rapkine - Hugoniot et & une équation supplémentaire obte-
mie & partir des équations du mouvement, par exemple une relation de compalibilité le long
dtune caractéristique convenablement choisie [37], [53], [54].

Llgvantage d'une telle méthode est évidemment de dommer des choes gqui sont réellement
des discontinuités et d'éviter llapparition d'oscillations parasites. Mais le procédé est

N

difficile & appliquer en toute généralité.

Ce procédé pourreit &tre ubilisé méme dans le cas ol la dissipation n'est pas assez
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faible pour qu'on puisse assimiler la couche de choc & une discontinuité, IL faudrait
alors considérer des relations de Rankine- Hugoniot modifiées pour tenir compte .de la
structure du choc [55].

7 - PRECISION ET TEMPS IE CALCUL

Pour terminer cet exposé, il comvient de dire quelques mots des problimes techniques
de précision et de temps de ealcul, problimes liés b la puissance et & la rapidité des
ordinateurs.

les calculs d'écoulements de fluide visqueux compressible sont cofiteux en temps ma=
chine pour plusieurs raisons : nombre et complexité algébrique des équations, convergence
vers 1'état stationnaire d'autant plus lente que le nombre de Reynolds est grand, existence
de zones & forts gradients dont la représentation nécessite wn maillage trés fine..

Dans le cas des grands nombres de Reynolds, s'il n'est pas nécesscire de chercher &
calculer la structure exacte du choc, par contre il est indispenseble que 1'écoulement
dans la couche limite au voisinage d'une parol goit correctement représenté. Il faut alors
raffiner fortement le maillage dans cetie zone, ce qui peut entrainer des difficultés
compte term de 1'épaisseur (de 1'ordre de Re~Y% ) de cette couche limite, En fait, il est
néecessaire de diminuer le pas dlespace seulement dans la direction transversale & la couche
limite. Pour pallier aux inconvénients 1iés & la disparité des pas dlespace {le pas de
temps At est déterminé par le plus petit des pas d'espace), une méthode b pas fractionnai~
res a été proposée en [25].

Parmi les méthodes coursmment employdes pour tenter de résoudre ces difficultés on
peut citer :

{a) Trensformations de coordemnées choisies de fagon quta des points égquidistants dans le
plan de caleul correspondent, dans le plan physique, des points trés rapprochés dans
les zones & forts gradients et rélativement espacés ailleurs.

(p) Calouls par étapes successives (dans le temps) avec des maillages de plus en plus fins.

{¢) Division du domaine de caleul en régions de maillages différents ; il convient dans
ce cas d'effectuer des raccordements aux frontieres.

Ces difficultés font que les applications traitées jusqu'ici sont, comme on lta vu,
limitées & des écoulements bidimensionnels et & des gdométries relativement simples. Les
progrés auxquels on peut s'attendre en ce qui concerne les ordinateurs permettront dtune
part de rendre de telles applications beaucoup plus courantes et d'autre part de mettre en
oeuvre les méthodes de résolution mmérigue des équations de Navier-Stokes pour des écoule—

ments tridimensionnels et dans des configurations géométriques plus complexes.

Bemerciements : les suteurs $ilennent & remercier J.F. Sageau dont l'aide pour les appli-
cations numériques présentées sur les figures 2 & 4 leur a été trds
précieuse.
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