
I~SOLUTION NOI~R_I~UE DES EQUATIONS DE NAVIER-STO~F~S 

POUR LES FLUIDS CO~RESSIBLES 

~_ar Ro~er P__~t* et Henri Viviand** 

I - GEIfERALITES 

Nous nous proposons d'exposer et de discuter les divers problbmes que pose le calcul 
d,dcoul~ments visqueux compressibles par r~solution num~rique des $quations de Navier- 
Stokes, dams le cadre des applications ~ l'aSrodynamique. Auparavant, nous ferons un 
bref rappel sur les @quations de Navier-Stokes et sur les probl&mes d'a~rodynamique dont 
l'@tude th@orique requiert la r~solution de ces ~quations. 

Notre expos@ sera limit~ ~ l'@~ude des dcoulements compressibles ; c'est effectivement 
une restriction dens la mesure oh des diff@rences notables existent darts les m~thodes nu- 
m~riques entre le cas incompressible et le cas compressible, le premier cas ne pouvaut pas 
@tre syst@matiquement trait@ comms un eas particulier du second. 

La I~cauique des milieux continus ainsi que la th@orie cindtique des gaz conduisent 
aux @quations g~ndrales de conservation pour la masse, la quantit@ de mouvement et l'6nem- 
gle, que nous ~crivons da~ un repbre absolu, en formulation Eul@rienne : 

= 0 
(I) 

" " ~ (2) 

~P 

Dans ces @quations, ~ est le temps, ~ la masse volumique, ~ la vitesse du fluids dans 
le rep&re consid@rs ~, E l'4nergie totals volumique ( ~ = e ÷ ~-- ~ a , oh e est l'dnergie 

interne), =q" le tenseur des contrai~utes, ~ la densit@ de flux de cha~eur, et F e la 
densit@ volumiaue de force ext~rieure. 

La formulation Lagrangienne est aussi utilis4e daus certaines m4thodes num4riques, mais 
en ~n6ral pour des probl~mes diff~rents des problbmes d'a~rodynamique envisages ici ; cette 
formulation et les m~thodes num@riques qui l'utilisent ne seront pas discut~es darts cet 
expos@. 

Les forces_ext4rieures, comme !a pesanteur, sont habituellement n4gligeables en a4ro- 
dynamique, st ~ sera pris nul par la suite. 

* CNRS, Institut de ~canique th4orique e% appliqu4e, Universit4 PARIS VI ; 
collaborateur ext4rieur de I'ONEP~. 

** Office National d'Etudes et de Recherches A~rospatiales (ONERA) 
92320 Chatillon. 
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Lee 6quations (I) ~ (3) doivent 8tre compldt4es par des lois de comportement pour le 
tenseur des contraintes ~- et pour la densitd de flux de chaleur ~ , ainsi que par des 
lois d'dtat pour les variables thermodynamiques. 

Un grand nombre de fluides usuels, dont l'air et l'eau, v4rifient avec une pr4cision 
suffisaute st clans un domaine assez large de conditions (sur lesquelles nous reviendrons), 
d'une part la loi de Fourier pour la conduction de la chaleur : 

q = - I ~ T  (4) 

o~ T e s t  la temp4rature absolue, et d'autre part la loi de Newton (ou loi de Navier- 
Stokes) pour le tenseur des contraintes : 

~= -~Z + 

(5) 

oh ~" est la pression, I le tenseur unit4 et ~ le tenseur des vitesses de ddformation 

Le systbme des 4quations (I) ~ (5) constitue les dquations de Navier-Stokes pour un 
fluide compressible ; celles-ci se caractdrisent doric par les lois de comportement (4) et 
(5), lois d4finissant les fluides dits New,ionians. 

Les coefficients de conductivit4 thermique ~, et les deux coefficients de viscosit4 
A , ~ , d4pendent de l'dtat thermodynamique local. Dans les conditions habituelles, ils 

ne d4pendent que de la temp4rature (si celle-ci n'est pas trop dlev4e) : 

.~ -_- -~. ( T )  , ,~ -_ )~(T) , ~. =. ~. ('I',) (6) 

On montre que la deuxibme loi de !a thermodynamique impose les conditions suivantes sv~ 
A et ~.: 

.~a - . , -= f f .  >. o , /~ >. o (7) 

En l'absence de ph4nombnes de relaxation interne, on admet la relation de Stokes : 

(s) 

I1 faut adjoindre ~ ces 4qua~ions les lois d'4tat ; nous nous pla9ons daus le cas sim- 
ple, ms.is suffisant pour la suite de cet expos4, dtun gaz dont l'4tat thermodynamique local 
ne d4pend que de deux variables comme f et e ; on peut donc exprimer la pression et la 
tempdrature en fonction de ces deux variables : 

-I. f,(e j f ) , T -- T (e, ~ ) (9) 
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Un cas particulier important est celui du gaz parfait ~ chaleurs sp4cifiques constantes, 
pour lequel on a : 

oh ~ -~ C~ / C~ et C# et f~r sont les ohaleurs sp4cifiques. 

Le syst~me des 4quations (I) h (6) et (9) est alors ferm4, en ce sens qu'il y a autant 
d'4quations que d'inconnues. Pour faire appara~tre la nature de ces ~quations, explicitons 
les d4riv4es d'espace d'ordre le plus 41ev4 (2&me ordre), en ~crivant en outre l'4quation 
de l'4nergie en fonction de la variable T ; on obtient, pour l'4quation de quantit~ de 
mouvement : 

et pour l'4quation de lt4nergie : 

Dh 
+ ~AT (12) 

o~- D D _ =  ~ -~ 
:DE, ~ 

dissipation : 

~. #~x~ est la d~riv4e particulaire, et oh ~ est la fonction de 

= + 

Les conditions (7) assurent que ~ n'est jamais n4gatif. Notons que le premier membre 
de (12) s'4crit encore fT DS , oh S est l'entropie sp4cifique. 

La nature parabolique par rapport au temps des ~quations de quantit4 de mouvement 
(pour l'inconnue ~ ) et de l'4quation de l'4nergie (pour l'inconnue T ) appara~t claire- 
ment sur les formes (11) et (12) de ces 4quations. On peut v4rifier, pour l'4quation (11), 
que l'op~rateur ~ = (~+~)@~a(~/~) + ~ A~ est elliptique saul si A+~ = 0 

mais ce eas est exclu par les conditions (7). 

Lt4quation de continuit4 (I), qui s'4crit encore : 

est du premier ordre ~ consid4r4e comme une 4quation pour ~ , ses courbes caract4ristiques 
de base sont les trajectoires des particules fluides. 

Les dorm4es des variables ( f, ~ i T ) ~ un instant initial (donn4es initiales du pro- 
hl~me de Cauo~f) permettent de d4terminer l'4volution ult6rieure du fluide, ~ des ir~tants 
voisins, p~sque le systems (11) ~ (13) fou/~_it explicitement les dlriv4es de oes variables 
par rapport au temps, l~is il ne semble pas qu'il existe de r4sultats math~matiques rigou- 
reux concernant les conditions aux limites ~ imposer pour assurer l'existence et l'unicit4 
de la solution aux instants uit4rieurs. 
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La nature parabolique des 4quations de quantit4 de mouvement et de l'4nergie_~ (consid4- 
r4es s4par4ment), conduit ~ s'imposer, sur route fronti&re, une condition sur a. (on fair 
une condition scalalre pour chaque composaute) et une condition sur T • L'dquation de con- 
tinuit~ (15), oh l'on consid~re ~ comme oonnu, indique qu'on ne dolt s'imposer une condi- 
tion sur 9 que si le fluide entre dans le domaine de calcul par cette frenti&re. 

Pour une paroi mat6rielle imperm&able, et un 4coulement non rar4fi4, l'exp4rience 
montre que la vltesse relative du fluide par rapport h la paroi est nulle, et que le 
fluide et la paroi ont la mSme tempdrature ; en g4n4ral on consid~re l'une des deux condi- 
tions suivantes pour T ! ou bien la tempdrature de la paroi est connue, ou bien le flux 
de chaleur ~ travers la paroi est nul (paroi adiabatique). 

Cos conditions tombent en d~faut lorsque le degr4 de rarefaction de l'4coulement d4- 
passe une certaine valeur et provoque alors tun glissement et un saut de temp4rature du 
gaz h la paroi ; ce cas du r4gime dit de glissement est rappel4 au paragraphe 2. 

Les conditions ~ imposer sur une frentibre non mat6rielle (situ4e h distance finie ou 
non) font appel h l'interpr4tation physique du problbmeo Un cas fr4quemment consid4r4 en 
a4rodynamique est celui d'un obstacle fini plac4 clans un 4coulement illimit4 ; les condi- 
tions d'un 4coulement uniforme do~u4 sent alors impos4es ~ l'infini. 

2 - VALIDITE ET INTERET DES EQUATI01~ DE NAVIER-STOKES EN AERODYN~2,11Qb]~ 

2.1 - Validit6 

La th6orie cin4tique des gas Spar ex. [I], [2]) permet de r4tablir les expressions (4) 
et (5) de ~ et de o- dans l'hypoth~se oh le degr4 local de rar4fantion est faible ; ce 
de#we de rarefaction nest pas li4 h la valeur re@me de la densitY, mais il se mesure par 
le rapport du libre parcours moyen des mol4cules ~ h une longueur ~ caract6risant los 
gradients locaux des grandeurs macroscopiques, au point consid4r6. Ce rapport est le nom- 
bre de Kuudsen local, Km£ : 

k'4to _- ~ (14) 
g.. 

Oompte tenu de la relation qui existe entre ~ j ~ ~ ~ et la vitesse du son a : 

le hombre de Enudsen s'exprime aussi comme !e rapport du nombre de ~Nch local ( }4 = ~/~u ) 
au nombre de Reynolds local bas4 sur ~ ( R~ = f~ ~/~) : 

" Re.& 
On pout caract4riser approximativement le domaine de validit4 des 4quations de Navier- 

Stokes par la condition (par-ex.---T~) : -- 

k,~. <: IO - I  

Pour ~ > I0-I~ los lois de comportement (g) et (5) ne sont en pr~uoipe plus va!ables~ 
et il faut faire appel h la th4orie cin4tique des gas fond4e sur l'4quationlde 
Bolt~nn. On distingue le r4gime de transition ~approximativement, pour 10- & ~m £ • 10) 
oh l'4quation compl&te de Boltzmann dolt @tre utilis4e, et le r4gime moldculaire libre 
( K~¢ ~ 10) oh les collisions des moldcules entre elles peuvent @tre n4glig4es. Les 
comparaisons calcul-exp4rience ont montr4 que les 4quations de Navier-~tokes donnent des 
r4sultats valables daus tun domaine de valeurs de ~-A& plus 4tendu que la th4orie ne le 
laisse pr~voir, c'est-h-dire d4bordaut sur le r4gime de transition ; les deux exemples 
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classiques sont la structure de l'onde de choo et l'Ecoulement pr&s du bord d'attaque d'une 
plaque plane ( v e ~  par exo [1],  [4], [5]) .  

Des effets de rar4faction inter~iennent on outre dans le oomportement d'un gaz au 
contact avec une paroi solids. I1 existe en effet, au voisiuage d'une paroi, une zone dite 
couche de Enudsen, dont l'4palsseur est de l'ordre de ~ , et oh l'Ecoulement deit ~tre 
calcul4 h partir de l'4q~ation de Boltzmann. L'in~luence de ces effets de rar4faction h la 
paroi sur l~Ecoulement h l'ext~rieur, suppose d4crit par les 4quations de Navier-Stokes, 
pout ~tre repr4sent4e simplement par une modification des conditions ~ la paroi consistant 
on une vitesse tangentielle relative du gaz h la paroi non nulle (vitesse de glissement) 
st en une difference de temp4rattu~e entre le gazet la paroi (saut de temp4rattu~e)~ Le 
regime, dit de glissement, oh ces conditions intervierment, peut ~tre ap_proximativement 
caractEris4 par les conditions : 

oh ~ 6 est caract4ris%ique de l~Ecoulem~nt justs h l'ext~rieur de la couche de Kuudsen. 
Les conditions de glissement s*4crivent : 

t -- T9 = d9 ~ ~T (~%*_ ~ -~  nombre de Pr~udtl) (17) 

oh ~/~ est la d6rivEe normale h la paroi, et~/~la dEriv4e taug~ntielle ; 4~ est la 
composaute t~ntielle relative de la vitesse qui prend la valeur @~ k la paroi, T~ est 
la temperature du gazet "Y~ celle de la paroi ; d4 , ~ et ~S sont des constantes sans 
dimension qui d~pendent des lois d'interaction des molecules avec la paroi. En faita~et 
"V~ ne sont ps~ la vitesse et la temperature exactes du gaz h la paroi car l'Ecart entre 

!a-solution des 4quations de Navier-Stokes et cslle de l'4quaticn de Boltzmann n'est pas 
nEgligeable dams la couche de ~uudsen (par definition du r4gime de glissement), et les 
conditions (16) et (17) traduisent seulement le raccord entre la solution "Navier-Stokes" 
pour l'ext4rieur de cette touche st la solution "Boltzmann" pour l'int4rieur. Cependant il 
est important de noter que le flux de chaleur et le frottement h la paroi fournis par la 
solution "Navier-Stokes" sont exacts au mSme ordre que l'est cette solution h l'ext4rieur 
de la couche de ~2uudsen. 

Dans le cas d~un Ecoulement h grand nombre de Reynolds, oh il existe une couche limite 
la paroi, la longueur caraot~ristique ~ dens la couche limite est l'Epaisseur ~ de cel- 

le-ci ; si L est une dimension caract4ristique globale de l'Ecoulement, et Re Lle nombre 
de Reynolds bas4 sur cette longueur, on a : 

R~ 8 ~ V'-~e L 

(du moins tant que le nombre de ~ch I~I o h la frontiers de !a couche limite n'est pas trop 
grand), et le r4gime de glissement correspond approximativement (sans tenir compte d'effets 
de temperature) h : 

!°~2 4 Mo ( 1o -1 

-2 
Notons finalement que si_~m£ .~10 , c'est-h-dire soit Ho/~. < 10 -2 si ~L 

n'est pas grand , soit H~/V~a<10" si ~Uest grand, les effets de glissement et de saut 
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de temp4rature deviennent n4gligeables ; on a affalre alors au r4gime d'4coulement impro- 
prement qualifi4 de "continu". 

2.2- Int4r@t 

La br~ve discussion qui pr4cbde montre que les 4quations de Navier-Stokes sont valables 
dans un trbs large dom~e de nombre de ~ch et de nombre de Reynolds, comportaut le r@gime 
dit continuet le r4gime de glissement, et d4bordant re@me en pratique sur le r4gime de tran- 
sition. 

Ce domsine reeouvre donc routes les applications de l'a4rody~m~que & l'a4ronautique 

l avions, engins) et tune grande partie des applications de l'a4rodynamique ~ l'astrenautique probl&me de la rentr4e darts l'atmosphbre d'un satellite, d'une navette spatiale). Le r4- 
gime de transition et le r4gime mol4culaire libre n'interviennent qu'& des altitudes tr~s 
41ev4es int~ressant des engins satellis4s ou co--men, ant leur rentr4e dans l'atmosph~re ; 
dans le cas d'objets trbs petits (m4t4orites) ces r4gimes d'4coulement peuvent persister 
des altitudes plus faibles. 

En ce qui concerne l'utilisation des 4quations de Navier-Stokes pour l'4tude th4orique 
de problbmes dla4rodynamique, il convient de distinguer deux cas selon que le hombre de 
Reynolds F~z L caract4ristique de l'4coulement est grand ou non. 

Dans le premier cas, qui recouvre une grande partie des applications, les mgthodes de 
calcul d'usage courant sont bs~4es sur les approximations de fluide parfait ou de couehe 
limite, et les 6quations de Navier-Stokes ne sont r@ellement n4cessaires que pour d4crire 
l'4coulement dans certaiues zones oh ces deux approximations tombent en d4faut ; mais il 
faut noter que l'existence de telles zones est la r~gle plutSt que l'exception, et que ees 
zones jouent un rSle souvent important dams la d4termination de l'ensemble de l'4coulement. 
Qaelques exemples d'4coulements ~ grand n~nbre de Reynolds comportant de telles zones 
"Navier-Stokes" sont repr4sent4s sch4matiquement sur la fib~ure I. 

On pourrait donc penser que la r4solution des 6quations de Navier-Stokes, pour les 
6coulements ~ grand nombre de Reynolds, ne pr4sente d'int4rGt que dans ces zones tr&s li- 
mit4es et non pour l'ensemble de l'4coulement. Ce point de rue est sans deute justifi4 
actuellement eompte tenu des coGts des calculs et des possibilit4s des ordinateurs, mais 
il ne le restera problablement pas dans une perspective ~ long terme. En effet, l'utilisa- 
tion des 4quations de Navier-Stokes pour l'ensemble de l'4coulement pr4sente l'avautage 
essentiel d'41£miner les probl~mes pos4s par le coupla~e, qu'il faut assurer au cours du 
calcul, entre une zone "Navier-Stokes" et l'ext4rieur (zone "fluide parfait" ou zone "couche 
limite") ; ces probl~mes qui mettent en cause la convergence du calcul, peuvent @tre diffi- 
ciles ~ r4soudre pour les raisons suivantes : d'une part l'existence, la position et l'4tendue 
d'une zone Navier-Stokes ne sont pas n4cessairement connues en avance (cas d'un d4ceilement 
sur une paroi lisse), alors qu'elles sont r4v414es par le calcul complet h partir des 4qua- 
tions de Navier-Stokes ; d'autre part, l'4coulement & l'ext4rieur de cette zone peut @tre 
trbs sensible au couplage avec cette zone, et la convergence du calcul peut ~tre difficile 

obtenir. 

Nous n'avons pas encore fair !a distinction, pourtant essentiel!e en pratique, entre 
4coulements laminaires et 4coulements turbulents. La structure de la turbulence fair 
intervenir des 4chelles de temps et d'espace trbs petites, mais qui ne mettent pas en cause 
la validit6 des @quations de Navier-Stokes. 

Cependant la d4termination de cette structure dans un 4coulement, par r4solution num4- 
rique des ~quations de Navier-Stokes instationnaires, est hors de port@e des ord/~ateurs 
actuels les plus ptuissants. Des tentatives ont 4t4 faites pour l'@tude num@rique locale de 
la turbulence, mais le calcul effectif d'@coulements turbulents (c'est-h-dire de leur 
structure moyezme dans le temps) dolt faire appel & des mod&les de turbulence ~ caract&re 
empirlque et dent la validit4 ne peut ~tre appr4ci4e que par comparaison avec l'exp4rience. 
On trouvera ~uue revue r4cente des modules de turbulence dens le livre de Launder et Spalding 
[6]° La discussion de ce probl~e tr~s vaste et complexe sort du cadre de cet expos4 ; si- 
gnalons seulement que des mod&les de turbulence associ@s aux 4quations de Navier-Stokes ont 
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4t4 mis en oeuvre stu~tout pour les 4coulements incompressibles, et qu'il y a encore peu 
d'4tudes analogues publi4es darts le cas compressible [7]. 

Les m4thodes num6riques que nous discutons plus loin ont toutes 4t4 utilis4es pour le 
calcul d'4coulements laminaires ; la transposition de ces m4thodes pour le traitement des 
4quabions de Navier-Stokes avec un mod&le de turbulence ne devrait ps~ soulever de diffi- 
cult4s de principe, bien qu'en pratique la structure des couches visqueuses turbulentes 
puisse exiger des modifications assez importantes (en particulier pour le maillage). 

Le deuxi~me cas & consid4rer est celui oh le nombre de Reynolds n%st plus assez grand 
pour que la th4orie classique de la couche limite s'applique, m~me si l'on peut encore dis- 
tinguer dans l'4coulement des zones visqueuses et des zones de fluide parfait, car ces zo- 
nes son% alors fortement coupl4es. Si le hombre de Reynolds est assez faible, les effets 
dissipatifs interviennent dans tout l'4coulement. 

Ce deuxi&me cas, oh l~4coulement est toujours lam~e, se rencontre dams les problb- 
mes de rentr4e dans l'atmosph~re (il faut alors tenir compte des effets dits de gaz r~el : 
r4actions chimiques, ionisation ..°) ; les exemples classiques sont ceux du corps 4mouss4 
ou du bord dlattaque d'ttue plaque plane en 4coulement hypersonique. Ce deuxibme cas se ren- 
contre aussi dans les 4coulements ~ des vitesses mod4r4es autour d'objets de faibles di- 
mensions tels que des sondes de mesure (tube Pitot, fil chaud...) utilis4~ en sottfflerie. 

Notons, pour conclure ce paragraphe, que c'est essentiellement le cas des nsmbres de 
Reynolds faibles ou mod4r4s qui a jusqu'ici fair l'objet d'4tudes num6riques ~ partir des 
4quations de Naviez~Stokes ; le cas des grands hombres de Reynolds est 4videmment beaucoup 
plus difficile, mais les 4tudes qui lui sont consacr4es pourraient se d6velopper rapidsment 
dans un proche avenir. 

I b) bulbe de d4collement 
I pr&s du bord d'attaque 
I d'un profil 

1 

a) bord de fuite 
dtun profil 

5) couche limite en un 
point anguleux d'~one 
paroi 

U 

I 

l e) ~coulement de culot 
1 (supersonique) 

t 

c) interaction choc - 
couche limit e 

L . . . . . . . .  

f) d4collement sur une 
rampe (en supersonique) 

~ig. I - Ecoulements & grand hombre de Reynolds avec zones "l~avier-Stokes" 
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3- PROBLEm, S TRAITES 

En exceptant les calculs relatifs aux @quations instationnaires h une dimension d'es- 
pace [8] -[13], on trouve, depuis 1965, un hombre relativement important de calculs 
d'@coulements bidimensiennels. En g@n@ral, ces travaux consid~rent des g@om@tries eimples 
ou, lorsque la g@om@trie de l'obstacle est caupliqu@e, seulement une partie limit@e de 
l'@coulement (bord d'attaque, culot ...). 

Tr~s rares sonb encore les calculs complets d'@coulement autour d'un obstacle fini ; 
toutes les difficult@s li@es h la r@solution num@rique des @quations de Naviem-Stokes se 
trouv~nt, en effet, rassembl~es dans le cas d'un @coulement autour d'un obstacle fini. 

On trouvera ~lans les r@f@rences [14], [15] st [16] une discussion de certains probl~- 
mes li@s ~ la r@solution n~m@rique des @quations de Navier-Stokes. 

Le tableau qui suit pr@sente un certain nombre d'@tudes, class@es selon la configura- 
tion g@om@trique trait@e. 

Dans la premiere colonne sont indi~u@s les types de probl~mes et les auteurs -(les 
num@ros se r@f~rent ~ la bibliographie), les sch@mas utilis@s sont bri~vement mentior~u@s 
dans la seconde colonne avec indication d'un num@ro de fore si ce sch@ma est d@crit 
dans le paragraphe suivant. Enfin, on a repr@sent@ sch~matiqusment dans la derni~re colon- 
ne la g@om@trie du probl&me. 

TABLEAU I 

PROBLF~S ET AUTEURS ~ETHODES GEO~T~S 

CAVI~E 

[ 1 7] BRATT,0WSKAYA (1965 ) 

[19] POLEZHA~ (1967) 

PLAQUE PLANE 

[19] T~0~,~,~N (1966) 

[2O] nmz~oc~:-  1 , ~ s  (19~6) 

[ 2 1 ]  ~ (1967)  

[ 2 2 ]  ~ z o  - ~ ,  ~ - ~ s  (1970)  

[23] c~N~- c~ (1973) 

[5] ~ ~ T , ~ , -  i~om~n~- 

PL&QUE PLA~ : I~RACTION 

01~ DE CHOC - COUCHE LI}~iITE 

[24] SKOGLUt~ - COT~, - STAL~I0 (1968) 

[25] I~C COP&tACK (1971) 

2 p~ (15) 

directions altern@es 

2 p~ (27) 

d@centr@ / explicite 

"PIC" - "FLIC" 

"AFTOI~' 

2 pa~ (35) 

2 p~ (3o) 

I Lax-Wendroff et 
Viscosit~ artificielle 

2 p~ (3o) 

~HII//I/I////~ 

choc 
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PROBI~S ET AUTEDqlS I~ETHODES GE0~,ETR!E 

~ (25) 

~GLE DE D E ~ } ~  

[26] BRAiLOVSY~ A (I 967) 

ANGLE DE COI~PZSSi0N 

[273 CARTER (1973) 

}L~RCF~ "A~01~2" 

[19] THONI~EN (1966) (a) 

[22] ~o - ~- ~s (m7o) (b) 
[28] GOOD~- ~ , ~  - ~ R ~  

(~ 972) (a) 

~M2DBE "AVAL" 

[29] ~,EC~NEOV 1969) (a) 

[31] ROAOHE- ~LI~ (1970) (a,b) 

[32] ~o.~o~E- ~7o) (~,b) 

[33] ROSS - OI~NG (1971) (a) 

[34] ~ov~YA (1971) (a) 

[35] ROSS- CI~NG (1972) (a) 

[28] G00DP/[C~[- LA}[B - BERTIN 
(1972) (a, b) 

CAVI~ 0UVERTE 

[32] ROAC~ (1970) 

MARCHE "~I01~- AL" 

[36] PALI~IBO- UBIN (1972) 

[28] GOOD~C~- ~ - BEP~i~ (1972) 

CERCiE "AMO}~" 

2 p ~  (25) 

2 pa~ (27) 

"AFT01~' 

Viscosit4 art~ficielle 
(~nov) 

2 p ~  (-27) 

2 p ~  (35) 

])4 centr4/Duf ort-Fr ankel 

D4 centr4/Dufor t-Frankel 

2 pas (35) 

2 p~ (25) 

2 pas (35) 

viscosit4 artifioielle 
(~usa~ov-) 

D4 centr4/Dufort-Frank~l 

2 p ~  (32 )  

Viscosit4 artificielle 
(~,~ovo) 

Type Lax~ Wendroff 
I pas 

/;I//,~/;/,'/,~//~M~ 

(a) 

) (b)  

)(((/I(11111//~ 

-~ (b) 

Z 
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PROBLF~ES ET AUTEURS 

PARABOLE "AMONT" 

[~] m~- vm~ (~9~) 

CERCLE "AMONT-AVAL" 

]~THODES 
.., .,., 

Se~i-i~plioi~e (3~) 

[39] SCALA- C-OL~DON (1968) 
[40] SOmA- ~oP~o~ 097o) 

[ 56] TRULIO - WALITT - LIT (I 970) 

0~STACLE PARABOLIQUE FINI 

[42] PEI"HET - VIVIAND (1973) 

r . . . . . . .  

SPHERE "AMONT" 

[43] ~IOLOD~ZOV (1969) 

[~] mmD~zov- ~om~nm (1969) 

[%5] PAVLOV (1969) 

ii ii I i i i ill i 

SPHERE - CONE "AZ~IONT" 

[¢7] ~ - ~ (1967) 

ELLIPSOIDE "~$[01'~" 

[45] PAVLOV (1969) 

SPHE~ "AMONT-AVAL" 

[48] PAW-DV (I 968) 

[40] SCALA- GORDON (1970) 

, .,.., .,, 

GE0~ETRIES 

' ....... i 

Explicite - Implicite (22) 

  ioi o- (22) 
Explicite Implici%e (22) -.~--~/~////-/J///~--.. 
"AFTO~' 

, L 

Semi-implicite (33) 

Relations int~grales 

Relations int6grales 

2 p~ (25) 

Leap~ frog./Dufort-Frankel 

2 p~ (25) - ~ ~  .... 

2 p~ (25) 

Emplicite - Implicite (22) 

I1 n'est pas possible, dmus le cadre de cet expos@, de d~crire, en d6tails, les conditions 
d'6eoulement. Disons simplement que les hombres de F~ach sent, en g6ngral, superseniques 
ou ~srsoniques, que les nombres de Reynolds varient entre 10 et 10", que leo pareis 
sent ou bien ~ temperature donn@e, ou bien adiabatiques. Signalons aussi que pour cer- 
talus calculs d'6coulements hypersoniques des conditions de glissement (17), (18) ont ~t@ 
utilis~es ° 
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4 - SCk~Ih~S AD-X D~'~RENCES FINIES 

Les 4quations de Naviez~Stokes (I) - (5) adimensionnSes s'4crivent sous forms conser- 
vative, dans ie cas ~idimensio~nel : 

O~i ~ e s t  l ~ i ~ v o r s e  d~ ~o~bro de R~1~old~ s t  o [  (m¢ , ~ ) pet~ve~t ~ t r s  des ooordoDAlees 
c ~ l i ~ e s  queloonq~es,  Bans l e  oas ou ( ~  ~ )  so~it des o o o r d o n ~ e s  cartesierfl~ss~ l e  
"vecteur" W a pour 414merits ( 9 ~ 9 ~ , ~r, ~ E )~ oh 4~ et ~r sont les cOmposantes de 
la vitesse ~ . ies "vectetu~s" F et G sont fonotions de W , alors que FI et G I 
sont fonotions &s g et de ses d4ri%~es premieres. 

Toutes les m4thodes de caloul, & l'exception de celle utilis4e en [45], [44] qui est 
une m4thode de relations int4grales, sont des m4thodes aux diff4rences finies. 

Les 4coulements 4tudi~s sont, pour la plupart, stationnaires et, pour obtenir ~ette 
solution stationnaire deux types de proc4d4s sont employ4s : 

(I) la r&solution des 4quations de Navier-Stokes instationnaires au moyen d'un sch4ma 
consistant (avec ou sans condition) avec ces 4quations instationnaires ; la solution 
stationnaire recherch4e est obtenue h la limite ~--. ~ , 

(2) la r4solution des 4quations de Navier-Stokes ~nstationnaires au moyen d'un sch4ma non 
consistant~ le sch4ma devenant consistant aux 4quations stationnaires i la limits 
t-,~ seulement. Dams ce cas on peut interpr4ter la m4thode comme un proc~d4 it4ratif 
de r~solution des 4quations at~x diff4rences discr~tisant les 4quations de Navier-Stokes 
stationnalres 

+ = & + 

Le processus it4ratif est alors directement inspir~ de la forms instation~ire (19~. 

En poursuivant dams cette direction on peut alors chercher ~ remplacer le vecteur W 
par un autre vecteur W* qui conduira & une convergence plus rapide vers l'~tat station- 
naire~ du fair soit de la structure math4matique du syst~me pseudo-instationnaire ainsi 
form4 : 

soit des propri4t4s de stabilit& du schema correspondant. 

Nous pr4sentons ci-apr~s quelques-uns des schemas utilis4s pour la r4solution des 
4quations de Navier-Stokes, repr$sentatifs des deux proc4d4s mentionn4s plus l~ut, ea 
consid4rant pour cela l~4quation module scalaire : 

On introduit les notations ~ (4~ = ~ F 

Les crit&res de stabilit~ se r4f4reront au cas lin4aire pour lequel 

(21) 

= E A t / , L . ~ .  ~ . = ~ 

= OOnSt. 
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4.1 -Seh@mas consistants avec les @~uations iustationnaires 

4.I .I - Schemas & I ~as_ 

(a) - SC~A -~0~0~ [~91 

Les points (~÷~ ~ L ) sont divis@s en points "explicites" (~-a~ et points 
~implicites" (~ ~ ) ; le rSle des points (~ ~ - ~ ) , ~ ~ est ~chan~ au pas de temps 
suivant. Le sch@ma s'@crit : 

""  - " [ ,  _ , , :  ~" l ) (  _o ."  ) iI  _ o -  ~ r _ , .  I ic" 

_ 4 t .  +y 

(22~) 

m+4 ,~ [ 4~¢~ ] "÷4 

- Consistance : O- = o(~ ~ , 

- Precision ~tat stationnaire : O(A~) , 

- Stabilit@ : ~= o~I). 

- Nora : Ce schema n@cessite de proc6der & un cslcul it~ratif pour les points implicites 
~& . 

(b ) . -vmcmo~-  w~zoPF [461 

--, (0 .-.,-, ~ i  = ~ i  - ¢ i + ~ -  Fv-, + ~ '  ~ - ( ~  + ~'Z 1 ÷ v-, (~3) 

- C~ns±stauce : go'= o(~), 

- Precision 6tat stationnaire : O(A~) . 

- Stabilit~ : 

I~I¢ .<i 

4.1.2 - Sch6m~ ~ 2 pas 

(24) 

(25~) 
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4 ~, 

- Consistance : sans condition ; pr6cision O (~b~-~ml) • 

- Pr4cision 4tat stationnaire : 0 (A~ z) • 

- Stabilit4 : 

(~6) 

(b) - m H o ~ r , . ~  

= + ~';. -7- ~- +_~ 

I( 

(27a) 

.-_ 42., _ o "  ~, 
- i - q ~ .  + V  ~z,6÷ ~ - , Z a . ~  ÷ ~ . _ ~  

(27b) 

- Consistance smns condition, pr4cision O(£ dt+~ m) 

-~h~4cision 4tat stationnaire : O{A~z). 

- Stabilit~ : 

(o) - ~,m~ ~oP~,mc~ , # ~  

.~, ,4w 

+ 2. [ £~"~ ,- £ - . '  *+I 

'~ ~ ) 
- ~ ~ + ~.~ 

"~ 4%+4 ) i + ~t.L. 4 

(28) 

(29~) 

(29b) 

- co=i~t=o~ ~ oo=~io= ; p~oi~ion 0(~. ~@) , 

- -~ei~io~ ~t s~tion~.i~e : O(4=z), 
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(~o) 

Nora : On obtient une variante de ce sch4ma en approch~nt @Y/@~. par 
- -  ~ Iit-I 11÷t aupremie r  pas e t  par [ ~::-- f.m + ~*4 - f% ] / ( ,?.a; l r . )  

paso 
au second 

(3~ ~) 

(3~) 

~ ~ ) 
)/ ( - 4. ~ &  4.- 4&4;. ~ 

- eonsistance sans condition ; pr4cision O(£ At + ~), 

- Pr4cision 4tat stationnaire : 0 ( A~ z ) 

- Stabilit4 : "crit&re num4rique" seulezent (voir fig. 4). 

4.2 - Sch4mas non consis%auts avec les 4&uations instationnaires 

¢.2.~ - Sc~m~ & I_~_(~ - V~m_[_~l) 

.~  -- .eL. 
-6 ,t. 

-~(F~+~ . ) 
~.,41 n'l. t~l. -I- 4 ) 

- Pr4cision 4tat stationnaire : O(~2~z), 

- Stabilit4 : 

4.2.2 - Sch4ma & 2 pas (ALLEN - CHENG L30]) 

~, "~- 4, ~ ÷~ ~,-~ + Y ~I-~ 4 - .~ . + 

(32) 

(33) 

(34~) 

" ~ ~ :~'+ i" : ~ "  "~' -'" ) (34~) 
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-Pr@cision @~at statior~mtre ; 0 (A~ ~') 

~tabilit4 : 

!A! ~- 4 ~ <35) 

4.2.5 - ~e_ma~_que s_ur_le_s_sch4m_as_non_cons_is~n~s_(_c_as_line_'a~re_) 

Pour ies sch4mas non oonsistants~ il est int4ressant de voir quelle ~quation on 
r4sout effectivement. On obtient cette 4quation ~ partir du sch6ma en effectuant des d6- 
veloppements de Taylor limit4s aux premiers termes significatifs. Plagons-nous dams le 
cas lin6aire oh ~) -- ~ = const., l'6quation discr6tis4e par les schemas (32) et 
(34) est de la forme .~ 

_ #. ~z (36) ~ .,. ~ C , q  ~(~ ) = o 

avec 

~-~ (]v) 

pour (34) (38) 

Si la condition de stabilize C33) est satisfaite, la formule (37) montre que ~ > 

[si ~ ~o , il faudrait changer le rSle de $+~ et £-{ en ce qui concer- 
ne les indices 4t ; 4~÷4 ~ pour obtenir K > ~ sans autre condition que (33)]. Lorsque 

> ~ , la convergence vers l'4tat statlorm~aire est plus rapide que celle qu'on aurait 
avec uue discr6tisation consistante. En fair, toujours dans ce cas ~ = const., le sch6ma 
(32) n'est autre que l~application h l'4quation, 

de la m6thode des relaxations successives ("SOR") avec o~ = 2~ {~/AZ ~- comme param~tre de 
relaxation. On peut alors d4montrer que le processus converge lorsque o < oo ~ ~ 2- 
o'u ~* = ~ (~ ÷I~I z,~,, ) 

La formule (58) montre qu'ici K est toujours imzt4rieur h I. Le crit~rs (35) implique 
A~ 9~ ~ avec ~<~ { I ; on obtiant alors : 

[ ~ t A z  ~- 4g~? (4o) 

sl E= O(~) ~ ~(-- O{~m) ~ i~oh une convergence tr6s lente vers !~6tat s~ationnaire ; 
cependant si ~--~0 ~ alors K--~ ~ . Ainsi, avec ce sch6ma (34), la convergence est 
moins rapide qu'avec une discr6tisation consistante ; mais cette lenteur relative est 
contrebalsmc6e par le fair que, gr[ce aux bonnes propri4t4s de stabi!it6, le calcul peut 
@tre effectu@ avec des A~ assez grands - du moins taut que g n'est pas tr~s peti%. 
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On mentionnera, en antic&pant un peu (§ 4.3) que le crit&re (35) est trop restrictif 
de sorte que le calcul peut @tre conduit ~vec de tr~s grandes valeurs de A~ , mais la 
valour de K s'en trouve r@duite d'autant. 

Pour illustrer cette discussion consacr@e aux propri@t@s de convergenm vers l'@tat 
stationnaire nous avons port@ sur los figures 2 et 3 les r@sultats d'une application 
num@rique relative h (21) avec A = I , ~ = 0,1 men@e ~ partir des seh&~as (29), (32) 
et (34) dans lecas oh A~ = 0,02 . L'@tat initial est repr@sent@ par la courbe (I). 
La figure 2 illustre les r@sultats obtenus au bot~d'un re@me temps ~ = 0,364. La figure 
3 co, are les r@sultats ~ un hombre de pas de temps N fix@. On notera que (32) donne 
l'@tat stationnaire avec une erreur de l'ordre de 10 -3 d&s la 50~me it@ration. Les courbes 
( 5 ), ( 6 ) correspondent ~ des calculs effeetu@s avec (34) dans les cas At= 0,02 et 

Z~e ~ 0,4 (pour Ae >z 0,4 on obtient les re@rues r@sultats au terme d'un hombre fix@ de 
cycles de temps quel que soit A~). 

I 

u 

O.l 1 I 

0.6 I 

0.4 

0 QI &4 el U 

I- @tat initial 

courbe 2 

sch@ma (34) 

I l l  N t 00  . . . .  

...... At 5,64.15~! 

3 4 

(29) (29) 

200 50 

t~2.163 2.10 -3 

I 

U 

all, 
I 

GI. I I 

n4 l' 

0.I # 

7 - @tat statiozmaire 

4' 5 

('291 (34) " 
250 50 

2.10 3 0,02 

6 

(34) 

50 
Jl 

>~ 0,4 

5' 6' 7 

(34) (3¢') (32) 

250 250 50 

0,02 ~ 0,4 3,s¢.~'i 

Fig. 2 - Comparaison de sch@mas 
sur l'@quation module - R%sultats 

~ = 0,564. 

Fig. 3- Co~araison de sch@mas 
sur l'@quation mod&le - R@sultats 
k N = 50 et k N = 250. 

4.3 - Stabilit@ 

I1 faut noter que, mSme dans le cas simple de l'@quation lin@aire consid@r@e ici, la 
d@termination rigcureuse du crit~re de stabilit@ n'est pas chose ais@e. Ainsi certains 
crit~res EEq. (26), (35)] sont trop restrlctifs, d'autres [Eq. (30)] pas assez. On a pro- 
c@d@ h une @rude n~m@rique du facteur d'amplification pour d6terminer le crit~re exact. 
La fi~A~e 4 repr@sente les domaines de stabilit@ dans le plan (~ Z~ I~|~_ } • 7' 
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At 

A x ~ 

s-,d~@,.= ~s) 

Fig. %- Courbes de stabi!it4 
de diff4rents sch4mas pour 
l'4quation mod&le. 

Si le crit~re de stabilit4 d~pend de £ , alors il lui correspond, dans le cas des 
4quations de N~ier-Stokes, un crit~re du type ~b = f Ra Ax z oh ~- est le nombre 
de Reynolds. Dans les zone oh ~ est tr&s faible, en particulier dams la r4gion du culot 
(fig. I - e ) ceci conduit h un A£ sl petit que le temps de calctul peut devenir prohibitif 
L49]. On voit lh l~int@r~t soit de travailler avec uu schema stable s~us crit~re de ce genre 
soit de substituer au veoteur W de l'~quation (19a) tun vecteur W* , de sorte que, pour 
le syst~me obtenu (20) le erit~re de stabilit4 ne d4pende plus de f . En [%2~ on a ehoisl 
W~dela~orme (~,~ ~v,T~ 

4.4 - ~que_~ur le c~Cul des ~oin~ voisins d'une Zimite 

Consid@rons le calcu! de ~t~ ÷~ en un point voisin d'une limite • = 0 ~ 4~ = ~o 
est donn4. Dar~ le cas des sc~%mas ~ 2 pas calculant les valeurs interm4diaires aux re@rues 
points que les valeurs d4fir~itives, le calcul de ~-~ implique celui d'une valeur in- 

term4diaire ~ ~÷~ ~ au point fronti~re ~ partir du sch4ma lui-m~me (d4eentz4 correctement). 
Si !'on utilise la condition limite, c'est-h-dire si l'on pose ~+~ -- ~@ , on fair une 

erreur qui~ selon les soh4mas~ tend ou non vers z4ro quand At --~ ~ . 

5 - C01~-DIT!ONS ±DX L~dl~l~S - 

On peut distinguer deux types de fronti6re : des patois mat6rielles et des frontiSres 
sans r4alit4 physique introduites pour limiter le domaine de oale'~l. Dans la plupart des 
eas l'obstaele eonsid6r4 est plac6 darts un fluide d'4tendue infinie et les oonditions 
doivent @ire impos6es ~ l'i~_fini. Ceci est 4vide~me~t impossible, ~ moins de faire des 
transformations de coordonn4es ramenant l'infini ~ distance finie. En ~n4ral, on limits 
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arbitrairement le dome~ue de calcul et l'on cherche ~ imposer des conditions compatibles 
avec le probl&me considlr4. 

5.1 - Conditions sur une paroi (cas d'une paroi r4gulibre) 

L'4criture des conditions pour la vitesse et la temp4rature (§ Iet 2) ne conduit 
aucune difficult4, mais il reste une grandeur thermodynamique inconnue h la paroi (la 
pression ou la masse volt~nique). La pression intervient effectivement, par l'interm4diaire 
de sa d4riv4e transversale h la paroi, lors du calcul de la quantit6 de mcuvement sur la 
premiere ligne voisine de la paroi~ I1 faut donc, ou bien calculer cette grandeur thermo- 
dy~m~que eu bien trouver un proc6d4 qui 4vite d'en avoir r4ellement besoin. 

Les techniques seront diff4rentes selon sue l'obstacle est uue ligne du maillage ou 
que l'obstacle n'appartient pas au msillage (nous suppesons ici que toutes les inconnues 
sont d~finies aux m~mes points). 

5. I .  I - La paroi_est_uue_li~_e_du ~_s~_] l a g e  

(a) 1~ d4term~ation de la  masse voi~mique 9~ ~ la  paroi ~ ~a~ d~scz4tisation de 
l'4quation de continuit4 4crite sur cette paroi (dams le cas oh ~ : o sur ~ ) 

~_i + ~__(tV ) - o (~) 

( V vitesse normale h ~ , ,% coordonn4e transversale ~ ~ ) n4cessite d'approcher 
~(~V) / @-~ par un~ diff4rence d4centr4e. L'utilisation d'un tel proc4d4 est fort 

d41icate et il semble que, si ells peut se concevoir moyennant certaines pr4cautions pour 
une paroi de compression ou de faible d4tente, elle ne convienne pas pour l'~coulement de 
culot dens leqnel eas on obtient rapidement des densit4s n~gatives [30], [42]. Cependant , 
dens le cas de l'4coulement au nez d'un obstacle 6mouss4, une discr~tisation de (41) a 
4t4 utilis4e avec succbs en [46]. Cette 4quation est discr4tis4e h partir du sch4ma (25), 
soit : 

et la quantit~ Cry ),, (of. fi~. 5) 

est d4termin4e par une extrapolation dens l'espace 
et le temps : 

4% ,n-~ - a - z  

(.~V)o = a (~,v)p _ (~. v ) ,  (43) 

= - (~V)4 

Cette m4thode revient ~ approoher : 

4 

"" q" l l l l / /R , , .~  ) 

' t O  

~ , ~  5 

] 
(b) En [36], la technique suivante est propos4e pour le calcul de la pression Tp sur 

8 ~ : un d6veloppement de Taylor donne : 

~r = f~ _ A~ ( ~ r ÷ (44) 
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puis (~ / 6 ~  )~*~ es t  calc '~6 h p a r t i r  de l '6quat ion de quantit6 de mouvement norms_le 

@crite en P o Ceci n4cessite d'approcher les d~riv6es de la vitesse en F , qu~ inter- 
viennent clans cette @quation, par des diff@rences d@centr@es. 

(o) Certains auteurs d@terminent #p par extrapolation parabolique (par exemple [5], 
[~7]). 

(d) D~s le  cas de l '6coulement s~r un obstacle parabolique [38] ,  [42] ,  les de~x m@- 
rhodes suivantes ont 6t@ appliqu@es. Comme on l'a dit, la connaissance de ~ sur l'obsta- 
cle n'estt en fair, n@cessaire que lors du calcul de la vitesse transversale V au point 
(fi~. 5). 

Le premier proc6d6 consists h ne pas calculer V~ ~+~ ~ partir de l'6quation de 
quantit@ de mo~ement correspondante, mais & partir de la condition stationnaire 
(~V/~)p =~ d@duite de l'6quation de continuit@ stationnaire en P , d'oh par dis- 

cr@tisation d6centr@e : 

v~*~= ± ( ~ V ~  . V~ ) = V' V, (45) 

Le second proc@d6 consists simplement h approcher le gradient (~'/~) au point I 
par une diff6rence d@centr@e avanc6e. 

5.1.2 - La paroi n~est pas une ligne du mail!age 

Dans les travaux [30], [31], [3219 la paroi n'est pas une ligne du maillag~ mais est 
plae6e & mi-dists~uce entre deux lignes (fig. 6). On obtient pp par extrapolation lin@aire 

Cependant, avec tun tel maillage il faut 
d6centrer correctement les diff6rences qui 
interviennent lore du calcul du point I. 
En particulier si ce point Iest voisin 
du culot, il est important [30] dtapprecher 
les d@riv@es du type ( ~/~ )4 avec 

~= ~V , yv ~, ~vu, SvE 

par une diff6rence pr@cise au second ordre : 

f ~ 

2 U 

I 

Fi~ 6 

Une disor6tisation au premier ordre, par exemple : 

(~-h ~ ~ = ~[~ ~ (~+~)- ~ ] (4.8) 

conduit & une sous-estimation de ~i et (~V) I d'oh l'apparition de valeurs n6gatives de 
la masse volumiqueo 
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5.2 - Voisinage d'un coin 

La pr4sence d'angles convexes crge toujeurs des diffieult4s dans les calculs ntm%ri- 
ques. Dans le eas de l'4coulement compressible au voisirmge d'un angle droit par exemple, 
la d4tente est si forte que les variations des quantit4s sont comparables en ordre de 
grandeur h celles qu' on aurait dans un choc. On congoit que les r4sultats au voisinage d'un 
angle convene solent difficile & obtenir eorrectement. Dans une tells situation il serait 
souhaitable de considgrer une solution asymptotique valable au voisinage de l'angle qu'on 
raccorderait & une solution ext~rietu~e num4rique selon la technique utilis4e en [50] clans 
le cas incompressible~ 

5.2.1 - Le coin C est un point du maillage 

Les techniques expos4es pr~c6demment qui n4cessitaient l'utilisation des d4riv4es de 
la vitesse & la paroi ne sent plus justifi4es car ces d4riv4es ne sont pas d~finies en ~ . 
On peut, & la rigueur, considgrer les points 1 
et 2 (fig. 7) comme des limites de points I' 
et 2, lorsque la distance ~ qui les s4pare 
respectivement de ces points tend vers z6ro, 
et appliquer en Iet 2 les proe~d6s utilis~s 
plus ~ut [3~]. 

En [42], on a pr~fgr~ calculer les 
vitesses ~ en Iet ~r en 2 non ~ partir des 
~quations de Navier-Stokes mais h partir d'inter- 
polations faisant Intervenir les quatre points 
voisins. 

J 2' J2 , , , , [ ~ /  

I N  1" I lc ~, 

"""~"'1--t ~I8__ 
5.2.2 - ~_po~LC.~'est_p~_ ~ p o~t ~um~il~e 

Si !e point C n'appartient pas au maillage 
30], [32], le traitement des points I, ~ 2, ~ 
figuz~ 8) s'effectue comme pr4c4demment (~ 5.1.2). 
II suffit, lots du calcul au point 0, de modifier 
les diff4rences approchant les d4riv4es crois4es 
de la vitesse. 

IL 

figure 8 

5.3 - Fronti&res du domains de calcul 

Lorsque l'on consid&re un obstacle plac~ dans un volume infini de fluids, ce dernier 
est dans un 4tat uniforme ~ l'infini. Pour 6crire correctement ces conditions on peut 
introduire une transformation de coordonn4es ramenant l'infini ~ distance finis [29], 
41 ]. Plus g~n4ralement on limite arbitrairement le dom~iue de ealcul (fig. 9). 

Sur la frontibre amont HG on impose les 
conditions de l'4coulement uniforme h l'infini° 

A l'aval, il faut prendre soin ~ placer 
la limite EF suffisamment loin du culot DC 
pour que les conditions artificielles qu'on 
y ~crira, aient une influence n6glig~able 
sur le calcul° Les inconnues en EF sont 
d4termin6es en g4n~ral par extrapolation 
dans l'espace ou dans l'espace et le temps 
[46 ] .  L'effet de la position de EF a 6t~ 
~tudi6 en r33], ~4-1]o 

G F 
~- mr 

I 
I 
I I 8 C 

H A D g 

figure 9 
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Sur la limite lat4rale GF, on peut aussi, dans certains ca~, utiliser des extrapolations. 
Une technique d~inspiration analog~ae, consistaut k 4crire des conditions d'onde simple, 
s,est r~-~14e tr~s efficace [27], [30], [32], [34], du moins rant que le choc ne coupe 
pas GF. On consld~re les caract4ristiques C ÷ Inclin4es ~ositivement issues des points du 
maillage situEs sur la ligne G'F' adjacente & GF (fig. I 0). 

En supposant ces caract4ristiques 
rectilignes (r4gime d'onde simple) on 
obtient leur intersectic~n avec GF. ~-es 
grandeurs de l'4coulement restent constantes 
sur ces caractEristiques : on en dEduit, par 
interpolation, les incomnues aux noeuds du 
maillage sur GF. L'application de cette technique 
suppose que GF est assez loin de l'obstacle pour 
que les effets dissipatifs y soient n4gligeables. 

C ÷ C + / /  / /  
~ F' 

Enfin, la frontihre comporte Eventuel!ement des axes de sym~trie tels que HA, DE sur 
lesquels l'4criture de conditions de sym4trie ne pose pas de problbmes. 

6 - TRAI~I,ENT DF~ CHOCS 

Tant que le hombre de Reynolds est assez faible pour que le ohoc ait une structure 
representable h l'Ec~helle du maillage, tousles schemas propos4s permettront d'obtenir 
la structure de cette couche de choc. En fait, lorsque le nombre de Reynolds czg~t, 
l'Epaisseur du choc devient tr~s petite par rapport aux Echelles des gradients de l'4cou- 
lement et l'on ne s'int4resse pas, en g4n4ral ~ la structure r4elle de l'onde de choc. 
Sur le plan num4rique, les problbmes pos6s alors par la prisence de chocs sont les m~mes 
qu'en fluide parfait. 

Dans le cas de la ~dynamique des gaz non dissipatifs on dispose de deux types de m4tho- 
des qui ont chacun leurs avantages et leurs inconv4nients : le "shock-caDturin~" et le 
"shock-fitting" 

Lea mEthodes de "shock-capturing" sont basEes sur une discr4tisation des Equations 
raises sous forme conservative [50~ et le chocse calcule comne tun point couraut, l'im- 
mense avantage de cette mEthode est de ne pas obliger ~ faire de traitement particulier 
pour le choc ; par oontre, ce dernier n'est plus une discontinuit4 (toujours dans le 
cas d'un fluide non dissipatif), il est 4tal6 sur 2 h 3 points de discr4tisation et 
ii appara~t souvent des oscillations parasites derribre le choc [52], [53]. 

Les schemas (27), (30) et (52) sent des extensions direetes au cas des fluides 
visqueux de schemas 6prouv4s en d~que des gaz non dissipatifs. 

Toujours dans cette catEgorie d'algorithmes qui traitent les points chocs comme des 
points cour~uts il faut citer lee m~thodes de viscosit4 artificielle du type Von Neumann - 
Richtmyer, par exemple l a  re@rhode de Rusanov [52] @tendue au cas visqueux en [24] et [28] .  

Le proc4d4 de ~'shock-fitt~" est bas4 sur un traitement particulier du choc, considE- 
rE comme une ligne de discontinuitE. I1 faut alors introduire une inconnue suppl~mentaire 
qui est l'4q~tion du choc. La vitesse du choc ainsi que les sauts ~ travers ce!ui-ci sont 
d~termin4s grace aux relations de Rankine - Hngoniot et k une Equation supplEmentaire obte- 
nue ~ partir des Equations du mouvement, par exemple une relation de compatibilitE le long 
d'tk~e caract~ristiqt~ con~nablement choisie [37], [53], [5@]° 

L'avantage d~une telle m6thode est Evidemment de donner des chocs qui sont rEeliement 
des discontinuit4s et dtEviter l'apparition d'oscillations parasites. Finis le proc4d4 est 
difficile h appliquer en toute g4n4ralit4. 

Ce proc~dE pour~ait ~tre utilis~ m6me darts le cas oh la dissipation n'est paS assez 
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faible pour qu'on puisse assembler i~ couche de choc & uns discontinuitY. I1 faudrait 
alors consid~rer des relations de Rs~e- Hugoniot modifi~es pour tenir compte de la 
struoture ~u ohoc [55]. 

7 - PRECISION ET TE~S h~ CALCUL 

Pour terminer cet expose, il convient de ~re quelques mots des probl&mes techniques 
de precision et de temps de ealcul, prsbl~mes lids ~ la puissance et ~ la rapiditg des 
ordinateurs. 

Les calculs d'~coulements de fluide visqueux compressible sent coGteux en temps ma- 
c~hine pour plusieurs raisons :nombre et eomplaxitg alg~brique des ~quations, convergence 
vers l'~tat stationnaire d'autant plus lento que le nombre de Reynolds est grand, existence 
de zones ~ forts gradients dent la representation n6cessite un maillage trbs fine.. 

Darts le cas des grands nombres de Reynolds, s'il n'est pas n~cessaire de ehercher 
oalculer la structure exacte du choc, par centre il est indispensable que l'gcoulement 
dans la couche limite auvoisinage d'une paroi soit oorrectement reprgsentg. I1 faut alors 
raffiner fortement le maillage dans cette zone, ce qui peut entra~uer des difficult~s 
compte tenu de l'gpaisseur (de l'ordre de Re -~I~ ) de cette couche limite. En fait, il est 
ngcessaire de d~m~nuer le pas d'espace seulement dans la direction transversale ~ la couche 
limite. Paur pallier aux inconv~nients li6s ~ la disparitg des pas d'espace (le pas de 
temps Ae est d6termin6 par le plus petit des pas d'espace), une m~thode & pas fractionnai- 
res a ~tg propos~e en [25]. 

Parmi les mgthodes couramment employees pour tenter de r~soudre ces difficult~s on 
peut citer : 

(a) Transformations de coordonn~es choisies de fagon qu'& des points ~quidistants darts le 
plan de calcul correspondent, dans le plan physique, des points tr&s rapprochgs dans 
les zones ~ forts gradients etrel~tivement espacgs ailleurso 

(b) Calculs par grapes successives (dans le temps) avec des maillages de plus en plus fins. 

(c) Division du domaine de calcul enr~gions de maillages diff~rents ; il convient dans 
ce cas d'effectuer des raccordements aux fronti&res. 

Ces difficult~s font que les applications traitges jusqu'ici sent, comme on l'a vu, 
limitges h des ~coulements bidimensionnels et ~ des g~om6tries relativement simples. Les 
progr&s auxquels on pout s'attendre en ce qui concerne les ordinateurs permettront d'une 
part de rendre de telles applications beaucoup plns courantes et dtautre part de mettre en 
oeuvre lesm6thodes de r~solution num~rique des ~quations de Navier-Stokes pour des 6coule- 
ments tridimensionnels et dsns des configurations g~om~triques plus complexes. 

Remerciements : les auteurs tiennent h remercier J.F. Sageau dent l'aide pour les appli- 
cations num6r±ques pr~sent~es sur les figures 2 ~ 4 leur a ~t~ tr~s 
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