1. INTRODUCCION

En la mayoria de los procesos de conformado
de solidos el material estda sometido a deforma-
ciones muy altas produciéndose en él una plasti-
ficacion casi inmediata, de manera que fluye como
si se tratase de un fluido. Ejemplos préacticos tipi-
cos de dicho fendmeno se pueden encontrar en la
mayoria de los procescs de deformacién de me-
tales, plésticos o vidrios, La importancia de un
buen conocimiento del comportamiento de dichos
materiales, que esta en la frontera entre el de un
solido y el de un fluido se ha incrementado nota-
blemente en los Gltimos afios. Numerosos investi-
gadores han realizado verdaderos esfuerzos, la
mayoria de ellos a cargo de las grandes empresas
de tratamiento del metal, para encontrar soluciones
numéricas a muchos de esos procesos como unica
alternativa para reducir el coste elevado que lleva
consigo el analisis experimental, practicamente la
Unica base existente hasta hace poco, para prede-
cir resultados que pudieran ser utilizados con fines
practicos. El principal interés de las industrias del
metal y similares se centra en el calculo de car-

gas, presiones y desplazamientos durante el pro-
ceso de deformacion.

Uno de los procedimientos de andlisis mas ex-
tensamente usado para la solucidén de problemas
. de desplazamientos en sélidos es el método de los
elementos finitos [1]. Muchas de las soluciones
encontradas se basan en la inclusion de las defor-
maciones elaslicas y plasticas (analisis elastoplas-
tico) [1]. Estos procedimientos son utiles en el
contexto de cambios de geometria pequefios; pero
cuando estos cambios son tan grandes que las de-
formaciones elsaticas pierden importancia, los mé-
todos disponibles actualmente son, o bien inapli-
cables, o bien muy caros en tiempo de ordenador,
en particular al tralar problemas tridimensionales.

En la mayoria de los procesos de grandes de-
fprmaciones plasticas, los fenomenos de fluencia
tienen lugar simultaneamente con los de plastici-
dad, y es imposible efectuar una separacion de
ambos a partir de medidas experimentales. Un
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modelo viscoplastico es capaz de describir el com-
portamiento real del material de una forma mas
precisa. Dicho modelo no solo es fisicamente mas
ventajoso, sino que ademas conduce a soluciones
numeéricas mas sencillas, Mas aun, en el campo
de pequenas deformaciones, Zienkiewicz y Cor-
meau [2 y 4] y también Nguyen y Zarka [5] han
demostrado que proporciona una solucién econo-

mica para problemas de elastoplasticidad asi como
de elastofluencia.

Si las deformaciones elasticas son desprecia-
bles, como ocurre en los procesos de deformacion
de los materiales anteriormente citados, el modelo
viscoplastico permite tratar al material como si
fuese simplemente un fluido no-Newtoniano. Este
procedimiento conocido comunmente como méto-
do del flujo viscoplastico ha sido extensamente
usado por Zienkiewicz y Godbole [6 y 7], Lee y
Kobayashi [8], Jain [9], Zienkiewicz y otros [10
y 11], Ofate [12] y otros [13 y 15] para tratar pro-
blemas de grandes deformaciones plasticas en so-
lidos y, en particular, procesos de extrusion y lami-
nado de metales, Otra de las mas recientes aplica-
ciones del método ha sido para analizar procesos
de deformacion por embuticion de planchas de
metal, como los que se utilizan en las industrias
de conformado de componentes para la carroceria
de automoviles y similares, asi como en las de fa-
bricacion de envases metalicos [11 y 12]. Aalto y
Salenen [16] lo han utilizado para predecir los mo-
vimientos y tensiones que se producen en el manto
y corteza de la tierra debidas a la sedimentacion.

En este articulo se presentan las bases de la
formulacion del flujo viscoplastico, asi como su
tratamiento por elementos finitos. Asi mismo, se
presenta el tratamiento del efecto acoplado de la
temperalura, de gran importancia en procesos de
tratamiento de metales en caliente. Finalmente,
en la ultima parte del trabajo se muestra como se
puede simplificar la formulacion del flujo plastico
tridimensional usando las hipétesis de la teoria de
laminas para analizar problemas de grandes de-
formaciones plasticas de planchas metalicas.
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2. FORMULACION DEL FLUJO VISCOPLASTICO
2.1. El concepto de flujo viscoplastico.

Fisicamente es aparente que los fendmenos de
fluencia y plasticidad no pueden tratarse por se-

parado puesto que solo el efecto combinado es
medible.

Para tratar este problema, Zienkiewicz y Cor-
meau [2 y 4] introdujeron un modelo bastante ge-
neral de elastoviscoplasticidad capaz de reproducir
resultados experimentales. En dicho modelo se tie-

nen ademas de las deformaciones elasticas, €

¢
i

. . . . f v
un conjunto de deformaciones viscoplasticas, ¢,

que se caracterizan por una velocidad de deforma-
cion que es cero cuando las tensiones son meno-
res que un cierto valor de fluencia, y presentan
una velocidad de deformacion finita cuando ese
valor es sobrepasado. La deformacién total, €
se obtiene, pues, por:

in

€, =€, +¢€] (1)

Si las deformaciones elasticas son desprecia-
bles se tiene sencillamente que:

vn

€i; =€y . (2)

y, por consiguiente, derivando con respecto al
tiempo:

) v
€ =6 =Fo) (3)

Es decir, la velocidad de deformacién del sé-
lido es, similarmente al caso de un fluido, una fun-
cion no nula de las tensiones.

Existen varias formas de definir la velocidad de
deformacion viscoplastica; la mas usual es la de-
bida a Perzyna [17] como:

€ =7 <DdF) >

(4)

day,
donde:

F=Fl(oi T, &) ()
es una descripcion de una superficie de fluencia
o limite:

Q=Q(G,',-,T,€ij) (6)
es la descripcion de un potencial plastico y vy es
un parametro de fluidez (y -» « para sélidos plés-
ticos perfectos) que puede depender de variables

de estado tales como el tiempo, la temperatura,
los invariantes de deformacién, etc. Para asegurar
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que la viscoplasticidad no se desarrolla por debajo
del limite de fluencia se establece que:

<OF) >=d(F) si FX0
(7)
S @(F)> =0 si

/

F<O

En general, Q y F seran diferentes de lo que
define un flujo no asociado, pero, en cualquier
caso, la ecuacion (3) se puede escribir de la forma:

€ = Vijkr or (8)
donde el tensor:
P=1{o i T€)) (9)

es simétrico. Las formas particulares de las rela-
ciones anteriores fueron dadas por Zienkiewicz y
Cormeau (3] para varias superficies de fluencia y
potenciales.

2.2. Particularizacion para materiales tipo Von
Mises.

La descripcion mas corriente del comporta-
miento de los metales (y otros muchos materiales)
sigue las hipotesis de que las superficies potencial
y de fluencia coinciden (es decir, el flujo es aso-
ciado) y son iguales al conocido criterio de fluen-
cia de Von Mises [18], es decir:

F=Q=\3VJ—o, (10)
donde:
1
Jy = —8;;8;, . (11a)
2

o, €s la tension de fluencia uniaxial y J. es el
segundo invariante de las componentes de la ten-
sion desviadora s, ; definida por:

| 1 \ 1i=]

Sij::cij-"'_s—ckkgij ) (11b)

En general, s, serad funcion de la temperatu-
ra, T, y del invariante de deformacidn efectiva acu-

mulado €. Este segundo invariante puede obtener-
se por integracion en el tiempo de la expresidn de
la velocidad de deformacion adecuada dada por:

—éB:z.Eijéij (12)

Generalizando aln mas, se puede hacer la ten-
sion de fluencia funcion de la tension media (o
presion p). Asi, pues, si:

1
g =P (13)
3

Sm =
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@ puede escribir:

Gy = Oy (T, € o) (14)

Esto permite tratar condiciones de rozamiento
en el caso de que se presenten. Si imponemos una
proporcionalidad directa entre ¢,, y la tension de
fluencia en una zona escribiendo:

G, = —faop (15)
donde f es el coeficiente de rozamiento, el com-
portamiento del material asi modelado se aproxi-
mara al de rozamiento puro donde las tensiones
cortantes estan limitadas por el producto de la
tension normal y el coeficiente de rozamiento. In-
sertando una capa delgada de estos elementos con
dicha propiedad cerca del contorno es un método
sencillo para representar el efecto de rozamiento
en el contorno.

Suponiendo F y Q independientes de deforma-
ciones, tensiones y lemperaturas se puede escribir
la ecuacion de flujo equivalente a la ecuacion (8)
por:

V3

(V3 Vdi—ay) > S, (16)

o\ L

Es importante advertir que la expresion anterior
implica [10]:

E,‘,- =90 (1 7)

es decir, el material fluye sin cambio de volumen.

Comparando la ecuacion (16) con la relacién
para un fluido viscoso isétropo:

1
€ij=——sy,
21t

(18)

en la que |, es la constante de viscosidad, se pue-
de encontrar de las ecuaciones (17) y (18) la ex-
presion de la viscosidad equivalente para el flujo
viscoplastico. Suponiendo para @ (F) una funcién

exponencial del tipo & (F) =

n
F", y operando se
encuentra [10]:

Yin

oy + (€/7V3)

po= (19)
V3 €

expresion que es equivalente a la de viscosidad

para un fluido no Newtoniano.

_ En resumen, el flujo viscoplastico de un mate-
rial tipo Von Mises es equivalente al flujo de un
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fluido viscoso incompresible no Newtoniano con
una viscosidad dadaspor la ecuacion (19). Para un
flujo plastico puro y » » y se tiene:

Sy
po= (20)

V3 e
(Adviértase que el valor de . tiende a » cuando

¢ tiende a cero, asi, pues, en los calculos numé-
ricos se debe acotar el valor de y para valores

de E menores que un cierto limite prefijado.)

2.3. Analogia entre un fluido incompresible
a pequeinas velocidades y un sélido elastico
incompresible. Aplicacion al flujo
viscoplastico.

Los conceptos generales de mecanica de soli-
dos y de fluidos son muy similares y, por tanto, los
métodos para tratar uno y otro tipo de problemas
se pueden intercambiar facilmente,

Si prescindimos de los efectos de aceleracién
en un fluido (flujo a pequefas velocidades) existe
una analogia completa entre las ecuaciones de
equilibrio y relaciones de comportamiento para un
solido elastico y un fluido; las cantidades analogas
se muestran a continuacion:

do;,
Equilibrio: +b, =0 (21)
dx,
Sdlido:
2
Tension:o;; =, 8;; +2G€, ——G & Dy,
3
1
Tension media: ¢, = —og;;
3
Médulo de rigidez: G
Médulo de compresibilidad: K
1 [ou, au,
Deformacion: ¢;; = — | — + ——
2\ dx, dx;

Invariante de deformacioén: €;,

Corrimiento: u;
Fuerza masica: b;

Fluido:
. 2 .
Tensidn: Gij = Om 8;_,' + 2’], E,-‘j—-———p,Ekk 5.,’]
3 v
(22)
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Tension media: 5, = — o, (23)
3

Viscosidad: 1L
Médulo de compresibilidad: K
Velocidad de deformacién:

' 1 4 du, du,
E”=m(—_+——) (24)
2 \dx; dx;

Invariante de velocidad de deformacion: €,
Velocidad: u;

Fuerza masica: b,

En ambos casos el sistema de ecuaciones debe
completarse de alguna manera, pues tenemos i

ecuaciones de equilibrio e i + 1 variables (s,,, U;)
O (o u;). Para ambos, sélido y fluido, el sistema
se completa con la adicién de la relacion de com-
portamiento entre la deformacion, o velocidad de
deformacion volumétrica, y la presion:

Sdlido: Fluido:
Doy )
om = K€, — = K€, (25a)
Dt

Por consiguiente, si se consideran materiales
compresibles la analogia no es totalmente com-
pleta. Sin embargo, si los dos medios se tratan
como incompresibles la analogia es completa. La
condicion de incompresibilidad representada por
K - o implica que los invariantes de deformacién
y de velocidad de deformacién se hacen cero para
el sélido y fluido, respectivamente. Esto impone
condiciones analogas en los campos de corrimien-
tos y velocidades, es decir:

Sdlido incompresible: Fluido incompresible:

€ =0 €, =0 (25b)

Esta conocida analogia permite analizar pro-
blemas de flujo incompresible a pequefas veloci-
dades con programas de elementos finitos escritos

para resolver problemas de elasticidad incompre-
sible.

Por consiguiente, los problemas de flujo visco-
plastico a pequenas velocidades, de materiales tipo
Von Mises o similares, pueden tratarse en virtud
de las analogias anteriores: como problemas de
elasticidad incompresible, sustituyendo simplemen-
te los conceptos de corrimiento por velocidad, de-
formacién por velocidad de deformacion y médulo
de rigidez por coeficiente de viscosidad no lineal.

i 118

Asi, pues, para la solucién numérica de proble-
mas de flujo viscoplastico se puede utilizar cual-
quier procedimietno capaz de resolver problemas
de elasticidad incompresible. Si utilizamos para
eflo el método de los elementos finitos las ecua-
ciones del problema se pueden escribir en la forma
discretizada clasica como:

Ka=f 26a)

~ ~ ~

donde K es la matriz de "rigidez" equivalente del
probleﬁa de flujo, a el vector de velocidades (o
corrimientos ané!og~os) nodales y f el vector de

fuerzas actuando en los nodos. Debido a la no li-
nealidad de la viscosidad la matriz K depende del

estado de deformaciéon y la solucion ha de ser ite-
rativa. El método de solucién utilizado en este tra-
bajo ha sido el de iteracion directa, es decir:

a, = K _1f (26b)

~ ~ ~

que si el problema esta “bien condicionado” (con-
diciones de contorno en funcion de velocidades)
converge rapidamente.

Por consiguiente, el esquema operativo gene-
ral para abordar la solucion de un problema de

flujo viscoplastico incompresible por elementos fi-
nitos seria:

1, Conseguir un programa de elementos fini-
tos para elasticidad lineal is6tropa incom-
presible.

2. Como los corrimientos y las velocidades
son analogas, la primera solucion de prue-
ba se obtiene fijando las condiciones de
velocidad adecuadas en los contornos y un
valor de ;. = 11, que defina la viscosidad
en todos los puntos.

3. Las velocidades obtenidas en (2) definen
una velocidad de deformacion para todos
jos elementos, lo que nos permite, usando
la ecuacion (19), obtener un nuevo sistema
de viscosidades, y.;, aplicable. Asimismo,
se puede tener en cuenta ahora la depen-
dencia de las propiedades del material con
la temperatura, etc.

4. Las nuevas viscosidades obtenidas en (3)
se usan de nuevo para recalcular el pro-
blema obteniéndose un nuevo conjunto de
velocidades.

Los pasos (3) y (4) se repiten hasta que se
obtiene convergencia en el proceso.

Una vez obtenida convergencia, la altima solu-
cion “eléstica” nos proporciona la distribucién de
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relocidades, tensiones y reacciones en el proble-
ma de flujo.

2.4. Solucion por elementos finitos.

Hemos visto en el proceso anterior que la so-
lucion “elastica™ para el flujo viscoplastico tipo
Von Mises ha de ser capaz de tratar la incompresi-
bilidad. Existen muchos procedimientos para ello,
que varian desde el mas obvio del uso de funcio-
nes de corriente {19] hasta el uso de formas de
equilibrio hibridas con principios variacionales
apropiados [19], pasando por el clasico método de
velocidad/presion donde se usan como variables
las velocidades (o los desplazamientos analogos)
.y un multiplicador de Lagrange, como variable aso-
+ ciada que se identifica con la presion, para impo-
© ner la condicion de incompresibilidad [19].

En este trabajo se ha adoptado la formulacién
mas pragmatica que parte de la expresion de ve-
locidades (o corrimientos) general, haciendo la
velocidad de deformacién volumétrica aproxima-
damente igual a cero expresandola como cociente
entre la presion media y un ndmero muy grande
(lo que en la formulacién elastica analoga corres-
ponde a tomar un médulo de compresibilidad para
un valor del coeficiente de Poisson préximo a 0,5).
Esta formulacion es exactamente igual'a la que se

tm .
i
Il

Yyo

En las expresiones anteriores N es la matriz de

funciones de interpolacién que describen el campo
de velocidades (o corrimientos analogos) en fun-
cion de los parametros nodales a, b son fuerzas

~ o~

- 2
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obtiene expresando la energia de deformacidn en
funcién de las velocidades de deformacion (o de-
formaciones) desviadoras e imponiendo la condi-
cién de incompresibilidad por medio del método
de la funcién de correccidén [20]. Expondremos a
continuacién las bases esenciales del proceso de
discretizacion y de la imposicién de la incompre-
sibilidad.

Las ecuaciones de la discretizacion por elemen-
tos finitos se pueden obtener a partir del principio
variacional que rige el comportamiento global del
sistema en equilibrio, o bien aplicando el método
de los residuos ponderados a las ecuaciones de
equilibrio de la particula e integrando por par-
tes [1]. En cualquier caso el sistema de ecuacio-
nes resultante es el mismo y puede escribirse de
la forma:

f=j N'bdQ +
~ g

f B'sdQ =" 27)
con:
u—[u,v,w]T=2N,-a,=Na ;
a; = [UuVuWi]T
~ (28)
- ON, 8N, AN, .
—_0 0 —— 0
d x dy 0z
3N, 3N, N,
0 — 0 0 (29)
dy dx 9z
N, aN;, 9N,
0 O — 0 — —
_ 0z ax dy _|
er”dr (30)
o~

mésicas y t fuerzas de superficie. Usando la con-

dicién de ~incompresibilidad, ecuacién (25b), po-
demos escribir la ecuacion (22) en forma matricial
como:

~ ~ ~

(31)

m
+
O OO0 - ot -
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Si la presion, ¢, estd acotada, la condicion
de incompresibilidad puede satisfacerse estable-
ciendo simplemente que:

7o Cm

€, =m ~0 (32a)

UM

04

donde ¢ es un numero grande. De la ecuacion an-
terior obtenemos:
Ill '

Gn =am € (32b)

~

y por consiguiente, sustituyendo la ecuacién (32b)
en la ecuacion (31);

sc=pDe+amm’ec (33)
y el numero grande ¢ juega un papel analogo al
modulo de compresibilidad, K, en elasticidad, para
valores del coeficiente de Poisson proximos a 0,5
(no hay que olvidar que todas las ecuaciones ante-
riores son igualmente vélidas para un solido elas-

tico sustituyendo simplemente . por Gy e por €).

Sustituyendo la ecuacion (33) en la ecua-
cién (27) y usando la ecuacion (29) se obtiene el
sistema de ecuaciones final como:

/BT!LDBdﬁ_+ lBTocmmTBdn a=f
' ’ (34)
que se puede escribir como:
Ki+ aKia=t (35)

~ ~

La solucion para incompresibilidad (v.» 0,5 en
elasticidad) exige « » == (ecuacién (32a)). Obvia-
mente a medida que el valor de ¢ aumenta la ecua-
cién (35) tiende a:

1

f->0 (36)

K,a =
~ A~ a ~ ~

Asi, pues, la condicién de incompresibilidad
domina la solucién y en el limite sélo es posible
la solucién a = 0, a menos que la matriz K, sea

~ . ~

singular.

Esta es la dificultad esencial para resolver pro-
blemas de incompresibilidad por elementos finitos
usando valores de ¢ muy grandes. Una de las for-

120

mas de solucionar este problema es imponer la
singularidad de la matriz K, de manera que:

~

Ksa=0 pero a0 (37)

~

Evidentemente la singularidad completa de K.

solo sera necesaria en el limite cuando o , .
Dicha singularidad (o casi singularidad para valo-
res de « ~ =) se introduce en K. usando érdenes

~

de integracion numérica méas bajos para calcular
las integrales que aparecen en K. (ver ecuacién

~

(34)). Este proceso recibe el nombre de integracion
selecliva y ha sido usado extensamente por mu-
chos [10, 12 y 20] para solucionar este problema.
La discusion detallada de dicho proceso cae fuera
de los objetivos de este articulo y no se dara aqui.
Simplemente anadiremos que en los ejemplos de
flujo plano que se dan en este trabajo se ha uti-
lizado el elemento isoparamétrico Lagrangiano de
nueve nodos (9 L) (fig. 1) con un orden de cua-
dratura Gaussiana de 3 X 3 para la integracion
de K, y de 2 X 2 para la integracion de K..

~ i~

(ntegracion Selectiva

de Gauss

Cuadratura )¥3X3 para ¥
2X2 para #;

%)

Elemento Serendipito(8

Elemento Lagrangiang —O0—

(ou)

Fig. 1.—Elementos bidimensionales utilizados.
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5. Ejemplo de flujo plastico puro. Extrusién
plana de un metal.

El primer ejemplo escogido es un problema
encillo de extrusion plana de un metal, de com-
ortamiento supuesto plastico puro, a través de
ana matriz de reduccion 1:2, La geometria del
problema y las tres mallas de elementos usadas
se pueden ver en la figura 2-A. Las paredes de la
camara se suponen sin rozamiento. La velocidad
de entrada esta fijada a 1 cm/s.

En la figura 2-B se muestran la velocidad de
salida y la presion de extrusion obtenidas con el
elemento 9L con integracidén selectiva. También
se muestran para comparacion los resultados nu-
meéricos obtenidos con el elemento Serendipito de
8 nodos (8 S) con integracion selectiva (ver figu-

/Pared de la cdmara

£
T V2O T T

Paredes sin rozamiento

Matriz

/Superticie libre

E| 2
36 - [g K=1000kglem?
‘ e} B T ‘ - i V';OM P T FONR S —— (73]
- 2em i Malla 1l x

20cm 65 elementos

P~
899 W R
=1 .

[ Malla 16 elementos 1l Malla 39 elementos

®) Solucién por lineas de deslizamiento(ohnson?) PIK=26
[ Funcién de correccidn ; i
(integracion selectiva) velocidad/presidn
9L 8s 8s
| Ut | 1987 2.275 1.965
Mallal o1 339 3.9 301
. U | 2094 2178 2,106
Aall :
alall ok | 2918 3.0 2.95
e Y| 2073 2149
PIK | 2786 3.03

P':Presuin de extrusion
U=Velocidad a la salidq (x=20cm)

Fig. 2.—Extrusion plana.

1
!
!

J
:

i
i
!
{
/
‘

i
]
!

-~ ~ ~ N \
e TN NN
e TR NN
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—~ ~ - -~ ~ 0~ N Ty T — —— pms
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—

Fig. 3. — Velocidades para el elemento 9L con integracion
selectiva.
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ra 1) con el método de velocidad/presion. Todos
los resultados se comparan con la solucion exacta
para este sencillo problema, obtenida por lineas
de deslizamiento [21]. Se observa que la mayor
precision se obtiene con el elemento 9L, E| cam-
po de velocidades se muestra en la figura 3.

Otros ejemplos dentro de esta categoria pue-
den encontrarse en la referencia [10]

3. ESTUDIO DEL EFECTO ACOPLADO
DE LA TEMPERATURA

3.1. ldeas basicas y formulacién del problema.

En general, es obvio que la hipotesis de que
los procesos de conformado de solidos, como el
del ejemplo anterior, son isotérmicos no es defen-
dible y es probable que su utilizacion conduzca
a resullados lejos de la realidad, ya que las defor-
maciones son muy grandes y ocurren cambios de
temperatura debidos a la existencia de fuentes de
calor exlernas, o a la generacion espontanea de
calor consecuencia de la disipacidn energética del
proceso. En dichos casos, si las propiedades dal
material son sensibles a la temperatura, el proceso
de deformacion esta altamente acoplado con la
gcuacion de balance térmico.

La exlension de la formulacion del flujo visco-
plastico, descrita en el apartado 2.1, para lratar
el efeclo de la temperatura es sencilla. Evidente-
mente, si la temperatura y su relacién con la ten-
sion de fluencia son conocidas a priori, no apare-
cen dificultades adicionales en el proceso de ite-
racion general pudiéndose encontrar soluciones de
este lipo en numerosas referencias [22 y 23].

De mayor complejidad es el problema de con-
siderar el acoplamiento debido a la disipacion de
energia que depende a su vez de los valores de
la tension de fluencia, funcion a su vez de la tem-
peratura. Casi todo el trabajo realizado para pro-
ducir la deformacion plastica se convierte en ener-
gia de calor y hace subir la temperatura del ma-
terial. Es obvio, por tanto, que el proceso de
deformacion debe estudiarse conjuntamente con
el de desarrollo térmico,

La extension de la formulacion anterior para
tratar este problema es, no obstante, sencilla y se
limita sencillamente a resolver las ecuaciones de
flujo, ecuacion (34), conjuntamente a la del balance

térmico que para flujo incompresible estacionario
puede escribirse como:

pCUTYT =V (KVT) +Q (37a)

~ ~

V" = [9/9x,9/3y, 3/ x]

~

(37b)
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donde C es el calor especifico a presion constante,

p es la densidad del fluido, K es la conductividad
del fluido y Q es el calor generado en el proceso
de deformacion que se puede escribir como:

r
Q=—¢o (38)
J

donde r es la fraccion del trabajo de deformacion
que se transforma en calor y J es el equivalente
mecanico del calor.

Discretizando el campo de temperaturas usan-
do las mismas funciones de interpolacién que para
el de velocidades en la ecuacion (28), es decir:

T=NT ;, T,=1[T,] (39)

~ o~ ~

y siguiendo procedimientos generales de residuos
ponderados de Galerkin aplicados a la ecuacion
(37a), se obtiene un sistema simultaneo de ecua-
ciones, altamente no lineales, para las velocidades
y la temperatura. Utilizando un método de solucion
iterativo directo, los valores de las temperaturas
y velocidades para la iteracion n-ésima vienen da-
dos por:

‘K(an 1, T ) 0 1 f

~ o~ ~ ~ ~

q(Tn 1)
(40)

=D

0 H{an ' Tn ")

~ ~ o~ ~

PROPIEDADES DEL MATERIAL
Conductividad K =0.4302cal/cm? °K
y¥ } Densidad @ 000275 Kglem?
Calor especifico C=23901cal/Kg°K

Coeficientes  de | «,=07314X1073 callem®K
conveccion  \ep=0717X107Z callem2oK

Las expresiones detalladas de las distintas matri-
ces que aparecen en la ecuacion anterior pueden
encontrarse e nnumerosas referencias [12 y 25),
y no se daran aqui, simplemente advertimos que

la matriz H no es simétrica y en la resolucion de

~

la ecuacion (40) se ha de utilizar un meétodo de
solucién para ecuaciones no simétricas. La solu-
cién iterativa continta hasta que se obtiene con-
vergencia para las velocidades y temperaturas.

3.2. Ejemplo de flujo plastico plano acoplado
con la temperatura. Distribucion
de la temperatura en un problema
de laminado en caliente de un metal.

Los procesos de laminado en caliente son de
gran importancia en metalurgia. En este ejemplo
se trata de predecir la distribucién de temperatu-
ras en un proceso de laminado como el de la fi-
gura 4, donde también se muestran la malla de
elementos finitos utilizada, las condiciones de con-
torno y las propiedades del material. La estrecha
banda de elementos colocada junto al rodillo tiene
la mision de reproducir condiciones de rozamien-
to [12]. El problema se ha estudiado para dos tem-
peraturas diferentes a la entrada de 700 y 400 °K.

En la figura 5 se muestra la distribucion de iso-
termas obtenedas para los dos casos. Mas infor-
macion sobre este ejemplo puede encontrarse en
las referencias [12 y 14].

, . P
v dad =
iscosidad p Ej:'é' .
s o)+ £ 12 T

2. € @ Ricon (C{=001901m IMN
Cp=792X108 Viseg

«| Nota:Todas las dimensiones en cm. Gy=50
S C,=139X10° Jig mol
(\')
v 2873cmis | Vo3 g mel
tang™" =28.73 cm/s |
=T K.B.Izo(](T~295) 2N rodillo S )
50 - (1-322) T 5
® ‘ A oa(1-295) S
[ee) —_— T
co. o
V:O _al___o 3
- on
2.25 3.665 e

Fig. 4—Geomelria, condiciones de contorno, propiedades del material y malia de elementos finitos utilizados en el problema de
taminado en caliente.
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\ T=4602K
—————
) Rl
pl ]
T \
I
i Fig. 5-A.—Isotermas a intervalos de A T = 4 K para una temperalura a la entrada de T = 400° K,
T=722°K
x
o ——
o \
O e
o~
] \
= ~ \ .

4. APLICACION DE LA FORMULACION
DEL FLUJO VISCOPLASTICO AL ESTUDIO
DE GRANDES DEFORMACIONES PLASTICAS
DE PLANCHAS DE METAL. TECRIA
DE LAMINAS VISCOSAS

( 4.1. Analogia lamina elastica/lamina viscosa.

La analogia flujo incompresible a pequenas ve-
4 locidades/elasticidad incompresible descrita en la
. secciéon 2.3 nos ha permitido tratar problemas de
- tlujo viscoplastico con programas de ordenador
i escritos para elasticidad incompresible conside-
= rando simplemente que las “"constantes elasticas”
son funcion del estado de deformacion.

La teoria de laminas, como es bien conocido,
es una simplificacion de la elasticidad tridimensio-
nal cuando una de las dimensiones del problema
{espesor) es pequefia en comparacion con las del
‘esto. Si se efectlia una simplificacion analoga en
as ecuaciones del flujo viscoplastico a pequefias
clocidades, se observa que la analogia anterior
e sigue manteniendo si los dos medios, lamina

lastica y "pseudo lamina "viscosa, son incompre-
ibles,

Por consiguiente, la deformacién pléstica con-
linua (flujo) de laminas de metal (por tanlo incom-
presibles) puede tratarse como un problema de
ldminas elasticas incompresibles y se puede hacer
uso directo de la teoria de ldminas reemplazando
directamente corrimientos por velocidades, defor-
maciones por velocidad de deformacién y el mo-
dulo de rigidez G por la viscosidad no lineal L.

. Una de las principales ventajas de esta analo-
9'a es que debido a la hipdtesis de tensién plana
en teoria de laminas (5. = 0) la condicion de in-
compresibilidad no es un problema y e} comporta-
miento incompresible de la lamina puede alcan-

FEBRERO - MARZO 1980

Fig. 5-B.-—Isolermas a intervalos de AT = 1.,5° K para una temperatura a la entrada de T = 700° K.

zarse simplemente ajustando el espesor, en funcion
de €., a medida que la solucion progresa para
asegurar que el volumen se mantiene constante,

Los problemas de grandes deformaciones pléas-
ticas de superficies delgadas son problemas tran-
sitorios. Para cada configuracion se establece la
distribucion de velocidades y a partir de ésta se
obtiene la nueva configuracion al cabo de un in-
cremento del tiempo A t. Una vez obtenida la nue-.
va configuracion y las nuevas condiciones de con-
torno se vuelve a calcular el nuevo campo de velo-
cidades y asi sucesivamente. Como cada solucién
de velocidades comienza en una forma Euleriana
a partir de la configuracién deformada, se pueden
seguir deformaciones muy grandes mediante un
simple proceso de repeticion del problema en las
coordenadas de la geometria deformada.

En la mayoria de estos problemas la superficie
se embute por medio de un punzén que gradual-
mente entra en contacto con la plancha producién-
dose un efeclo de rozamiento entre punzon y plan-
cha. El tratamiento de rozamiento es complicado
y no se dard aqui. Detalles al respecto pueden
encontrarse en la referencia [12].

El proceso general de la solucion por elemen-
tos finitos es como sigue:

(1) Escribir un programa de elementos finitos
para laminas elasticas. Este programa nos sirve
automaticamente para tratar “laminas viscosas" en
virtud de la analogia descrita anteriormente sim-
plemente considerando que en vez de desplaza-
mientos, deformaciones y el mddulo G, tenemos
velocidades, velocidades de deformacion y la vis-
cosidad no lineal j. respectivamente.

Los pasos (2), (3) y (4) son andlogos a los des-

" critos en el apartado 2.3 para el problema tridimen-

sional general.
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{5) Una vez que se obtiene convergencia se
modifica la geometria incrementando las coorde-
nadas nodales en a \t. Asimismo, se establecen
las nuevas condiciones de contorno del problema
y se ajusta el espesor de la "lamina” para satis-
facer la incompresibilidad,

(6) Comenzar el proceso en (2) extrapolando
del ultimo campo de velocidades obtenido.

4.2. Particularizacion para problemas
con simetria de revolucion.

Muchos procesos de deformacion de planchas
metélicas en la industria son de revolucion. Entre
ellos uno de los de mas aplicacién practica es la
embuticion de envases a partir de planchas circu-
lares con punzones esféricos o cilindricos.

Estos procesos de revolucién son més facil de
analizar con la formulacién de “laminas viscosas”
que el problema general. A pesar de todo la com-
plejidad del problema es grande y solo hasta muy
recientemente han aparecido soluciones numéricas
de aplicabilidad general [26 y 28].

En este apartado mostraremos como la “formu-
lacion de laminas viscosas de revolucién” puede
utilizarse con éxito para analizar estos problemas.

g

Fig. 6.—Lamina de revolucion.

La base del éxito de la formulacién esta, similar-
mente a la formulacién tridimensional del aparta-
do 2.3, en la eficiencia de la formulacién de lami-
nas elasticas analogas. Aqui utilizaremos la for-
mulacion sugerida por Zienkiewicz y otros [25]
para laminas de revolucion analizadas con elemen-
tos rectilineos (R = + en la figura 6).

El vector velocidad de deformacion genérali-
zada en un punto de la lamina viscosa analoga
viene dado por [25].
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[ Jdu
as
<", (v cos d+usend)
€" r
d 5
=k, =TT (41)
~ Jds
K, sen &
_ {j
.ll r
(oo dv
s

donde u, v y s son las velocidades, tangencial,
normal y angular en dicho punto.

Las velocidades de deformacion reales en di-
cho punto se obtienen haciendo la hipétesis de que
las selecciones planas se mantienen planas, por:

¢, =€, +ZK,
€ = €% + ZKY, (42)

Tro = ‘{“,n

donde Z es ia coordenada del punto en la direc-
cion del espesor.

Como se ha mencionado antes, la condicién
de incompresibilidad no es problema, pues una

vez obtenidos €, vy é.] se puede calcular E por:

E = ‘(E, + én) (43)

Por tanto, en cada estado de la deformacion se
puede modificar el espesor de acuerdo con el valor

de €. = €, At para satisfacer la condicidén de vo-
lumen constante.

La relacidon tensién-velocidad de deformacién
se obtiene haciendo v = 0,5 en la relacion tension
deformacion para una lamina eldstica, y sustitu
yendo simplemente G por ., por consiguiente st
puede escribir [12]:

” N e N . . . o
6 = [0, 00 10" = D€ =DIE,, &, ol (44,
donde:
A 4 2 0- ‘
D=pl2 4 0O (45)
~ 0 0 1
y 1L se obtiene por la expresién (19) o (20).
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El proceso de discretizacion por elementos fi-
tos sigue los pasos habituales {1 y 25]. E| ele-
iento utilizado es el sencillo elemento lineal de
.08 nodos (fig. 7) que tan excelentes resultados
1ia dado para analisis de laminas de revolucion
Jasticas [25]. El campo de velocidades nodales
;€@ expresa por:

Pu=luvgl=Na ; a =u,v, 5

~ ~ o~ ~

(46)

donde las funciones N, son lineales de la forma
de las de la figura 7.

Fig. 7.—Elemento unidimensional lineal.

Minimizando la energia potencial de la “lamina”
. con respecto a las velocidades nodales se obtie-

- nen las ecuaciones tipicas de la discretizacion en
i la forma general:

Ka = f (47)
donde
DN o b
/ /B/,DBerdqdz (48)
. [ hoo
- N, -
0 0
" ds
N,sen® N, cos®
0
r r
IN,
0 0 —_
ds
N;sen @
0 0 —
r
anN,
0 — N,
n ds -

y:
4 2 4z 2z

2 4 2z 4z 0
D=1 taz 2z 42 22 o] (g

2z 4z 4 z¢ 0

K 0 0 0 1

donde h es el espesor de la “lamina”,

Adviértase que debido a la dependencia de la
matriz D con la deformacion, la inlegracion con

O’!
b) N !
30.F
f\;_m 4= 544 24489975
2 |
\-QZO- - ~ 0504 |
[ Oy =54+27-7€
}._ I
5 |
10- P
; E:\/jeq&x
|
L . L | i N -
1 2 z 3 36 44 5
<) A TExperimentul o B g
°° H10el. X
x15e|,
¢ 2 [Teoria o2l
- "ldminas viscosas"
o
o5
[w)]
i /;
(@] 1’ L //
/‘
05 - /‘/‘ Rozamiento, m=0.04
P
® 1 | | 1 ! —
Q- 2

. 6 -8 10
Desplaz am'lento(pulgqaodas)

'Fig. 8.—Embuticién de una plancha circular empotrada con
punzon semiesférico.
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respecto al espesor debe efectuarse numéricamen-
te y no explicitamente como es corriente en la
teoria de laminas de revolucion delgadas [25].

Debido a la no linealidad de K la solucidn de

~

la ecuacion (48) ha de ser iterativa. El proceso de
iteracion seguido ha sido el directo descrito en
el apartado 2.3,

Los procesos de embuticion de planchas meta-
licas son problemas de condiciones de contorno
variables con el tiempo, es decir, la forma del nue-
vo contorno cambia cada vez que la geometria se
modifica y nuevos puntos de la plancha entran en
contacto con el punzon. El proceso no es sencillo
e intervienen efectos como el de rozamiento entre
plancha y punzon; asimismo, el proceso es muy
sensible al incremento de tiempo que se use para
obtener la geometria modificada. Por razones de
espacio en este articulo no entraremos en los de-
talles de estos problemas cuya discusion completa
puede encontrarse en las referencias (12 y 26].

2L e
w0 lementos

V/?_‘:p_‘o'—’»’-‘/ 9—?—0\
20k o 1! K //
Wo—O-?“M-?\ °\ /{\
L Nv i .Ar«v ./o\
; / - "LQ\H\
> *o—-o_
W—M-—oh”ﬂ%& 2 N
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Fig. 9.—Dislribucion de deformaciones para 11 = 0,04.
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R —————————..S

— — ~ = Limite de contacto con el punzdn
, (" T, T Limite de contacto con lamatriz

4.3. Ejemplo: Embuticion de una plancha circular
empotrada en sus bordes, con un punzén
semiestérico.

Para demostrar la aplicabilidad de la formula-
cion hemos escogido un ejemplo sencillo de defor-
macion por embuticion de una plancha circular
empotrada en sus bordes por medio de un punzoén
semiesférico. Este proceso es muy usado en la
industria de envases como ensayo de deformabi-
lidad de planchas y para estimar la variacion de la
fuerza de embuticion con la deformacion.

lLas caracteristicas geométricas del problema
se muestran en la figura 8, donde también se pue-
de ver la curva tension-deformacion del material.
Se ha tenido en cuenta en los calculos el efecto
de endurecimiento por deformacién (“strain har-
dening") del material, Asimismo, se ha incorpora-
do el efecto del rozamiento entre plancha y punzén
mediante un procedimiento iterativo bastante com-
plejo que va imponiendo sucesivamente la condi-

%

24 elementos
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6 C! 02 (3 04 95 08 C? (8 C3
Distancia radial inicial (pulgadas)

Fig. 10.—Distribucion de deformaciones para {1 = 0,20.
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on de proporcionalidad entre las reacciones en
5 puntos de conlacto entre plancha Yy punzoén
nas informacion en referencias [12 y 26]

En la figura 8-C se han dibujado los resultados
btenidos para la curva de carga/deformacion,
yara un coeficiente de rozamiento igual a 0,04, con
varios elementos. En la misma figura se muestra
una solucion experimental [29] y otra analitica ob-
tenida por Woo [29] mediante diferencias finitas
aplicadas a las ecuaciones de plasticidad. La con-
cordancia de los resultados obtenidos con los ex-
perimentales es buena.

-
3
f
i

En las figuras 9 a 11 se muestran las distribu-
ciones de las deformaciones circunferencial, radial
y en la direccion del espesor con la penetracion
del punzon para los casos de coeficiente de roza-
miento plancha/punzén de 0.04, 0.20 y rozamiento
infinito (contacto rigido) respectivamente. Se apre-
cia que la distribucion de deformaciones, y por
consiguiente la de espesores es muy sensible al

24 elementos

02 03 04 05 06 o7 08 09 10 1}
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Fig. 11.—Distribucién de deformaciones para y = co,

“FEBRERO - MARzO 1980
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Fig. 13.—Campo de velocidades nodales para diferentes pro-
fundidades de penetracion (24 elementos).
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rozamiento. Para un rozamiento de 0.04 la compa-

racion con resultados experimentales [29] es ex-
celente.

En la figura 12 se muestra la deformacion de
la plancha a diferentes penetraciones para un coe-
ficiente de rozamiento de 0,20. Apréciese la dis-
minucion del espesor de la misma con la penetra-
cién. Finalmente, en la figura 13 se muestra el
campo de velocidades nodales a las mismas pro-

fundidades de penetracion para el mismo pro-
blema.

5. CONCLUSIONES

La formulacion del flujo viscoplastico propor-
ciona un procedimiento versatil y economico para
analizar problemas de grandes deformaciones
plasticas de solidos y laminas delgadas bajo de-
formacion continua,

Para materiales tipo Von Mises el proceso se
reduce a resolver el problema eléastico no lineal
equivalente pudiéndose utilizar para ello cualquier
programa de elementos finilos escrito para elasti-
cidad. La inclusion de efectos térmicos o de olros
tipos de no linealidades del material no presenta
dificultades adicionales.

El método parece especialmente adecuado para
estudiar procesos de deformacion de metales co-
mo extrusion, laminado, embuticién, etc., con efec-
tos térmicos No obstante, la formulacién es com-
pletamente general y aplicable al estudio de las
deformaciones de otros muchos materiales, incluso
el suelo, para los que se dispongan de leyes de
comportamiento similares a la ecuacion (8). Debi-
do a su relativamente reciente aparicién, muchas
posibilidades de este procedimiento estan por in-
vestigar. Una de las mas atrayentes es, sin duda,
su utilizacion para predecir el proceso de defor-
macion de planchas metélicas de forma arbitraria,
lo que seria de gran utilidad para las industrias del
automovil o aeronautica, estandose en la actuali-
dad investigando sobre este tema.
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NOMENCLATURA

): Corrimiento en direccion i (o velocidades).

;+ Tensor de deformacion (total).

;- Tensor de deformacion elastica.

;+ Tensor de deformaciones viscoplasticas,
Indica derivada con respecto al tiempo.
Parametro de fluidez.

Y
F: Superficie de fluencia.
Q

Superficie potencial.
;+ Tensor de tensiones.

FEBRERO - MARZO 1980

p G,

c‘m' n'

f:

T8

o
=

1o lw 1lm 1Z 1 e R~

t 3

R

m.

t

h:

1T O x;

Temperatura.

Invariante de deformacion efectiva,

Segundo invariante de las componentes de las ten-
siones desviadoras,

Tension de fluencia.

Tensiéon desviadora,

Tension media, presion,
Coeficiente de rozamiento.
Viscosidad,

Médulo de rigidez.

Modulo de compresibilidad,
Fuerza masica en direccion i,
Matriz de rigidez.

Veclor de parametros nodales,

Vector de fuerzas nodales equivalentes,

Matriz de funciones de forma.

Operador de deformaciones.

Matriz de deformaciones.

Matriz que relaciona tensién y velocidad de defor-
macion.

Matriz de incompresibilidad.

Parametro de incompresibilidad.

Densidad, calor especifico, conductividad.
Calor generado por trabajo de deformacion.
Matriz de rigidez térmica.

Veclor de velocidad de deformacion generalizada
en una lamina de revolucion.

Matriz que relaciona tensiones y deformaciones to-

tales en una lamina viscosa de revolucién.
Espesor de la lamina de revolucion.
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